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Neste trabalho, exploramos os principais aspectos do desenvolvimento das eletrodindmicas nao-lineares quando
estas teorias sdo submetidas a campos elétrico ou magnéticos externos. Introduzimos um formalismo de
linearizacao das eletrodindmicas nao-lineares por meio de campos eletromagnéticos externos. Assim, somos capazes
de investigar a propagacao de ondas eletromagnéticas submetidas a campo magnético externo, e também a um
campo elétrico externo. Obtemos as solugbes para as relagbes de dispersdo e os indices de refracdo para um
meio livre e sem fontes, mas na presenga de um campo magnético externo uniforme e constante. Fazemos o
mesmo para o caso de um campo elétrico externo uniforme e constante. De posse destes resultados, discutimos
algumas aplicagées importantes nas eletrodindmicas nao-lineares mais conhecidas na literatura. Efeitos épticos,
em particular a birrefringéncia do véicuo, sdo investigados nas eletrodindmicas nao-lineares.

Palavras-chave: Eletrodindmicas nao-lineares, relacdes de dispersdo, birrefringéncia.

In our contribution, we exploit the most salient features of the development of nonlinear electrodynamics
whenever these theories are subject to external electric or magnetic fields. A linearization of nonlinear
electrodynamics around external electromagnetic fields is carried out. By following this path, we are able to
investigate the propagation of electromagnetic waves in the presence of an external magnetic field and an external
electric field as well. We work out solutions to the set of dispersion relations and corresponding refractive indices in
the case of a medium free from sources, but in the presence of an external constant and nonhomogeneous magnetic
field. The same inspection is repeated for an external constant and nonhomogeneous electric field. With these
results, we discuss a number of important applications by picking out the most well-known models considered
in the literature of the area. Optical effects, in particular vacuum birefringence, are investigated in a scenario of

nonlinear electrodynamics.

Keywords: Nonlinear electrodynamics, dispersion relations, birefringence.

1. Introducao

A eletrodindmica classica, desenvolvida por Maxwell
em quatro equagoes fundamentais, é extremamente bem
sucedida em descrever os fend6menos macroscopicos para
campos elétricos e magnéticos [I]. A comprovagao expe-
rimental veio por meio da existéncia de ondas eletromag-
néticas, produzidas e detectadas por Heinrich Hertz em
1888, confirmando uma das principais previsdes da teoria
de Maxwell [2, [3]. Uma das caracteristicas das equagoes
de Maxwell é que sdo equacoes diferenciais parciais no
espaco e no tempo e lineares nos campos elétricos e
magnéticos. Uma consequéncia direta deste fato é o
principio da superposi¢do. Tal principio estabelece que
uma solugdo geral para o campo elétrico E, ou para
o campo magnético B, pode ser obtida pela soma das
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solucdes individuais geradas por cada fonte de carga, ou
corrente.

Durante o final da década de 20, diversos estudos
foram feitos acerca do principio da superposicao [4HT].
Havia duvidas sobre até que ponto os principios da
oOptica clédssica, especialmente o da superposicao de
ondas luminosas, permaneciam validos em situagoes de
altas intensidade ou em presenca de campos externos
(elétricos ou magnéticos). Entre as hipGteses levantadas,
considerava-se a possibilidade de a luz possuir um
momento magnético intrinseco. Nesse caso, ela pode-
ria interagir com campos externos, de forma analoga
ao experimento de Stern-Gerlach, previsto pela 6ptica
classica. Se houvesse um momento de dipolo magnético,
0 campo externo poderia desviar ou modificar a propaga-
¢ao da luz, ou ainda, dois feixes poderiam interagir entre
si. Isso significa que o comportamento do feixe ndo seria
mais puramente linear: a solugdo ja nao seria apenas a
soma das solugoes individuais associadas a cada onda.
Portanto, testar o limite do principio de superposicao
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estava, na pratica, testando se a luz tinha propriedades
internas (como dipolo magnético) que violariam a Gptica
linear.

No inicio do século XX, em paralelo aos avangos da
eletrodinamica de Maxwell, tornou-se evidente que a fi-
sica classica falhava ao descrever fenomenos em energias
elevadas, e em escalas de comprimento extremamente
pequenas. Tais limitagbes exigiram uma reformulagio
das teorias fisicas até entdo conhecidas, o que levou
ao desenvolvimento de dois novos ramos fundamentais
da fisica moderna: a teoria quéntica e a teoria da
relatividade [S8HIO].

Para o eletromagnetismo, o cenario de revolugao tam-
bém foi evidente com o advento da mecénica quantica.
Paul Dirac, em dois trabalhos seminais [IT], [12], desen-
volveu a formulagdo quéntica do campo eletromagné-
tico, contribuindo para a construcao da Eletrodindmica
Quantica (EDQ). Nessa abordagem, a interagdo entre
luz e matéria é descrita em termos dos quanta do campo
eletromagnético, denominados fétonsﬂ No entanto, vale
a pena destacar que a EDQ sé foi completamente
estabelecida na década de 50, apds as contribuicoes de
Dyson, Feynman, Schwinger e Tomonaga [14].

Unificando de forma elegante a mecanica quantica
e a relatividade restrita através do conceito de campo
quantico, a EDQ tornou-se a base para o entendi-
mento moderno das forgas eletromagnéticas em nivel
microscépico, sendo a teoria fisica mais bem-sucedida e
precisa ja desenvolvida. Um exemplo simbdlico de suas
previsoes € a corregao ao fator giromagnético do elétron
devido ao momento de dipolo anémalo com previsoes
que concordam com os experimentos em até 12 casas
decimais [I5] [16].

Além disso, a EDQ previu com sucesso a existéncia
do pésitron, a antiparticula do elétron, cuja descoberta
experimental por Carl Anderson em 1932 consolidou
o conceito de antimatéria, mostrando que na natureza
ha uma simetria fundamental entre particula e anti-
particula [I7]. Outra ideia importante é o conceito de
vacuo quantico. Na EDQ, o viacuo nao é um estado de
auséncia total de particulas e interagoes, mas sim um
meio no qual pares de particula-antiparticula podem
surgir espontaneamente devido as chamadas flutuacoes
quanticas num intervalo de tempo muito curto. Tais
flutuagdes permitem a criagdo temporaria de pares
elétrons-pésitrons, que se aniquilam rapidamente, mas
deixam efeitos mensurdveis, como o deslocamento de
Lamb [I8, [19], e a polarizacdo do vcuo [20].

A ideia proposta por Dirac de que o vacuo seria uma
estrutura constituida por elétrons e pdsitrons (matéria e
antimatéria), levou a Otto Halpern em 1933 [21], a apon-
tar (embora sem expor uma descrigio matemadtica) que
essas flutuacoes de pares elétron-pésitron poderiam levar
a uma interacao féton-féton, ou seja, uma autointeracao

1 O termo féton, contudo, j4 havia sido introduzido por G. N.
Lewis em 1926, e empregado posteriormente por A.H. Comp-
ton [13].
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da luz, que é proibida pelo eletromagnetismo cléssico.
Nos anos seguintes, Werner Heisenberg, juntamente com
seus alunos Hans Euler e Bernhard Kockel, calcula-
ram as primeiras corre¢oes nao-lineares as equagoes de
Maxwell no vacuo, derivadas do espalhamento féton-
féton [22, 23]. Diversos exforgos experimentais foram
feitos na tentativa de verificar o espalhamento féton-
féton [24H26]. Nas tltimas décadas, o espalhamento
féton-féton, também vem desempenhando um papel im-
portante no Large Hadron Collider (LHC) [27H29] e com
perspectivas de investigacdes em futuros colisores [30].

Em 1936, Heisenberg e Euler aprofundaram essa
analise para o regime de campos elétricos e magnéticos
fracos, onde os efeitos nao-lineares da EDQ devido a po-
larizagdo do vacuo manifestam-se como uma modificacéo
efetiva das equacoes de Maxwell. Esta teoria nao-linear
passou a ser conhecida como eletrodinamica de Euler-
Heisenberg [31, 32]. Uma das suas principais caracte-
risticas é a previsdo do fenémeno da birrefringéncia do
vacuo [33, B4], em que o indice de refracdo depende da
direcao de propagacdo da luz em relacdo a um campo
magnético externo. Embora haja indicios em contextos
astrofisicos [35] e esforgos experimentais, a birrefringén-
cia do vacuo ainda nao foi detectada experimentalmente.
A principal dificuldade para sua observagao estd na ne-
cessidade de campos magnéticos extremamente intensos,
da ordem de 10° T, para que o efeito se torne mensurével.
Esses campos sao tipicamente encontrados em estrelas
de néutrons altamente magnetizadas, conhecidas como
magnetares [36]. Em experimentos terrestres, os campos
disponiveis sdo varias ordens de magnitude menores, o
que torna a detecgdo da birrefringéncia do vdcuo um
grande desafio [37].

Em outro contexto, Max Born e Leopold Infeld (1933)
proporam uma teoria eletromagnética nao-linear, que
evita a singularidade do campo elétrico de uma par-
ticula carregada pontual em repouso na origem [38].
Como consequéncia desta teoria, o elétron tem uma
autoenergia classica finita. Alguns autores discutiram
o espalhamento féton-foton no contexto da teria de BI
[39-41]. Ressalta-se que a teoria de Born-Infeld (BI) foi
rederivada como um efeito de baixas energias da Teoria
de Cordas [42].

Durante a década de 1950, uma nova abordagem
foi desenvolvida para compreender melhor a interacao
foton—foton. Desenvolvidas independentemente por Ro-
nald Shaw [43] e por Chen Ning Yang e Robert Mills [44],
as teorias de Yanngillsﬂ sdo uma generalizacao da
estrutura matematica da QED e fornecem um arcaboucgo
que permite a auto-interagdo de bédsons de gauge. Essas
teorias estabeleceram o conceito de grupos de calibre
ndo-abelianos, nos quais os campos de calibre podem
interagir diretamente entre si, ao contrario do féton na
QED, que s6 interage indiretamente via loops quénticos.

2 Embora seja mais conhecida como Yang-Mills, R. Shaw também
participou da criagdo, alguns autores referem-se a elas como teorias
de Yang-Mills—Shaw.
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Essa estrutura tornou-se fundamental para o desenvol-
vimento do modelo padrao das particulas elementares,
permitindo a descricdo das interagoes fortes e fracas
mediadas por gliions e bésons W+ e Z°. Assim, as teorias
de Yang-Mills fornecem o mecanismo para entender, em
principio, a auto-interacdo de bdsons de gauge. Nesse
contexto, alguns estudos foram realizados para investigar
a auto-interagdo de f6tons [45H48].

Atualmente na literatura, existe uma ampla variedade
de modelos nao-lineares que buscam solucionar ques-
toes relacionadas com novas fisicas, seja em fisica dos
materiais, plasma, cosmologia, buracos negros, energia
escura, entre outros [49H68]. Neste momento, vale a
pena ressaltar que algumas eletrodindmicas nao-lineares
podem surgir como teorias efetivas de uma descrigao
mais fundamental. Neste sentido, apontamos algumas
extensoes no setor de hipercarga Uy (1) do Modelo
Padrao, com motiva¢des na producao de monopolos
magnéticos na escala eletrofraca, como uma proposta
para explicacdo da assimetria entre matéria e anti-
matéria, e no estudo de acoplamentos anémalos neu-
tros entre o féton e béson Z° [69H7I], bem como
em teorias efetivas vindas de corregbes quanticas do
Modelo Padrao [72]. No contexto de Teoria de Cordas e
reducao dimensional de Teorias de Kaluza-Klein também
podemos ter contribui¢ées ndo-lineares no setor fotonico
[73, [74]. Além disso, o acoplamento de eletrodinamicas
nao-lineares com candidatos a matéria escura ou campos
de fundo (eletromagnéticos ou de outras origens) tém
sido objeto recente de investigacdo, trazendo mnovos
efeitos, como a dispersdo nos modos de propagagio
ou uma massa efetiva para o féton [75H77]. Portanto,
eletrodinamicas nao-lineares sdo vistas hoje como um
vasto campo de pesquisa interdisciplinar, que aparecem
em diversas areas da Fisica. Para revisdes detalhadas
sobre EDNLs, indicamos as referéncias [49] 53, 56, [67].

Neste artigo, as eletrodindmicas nao-lineares sdo es-
tudadas na presenca de um campo eletromagnético
externo. O campo eletromagnético de uma teoria nao
linear geral é expandido em torno de um campo ele-
tromagnético externo até a segunda ordem nos campos
propagantes no espaco. Assim, pode-se extrair efeitos
de propagacdo de ondas eletromagnéticos num meio
material representado por um campo magnético de
fundo, ou por um campo elétrico de fundo. Apresenta-
mos as equacdes de campo linearizadas em termos de
um campo eletromagnético externo geral e extraimos
as suas leis de conservacdo. Fazemos uma interessante
conexao destas equagoes linearizadas com as equacoes de
Maxwell em meios materiais com polarizacao dielétrica
e magnetizados. Posteriormente, estudamos os casos
onde os campos externos sao uniformes e constantes.
Obtemos as relagoes de disperséo, os indices de refracio,
e as velocidades de grupo para ondas eletromagnéticas
planas se propagando somente num campo magnético
externo uniforme, e apds isto, as mesmas ondas se pro-
pagando somente num campo elétrico externo uniforme.
Analisamos o fendmeno éptico da birrefringéncia para
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algumas eletrodindmicas nao-lineares na presenca do
campo magnético externo uniforme.

O artigo é organizado como segue: na segao
mostramos brevemente uma revisao sobre a eletrodi-
namica de Maxwell e suas principais caracteristicas
como os invariantes relativisticos, a acdo de Maxwell,
e a invaridncia de calibre. A secdo é dedicada a
generalizagao da secdo anterior para eletrodindmicas
nao-lineares com a prescricao da expansao destas teorias
em torno de um campo eletromagnético externo. Na
se¢ao , estudamos as leis de conservacao nas teorias
linearizadas. Na se¢ao , fazemos a conexao das teo-
rias linearizadas com a eletrodindmica de Maxwell em
meios materiais. Na secao @ mostramos as relagoes
de dispersao, indices de refracdo, e as velocidades de
grupo quando os campos externos sdao uniformes. A
se¢ao é dedicada a birrefringéncia do vacuo, na
presenca de campo magnético externo, aplicada para
algumas eletrodindmicas nao-lineares da literatura. Por
fim, na secdo , apresentamos nossas conclusoes e
perspectivas. No apéndice [A] apresentamos um breve
resumo da notagdo indicial, algumas notacgdes e con-
vengoes, bem como propriedades tensoriais e identidades
vetoriais. Em seguida, no apéndice apresentamos as
passagens intermedidrias para a obtencdo do tensor de
tensdes e a correspondente lei de conservagao.

2. Invariantes de Campo e Principio
Variacional no Eletromagnetismo

Para construirmos um lagrangeano coerente com a
teoria eletromagnética, é preciso respeitar condicgoes e
principios fundamentais. Primeiramente, o lagrangeano
deve produzir exatamente as equagbes de movimento
corretas por meio do principio da minima agdo. Outro
ponto importante é que ele deve ser um invariante
sobre transformacgoes de calibre, e transformagoes de
Lorentz. Esta ultima deve ser satisfeita, pois a teoria ele-
tromagnética é essencialmente uma teoria relativistica.
Em outras palavras, se mudarmos de referencial, as leis
fisicas derivadas do lagrangeano devem permanecer as
mesmas. Na teoria eletromagnética, ha duas grandezas
que satisfazem essas condigoes, que sdo dadas por

2
F = % (132—B2>7 (1a)
G='EB, (1b)

em que ¢ = (g o) /2 =~ 2,99 x 108m/s é a velocidade
da luz no vdcuo, com gy = 8,85 x 10712 F/m (Faraday
por metro) e pig = 47 x 107" H/m (Henry por metro)
sendo a permissividade elétrica e permeabilidade mag-
nética no vacuo, respectivamente.

O primeiro invariante (la) é um escalar puro, en-
quanto que o segundo invariante (1b) é uma grandeza
pseudo-escalar. Isso acontece pelo fato do campo elétrico
trocar de sinal e o campo magnético manter-se invariante
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sob a simetria de inversao espacial, i.e., r — —r,
conhecida como transformacdo de paridade.

A acdo invariante para a eletrodinamica de Maxwell é
escrita na forma

< /1
S:// (]—"—p‘IH—J-A) dtd®r, (2)
R J—oco \HO

onde R é uma regido de integracdo espacial, p é a
densidade volumétrica de carga, e J é o vetor densidade
de corrente. Escrevendo os campos em termos dos
potenciais ® e A pelas relacgoes

E = V& - A, (3a)
B = VxA, (3b)

as equagoes de Euler-Lagrange sdo obtidas por meio das
variagoes em relagdo a ® e A na acao , obtém-se as
equagoes de Maxwell com fontes, isto é, a lei de Gauss
e a lei de Ampeére-Maxwell, respectivamente. O outro
par homogéneo das equacoes de Maxwell, a lei de Gauss
para o magnetismo, e a lei de Faraday, ndo advém
de um principio variacional. Podemos obté-lo, tomando
o rotacional em , e o divergente em . Assim,
obtém-se as quatro equagoes de Maxwell

1

VE=L VxB=pl+—0E (i)
[511) C

V.B=0, VxE=—9B. (4b)

Note que estas sdo equacoes diferenciais parciais no
tempo e no espago lineares nos campos elétrico (E) e
magnético (B). Estamos usando a notacao de 9, = 9/0t,
por simplicidade, para as derivadas parciais em relacao
ao tempo. Outra importante caracteristica da eletro-
dindmica é a invaridncia de calibre. Considerando as
transformagoes para os potenciais

O ' =B+ 9N, (5a)
A A =A-VA, (5b)

para uma funcgdo real qualquer A das coordenadas do
espago e do tempo, os campos elétrico (3a)) e mag-
nético sdo invariantes sob as transformacoes (5al)
e (5b)), respectivamente. Estas sdo conhecidas como
transformagoes de calibre. Como consequéncia da invari-
ancia de calibre nos campos, as equacoes de Maxwell
e também preservam esta simetria. Assim, além da
invariancia de Lorentz imposta pela relatividade restrita,
a acao também é invariante de calibre se as fontes p
e J satisfazerem a conservagao da carga elétrica:

como um dos principios fundamentais do eletromagne-
tismo.

Portanto, qualquer extensdo nao-linear da eletrodi-
namica de Maxwell deve satisfazer os dois principios
bésicos do eletromagnetismo: a invariancia de Lorentz
e a invarincia de calibre. O que ficaréd claro na proxima
secdo, onde generalizaremos a agao para eletrodina-
micas nao-lineares.
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3. Generalizacao para Eletrodinamicas
Nao-Lineares

Tendo em vista as diversas possibilidades de contribui-
¢Oes nao-lineares para o eletromagnetismo, podemos de-
senvolver um formalismo que generalize quaisquer efeitos
advindos de nao-linearidades. Prosseguimos escrevendo
a densidadeﬁ lagrangeano em termos dos invariantes F

e@g
[i:uiﬁNL(}_,g)—p<I>—&—J~A7 (7)
0

onde Ly (F,G) representa qualquer eletrodindmica
nao-linear na literatura, e os termos de fonte sao
mantidos como em . Seguiremos uma abordagem
similar da referéncia [78]. Para extrair efeitos lineares
do lagrangeano , vamos expandir os potenciais (P, A)
em torno dos potenciais de fundo (g, Ap) como

d=¢+dp, (8a)
A=a+Ap, (8b)

onde (¢,a) sdo os novos potenciais da teoria que depen-
dem das coordenadas do espaco-tempo. A expansao dos
campos em torno de campos de fundo pode ser obtida

usando e nas relagoes 7, logo

E=e+Ep, (9a)
B =b+Bg, (9b)

onde Ep e Bp sido campos gerais (O indice 'B’ vem
do inglés ’background’ e é frequentemente utilizado na
literatura). Os campos com a notagao de e e b dependem
das coordenadas do espago-tempo, e carregam consigo
a dindmica da teoria. A partir das defini¢oes de (9)),
podemos substitui-las no invariantes das egs. e ,
e obter as seguintes relagoes

F = Fp+6F,
g = Gp+4g,

(10a)
(10b)

nas quais as variagoes de F e G sdo, respectivamente,
dadas por

1

2

1 1

0G = —e-b+-(Eg-b—Bp-e).
c c

e’ 9 1
OF = — —b° )+ 5Eg-e-Bp-b, (lla)
c

c2

(11b)

Os termos Fp e Gp seguem a mesma forma das egs. (|1a))
e (Ib) em termos dos campos de fundo Ep e Bpg.
O lagrangeano é entao expandido L(Fg + d.F,Gp + §G)
até segunda ordem nos campos e e b, em torno dos

3 0 lagrangeano pode ser escrito como a integral da densidade de
lagrangeano: L = f £ dtd3r.
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campos de fundo. Assim, obtém-se:

OLNL
oF

Lyt =Lnt(FB,GB)+

1 9°Lyr
2 0F?
O?Lyt,
0F0G

(6F)(6G) + O3(6.F,0G), (12)
B

+

onde O3(6F,8G) denota os termos da ordem ctibica ou
superiores em 6.F e 6G.

Para simplificarmos a expansdo (12), definimos os
coeficientes

o — OLNL o 0LNL _ O*Lye
1= OF By 2 — 6g B7 1= 6]_-2 B7
Ly Ly
do = . = 13
T agr |, T 0F0G |, (13)

E importante ressaltar que o calculo dos coeficientes é
feito com a fungdo L. Assim, o leitor deve ficar atento
com o aparecimento do fator g ' ao discutirmos e com-
pararmos os lagrangeanos de algumas eletrodindmicas
nao-lineares.

Substituindo os coeficientes , e as variagoes de

(11a) e (11b) na eq. , obtemos o lagrangeano qua-

dratico nos campos e e b:
po L3 = £§\],3L) + ¢ F(e,b) +c2G(e,b) + Z—; (Ep -e)

C C
—cl(BB~b)+§(EB~b)—?2(BB-e)

%%(EB-e)2+%d1(BB-b)2

d 1d
~ S (Bp-¢)(Bp b) + 5 5 (By-e)’

1d d
+ 5 (Bp-b)’ — Z(Ep b)(Bs-e)
+%(EB e)(Es -b) — = (Eg-e)(Bg - e)
_%(BB-b)(EB-b)+d—§(BB-b)(BB~e)
—top (P +¢)+pod - (Ap+a), (1)

onde EE\J,BL) é o lagrangeano escrito somente em termos
dos campos de fundo de modo que este nao influencia
nas equagoes de campo das flutuagoes. As expressoes
de F(e,b) e G(e,b) sdo os invariantes de Lorentz como
fungbes dos campos propagantes que ja aparecem em
e . A expansao do lagrangeano (14]) é valida
para todas as eletrodindmicas nao-lineares conhecidas
na literatura, onde as caracteristicas de cada teoria estao
contidas nos coeficientes . Note que estes coeficientes
dependem apenas dos campos elétrico e magnético de
fundo, e eventualmente podem depender de campos
criticos, ou constantes associadas as eletrodinamicas
nao-lineares. Devido a expansdo em torno dos campos
de fundo até segunda ordem nos campos propagantes, as
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equagdes de movimento produzidas por serdo line-
ares nos campos e e b, enquanto que a nao-linearidade
é transferida exclusivamente para os coeficientes .
Essa formulacdo permite investigarmos diversos feno-
menos de propagagdo, como as relagoes de dispersao,
as velocidades de grupo, a birrefringéncia do vacuo,
entre outros. Pode-se verificar que, quando ¢; = 1 e
dy = do = d3 = 0, recuperamos eletrodinamica de
Maxwell em termos dos campos propagantes e e b.

Fazendo a variacao da eq. com relacdo ao poten-
cial escalar ¢, obtemos a lei de Gauss generalizada dada
por

d
V- [cle+02cb+C;EB(E3oe)

—d; EB(BB b) +d2BB(BB ‘e)

d d
— d2 BB(EB b) + fEB(EB b)— fEB(BB 'E)
d
- ?SBB(EB .e)+dscBg(Bg - b)
:—V-[ClEB—CQCBB}—f—ﬁ. (15)

€0

Observe que, o primeiro termo do lado direito da
igualdade pode ser interpretado com uma densidade de
carga induzida pelos campos de fundo quando os mesmos
nao sdo constantes e uniformes.

Por outro lado, se fizermos a variacdo com relagao
ao potencial vetor a, o resultado serd a lei de Ampere-
Maxwell generalizada:

d
V x clb—CQE—dlBB(BB~b)+C—;BB(EB-e)

1 d
= 0—28t cie+cocb+ ?;EB(EB . e) — dlEB(BB b)

+ da BB(BB ~e) — dQBB(EB b)

d d
+ fEB(EB b) — f’EB(BB -e)

d-
— fBB(EB 'e) +d3CBB(BB b):|

C1 C2
+0 (G B+ Ba)
C2

+ V x (?EB—ClBB)—FM()J. (16)

Analogamente a lei de Gauss , os campos de fundo
nao constantes contribuem com uma densidade de cor-
rente induzida, como estd escrito na tltima linha da lei
de Ampeére modificada.

As equagoes e ainda podem ser escritas de
maneira simplificada se definimos os vetores de desloca-
mento elétrico d, e de intensidade de campo magnético
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h, como
d
651d:c1e—|—020b+c—21EB(EB -e) —dlEB(BB b)
+d2BB(BB -e) —dQBB(EB . b)
d d
+ fEB(EB b) + ?BEB(BB -e)
ds3

+*BB(EB e)+dchB(BB b) (17&)

dy
MOh:CIb_C2E_dlBB(BB'b)+7BB(EB'e)

da

62E (BB e)

d

f’ Ep(Bg - b)
ds

EB(EB e)—l——BB(BB e) (17b)

respectivamente. Assim, as equagoes de Maxwell modifi-

cadas podem ser escritas em uma forma mais semelhante
ao caso usual

V-d=-V:|[eggc1 Eg —epc2¢Bpl+p, (18a)
Vxe = —0b (18b)
V-b =0, (18¢)
Vxh=0d+0d(egc1 Eg+cepcaBp)
1V x (62 Ep— ClBg) +J. (18d)
CHo Ho

Neste momento, por conveniéncia, vamos simplificar
a notagdo dos campos de fundo elétrico e magnético
redefinindo-os como Eg = E e Bg = B, respectiva-
mente.

Na notagdo de indicial (veja o apéndice , podemos
expressar os vetores d e h das egs. e em
termos dos campos e e b da seguinte forma

(19a)
(19b)

d; = €ij €5 + Qyj bj,
hi = g b+ Bij €5,

onde definimos os tensores (matrizes 3 x 3) abaixo

dy
€ij = €0 (clém—i— EE—‘rdQBB

d: d:

+3EB+‘3BE> (20a)
a;; = ¢€o(ce2dij —di E; Bj +dy B; E

d

+ B B —cd;;BB) (20Db)
-1 —1 d2
Hi; = Mg ( ;j —d1 Bi Bj — — E; E;

d d

+3B}—?+3EB> (20c)

d d

ﬁi]:ual( =8+ 1BE 2 E B

d3EE+d3BB) (20d)
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O tensor €;; ¢ chamado de tensor de permissividade
elétrica, e (pui;)™' ¢ o inverso do tensor de permea-
bilidade magnética. No limite onde a nao-linearidade
¢ nula, temos o resultado particular de €;; = €gd;
e [ij = pod;; na qual os tensores sao reduzidos as
permissividade elétrica (eg) e parmeabilidade magnética
(10) do vacuo. Neste mesmo limite, tem-se a;; = 8;; = 0.
Portanto, os tensores e;; e ;; s@o generalizacoes da
permissividade elétrica, e da permeabilidade magnética,
respectivamente, e dependem apenas dos campos elétrico
e magnético de fundo. Os tensores ay;; e 3;; surgem como
consequéncia da estrutura nao-linear do meio. Note que
os tensores de permissividade elétrica e permeabilidade
magnética sdo simétricos na troca os indices, isto é
€ij = €ji € li; = Mji, enquanto que os tensores «;; e
Bij satisfazem a relagdo B;; = —a;;.

Esta dependéncia entre os campos induzidos e os
campos aplicados é descrita pelas chamadas relacdes
constitutivas, que caracterizam a resposta do meio
material aos campos eletromagnéticos propagantes e
e b. Neste contexto, o meio é tratado como um fundo
eletromagnético nao linear, descrito pelos campos E e B,
que interage com as perturbagdes incidentes.

Na maioria dos modelos de eletrodindmicas nao-
lineares, temos que a simetria de paridade é preservada.
Esta premissa impde que o lagrangeano da teoria nao-
linear tenha dependéncias no invariante G = E - B/c
elevado a um nimero par. A simetria de paridade no
espago-tempo quadrimensional é definida como a sime-
tria de reflexdo nas coordenadas espaciais r — —r, que
implica nas transformacoes no campo eletromagnético
E — —E e B — B, e consequentemente, o invariante
troca de sinal sob transformacao de paridade, G — —G.
Portanto, nos mais diversos exemplos, as eletrodina-
micas nao-lineares devem ser construidas por meio de
densidades de lagrangeanos que dependam de G™, com n
sendo um numero par. Na formulacido apresentada aqui,
esta dependéncia implica que no caso de um campo mag-
nético de fundo uniforme e constante, ou no caso similar
com apenas campo elétrico de fundo, o coeficiente co nao
contribuird nas equagdes de movimento, simplificando
alguns termos nos tensores de permissividade elétrica
e permeabilidade magnética. Além disso, vale a pena
mencionarmos que existem excegoes, i.e., a partir de
novas fisicas além do Modelo Padrao é possivel obtermos
algumas eletrodindmicas nao-lineares com quebra da
simetria de paridade. Isso é um tema de pesquisa
mais recente, que nao abordaremos nesta contribuicao
introdutéria. No entanto, para maiores detalhes sobre o
assunto, destacamos o trabalho [79] e suas referéncias.

4. Leis de Conservacgao: Transporte de
Energia e Momentum

Nesta segdo, investigaremos as propriedades de trans-

porte em uma eletrodindmica ndo linear geral. Po-
rém, na primeira parte da secdo, vamos considerar as
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equagdes ([18a)—(18d]) no caso em que os campos externos

sao constantes e uniformes. Com esta premissa, teremos

V-d = p, (21a)
V xe = —0,b, (21b)
V-b =0, (21c)
Vxh = 9d+1J. (21d)

Vamos fazer as seguintes manipulagdes com equagdes
acima. Primeiro, efetuemos o produto escalar da Lei
de Faraday-Lenz por h, depois multipliquemos
a Lei de Ampere-Maxwell por e e, em seguida,
subtraimos as duas expressoes, de modo que

(Vxe)-h—(Vxh)-e=—(0b)-h—(0d)-e—J-e.
(22)

Apo6s algumas manipulacoes e uso de identidades veto-
riais apresentadas no apéndice [A] obtemos a seguinte
equacao da continuidade:

V- S+0u=-J-e, (23)

onde S = e x h é o vetor de Poynting, e u é a densidade
de energia, dada por

u:1e~d+1b-h. (24)
2 2

A equacdo representa o balanco de energia conside-
rando as respostas constitutivas do meio nao-linear. No
limite para eletrodindnmica de Maxwell,d - cpeeh —
o !'b, onde o vetor de Poynting, a densidade de energia,
e a equagdo do balanco de energia, reduzem-se para
forma usual do teorema de Poynting. Por exemplo, veja
a referéncia [80]. Ao considerarmos os campos de fundo
dependentes das coordenadas espaciais, os tensores cons-
titutivos €55, pij, ouj e [i; também apresentam esta
dependéncia. Esse é justamente o caso de sistemas como
0s cristais fotomicos, nos quais a estrutura periédica
do indice de refracdo do meio impoe uma modulacgdo
espacial nos pardmetros eletromagnéticos [81]. Neste
caso, fazemos a mesma manipulagdo anterior, mas com

as equagoes ((18a)—(18d)), que resulta em

1

—_J.e—=

1 _
3 (8tEij)6i€j+§ (8tlh'j1)biij (25)

Note que, na presenca de pardmetros constitutivos
dependentes do tempo, surgem termos adicionais que
representam a taxa de troca de energia entre os campos
propagantes e o proprio meio nao linear.

De forma andloga ao que ocorre com a conservagao
da energia, podemos considerar a conservagao do mo-
mento linear no caso de campos de fundo uniformes
e constantes. Para isso, multiplicamos vetorialmente a
equacao de Faraday-Lenz por d e depois a equacio
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de Ampere-Maxwell (21d) por b. Somando as duas
expressoes resultantes, obtemos

(Vxe)xd+(Vxh)xb
= —(9b)xd—bx (9d)+ Ixb.  (26)

No lado esquerdo da eq. , devemos fazer algumas
simplificaces, que encontram-se detalhadas no apén-
dice J4 no lado direito, os dois primeiros termos
podem ser escritos como uma derivada total no tempo.
Com essas manipulacdes, os termos podem ser escritos
na forma

9i Ty — 0Py = (fL); (27)

onde (fr); = pe;j + (J x b); é a componente j da
densidade de forca de Lorentz, enquanto que P; é a
componente do vetor P = d x b, chamado de vetor
densidade de momento linear, e T;; ¢ o tensor das
tensoes, dado por

1
Tij:dl'ej‘i’bihj7§5¢j(e'd+b'h). (28)

No caso linear, a relagdo entre o vetor de Poynting e a
densidade de momento linear fica

S=c7P, (29)

e o tensor das tensoes é reduzido para
1 1 1
Tij =€ (ei e; — §5ij e2> + % (bi bj — 56“ b2> .

Pela equagao , o tensor das tensoes ndo é simétrico,
ou seja, Tj; # Tj;. Esta propriedade é recuperada
somente na equagao . Para o caso em que os campos
externos dependem das coordenadas do espaco e do
tempo, teremos a expressao

1
0: Ty = 0iPj = frj = 5 (0; €km) e em
1
+ 5[8] (/Lil)km] by b, — (aj Oék-m) er by
(31)

Os trés ultimos termos adicionais representam a transfe-
réncia de momento linear entre o campo eletromagnético
e o meio material causada pelas variacbes espaciais
dos parametros constitutivos. A obtencao desta lei de
conservagao do momento linear mais geral estd mostrada
em mais detalhes no apéndice

Por dltimo, passemos para a discussao do momento
angular do campo eletromagnético. Este é definido pela
expressao

Lewm = /d3r (rxP), (32)
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onde r é o vetor posicdo que liga uma origem fixa no
espac¢o com uma distribuicao infinitesimal de cargas. A
derivada de L, em relagdo ao tempo é

dLem 3 od 3 Ob
dt/drrx<atxb>+/drrx<dx(%),

(33)
e usando as equagoes (21b)) e (21d)), obtém-se
di‘lzm = /d3rr>< [(Vxe)xd
+(Vxh)xb—-Jxb]. (34)

Precisamos das mesmas identidades vetoriais usadas
na conservacdo do momento linear e demonstradas no
apéndice B] Assim, a taxa de variagdo temporal do
momento angular do campo eletromagnético é escrita
como

L
% - /d3rr x [&;9,T3;]

—/dgr(rfo)+/d3r(rxN), (35)

onde N é um vetor que depende apenas das derivadas
espaciais dos tensores £;;, (u™');; e a;;, dado por

1 1 _
N =5 (Veij)eiej = 5 [V )i 1bibj + (Vo) ei by.
(36)

O primeiro termo no lado direito da eq. pode ser
escrito como

/d3I‘I‘ X [éJ 81T”} = %Ekmj ék Tm Tij n; dA
—/d?’l‘élc €ijk Tij, (37)

no qual usamos o teorema de Gauss da divergéncia para
transformar a integral de volume em uma integral de
superficie, e n; é a componente ¢ do vetor normal a
superficie. Tendo em mente que, no limite de grandes
distancias, recuperamos os resultados de Maxwell, tere-
mos que a integral de superficie é nula no infinito. Assim,

a eq. se reduz para
/d3rr X [éj BZT”] = —/d31' ék €ijk Tz; (38)

O segundo termo no lado direito da eq. é interpre-
tado como o torque mecéanico realizado pela densidade
de forca de Lorentz em relagdo a um ponto base r,
e portanto, pode ser chamado de taxa de variacao
temporal do momento angular mecénico

de’Z“ = / dr (r x fr). (39)

Finalmente, o tltimo termo da eq. é interpretado
como o torque realizado pelos campos de fundo em
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relacao ao ponto base r devido as suas possiveis variagoes
espaciais, assim como também, devido a mistura de
um campo magnético com um campo elétrico de fundo.
Assim, definimos

TF = /dSr (r x N). (40)

Juntando todas estas defini¢des, o teorema do momento
angular é dado por

%(Lem + Linee) = —/df”rék €iji Tij + 75 (41)
Note que, mesmo se os campos elétrico e magnético de
fundo sdo uniformes, e que tenhamos apenas um campo
elétrico ou um campo magnético externo uniforme, o
momento angular total ndo é conservado. O tensor Tj;
nao é simétrico, na qual contracao do tensor de Levi-
Civita com Tj; ndo é nula, ou seja, €3 1j; # 0.

5. Classificacao de Alguns Meios
Materiais via Relagoes Constitutivas

No eletromagnetismo classico, distribuigoes de cargas e
correntes movimentam-se no vicuo cujos campos gera-
dos sdo descritos pelos vetores d = gge e h = (u9)~'b
(seguindo a notagdo da secdo 3). Assim, pode-se afirmar
que o vacuo se comporta como um meio linear, homogé-
neo e isotrépico. As propriedades eletromagnéticas ndao
dependem da direcao do espaco, isso fica evidente pelo
carater escalar das constantes do vacuo g e pyg.

Considerando um meio material, este meio responde
a presenga de campos externos. Com isso, as equagoes
tornam-se nao homogéneas com o surgimento de novos
efeitos devido exclusivamente a natureza do meio mate-
rial estudado. Como é conhecido em eletromagnetismo
de meios materiais, os efeitos da polarizacao dielétrica P,
e da magnetizagao M do material, representam a contri-
buicao dos dipolos elétricos e magnéticos microscépicos
induzidos no material, respectivamente. Portanto, sob
esses efeitos, os vetores d e h sdo modificados por

d=¢e+P,
h=u,'b—M,

(42a)
(42b)

respectivamente. Se os campos elétrico (e) e magnético
(b) sdo considerados de fraca magnitude, o meio material
é dito linear, e se 0 mesmo meio é também isotrépico, os
vetores P e M sdo, respectivamente, proporcionais aos
campos e e h

(43a)
(43b)

P = eoxce,

M = Xm ha
onde x. é chamada de susceptibilidade elétrica, € Xm
é a susceptibilidade magnética [30]. Note que ambas as

grandezas sao constantes e adimensionais, e sua origem
depende da natureza de cada material. Essas grandezas
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quantificam a resposta do material a campos externos:
quanto maior a susceptibilidade, maior serd a polariza-
¢d0 ou magnetizacdo induzida no meio para um mesmo
campo aplicado. Nos limites de x. — 0 e xm — 0,
os efeitos da polarizagdo dielétrica e da magnetizacéo
sdo nulos, e recupera-se o eletromagnetismo no vacuo.
Substituindo as relagoes e nas equagoes
e (42b)), os vetores d e h sdo proporcionais aos campos
elétrico e magnético do meio material

d=c¢cg (14 x.) e=ce, (44a)
b

h=—— = ;7 !b, 44b

o (L4 xm) (44b)

nos quais definimos € = ¢ (1 + xe) e o = o (1 + xm)
como sendo a permissividade e a permeabilidade do meio
material, respectivamente. Note que ambas as equagoes
e mostram que a polarizacdo e magneti-
zacdo sdo paralelas aos campos. Contudo, se estamos
considerando meios materiais lineares e anisotropicos,
as componentes dos vetores P e M sdo escritas como
combinacoes lineares das componentes de e e h. Assim,

as relagoes (43a)) e (43b)) sdo estendidas como

(45a)
(45Db)

-Pi :SOXz?jejv
Mi = X;?hjv (Za.] = 13273)7

onde as susceptibilidades sdo promovidas aos tensores

X5; € Xij- Mais explicitamente, as relagdes (45al) e (45D

sao0 escritas como

P, :50(X§;xex+X;yey+X§zez)v

Py = &0 (XZQ: €x + X'Zy €y + X;z €z )7 (46&)
P, =€o(X§z€z+X§y€y+X§z€z)7

Mm = Xﬁhx+xghy+xghza

My = Xyp ha + Xy by + X352 Bz (46b)
M, = X;nzha:'i‘xgzhy""xglzh%

que mostra claramente a anisotropia do meio material
por meio das componentes dos tensores de susceptibili-
dade. Em cada direcdo do espago, as componentes das
susceptibilidades apresentam magnitudes distintas, de
acordo com a natureza do meio anisotrépico. Substi-

tuindo (45a)) e (45b)) nas componentes de (17a)) e ,

obtém-se as relagoes

(47a)
(47Db)

di = Eij 6]',
hi = (pi)~" by,

onde temos os tensores de permissividade elétrica €;; =
€0 (dij + Xi;), e de permeabilidade magnética p;; =
po (85 + xi3), em que (pi;)~" é denotado como o
inverso de u;;. Estes tensores sdo representados como
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as seguintes matrizes 3 x 3

L+ X5  Xay X5z
€= ¢o Xyz 1H+X5 Xy ;
Xz Xsy 1HXS.
L+ Xz Xay Xas
M= Ho Xye L1+ Xyy Xy:
XZz Xy, 1+x7%

(48)

Um exemplo de materiais que exibem essas caracteriti-
cas de anisotropia sdo os cristais. A classificacdo dos cha-
mados cristais elétricos estd associada aos autovalores da
matriz de permissividade e, quando a parte magnética
é a permeabilidade magnética do vacuo, p = pg. As
matrizes abaixo ilustram a classificagdo dos materiais
segundo seu eixo éptico [82]:

00 e 0 0
Cubico: [ 0 € 0 |, Uniaxial : 0 g 0],
00e 0 0 EH
(49)
€1 0 0
Biaxial : 0 e O
0 0 £3

Em conexdo com os tensores de permissividade elé-
trica e permeabilidade magnética obtidos na se¢ao ,
por meio das equagoes 7, 0 meio material
linearizado sob a agdo de um campo eletromagnético
externo, tem a interpretacdo de tensores de suspetibili-
dade que dependem dos campos elétrico e magnético de
fundo. Se consideramos uma eletrodinamica nao-linear
com ¢ = 0, e d3 = 0, num campo magnético exteno
uniforme, ou num campo elétrico uniforme, as relagoes
constitutivas e reduzem-se a e ,
respectivamente.

No caso somente de um campo magnético externo
uniforme, E = 0, os tensores de permissividade elétrica
e o inverso do tensor de permeabilidadae magnética sao
reduzidos a

Eij = 50(0151j+ngiBj),
(pij) ™" = py' (e165 —dy Bi By ),

e a;; = B;; = 0. O inverso da equacdo (H0b) dé a
expressao para o tensor de permeabilidade magnética

(50a)
(50Db)

o @(Cl—dlBQ)(sij—f—dlBiBj
”_Cl ledle '

(51)

Os autovalores das matrizes de (b0al) e sao dados
por

C1 0 0
o 0 c1 0 y
0 0 ¢1+do B2
(52)
gt 0 0
po| 0 ¢! 0 :
0 0 (Cl —dy B2)71
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que sdo positivos se ¢; > 0 e ¢; > dy B2. Se a condicdo
c1 > dy B? garante que (¢; — d1B?)™! > 0, entdo o
material é um paramagneto. Por outro lado, se ¢; <
d1 B2, o terceiro autovalor é negativo (¢; —d;B?)™! <0,
e o0 material se comporta como um diamagneto. Esses
resultados mostram que o vacuo de uma eletrodindmica
linearizada com um campo magnético externo se com-
porta como um cristal uniaxial, se compararmos com os
elementos da segunda matriz de .

Se o vacuo da teoria linearizada é submetido a somente
um campo elétrico externo, os autovalores sao obtidos
de trocando B — E/c, di — ds e dy — dy, com
a condicio de ¢; > do E2/c? para que sejam positivos.
A classificacdo do meio material é entao similar ao caso
anterior.

6. Relacoes de Dispersao na Presencga de
Campos Uniformes de Fundo

Nesta secao, vamos obter as relagdes de dispersao (RDs),
e consequentemente os indices de refragdo do meio
material, na presenca de um campo magnético de fundo
uniforme e constante, e posteriormente, faremos o caso
de um campo elétrico de fundo constante e uniforme.
Este cenario pode descrever, por exemplo, uma situacao
fisica de um meio interestelar, onde campos magnéticos
s&o intensos e praticamente constantes em escalas locais
(da ordem de microgauss) e permeiam toda a galdxia.
Esses campos podem ser tratados como um fundo sobre o
qual ondas eletromagnéticas se propagam. A propagacao
de ondas nas proximidades de estrelas de néutrons é
outro exemplo relevante de um sistema com um campo
de fundo puramente magnético.

Suponhamos que o meio ¢é livre de fontes externas, ou
seja, p = 0 e J = 0, de modo que num campo eletro-
magnético de fundo constante e uniforme, as equagoes

(18a])—(18d)) reduzem-se a forma

V.-d=0,
V-b =0,

Vxe+atb:0,
Vthatdzo

(53a)
(53b)

Portanto, podemos estudar os efeitos de propagacgao para
solugoes de ondas planas nos campos e e b.

6.1. Propagacao de ondas num campo magnético
de fundo uniforme e constante

Nesta subsecao, vamos considerar o caso de apenas um
campo magnético de fundo, constante e uniforme, onde
E = 0 em todas as expressoes anteriores. Outro ponto
importante para nossa andlise é o fato do coeficiente
dz ser nulo se o campo de fundo é somente magnético,
ou somente elétrico, para todos os exemplos de ele-
trodindmicas nao-lineares conhecidas na literatura, que
foram mencionadas previamente na introdugdo. Assim,
podemos também fazer d3 = 0 a partir deste ponto.
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Consideramos entao as solucoes de ondas planas para
0s campos propagantes e e b

i(k‘r—u.;t)7 (543)

(54b)

e=¢pe
_ i(k-r—wt
b = by el ),

onde w é a frequéncia harmonica, k é o vetor de onda,
ep e bg sdo amplitudes constantes e uniformes das ondas
elétrica e magnética, respectivamente. Substituindo-as

nas equagoes (53a)) - , obtemos
k-dy = 0,
k-by = 0,

kxegfwb():O,
th0—|—wd0=0.

(55a)
(55b)

A lei de Gauss do campo magnético garante que a
dire¢do de propagacao de onda é sempre perpendicular
a amplitude de onda do campo magnético. Mas a lei
de Gauss do campo elétrico ndo garante que (k) seja
perpendicular a amplitude de campo elétrico da onda
plana. Note que as amplitudes dg e hg estao relacionadas
com eq e by, respectivamente, pelos mesmos tensores de
e (E00).

Multiplicando vetorialmente por k a lei de Faraday
em , e usando a lei de Ampere-Maxwell , a
equacao de onda para as componentes da amplitude da
onda elétrica é

Mij eoj = 0, (56)

onde os elementos da matriz M;; sdo dados por

w2 2 d1
Mij: sz—k 51j+a(BXk)z(BXk)j

dg UJ2
+—= | 5 BiB+ (B KkB|. (57)
1

A solucéo nao-trivial da eq. implica que o deter-
minante da matriz M;; deve ser nulo. O determinante
da matriz M resulta em

4 2

det(M) = (“;’22—1{2) (P°§4+Q°;+R), (58)

onde os coeficientes P, @ e R sdo definidos por

do

P=1+—=B? (59a)
€1
_ g2, 4 2 d2 [po) o2 2
Q=-2k+2 Bxk)? -2 [B2Kk*+ (B k) }
C1 C1
did
+ 222 B2 (B x k)2, (59b)
1
1.4 dy . 5 2, da 2
R=k'- k2B xk)?>+ 2K (B k)
C1 C1
di d
- 1622 (B-k)* (B x k)2. (59¢)
1
A condigdo de det(M) = 0 tem como a primeira
solugdo wyi(k) = clk|, que é a mesma relagio de

dispersao a onda eletromagnética na eletrodindmica de
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Maxwell. Esta é uma solugao esperada desde que a si-
metria de calibre é preservada nas equagoes linearizadas

(18a)—(18d)). As outras solugoes possiveis sédo obtidas por
meio da equacao quartica na frequéncia w:

w4 UJ2

cujas solugoes sao dadas por

wa(k) = c[k| /1— B (B x k)2, (61a)
C1
d2 (B X 12)2
k) = c[k| /1 — L2Bx17 !
w3( ) C‘ ‘ C1+d2B2 (6 b)

Estas sdo as relagoes de dispersao que dependem do
campo magnético de fundo, e também dependem da
direcdo que este campo de fundo faz com a direcao de
propagacao de onda. Note-se que, no caso particular em
que o campo B é paralelo a diregao de k, a contribuicao
dos coeficientes d; e do se anulam em e ,
e todas as solugdes sdo iguais a frequéncia da onda
eletromagnética usual, ou seja, wy = wy = w3 = c|k|.

Os indices de refragdo associados as relagoes de dis-
persao sao definidos por

Kk
S (i=1,2,3). (62)

WiB
A primeira solu¢ao leva ao resultado do indice de refra-
¢ao do vacuo, ny = 1, desde que usamos a solugao w; =

c|k|. Para as solugoes (61al) e (61b)), os correspondentes

indices de refracdo tém os resultados

nyt=4/1- 4 (B x k)2, (63a)
C1
dy (B x k)2

nyl=14/1- d2 (B x k)? (63Db)

c1 + dy, B2 ’

respectivamente. A interpretacdo fisica aqui é a mesma
das relagbes de dispersao. O indice de refragdo deste
meio material apresenta duas possiveis solugdes que
dependem da direcdo que o campo magnético de fundo
faz com o vetor de onda k. Se o campo B é paralelo a
k, os indices de refracdo sao todos iguais a um, e o meio
material comporta-se como no vacuo.

As componentes do vetor velocidade de grupo da
onda eletromagnética sdo definidas pela derivacao da
frequéncia w em relacdo as componentes do vetor de
onda k?, ou seja,

i dw
Vg = T

(64)

Esta derivagdo é obtida tomando a diferencial dire-
tamente da equagdo det(M) = 0. Assim, obtemos o
resultado:

wctK

vg(w) = 2+ QR (65)
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onde o vetor K é definido por

2 k2 d d
K:2k<1—62>—1(Bxk)xB+2B2k
w Cc1 C1
d 2 k2 dyd
+2(B.k)B<1—C 2>—2 LZ2B*B x k) xB
c1 w c]
2 21,2
+d1k(BXCk> +ﬁ012< (B x k) x B
C1 w 1 W
d B-ck\? d,d B xck)?
“ae () Hgmwn (557
1 w Cl w
didy [B-ck)?
1022( wc ) (B x k) x B, (66)
1

no qual as componentes de v, sdo funcoes da frequéncia
w. Usando as solugbes para as relagoes de dispersao,
a primeira solucao leva a usual velocidade de grupo
= ck. As demais solugoes de wo e w3 dao as seguintes
velocidades de grupo

_ccll;—&-cdle(BxlA{)
w=ws )

c14/1— (B x k)?

\7] (67a)

k B(B-k
__ca +cdayB( ) (67b)

[ da(Bxk)?
(01 + do B2) 1-— e Td,BT

respectivamente. Notemos aqui a dependéncia dessas
velocidades com direcao do campo magnético de fundo,
como consequéncia do meio material governado por B.
Numa situacdo particular, se o campo externo B ¢é
paralelo a R, as trés solugdes para a velocidade de grupo
reduzem-se ao resultado de v, = ck. No caso em que
B é perpendicular a R, vamos escolher a situagao mais
ilustrativa onde a propagacao da onda esta na direcao X,
k = %, e 0 campo magnético é colocado na direcao Z,
com B = B2z Os resultados de e sao

reduzidos a

Vg |w=w3

1- B2 (68a)
(68b)

onde ¢; > di B? na solucdo . As velocidades de
grupo se propagam na mesma dire¢ao do vetor de onda.
A solucéo tem moédulo da velocidade de grupo
menor do que a velocidade da luz no vacuo, enquanto
que a solugao também apresenta o mesmo compor-
tamento na sua magnitude, se os coeficientes c¢; e ds sdo
positivos. Assim, a nao-linearidade atua como um fator
atenuador a magnitude da velocidade de grupo da onda.
No caso em que os vetores B e k estio numa direcao
qualquer do espaco, nao é dificil mostrar que o quadrado

das velocidades de grupo (67b)) e (67b]) satisfazem as
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relagoes
2 _ 2 i\ 2
Lf:p(cl d1B%)di (B x k)© (69a)
c C1 — d1 (B X k)2
2 )2
Yo o adsBxK)” )
c (Cl+d2B2)[Cl+d2(B'k)2}

Logo, o resultado da eq. ¢ sempre menor que
a velocidade da luz no vacuo ao quadrado (c?) se
c1 > dy B2, enquanto que a eq. (69b) é sempre menor
do que ¢?, respeitando a causalidade.

6.2. Propagacao de ondas num campo elétrico de
fundo uniforme e constante

Neste caso, fazemos B = 0, a equacao de onda para a
amplitude do campo elétrico ep; é similar & eq. (56)), que
€SCreveImos como

Nij eoj = 0, (70)
onde os elementos da nova matriz N;; sdo
2
Nij:(ﬂ—w) By + 2 (B K0, (B x K,
c 162

dy
cy 2

w
{C2EiEj+(E-k)kiEj . (1)

Note que, fazendo as substitui¢oes de d; — da, do — d
e E;/c — B, os elementos da matriz N,; sdo iguais aos
da matriz M;;, e podemos reobter todos os resultados
da subse¢do anterior. Seguindo o mesmo caminho, o
determinante de N fica dado por

w? wt w?
det(N) = <C2_k2> (PEC4+QEC2+RE>a

(72)
onde os coeficientes Pg, Qg ¢ RE sdao definidos como
d; E?
PE—1+—1—2, (73a)
Qu=—2k>+ 2 (Exk)?’— L [E°K> + (E-k)Q]
d d
—E2(Exk)?, (73b)
01
d
_ 1.4 2 1,2 2 2
dy do
——— (E-k)*(Exk)*. (73c)
e
Vamos analisar det(N) = 0. A primeira solugdo é a

relacdo de dipersao usual do campo eletromagnético,
w1(k) = c|k|. As duas novas solugbes para a equagio
quértica na frequéncia sao

d1 EXk)

—clklt/1 - 22— 2
C| |\/ 0102+d E2a
—c|k|\/
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Os indices de refragao associados a estas solugoes resul-

tam em
_ dy (E x k)2
1 1
=/l - ——t 75
U \/ 1 2 + dl E27 ( a‘)
ns \/ - m k. (75b)
5 c1 2
Analogamente, obtemos as velocidades de grupo
ceik+dE(E-k)/c
Vg|w:w2 = y (EXR)Z s (763.)
(Cl + dl EQ/CZ) - (.21(.1_,’_(11 E2
cclk+d2E X (E X k)/c
Volumw, = (76b)
C1 )

Similarmente ao caso do campo magnético externo, os
resultados das velocidades de grupo sao menores do que
a velocide da luz no vacuo se os coeficientes satisfazem
a condigdo de ¢; > dy E?/c? na eq. , enquanto que
na eq. (76a) é sempre menor do que velocidade da luz
no vacuo sob qualquer condicao.

7. Birrefringéncia e os Exemplos de
Eletrodindmicas Nao-Lineares

Nesta se¢ao, discutimos a birrefringéncia e sua aplicacao
em algumas eletrodindmicas nao-lineares. A birrefrin-
géncia é um fendmeno Optico que estd relacionado a
diferenca do indice de refracdo de um meio material
quando a polarizacao da onda muda em relagao a direcao
do campo magnético externo. Um exemplo onde esta
definicdo pode ser usada é considerar o campo magnético
externo uniforme na direcdo Z, B = B Z, e a direcdo de
propagacao da onda como k = k X. Se a polarizacao da
onda plana é paralela ao campo magnético externo, isto
é, eg = ep3 Z, a equagao de onda é reduzida a

w? do W2
<c2| 22 B2> eos = 0. (77)

C1 C

Se ep3 # 0, a solugdo desta equacdo para o indice de
refracdo n| = ck/w) toma a forma

ng =11+ 2 B2, (78)
n .

Na outra situacao, escolhemos a polarizacdo de onda
como ey = ep2 Y, que agora é perpendicular ao campo
magnético externo. Assim, a equagao de onda é dada
por
wi 2, A1 59,0
(2—k+ Bk:)eoz:()7 (79)
C C1

cuja solugdo para n; = ck/w, fica
d —1/2
nl:<1—132) : (80)
C1
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A birrefringéncia é definida pela diferenca entre os

indices de refracao e , de modo que

-1/2
1+@BQ— (1— dlBQ) (81)
C1 C1

An = nH —ny =
Como o caso mais simples, a eletrodinamica de Maxwell
é reobtida nos limites de di = do = 0 e ¢4 = 1.
Usando estes limites em , obtém-se que An = 0,
e a eletrodindmica de Maxwell ndo apresenta birrefrin-
géncia, como é bem conhecido na literatura. Diante do
resultado , vamos aplicd-lo as eletrodindmicas nao-
lineares que mencionamos na introdugao deste trabalho.
Como estamos interessados em efeitos de propagacao de
ondas livres, consideramos todas as eletrodindmicas nao-
lineares sem fontes externas de cargas e correntes.

A primeira eletrodinamica nao-linear que usaremos
como exemplo ¢é a eletrodinamica de Euler-Heisenberg.
Esta teoria é obtida por meio de contribuigoes quanticas
quando o elétron é submetido a um campo eletromag-
nético externo uniforme e constante de baixa intensi-
dade [31I]. O lagrangeano efetivo de Euler-Heisenberg é

1 1 2a%hR3
Lom=—F+ -0 (4524702 82
EH IU,O + ,LL% 45m4 C5 ( + g )7 ( )
onde a = e?/(4dmeohic) = 1/137 é a constante de

estrutura fina, m = 0,5MeV/c? (em mega-eletronvolt
por ¢?) é a massa do elétron. Note que a nio-linearidade
manifesta-se na eq. pelos termos de F2 e G2. Usando
este lagrangeano na formulac¢ao da expansao num campo
magnético de fundo uniforme, apresentada na secao ,
os coeficientes sao dados por

1 8 a2 h3 B2
c =1-—
LEH 45 po m* b
2 #3 2 #3 (83)
d 16 Iy d 28a” h
= — e = .
VEH = 45 o m*c® ST o m*c®

Portanto, a variagdo do indice de refracao com 0s
coeficientes de (83)) é dada por

202 h3 9

15 pom? ¢d (84)

AnEH >~

na qual estamos considerando o campo magnético fraco.
Usando os valores de o = 1/137 e m = 0,5MeV/c?,
obtém-se o resultado numérico da birrefringéncia por
unidade de campo magnético ao quadrado em Euler-
Heisenberg

Angp YR
—z = 1,32x 107 T (85)
Este resultado esta proximo do obtido pelo experimento
da polarizagdo do vdcuo com laser (PVLAS) para a
birrefringéncia do vacuo com campo magnético, dado
por An/B? = (19 £ 27) x 10724 T2 [37].
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Outra ED nao-linear bem conhecida na literatura é a
eletrodindmica de Born-Infeld. Ela é representada pelo
lagrangeano [38]

e
onde B é o parametro de Born-Infeld, interpretado como
um campo critico de Born-Infeld e tem dimensao de
campo magnético. No limite  — oo, o lagrangeano
é reduzido ao lagrangeano de Maxwell sem a presenca
das fontes. Originalmente, no trabalho de Born-Infeld
a estimativa para o parametro 8 é de ¢ = 1,187 x
102 V/m, o que mostra que os efeitos desta teoria
sdo sensiveis de fato para campos elétrico e magnético
muito intensos. No caso da ED de BI, os coeficientes da
expansao desta teoria em torno de um campo magnético
de fundo sao

(86)

2
£BI:6l1_ > g21,
Ho

_ p B 54
C1BI = 7\/m, dipr = 7(52 DT

1
dQBI = T -
BB+ B

Usando estes coeficientes na férmula , obtém-se que
Anpgr = 0, o que mostra que a ED de BI ndo apresenta
birrefringéncia.

Mais recentemente, uma nova ED ndo-linear foi pro-
posta na literatura como a tnica ED até entdo que
preserva a invariancia conforme e a simetria de dualidade
de campo elétrico e magnético. Esta ED nao-linear
é chamada de ModMax (do inglés modified Mazwell
electrodynamics) [54]. O seu lagrangeano é definido como

(87)

1 1
Lyyv = ; cosh(v) F + ; sinh(v) v/ F2 + G2, (88)
0 0
no qual 7y é o paramétro real de ModMax sempre positivo
(y > 0) para garantir a propriedade da causalidade
da teoria. No limite de v — 0, o lagrangeano
reduz-se a eletrodindmica de Maxwell da ac¢ao . Do
lagrangeano 7 os coeficientes c1, di e do num campo
magnético de fundo uniforme sao, respectivamente,
dipv =0,

_ 2
cmpm =¢e 7, dQMM:? sinh(7).

(89)

A birrefringéncia para os coeficientes de ModMax é
dada por

ATLMM:(B’Y*]_Z’)/, (90)

onde usamos que é muito pequeno, ou seja, v <K 1. Este
resultado mostra que a ED de ModMax é birrefringente,
e neste caso, nao depende da magnitude do campo
magnético. Com a estimativa de An/B? = (19 +
27) x 10724 T2 para um campo magnético externo de
B =2.5T da referéncia [37], o pardmetro de ModMax
tem o limite superior de

v < 1.18 x 10722, (91)
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Para outros estudos da eletrodindmica de ModMax na
presenca de campos elétricos e magnéticos externos
juntos, destacamos a referéncia [83].

Por fim, vale a pena mencionar que existem outros
modelos de EDNLs, por exemplo a proposta recente
que unifica a ED nao-linear a Bl e ModMax no mesmo
lagrangeano. Este modelo foi proprosto pelos mesmos
autores da ED de ModMAx (Bandos-Lechner-Sorokin-
Townsend), e é representado pelo lagrangeano [67]

2 r G2
577312/6* 1- 1—2M0M—@ ;

Ho 52

onde Ly € o lagrangeano de ModMax , B é o
campo critico desta teoria. No limite de f — oo, o
lagrangeano reduz-se a teoria de ModMax (88). Se
v — 0, o mesmo lagrangeano reduz-se a teoria de Born-
Infeld.

Uma outra possivel generalizacdo do modelo de BI é
discutida na referéncia [64], o lagrangeano é dado por

2 2 p
Etipo—Blzﬂ [1—<1— <9 > }7 (93)

(92)

m pp? 2ppt

onde p e ¢ sdo pardmetros adimensionais. Born-Infeld
é recuperado quando p = 1/2 e ¢ = 1. No limite
p — 00, obtemos um modelo chamado de eletrodindmica
exponencial

2 F 2
ﬁexpio{lexp<lﬁ2§g4)}. (94)

Esse modelo surge no contexto de buracos negros [65].
Além disso, podemos ter outras dependéncias nos inva-
riantes F e G, como, por exemplo, as eletrodindmicas
logaritmica, arco-seno e arco-tangente [63, [84H86]. Um
dos principais requisitos é que no limite de campos fracos
e baixas energias, temos o termo de Maxwell, £ = F/ o,
sendo dominante. Para desenvolvimentos mais recentes
sobre eletrodinamicas nao-lineares, recomendamos a lei-
tura da referéncia [56].

8. Conclusoes e Perspectivas

Neste artigo, procuramos apresentar uma introducao
sobre eletrodindmicas nao-lineares. De modo geral, uma
eletrodinamica é dita nao-linear se o lagrangeano cor-
respondente é fungdo dos invariantes de Lorentz F =
(E?/c? — B%)/2 e G = E - B/c, que sdo funcoes
quadraticas nos campos elétrico e magnético. Esta é
uma das propriedades relativisticas mais importantes
dentro do eletromagnetismo. Desde que dependem ape-
nas dos campos elétricos e magnéticos, essas quanti-
dades também sdo invariantes de calibre. Para extrair
efeitos de propagacgao das eletrodindmicas nao-lineares,
expandimos o campo eletromagnético original destas
teorias em torno de um campo eletromagnético externo
até a segunda ordem no campo propagante. Assim,
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obtém-se uma eletrodindmica linearizada, onde o novo
campo eletromagnético propaga-se num campo elétrico e
magnético de fundo. No primeiro momento do trabalho,
consideramos esses campos externos como dependen-
tes das coordenadas espaco-temporais e obtemos as
leis de conservacao da teoria linearizada envolvendo o
tensor energia-momentum, as densidades de energia e
momentum, o vetor de Poynting, o momento angular
e os campos de fundo. H4 que se ressaltar que pro-
curamos apresentar todos os resultados na formulacéo
nao-covariante, i.e., evitando o uso de quadrivetores e
tensores da Relatividade Especial, de modo a fornecer
um material mais acessivel aos estudantes da graduagao.
Além disso, adotamos uma metodologia de escrever as
equagodes de movimento em termos das relacbes cons-
titutivas em anologia com meios materiais, procurando
tornar a apresentacao mais intuitiva.

Posteriormente, consideramos esses campos externos
como constantes e uniformes. Nesse contexto, estudamos
a propagacao de uma onda plana eletromagnética na
presenca somente de um campo magnético externo, e
a seguir, fazemos o estudo similar quando ha somente o
campo elétrico externo. Com isso, obtemos as possiveis
solugoes para as relagdes de dispersao, os indices de
refracdo, e as velocidades de grupo. Nessas situagoes,
a diregao de propagacao da onda e a dire¢do dos campos
externos tém um papel fundamental na interpretacao
fisica dos resultados. De modo que os indices de refracao
e as velocidades de grupo dependem da dire¢ao que vetor
de onda faz com os campos externos. Por exemplo, se o
vetor de onda é paralelo aos vetores de campo externos,
as solugoes para os indices de refragao sao iguais a um,
a velocidade de grupo reduz-se a velocidade da luz no
vacuo, e o meio material se comporta como o vacuo
usual da eletrodindmica de Maxwell. Por outro lado,
se a direcdo de propagacdo da onda é perpendicular
aos campos externos, os efeitos nao-lineares advindos
das eletrodinamicas produzem corre¢es aos indices de
refracdo e velocidades de grupo.

Aplicamos nossos resultados no estudo da birrefrin-
géncia nas eletrodindmicas nao-lineares mais conhecidas
na literatura. A birrefringéncia é um fenémeno éptico
onde o indice de refracdo do meio material muda de
acordo com a polarizagdo da onda propagante neste
meio em relagdo ao campo magnético externo. Num
exemplo para ilustrar a birrefringéncia, calculamos o
indice de refragdo da onda quando a amplitude da
flutuagdo do campo elétrico é paralela ao campo mag-
nético externo, e posteriormente, calculamos o indice
de refracdo agora quando a amplitude é perpendicular
ao campo magnético externo. A birrefringéncia é defi-
nida como a subtracdo destes dois indices de refragao,
e muda de acordo com a eletrodinamica linearizada.
Com isso aplicamos a formula da birrefringéncia para
as eletrodindmicas de Euler-Heisenberg, Born-Infeld e
ModMax. Como resultados, obtém-se que a eletrodina-
mica de Born-Infeld, assim como a eletrodindmica de
Maxwell, ndo apresentam birrefringéncia do vacuo. Por
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outro lado, as eletrodindmicas de Euler-Heisenberg e
de ModMax sao birrefringentes. Ademais, a partir dos
dados do experimento PVLAS, mostramos que o valor
experimental para birrefringéncia do vicuo pode ser
utilizado para colocar um limite superior no parametro
de ModMax.

Por fim, gostariamos de colocar algumas perspectivas
futuras. Neste trabalho inicial, de cardter introdutério
sobre eletrodindmicas nao-lineares e efeitos 6pticos na
presenca de campos eletromagnéticos externos, focamos
nos conceitos comumente investigados na literatura,
i.e., nas relagoes de dispersao, indices de refracdo, ve-
locidades de grupo, bem como a obtencao do tensor
energia-momentum, vetor de Poynting, momentos linear
e angular. Além disso, procuramos dar atencédo especial
ao efeito da birrefringéncia na presenca de campo mag-
nético externo. No entanto, precisamos deixar claro para
o(a) leitor(a) que existem outros assuntos que nio foram
contemplados nesta primeira contribui¢ao. Por exemplo,
a averiguacao do indice de refragdo de um meio material
(ndo mais o vacuo) que pode responder linearmente
ou nao-linearmente, pois, diferentemente do vacuo, um
dado meio responde a campos eletromagnéticos sem que
precisemos expandir em torno de um campo externo.
Essa nao é uma questao imediata. Ressaltamos também
uma possivel generalizagdo da lei de Snell-Descartes.
Além disso, vale a pena ressaltar que existem outros
efeitos na presenca de campos externos. Dentre estes,
destacamos o photon splitting devido a um campo mag-
nético externo, bem como a criagdo de pares elétron-
positron e efeito Kerr (birrefrigéncia) relacionados a um
campo elétrico externo. Tudo isso sdo questoes mais
elaboradas, que esperamos discutir em um trabalho
futuro.

Appendix
A. Notagao Indicial

Neste apéndice, apresentaremos a notacao utilizada em
grande parte das equagoes desse trabalho. Para uma
abordagem mais detalhada, sugerimos os livros [0, 82]
87, [88].

Consideremos um vetor A escrito em termos das suas
componentes num espaco Euclidiano tridimensional. Po-
demos escrevé-lo em coordenadas cartesianas como

A=A, +A,8,+ A&, (A1)
onde &,, &, e &, sdo vetores unitarios associados aos
eixos z, y e z, respectivamente, e A,, A, e A, sdo as
componentes reais do vetor. Seja um outro vetor B dado
por B = B, &, + B,é, + B.é&,, definido no mesmo
espaco. Assim como no caso dos nimeros reais, podemos
fazer operagdes matematicas com vetores. A soma A +B
é um novo vetor em que suas componentes Sa0 as somas
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das componentes destes vetores:

A+B= (A, +B,)é, + (Ay+ B,) &, + (A. + B.) é..

(A.2)
Similarmente, a subtracio entre estes vetores é
A-B=(A,-B;)é&,+ (A, —By)é,+ (A, —B,)é,.

(A.3)

H& duas possibilidades distintas de produto entre veto-
res: o produto escalar (-) e o produto vetorial (x), que
sao definidos, respectivamente, por

A-B=A,B,+A,B,+A.B,, (A.4a)
AxB=(A,B,—-A.,By)é, + (A.,B, — A;B.)¢&,

+(A,B, — A B;)é,. (A.4Db)

Muitas vezes, para fins de demonstracoes de diversas

identidades vetoriais, é conveniente escrever esses pro-

dutos em uma notacdo mais compacta. Observe que
podemos reescrever a eq. (A.1)) como

3
A=) 48,
i=1

em que trocamos a notacdo das componentes x, y e z
por 1, 2 e 3. Desse modo, os produtos escalar e vetorial
podem ser reescritos como

3 3
A B=) > A;B;(&-8&),

(A.5)

(A.6a)
i=1 j=1
3 3
A x B:ZZAi B, (&; x &;), (A.6b)
i=1 j=1

onde os produtos entre os vetores unitarios devem
obedecer as seguintes relagoes

éi . éj = 51']', (A7a)
3

& x 8 = Z €ijk € (A.7b)
i=1

A quantidade §;; é chamada de delta de Kronecker e é
definida por

1, se i=17,

0, se i#j.

O delta de Kronecker é simétrico perante a troca dos
indices ¢ e j, ou seja, d;; = dj;, J& a quantidade ;51
é completamente antissimétrica nos indices 7, j e k,
chamada de simbolo de Levi-Civita, e é definido por

(A.8)

+1, se (i,4,k) for (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2).
€k =< —1, se (i,7,k) for (3,2,1),(2,1,3) ou (1, 3,2).

0, quando houver indices repetidos.
(A.9)
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Com essas defini¢oes, os produtos escalar e vetorial das
egs. (A.6a) e (A.6b) sdo escritos como

3

A-B =) AB,, (A.10)
=1
3
AxB = Z eijkAiBj ék, (A.ll)
i,5,k=1

respectivamente. Neste momento, é opoturno alertar
o(a) leitor(a) para ndo confundir a notacdo do vetor
unitario &; deste apéndice com a flutuacdo do campo
elétrico e; utilizada nas demais segoes.

Podemos simplificar ainda mais se observamos que os
indices de soma sempre aparecem repetidos nas expres-
soes. Por exemplo, na eq (A.10), temos uma soma no
indice i, que surge tanto em A, quanto em B. Portanto,
podemos omitir o simbolo do somatorio, considerando
que quando tivermos indices repetidos, subentende-se
que ha uma soma. Essa regra é conhecida como a
convengdo de FEinstein. Assim, reescrevemos as egs.

€ como

A -B= A4, B,
A x BZEijkAiBjék.

Observe que na eq. (A.12al), como era de esperar, o
resultado do produto é um ntmero, isto fica evidente

visto que nao ha vetores unitarios do lado direito da
igualdade. Enquanto que na eq. , o carater
vetorial da expressao fica explicito na soma nos vetores
unitarios.

Contudo, vale ressaltar que, em muitos contextos,
ndo é necessario manter os vetores unitarios explicitos.
Quando trabalhamos em uma base cartesiana fixa, os
vetores sdo completamente determinados por suas com-
ponentes, e toda a informacao geométrica ja esta contida
nos indices, pois ja sabemos que os vetores unitarios sao
ortonormais. Assim, podemos operar diretamente com as
componentes dos vetores sem escrever ey. Essa pratica
simplifica a notagao, e deixa os calculos mais simples.
Por exemplo, a componente k£ do produto vetorial A x B
toma a forma

(A.12a)
(A.12Db)

Outra caracteristica interessante da convengao de Eins-
tein é que podemos renomear os indices repetidos sem
alterar o significado da equacdo, isto é, A; B; = A; B; =
Ay Bi. Podemos usar qualquer letra, desde que esta
j4 nao esteja sendo usada em outra soma na mesma
expressao. Esses indices sdo frequentemente chamados
de indices mudos. Ja os indices que aparecem apenas
uma vez, isto é, que ndo representam uma soma, sao
chamados de indices livres, e indicam a natureza da
grandeza fisica. Grandezas fisicas sem indices livres sdo
consideradas escalares; com um indice livre sdo conside-
radas vetores (observe na eq.(|A.5)), se omitirmos o vetor
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unitdrio, o indice 7 permanece livre). Dois {ndices livres,
caracterizam um tensor de segunda ordem, como a delta
de Kronecker, e assim sucessivamente. Por exemplo, na
eq. , os Indices ¢ e j sao mudos, e k é um indice
livre (ndo representa uma soma).

Uma relacdo muito atil usada em alguns desenvolvi-
mentos nas equacgoes desse trabalho é dada por

€ijk €kmn — 5zm 6jn - 6171 5jm~ (A14)
Note que o indice k do lado esquerdo de ¢ mudo.
O leitor pode checar a validade desta equagdo por meio
das defini¢oes nas eqs. e .

Naturalmente, podemos estender essa notagao para
os operadores diferenciais tridimensionais. Seja ® um
campo escalar, e A um campo vetorial. Na notacao
indicial, os operadores gradiente, divergente e rotacional
assumem a forma

V-A=0;A4;, (A.15b)

(V X A)k = €k 8jAk, (A15C)

onde adotamos a forma compacta 0; = 821. Nesse
contexto, a identidade

V- (AxB)=B-VxA-A-VxB (A.16)

é usada na obtencao da eq. (23]). A demonstragio dessa
expressao é simples se usarmos a relagao (A.14]). De fato,
abaixo realizamos isso,

V. (A xB) = 0;(eijr Aj Br)

= €k (0; Aj) By + €1 A;(0; By)
€ijk (0; Aj) By, — €k (0; Br)A;
B (Vx A), — Ak (V xB)y
=B-(VxA)—A (VxB),

onde utilizamos a propriedade de antissimetria €;;, =
—€ikj-

B. A Obtencgao do Tensor de Tensoes

Neste apéndice, vamos apresentar as principais pas-
sagens para a obtencdo do tensor de tensbes e,
consequentemente, do teorema de momento linear do
campo eletromagnético num campo de fundo eletromag-
nético externo variavel, apresentado na eq.. Para
isso, na eq. serd 1util reescrevermos os termos do
lado esquerdo da igualdade em componentes de acordo
com as identidades vetoriais

[(Vxe)xd+ (V xh)xb];

Note que 7 é o indice livre, que representa a i-ésima
componente do vetor no lado esquerdo. Nesta etapa,
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utilizamos a eq. (A.14]) nos produtos dos simbolos de
Levi-Civita,

€ijk €jmn = —€ikj €jmn = —Oim Okn + Oin Okm. (A.18)
Assim, a eq. (A.17) adquire a forma
[(Vxe)xd+ (V xh)xb];
= —(0iex) di, + (Ok €;) di — (0; hi) b, + (Ok hi) i,
—8i(ek dk) + ek (61 dk) + 8k (ei dk) —€; (V . Cl)
- &(hk bk) + hy, (81 bk) + Ok (hz bk) —€; (V . b)
(A.19)

Com o uso da Lei de Gauss (21a), o quarto termo da
segunda linha pode ser escrito como —pe;. J4 o Ultimo
termo da terceira linha se anula, pois V - b = 0. Agora,
com relagao aos termos ey, (0; d,) e hy (0; by), utilizamos
as defini¢goes de d; e h; fornecidas pelas egs. , bem
como as propriedades Brpm = —Qmk, Ekm = Emk € ,“1;71; =
u:n}v Deste modo é possivel mostrar que a expressao
pode ser reescrita como

Ok (eidg+h;iby)—0;(e-d+b-h)

1 - 1

+50 (€k Erm €m + bi i, b ) + 5 ek (Oigks) €
1

— 5 bk [0:(1™ ks 1 bj + ex (Dsay) by

Por outro lado, utilizando novamente as egs. (19), a
expressao entre parénteses no terceiro termo na primeira

linha da eq. (A.20]) toma a forma

€k €km €m + bk ,u];;;, bm
= e, (di — Qm bm) + bi (hie — Brm €m)

=e-d+b-h, (A.21)

onde as contribui¢oes em oy, € Brm Se cancelaram de-
vido a propriedade Sinm, = —aumk. Inserindo o resultado

(A.21) na eq. (A.20)), e simplicando os termos, obtemos
1 1
8k(eidk —l—hibk) — §8i(e-d+b-h)+ iek (8i5kj)€j

1
— 5 bk [0i(1™ )iy 1bj + ex (Dicwk;) by

zat(dxb)i—i—pei—&—(be)i. (A22)

Por ultimo, basta renomearmos os indices i — j, em
seguida de k — 1, e definindo as grandezas fisicas como
a densidade de momento linear do campo eletromag-
nético, a densidade da forca de Lorentz, e o tensor de

tensoes 7 que chegaremos na eq. .
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