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Resumo

Seré apresentado, neste texto, uma revisao histoérica do desenvolvimento da teoria
do Calculo Fracionario e os conceitos que a estruturam a fim de introduzir tais ideias de
maneira clara e objetiva. Dessa forma, este trabalho, apresenta os conceitos fundamentais
do Calculo de Ordem Real, desde as defini¢oes propostas por Riemann-Liouville, Liouville

e Weyl, até a definicao de derivada de ordem arbitraria proposta por Caputo.

Palavras-chave: Revisao Historica, Calculo Fracionario, Riemann-Liouville, Liouville,

Weyl, Caputo.



Abstract

This paper will present an historical review on the development of the Fractional
Calculus theory and the concepts that structure this theoryit in order to introduce these
ideas in a clear and objective way. Thus, this work presents the fundamental concepts
of the Real Order Calculus from the definitions proposed by Riemann-Liouville, Liouville

and Weyl to the definition of an arbitrary derivative proposed by Caputo.

Keywords: Historical Review, Fractional Calculus, Riemann-Liouville, Liouville, Weyl,

Caputo.
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Introducao

O Calculo de Ordem Arbitraria, conhecido, também, como Calculo Fracionario, surgiu
através de questionamentos apresentados nas trocas de cartas entre Leibniz e ["Hospital,
com o intuito de melhor compreender o recém criado Célculo de Ordem Inteira. A pro-
cura por respostas estimulou o estudo acerca do tema e varias defini¢oes surgiram a fim
de formalizar a teoria. Contudo, é possivel inferir que, devido as inconsisténcias pre-
sentes em tais defini¢oes, o Calculo Fracionario nao se difundiu de forma substancial no
meio cientifico, acarretando seu desconhecimento nas mais variadas esferas da comunidade
académica.

Tendo em vista tal omissao e confrontando com a pratica da mesma, este trabalho visa
apresentar uma breve revisao histérica acerca da fundamentacao do Calculo Fracionéario,
bem como os proprios elementos que o compoe. Para isso, serd feito, inicialmente, uma
exposicao de conceitos chave no desenvolvimento do Calculo Fracionario e, em seguida, o
estudo introdutoério do tema propriamente dito, para ordem real.

Seguindo a construcao historica do Célculo Diferencial e Integral, este texto tem por
objetivo apresentar as defini¢coes propostas por Riemann-Liouville, Liouville, Weyl e Ca-
puto, mostrando, num primeiro momento, como cada um destes estudiosos define as
integrais de ordem arbitraria seguida das definicoes propostas por estes para as derivadas
de ordem arbitraria. Para isso, estes escritos seguiram as luzes trazidas por [2], primeira
obra brasileira sobre o tema.

O Calculo Fracionério estende a ordem das integrais e derivadas de nimeros inteiros
para numeros complexos, contudo, este trabalho limitar-se-4 ao estudo de integrais e
derivadas de ordem real, ainda que expansao para ordem complexa é dada de forma

direta.



Capitulo 1

Um pouco da histoéria

1.1 As origens do Calculo

A fim de iniciar a discussao acerca do tema foco deste trabalho, torna-se interessante
uma breve explanacao acerca da construcao das ideias precursoras a este topico, como é
o caso do Célculo de Ordem Inteira, conhecido simplesmente por Célculo.

Como ¢é exposto em [2], o Célculo é um ramo da Matematica cujo objetivo ¢ o estudo
de fendémenos que envolvem movimento e variagao, que estao associados aos conceitos de
area e tangente. Tais conceitos relacionam-se, respectivamente, com os chamados Calculo
Integral e Célculo Diferencial e acarretam aplicagoes em diversas areas, como é o caso
da Estatistica, no que se refere as func¢oes densidade de probabilidade e na Fisica, onde
destaca-se a Mecanica Classica e o Eletromagnetismo. Dessa forma, seré apresentada de
forma sucinta a construcao desta teoria.

Interpretar variaveis como sendo "lados" e seus produtos como sendo "quadrados"
parece-nos um tanto quanto penoso e requer um considerével nivel de abstracao. Con-
tudo, esse tipo de pensamento estava arraigado a comunidade matematica por milénios,

1

para sermos mais exatos, desde os povos da Mesopotamia®. Mais a frente na historia,

René Descartes (a) (1596 - 1650) deixou de enxergar quantidades da forma z? ou z* como
quadrados ou cubos geométricos para as interpretar como sendo grandezas, como compri-

mentos de segmentos de retas [11] o que possibilitou o desenvolvimento de novas éreas e

!Considerada o berco da civilizacdo, a Mesopotamia compreende um conjunto de povos que viveram
nos vales dos rios Tigres e Eufrates, no que hoje corresponde ao territorio do Iraque e regioes adjacentes
da Siria, Turquia e Ira, no periodo que se estende aproximadamente do ano 3500 a.C. até o comecgo da
era crista [11].
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fundamentou os conceitos da Geometria Analitica. Entretanto, os méritos da invencao da
Geometria Analitica nao podem cair sobre um s6 homem. Na mesma época de Descartes,
Pierre de Fermat (b)(1601-1665) contribuiu substancialmente para a criacao desta teoria
ao reconstruir a obra Lugares Planos de Apolonio.

Descobrindo que equagoes que envolvem duas varidveis descrevem uma curva no plano,
calculando maximos e minimos de curvas do tipo y = ™ com n € IN e desenvolvendo
métodos para o célculo da tangente a uma curva polinomial, Fermat possibilitou notoério
avanco para a mateméatica da época mas, novamente, uma outra personalidade surgia
para o "bem" da ciéncia: estamos falando de Blaise Pascal (¢)(1623 - 1662). Considerado
um dos fundadores da teoria da probabilidade, Pascal se destacou, também, no estudo

da cicloide, célculo de area e volume, estando muito préoximo de criar a teoria do Calculo

[11].

Figura 1.1: Ren¢  Descartes. Figura 1.2: Fermat.
Fonte:https://global.britannica.com /biography/Rene- Fonte:http://www.ime.unicamp.br/calculo/ ambi-
Descartes entedeensino/modulos /history /fermat /fermat.html

Figura 1.3: Blaise Pascal. Fonte:https://global.britannica.com/biography /Blaise-Pascal

Os resultados e contribui¢oes desenvolvidas por Descartes, Fermat e Pascal se propa-

garam pela Europa e iluminaram intmeros matemaéticos, entre eles Isaac Barrow (1630
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- 1677), que lecionava em Cambridge e deu sua contribuigao no calculo das tangentes.
Barrow, em seu oficio, ensinava Isaac Newton (1642 - 1727) que, por sua vez, conseguiu
expor, em uma unica teoria, as relagoes que existem entre a caracterizagao da inclinagao
de uma reta tangente a uma curva com a area subtendida & mesma, obtida, até entao
pelo método da exaustao.

Paralelo a Newton, o estudo das obras de Pascal sobre influéncia de Barrow, leva-
ram Gottfried Wilhem Leibiniz (1646 - 1716) a desenvolver resultados semelhantes aos
de Newton, o que dividiu a comunidade acerca da "paternidade" do Célculo. Leibiniz
percebeu que encontrar a tangente de uma curva dependia das relagoes entre ordenadas
e abscissas quando elas tornam infinitamente pequenas e que a quadratura dependia da
soma de retangulos de bases infitesimalmente pequenas apoiada sobre o eixo das abscis-
sas. Introduziu, entao, a notacao dy para representar a menor diferenca possivel entre os
valores vizinhos da variavel y [11].

v = fl{z)

Figura 1.4: Representacio geométrica da derivada de Leibniz [11] - adaptado

Leibniz considerava o triangulo ABC' infinitesimalmente pequeno como uma carac-
terfstica da curva. Seus trés lados sao determinados pela semelhanca com o tridngulo

A’B’A. Para Leibniz, mesmo considerando que dx e dy sao quantidades infinitesimal-

<~ dy : . : . .
mente pequenas, sua relacdo 32 é um valor finito determinado, igual & razao

A
e no

B/
A'B’
triangulo caracteristico. Isso permite estabelecer uma relacao entre diferenciais: se dx é

uma quantidade qualquer, a diferencial dy é definida por:

dy _y

der s’

onde y é o valor da ordenada. No decorrer da historia, esta ideia foi formalizada e reescrita

CcOomo:

dy . flat+h)— f(a)
% = l’lmhﬁo h .
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Ainda que o mérito das descobertas acerca desta nova teoria, conhecida amplamente na
atualidade, recaia em muitos momentos sobre os ombros dos grandes Leibniz e Newton, se
faz necessario reconhecer o mérito de tantos outros matemaéticos que, tornaram possivel
a obtencao de tais resultados. Personagens estes que atuam desde os primordios na

construcao e descoberta da Matematica.

1.2 A troca de cartas entre [’Hospital e Leibniz

A construcao das teorias que estruturam as Ciéncias nunca se deu de forma isolada e,
nao diferentemente disso, as trocas de informagoes e conhecimentos entre os Matemaéticos
do século XVII passaram a se tornar peca fundamental na construcao de novas ideias.
Como exemplo deste fato, podemos destacar os primeiros questionamentos partilhados
entre Leibniz e Guillaume Frangois Antonie {"Hospital (1661 - 1704) acerca do Calculo
Fracionario.

Quase uma década ap6s sua primeira publicacao sobre o Calculo Diferencial, em setem-
bro de 1695, Leibniz redigiu uma carta a [’Hospital, formulando uma questao envolvendo
a generalizacao da derivada de ordem inteira para uma ordem, a principio, arbitraria.
[’Hospital, por sua vez, questionou Leibniz sobre o caso particular em que a derivada

fosse L isto é, qual seria a interpretacao da notacéao criada por Leibniz:
2 ) )

Em resposta a I’Hospital, Leibniz assegurava que, para y(z) = x;

D%y(ac) —diz =1 d_x
x
Devido a resposta questionadora de [’Hospital, tal drea passou a ser popularmente
conhecida como Calculo Fracionario. Contudo, devemos nos atentar ao fato de que nao
estamos nos restringindo & generalizacao ao Conjunto dos Numeros Racionais, e sim, a
ordem real e complexa [2].

Em outra troca de correspondéncias, desta vez entre Leibniz e John Wallis (1616 -

1703), o chamado produto infinito de Wallis para o nimero = foi discutido;
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Figura 1.5: Isaac Newton. Fonte: Figura 1.6: Wilhelm Leibniz. Fonte:
https://global.britannica.com/biography/Isaac- https://global.britannica.com,/  biography/Gottfried-
Newton ‘Wilhelm-Leibniz

Figura 1.7: I’Hospital Fonte:https://global.britannica.com/ biography/Michel-de-LHospital

2.2.44.6.6.8.8...
1.3.3.5.5.7.7...

=T

Leibniz mencionou que o Célculo Diferencial poderia ter sido usado para obter esta equa-
-~ ~ 1 . . P

¢ao e adotou a notacao dzy para denotar uma derivada de ordem % A partir dessa possivel

aplicacao, o Célculo Fracionario passou a ser objeto de interesse para varios pesquisadores,

nao mais havendo a exclusividade para os matematicos [2|.

1.3 A partir do século XVIII: O inicio de uma teoria

No século XVIII, Leonhard Euler (1707 - 1783) deu os "primeiros passos" na formula-
¢ao da teoria do Céalculo Fracionario, contribuindo de forma significativa ao afirmar que:
"Quando n é um nimero positivo e p é uma funcao de x, a relaciao d™p por dx? pode ser
expressa algebricamente, de forma que sen =2 e p = 23, entdo d*x® por dx* é 6x por 1.

Ainda no mesmo século, Joseph Louis Lagrange (1736 - 1772) contribuiu indiretamente
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para o "novo ramo", a partir da chamada lei dos expoentes, na qual considera-se y como

uma funcao de x e m e n nimeros naturais:

dm dny B dm+n
dom dzn demn

A partir dai, alguns matematicos se interessaram em saber quais restrigoes deveriam
ser impostas para fun¢ao y = y(x) de modo que uma regra analoga continuasse valida
para m e n arbitrarios [1].

Agora um pouco mais difundido no meio matematico, o Célculo Fracionério comeca a
ganhar suas primeiras definigées com Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827), que definiu
uma derivada de ordem arbitraria por meio de uma integral. Ja Silvestre Frangois Lacroix
(1765 - 1843) fez uso da func¢do gama para obter a formula da n-ésima derivada para

mondmios do tipo y = 2™, dada por:

dy  d"x™ m! I(m+1)
— — €T -~ 7

dz™  dan (m —n)! '(m—-n+1)

m—n

ondeme Z, en<m.

Substituindo n por o e m por 3, temos que:

dz?  T(B+1) Lo
dre  T(B—a+1) ’

com « e 3 sendo ntimeros fracionarios.

Observagao: A fungao gama mencionada acima é da forma:

I'(r) :/ e 't tdt,
0

com r € C, Re(r) > 0.
Em 1822, mais uma definicao é formulada. Conhecida com representacao integral de
Fourier generalizada, esta defini¢ao foi criada por Jean Baptista Joseph Fourier (1768 -

1830), a fim de generalizar as derivadas de ordem arbitréarias;

aT

D f(z) = % /_ Z F(8)d /_ Z t7cos [1(r — 8) + 5]

No ano seguinte, através do problema da tautocrona?, Niels Henrik Abel (1802 - 1829)

2Este problema lida com a determinacdo da forma de uma curva plana, lisa, passando pela origem em
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conseguiu a primeira operacao fracionaria propriamente dita. Abel baseou sua solugao
no fato de que a derivada fracionaria de uma funcao constante nao é sempre igual a
zero, chamando a atencao de Joseph Liouville (1809 - 1882) que, interessado pela solugao
proposta por Abel, tentou elaborar uma defini¢ao logica da derivada de ordem arbitraria
expandindo fun¢oes em séries de poténcias e definindo a derivada de ordem n operando
como se n fosse um inteiro positivo, chegando a chamada primeira formula de Liouville

para derivada de ordem arbitrdria;
k=0
D f(x) = cha%e“”, Re(ay) > 0.

- : . . k=0
Contudo, esta defini¢ao se aplicava apenas a fung¢oes do tipo f(z) = > . cxe™®, Re(ax) >
0. Usando a fungao gama, Liouville pretendia estender sua formulagao e fechar as lacunas
deixadas em sua primeira definicao. Assim, considerando a integral que define a fungao
gama e operando com D¢ sugiu a segunda definicao de Liouville;

JJla+a)

D™ = (—1) Wx*“*“.

Novamente, restrigoes apareciam e notou-se que esta definigao é valida apenas para fun-
¢oOes racionais do tipo =% com Re(a) > 0. Ainda sobre Lioville, podemos cita-lo como o
primeiro matematico a tentar resolver equagoes diferenciais envolvendo operadores fraci-
ONArios.

Em 1847, Georg Friedrich Bernard Riemann (1826 - 1866) também contribuiu para o
Calculo Fracionario elaborando uma defini¢ao para a derivada de ordem arbitraria usando

uma generalizagao da série de Taylor e uma funcao auxiliar ¢)(x), dada por:

dY 1 ‘ y—1

Passadas duas décadas, Anton Karl Griinwald (1838-1920) unificou os resultados de
Riemann e Liouville introduzindo a ideia de derivada fracionaria como o limite da soma

de quocientes:
n

i o Lgs L T(a+ D) f(— jh)
D f(z) = lim - >_(=1) T+ DT(a—j+1)

um plano vertical tal que uma particula de massa m pode cair sobre ela, sujeita & acao da gravidade, de
tal forma que o tempo de descida seja o mesmo, independente da posigao inicial.
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A partir dos anos de 1860, o estudo do tema por meio de operadores (integrais e
diferenciais) fracionarios comegou a crescer, envolvendo pesquisadores como Aleksey Va-
silievich Letnikov (1837 - 1888), Pierre Alphonse Laurent (1813 - 1854) e Oliver Heaviside
(1850-1925). Tais operadores sdo baseados na formula integral de Augustini Louis Cau-
chy (1789 - 1827) e Edouard Gousart (1858 - 1936) e, através destes, Nikolay Yakovlevich
Sonin (1849-1915) escreveu o primeiro trabalho, que hoje chamamos de a formulagao da
derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville. Na segunda metade do século XIX, He-
aviside publicou vérios artigos que aceleraram o desenvolvimento dos operadores generali-
zadores, além disso, seus métodos possuiam grande aplicabilidade para resolver problemas
de fisico-matematica na teoria da transmissao de correntes elétricas em cabos.

Com intmeras defini¢oes nao equivalentes, as teorias envolvendo as derivadas fraci-
onérias passaram a gerar certa descrenga quanto a sua aplicabilidade. Contudo, com o
desenvolvimento dos computadores, as aplicagoes do Calculo Fracionario adquiriram um
crescimento consideravel no século XX. Passou-se, também, a considerar os operadores
advindos do Calculo Fracionario tteis em varios campos, tais como Reologia, Biologia
quantitativa, Eletroquimica, Difusao, Teoria de transporte, Probabilidade, Estatistica,
Teoria do potencial e Elasticidade.

Apesar das intmeras defini¢oes, a de Riemann-Liouville ainda inspirava os matema-
ticos do século XX. Destaca-se aqui Michele Caputo (1932), que propés, em seu livro
intitulado FElasticita e Dissipazione, uma nova definicao de derivada de ordem arbitra-
ria, com a qual se pode resolver um problema de viscoelasticidade. Através de diversos
resultados e potenciais aplicagoes, o mundo passou a tomar conhecimento da nova area
e, em 1974, aconteceu a primeira conferéncia internacional sobre Calculo Fracionario, na
Universidade de New Haven, Estados Unidos da América. Dez anos apds o evento, a se-
gunda conferéncia foi ralizada na Universidade de Stratchclyde, Glasgow, Escocia, seguida
pela terceira conferéncia na Universidade de Nihon, Toquio, Japao, no ano de 1989 [9] e,
desde entao, o campo desenvolveu-se intensivamente, principalmente no que se refere a
quantidade de livros, artigos e teses dedicadas exclusivamente ao tema.

Por fim, no Século XXI, o Célculo Fracionario passou a ganhar as paginas de intimeros
livros, artigos e trabalhos ao redor do mundo. Como é citado em [2], o Calculo Fracionario
passa a ser apresentado em fungoes de uma e varias varidveis reais e torna-se presente

em areas da Matematica Pura e Aplicada, além de relacionar integrais fracionérias com
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o estudo de potenciais, problemas que surgem em mecanica, teoria de difracao e outras
areas da Fisica-Matemaética.

Ja difundido no meio matematico, a ja nao tao nova teoria desponta, também, no
Brasil através, principalmente, dos estados do Parané, Rio de Janeiro, Santa Catarina e
Sao Paulo. Nestes estados, os trabalhos elaborados acerca do tema geram titulos a novos
mestres e doutores promovendo e incentivando o estudo do tema em nossa comunidade.
Quanto aos trabalhos propriamente ditos, podemos destacar [1] e os trabalhos elaborados
na Universidade Estadual de Campinas [3], [5], [13], [16]. De modo especial enaltecemos
a obra |2] - primeiro livro brasileiro a se dedicar exclusivamente ao tema, que serve como

embasamento tebrico para a escrita deste trabalho.



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

2.1 Funcao gama

A funcao gama, denotada por I', é uma funcao que, em certo sentido, estende a nogao

de fatorial para os ntimeros reais.

Observemos, inicialmente, que

/ e '"dt = nl,
0

para n € INU{0}. De fato, por integracao por partes, temos que

/ e 'thdt = —t"e”!|” +n / e "t ldt.
0 0

Note que

n

—t|1® . — . — .
—t"e7 " = — lim t"e”" + (0)"" = — lim t"e”' = — lim —.
0 t—o0 t—o0 t—o0 et

Logo, pelo Teorema de [’Hospital [6], segue que

" n

. _ . . n!
lim t"e”! = lim ng = lim — = 0.
t—o00 t—oo 4 pt t—o0 et
dtn ©

Portanto,

/ e thdt =n / et
0 0

16
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Inicialmente, consideremos a func¢ao gama sobre os ntimeros reais positivos, definida

da seguinte forma:

I (0,00) — R

x fooo et Lt

O dominio de I' se restringe aos reais positivos devido & convergéncia da expressao

fo " et 14t nesse conjunto e a divergéncia em seu complementar.
Lema 2.1.1. A integral impropria f:o e~ dt converge se x > 0 e diverge se x < 0.

Demonstracao. Temos que

e’} 1 e’}
/ e dt = / et + / et
0 0 1

Do fato de que lim;_,, 'i—zl = 0 pode-se concluir que existe a > 0 tal que ¢t > a implica

tx+l

— < 1, e portanto, e”"t*~! < ¢72, para todo ¢ suficientemente grande. Como f:o t=2dt

converge, entao concluimos que a integral imprépria floo e~ 't*~1dt converge para qualquer
que seja z € R.

t

Por outro lado, temos que a funcao f(t) = e~* é continua em |0, 1] e, além disso,

1 < e <1 paratodot € [0,1]. Logo, a convergéncia de fol e~ 't*1dt depende apenas de

=1,

i) Para > 0 temos que

ii) Para x = 0 temos que

1 1
/t“dt:/ t=ldt = In|t||!=, = —limIn|t| = oo.
0 0 t—0

ili) Para x < 0, temos que

1
t$
/ =t = —
0 x

t=1
1 R A

= — — lim — = 0.
T =0t T

t=0
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Portanto, concluimos que que fooo e~ 't*~1dt converge se x > 0 e diverge se x < 0.

Observe que a fungao I' definida acima satisfaz I'(n) = (n — 1)!, para todo n € IN.
Proposigao 2.1.2. I'(x + 1) = 2I'(z) Vz € (0, 00).

Demonstragao. Por integragao por partes, obtemos que

I(z+1) = / e " dt = limtﬁoo(—e_tt”")+/ ettt ldt = m/ e 't dt = ol (z).
0 0 0

O

Utilizamos a proposigao acima para estender o dominio da fungao gama, da seguinte

forma:

e Primeiramente, estendemos a func¢ao I' para o intevalo (—1,0). Para x € (—1,0),
definimos I'(x) = F(wTH) Observe que, se x € (—1,0) entdo z+1 € (0, 1) e, portanto,
[(x+1) estd bem definida. Além disso, I'(z) < 0 para x € (—1,0). Temos, também,
que

lim I'(x) = lim I['(z) = —oc0.

z—0~ z——11

e Apoés o passo anterior, estendemos, de maneira analoga, a fungao gamma para x €
(—2,—1) definindo I'(z) = @ Observe que, nesse caso, © + 1 € (—1,0) e
['(xz) > 0. Além disso,

lim I'(z) = lim I'(z) = +oc.

z——1— r——271

e Consideremos, agora, que ja estendemos a fungao gama ao intervalo (z,z+ 1), para

z € 7 . Entao, definimos a fun¢ao gama para = € (z — 1, z) por I'(z) = @

Assim, construimos a extensao da funcao gama, ainda denotada por I', definida no

conjunto R — Z_, cujo esbogo grafico é representado abaixo:
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Figura 2.1: Esboco do grafico da funcao gama

2.2 Funcao beta

A fungao beta, denotada por B(z,§), sera definida para z > 0 e £ > 0 a partir da

integral conhecida como integral euleriana de primeira espécie, dada por

B: Ri—>]R

(2,6) = [ 1 —t)Eat
Lema 2.2.1. A integral definida fol t*71(1 — ) 1dt converge para z >0 e £ > 0.

Demonstrag¢ao. No caso particular em que z = £ = 1, é direto que

1 -t =1 -1 =1, para0<t< 1.

Caso contrario, isto €, z,£ > 0, z # 1 e £ # 1, podemos analisar a convergéncia de cada

funcao componente do produto presente no integrando da func¢ao beta, como se segue:

1 1 t=1
t? 1 z 1
/ t*7ldt = lim t*7dt = lim (—) =~ _ lim (a_) —
0 a—0t a—0t z i—a z a—07t z z

a

télﬂ—¢ﬁ4dt: lim %1—®&4dt: lim (_(12tﬁ)

b—1~ Jo b—1—

t=b
. (1—5)5> 1
- hm( e )i

=0 b—1—

Portanto, a fungao beta converge para valores de z e £ positivos.
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Proposicao 2.2.2. As funcoes gama e beta se relacionam respeitando a igualdade

B(z,€) = (2.1)

Demonstracao. Tomemos o produto

INEINEI :/ e“u'Zldu/ VST 1dv—/ / —t)2 =1y dudy
0 0

Fazendo u = 2% e v = 2, obtemos que du = 2xdx e dv = 2ydy. Assim, podemos escrever

/ / —(22+y?),.2(2—-1) 2(5 1 (:Ey)dxdy:
_4/ / (z2+y?) 2z 1U2£_1dl‘dy‘

Através de uma nova mudanca de variaveis, fazendo x = rcosfl e y = rsenf, temos

_4/ / —r(cos*f+-sen’ 9 (rcos6)?(rsend)* rdfdr =

= 4/ / r? 2t 261 (0032’2’19) (sen%’lﬁ) dédr.

—p2 —1 - . ~ .
rr2+28-1 ¢ constante com respeito a @, podemos reescrever a expressao acima

Como e

como

L(2)(¢) = (2 /O h er2r22+251dr> (2 /0 : (cos*7'0) (sen®'0) d@). (2.2)

Fazendo t = r?, podemos escrever

(o) [ee] 2 oo
2/ e P2 g 2/ e 2D gy — 5/ e O = D(2 4 €).
0 0 0

Por outro lado, observemos que o segundo fator no segundo membro de (2.2) pode ser

reescrito da seguinta forma:
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us

2/2 (00822_10) (sen%_lﬁ) df = 2/2 (0032(2_1)9) (senQ(ﬁ_l)H) coslsenfdl =
0 0

jus

=9 /2 (1 — sen29) (==1) (sen29) € cos0senddd
0

Tomando s = sen?f e, consequentemente, ds = 2senf) cos 0, a expressao acima fica

;/1(1 —5)* 15 lds = B(¢, 5).
0

Note, agora, que a substituicao de s por s — 1 nao surte efeito na integral acima, isto é,

Assim, substituindo as identidades encontradas acima em (2.2), obtemos a relagao dese-

jada,

2.3 Funcao de Gel’fand-Shilov

A seguir apresentaremos a funcao de Gel’fand-Shilov que desenvolve papel de noto-
rio destaque na fundamentagao do Célculo ordem arbitraria devido & sua atuacgao nos

operadores integrais de ordem inteira apresentados mais a frente neste texto.
Definicao 2.3.1. Seja v € R — Z_. Define-se a funcao de Gel’fand-Shilov, denotada por

v, POT

tv—l

— t>0
Tw)y "=

0, set <0
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Note que, no caso particular em que v = n € N, obtemos

tnfl

(n—1)V

set>0
On(t) ==

0, set <0

2.4 Produto de convolucao de Laplace

Assim como a fun¢ao de Gel’fand-Shilov, o produto de convolugao de Laplace desempe-
nha um papel fundamental na estruturacao teérica do tema abordado neste trabalho. Mais
a frente neste texto, o produto de convolucao de Laplace estara presente diretamente nas
defini¢oes propostas de derivadas e integrais fracionérias no sentido de Riemann-Liouville

e suas vertentes.

Definigao 2.4.1. Sejam f e g fungoes continuas por partes no intervalo [0, co). Chama-

remos de produto de convolucao de Laplace a expressao:

£(t) * g(t) == / F(r)g(t — 7)dr = / £(t = 7)g(r)dr.

A igualdade acima se da através da mudanca de variavel; v =t — 7.

2.5 O espaco L,

Nesta sessao, apresentaremos, de forma sucinta, alguns conceitos importantes que
permeiam o Célculo Fracionario, no que se refere a resultados que serao apresentados neste
trabalho. Aquém ao escobo deste texto, os topicos apresentados nesta secao se encontram
em uma estruturacdo e exposi¢do mais detalhada em [8] ou [12]|. Portanto, a seguir serdo
expostas algumas definigoes com o intuito tinico de contextualizar os resultados a serem

apresentados posteriormente.

Definigao 2.5.1 (o-algebra). Seja X um conjunto. Uma o-algebra em X é uma colegao

x de subconjuntos de X que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) 0, X € x;

(i) Aex=A=X\Ae
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iii) Se (A,),en € uma sequéncia de elementos de y entao
X

U A, € x.

Como exemplo temos que o conjunto das partes de um conjunto X é uma o-élgebra

em X.

Definicao 2.5.2. Sejam X um conjunto e y uma o-algebra em X. Um espago mensuravel

¢ um par (X, x) onde os elementos de x sdo chamados de conjuntos y-mensuraveis.

Definigao 2.5.3 (Fungoes Mensuraveis). Sejam X um conjunto qualquer e x uma o-
algebra de X. Uma fungao f : X — R é y-mensuravel se, para cada o € R, o conjunto

{z € X; f(z) > a} ¢ um elemento de x.

Se A={zx € X;f(x) > a} € xentao B = {z € X;f(z) < a} € x, pois, x ¢é
o-algebra. Podemos ainda perceber que, segundo as defini¢oes de o-algebra, os conjuntos

C={reX;f(x)<a}leD={xeX;f(r)>a} sao elementos do conjunto Y.

Exemplo 2.5.1. Fungoes f : X — R constantes sao mensuraveis. Se f é constante,

digamos f(x) =¢, Vo € X, entdo

X sea<c
{r e X;f(z)>a}=
D sea>c
Exemplo 2.5.2. Considere F € y um conjunto mensuravel. A funcao xg : X — R

definida por

1, sexeF
0, sex ¢ E

xe(r) =

¢ mensuravel.

De fato, para o caso em que @ < 0 e X € y, entdo {zr € X;xp(z) > a} = X. Se
0 <a<1temse que {z € X;xg(x) >a} =FE e caso a > 1, entdo {z € X; f(z) >
a} = (. Segue, portanto que yg é mensuravel. A fungdo yg é também conhecida por

funcao caracteristica.

Segundo [12], é possivel mostrar que o conjunto M (X, x) das fungoes reais y —mensuraveis
munido das operagoes usuais de soma e produto por escalar formam um espago vetorial,

além disso, dadas duas fungoes f,g € M (X, x) e uma escalar ¢ € R, as fungdes:
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(i) cf;

(i) f+g;

(iii) fg;

(iv) |f1,
sao fungdes mensuraveis.

Defini¢ao 2.5.4 (Medida). Uma medida (o-aditiva) ¢ uma fungao p definida em uma

o-algebra x de um conjunto X e que toma valores em R U {+o00} = R, tal que:

(i) p(0) =0;
(i) p(E) >0, VEE€x;

(iii) Se (E;)iew C x ¢ uma sequéncia de conjuntos disjuntos entre si, entao

(U)o

ieN ieN
Defini¢ao 2.5.5 (Espaco de medida). Um espago de medida é uma tripla (X, x, ) con-

sistindo de um conjunto X, uma o-élgebra y em X e uma medida p definida em Y.

Antes de prosseguirmos, definamos as funcoes denotadas por f* e f~, denominadas

parte positiva e negativa, respectivamente, de f, como é exposto abaixo:

ff+ X - R
r +— max{f(z),0}

f/+ X = R
r +— max{—f(z),0} '
Uma vez definido um espago de medida, denotemos o conjunto de todas as fungoes
x—mensuraveis por M = M (X, x) e o conjunto de todas as fungdes x—mensuraveis nao
negativas por M+t = M*(X,x). Se f € M, entdao sua parte positiva f* e sua parte

negativa f~ estdo em M™T, de forma a estar bem definidos os nimeros

/f*d/,b e /fdu.
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Definigao 2.5.6. O conjunto de todas as fun¢oes mensuraveis f € M(X, x), tais que a
suas partes positiva e negativa possuem integral finita é o conjunto L = L(X, x, u) das

fungoes integraveis a Lebesgue com respeito a medida p.

No caso em que f € L, sua integral com respeito a medida p é definida por

[ tan= [ ran [ £a

onde f* e f~ denota a parte positiva e negativa de f, respetivamente. Se E € y, definamos

a integral de f sobre E com respeito a medida p por

/EfdﬂszxEdu:/ﬁxEdu—/fxEdu.

Proposicao 2.5.1. Seja f € M. Entao f € L, ou seja, f € integrdvel se, e somente se,

|f| € integravel. Nesse caso, tem-se que

‘ / fdu‘ < [ 171dn

Demonstragao. Sabe-se que |f| = f™ 4+ f~, assim, é imediato notar que f é integravel se,
e somente se, |f| é integravel. Pela defini¢ao anterior temos que, se f € L entao f™ e f~

pertencem a M™ e tém integral finita, dessa forma,

sl ol ol o e

]

Definicao 2.5.7. Seja 1 < p < oco. O espago L, = L,(X, x, 1) consiste em todas as

classes de equivaléncia das fungdes mensuraveis f € M (X, x) tais que

/X |fIPdp

converge.



Capitulo 3

Integrais e Derivadas de Ordem Real

Neste capitulo, trataremos das defini¢oes das integrais e das derivadas de ordem real
- no sentido de Riemann-Liouville, Liouville, Weyl e Caputo, bem como algumas de suas
propriedades. Para isso, usaremos a func¢ao gama, a fun¢ao de Gel’fand-Shilov e o produto
de convolucao de Laplace, tratados no capitulo anterior.

No translado historico do desenvolvimento do calculo para o ensino deste ramo nas
salas de aula, nota-se a inversao da ordem na exposi¢ao de suas componentes. Como
de costume, a abordagem das integrais sempre se d4 de forma mais tardia comparada
as derivadas. Neste capitulo, entretanto, sob as luzes da historia, serao apresentados
primeiramente os conceitos das integrais e em seguida serao introduzidos os conceitos das

derivadadas.

3.1 Integral de ordem inteira

Segundo [2], define-se a integral de ordem inteira de uma fungao f definida em no

intervalo [0, ¢] através do operador I como se segue:

1) = | st

Repetindo de forma sistematica essa aplicacao, encontramos:

Pro =15 = [ [ stededn,

26
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Pft) =II°f(t // / f(t3)dtsdtydt,.

Assim, a integral de ordem n, em que n é um nimero inteiro positivo, pode ser definida

a partir da expressao

n—2 nl
/ / / / / Wiyt - diydiodty,

Sob esta formulacao, ressaltamos que, apesar da nomenclatura de integrais de ordem

interia, n ¢ um numero inteiro positivo.

Teorema 3.1.1. Sejamn € N e f: Ry — R uma fungao integrdvel e ¢,(t) a fungao de
Gel’fand Shilov, entao;

I f(t) = 0= [ onlt =) f(ryir = /Ot%f(f)dr

Demonstrag¢ao. A demonstracao se daré por indugao em n.

Para n = 1 tem-se;

If(t)= i f(T)dT:/O %fﬁ)aﬁ:@(t)*f(t).

Suponhamos que vale 1" f(t) = ¢, (t) * f(t). Dessa forma,

") = I ()] = a(t) * f(1)] =

:/Otgbn(u) du—// n—l (7)drdu

Pelo Teorema de Fubini [7] , trocaremos a ordem de integracao, logo;

[f () = /Ot Ut —%;_ﬂf;zlf(r)du} dr = /Ot (nfﬂ)! U:(u - T)n_ldu] dr =
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L Ly R

[ ()
]

Exemplo 3.1.1. Considerando f(t) = ¢, calculemos a integral de ordem 3 de f(t).

t 3—1 t 2 t
3 _ (t—1) 25 (t—71)° 4 1 2 223 _
[f(t)—AwTdT—ATTdT—§ O(t —2tT+T)TdT—

1 t t t
= — [/ t2ridr — 2/ tridr +/ T4d7':| =
2 1Jo 0 0

o o o o

T23 4725 60
Exemplo 3.1.2. Considerando g(t) = sen(t), calculemos a integral de ordem 2 de g(t).

Pg(t) = /O %sen(ﬂm’: /0 (t — 7)sen(r)dr =

t T=t

t t
= / tsen(T)dr — / Tsen(T)dr = —tcos(T)|[_, — —7Tcos(T) + sen(T)|_; =
0 0

— —tcos(t) + t — [—tcos(t) + sen(t)] =t — sen(t).

3.2 Derivada de ordem inteira

Nesta secao sera apresentada a definicao da derivada de uma funcao real de ordem
inteira cujo estudo mais aprofundado é apresentado em [6], de igual forma & trazida nos

cursos de Calculo tradicionais.

Definicao 3.2.1. Sejam f uma funcao e p um ponto de seu dominio. O limite

o 1@) = 1)

T—p T —0p
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quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p). Assim

f/(p) — lim f(:L’) — f(p),

T—p Tr—p

se o limite existir. Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel em p.

Seja uma fungdo f : D C R — R e o conjunto A = {x € D;3f'(z)}. A fungao
f'+ A — R dada por z — f’(z), denomina-se derivada de 1* ordem de f, também
indicada por f(). De maneira analoga, a derivada de 1* ordem de f’ denomina-se derivada
de 2* ordem de f e é indicada por f®. Dessa forma, definem-se as derivadas de ordens
superiores a 2 de f: a derivada de ordem n de f, denotada por f, é a derivada de 1?
ordem da derivada de ordem (n — 1) de f, isto é, f = (f®™=D) para n > 1. Sob esta
formulagao, ressaltamos que, apesar da nomenclatura de derivadas de ordem interia, n é

um nimero inteiro nao negativo.

3.3 Integrais fracionarias de Riemann-Liouville

Nesta segao, serao apresentadas as integrais fracionarias no sentido de Riemann-
Liouville em intervalos limitados do eixo real. Para isto tomemos, inicialmente, o espaco

de fungoes continuas e continuas por partes e definamos tais operadores.
Definicao 3.3.1. Integral de Riemman-Liouville em intervalos limitados.

Seja Q = [a, b] com a,b € R e a < b um intervalo limitado no eixo real R. As integrais

de ordens reais de Riemann-Liouville, denotadas por,

(e f)(x) = o3 f (),

(I5=f) ()

ambas de ordem o € R" sao definidas da seguinte forma:

(1%, f) () = Fl )/I( Oy r>a, (3.1)

(v x—t)t-e
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b
(I f)(x) = Fl )/ : 04 v <b (3.2)

(cv r—t)-
A integral (3.1) é chamada de integral fracionaria de Riemann-Liouville & esquerda,
enquanto (3.2) ¢ a integral fracionaria de Riemann-Liouville & direita.
Se tomarmos o = n € N, as definigoes apresentadas em (3.1) e (3.2) coincidem com

as n-ésimas integrais da forma

) —/:dtl /tlbdtg---/t:bl fty)dt, = ﬁ/xb(t—x)”lf(t)dt

Assim como no calculo diferencial e integral convencional, podemos pensar em encon-
trar expressoes que representem as integrais fracionarias no sentido de Riemann-Liouville
de polinémios, em particular, a seguir serd mostrada a expressao que resulta da integracao

de ordem real de um monoémio de grau k£ natural;

Proposicao 3.3.1. Integral de ordem real de um mondmio.

Seja f(x) = 2%, com k € N — {1}, entdo,

(18, F)(@) = “—k (z—a)* + ki ) s C ) (33)
ot I'(«) — [[i—o(a+1) [T (a+19)
R | UPRTARS pi et VR T
(BN = 7o [ I T it erreey
(3.4)

Demonstracao. Provemos esta afirmacao por inducao em k. Dessa forma, para k = 2,

temos que,
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(La () = r(la) /a ) r _ti)ladt == (1a) L}Eﬁ_ /a . t)a_ldt] =

1 1
= [ lim / t2(x —t)o“ldt} —

c1—IT

Cc1 2 c1
) + — lim t(x — t)o‘dt} =

O ci—z~ Jg

_— ) [aQ(x_a)a 2 g [ t(:z:—t)adt] -

(6% Q c1—x~ a

1 2 _ a 2 . c1
= ) [a (x—a) + ( lim t(x—t)““‘t: + lim (x—t)o‘“dt)} =

(6] Oé(O{ + 1) c1—x~ a =z~ J,

L G—Qx—aa Law—a(’“rl T —a)*t?| =
‘r<a>[a( TP A o [ R }
1 a—Qx—aa 21 9 .az_l(x—a)o”rl (x — a)*t?
r<a>[a( ML e e

De forma analoga ¢ valida a expressao supracitada para os casos em que k = 3 e k = 4,

os quais serao omitidos neste trabalho. Assumindo que esta propriedade seja valida para

todo natural maior que 2 e menor que k, temos que, para f(r) = ¥,

(g4 f)(x) = F(la) / ) T _ti)ladt - (1a) leiglm / " tk(x—t)o‘_ldt] =

_ {hm (_M

’ +Elim th’“—l( —t)dt| =
['(a) |ex—a a v B

o cp—T a

t=a
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- (ak(xa_ a)a) + T L?i“z [ e ”adt} |

Fazendo a = 8 — 1, podemos reescrever a expressao acima como

e () ey i [0 -

ey () ol -]

(0%

Pela hipotese de inducao temos que

(124 (w) =

1 ak—l 6 k=2 1)! ak—l—n(l. _ a)5+n (x — a)ﬁ—i—k—l
- — . E— )
e [ g - *Z —1—n Moeri Ve

e, dessa forma,

o (5 ) o) = g () 4

2 (k—1)! ab=t T (x — a)Ptr

(k=T1-n)! I8 +1)

. (z — a)6+k71

T (B+1)

+ (k-1

- r(la) (&k(xa_ a)a) * F(ak—i— 0 [S: (2= a)™+

(k—1)! a1 (g — q)otitn
TG MTa@riry TEU

(v — a)tk

M +it1)|

1 a*(z — a)® aF1
n ) { a + ala+1)
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T
[\

N k! ak—l—n(x _ a)a+n+1 K (.Z‘ _ a)oc-i—k

— (k—=1-mn)! [[—o(a+4) Tl +1)
_ 1 Jd'@-a)r N kz_i KL a’“*’;(x — a)‘f”‘ Iy (i:l a)aﬂf
I'(a) o — (k—n)t  JLZo(a+1) [TiZo (e +14)

De forma similar prova-se a igualdade exposta para (3.4).

[]

No caso particular em que k = 1 a expressao (3.3) e (3.4) se da de forma direta e é

expressa por:

1

(15,06) = 15| Sy

(15 t)() = — [9 (b x>] |

o) Lo’ ™" " et

Demonstraremos agora que a integragao de ordem generalizada no sentido de Riemann-

Liouville de fun¢des poténcias (x — a)?~! e (b — x)?~! resulta em uma fun¢oes poténcias.

Propriedade 3.3.2. Sejam «,  nimeros reais positivos nao nulos, entao

(15t = 0P) (0) = oo = )P (5.5)
(0= ) (2) = b= 0 (36)

Demonstragao. Inicialmente provemos a validade da equagao (3.5), como se segue;

T —a -1 z
(15t = ") 0 = s [ (ot = g [ (¢ 07—

Fazendo t = (x — a)€ + a e, consequentemente dt = (r — a)dE, segue que,

B
F(a)/a(t VL — 1)Lt
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1

= — 1 T —a a—a) M z—(z—a a)* Nz —a)d¢ =
i [ (@ ra—0 @@ — g o @ - ae

1

= — 1x—a e —a)1 =€) (& — a)de =
- [ (@09 (=01 - ) - )i

)ﬂ—1+a—1+1

_(z—a ! B-1/1 _ ¢ya—l  (w—a)ftet B-1/1 _ ¢ya—l e
-t [t gmae - T — [ e gmta -

(LU _ a)ﬁ-}—a—l

= TB(B,@).

Através da relacao existente entre as fungoes gama e beta, segue o resultado desejado;

o ety g @@t (@)t T(A)(a)
(Ia+(t ) )( )_ F(Oé) B(Ba )_ F(@) P(Oé—i—ﬂ) -

pra—1 _ L(B)
I(a+8)

= (z —a)
Para a prova da equagao 5.4, seguiremos uma ideia semelhante a anterior:

1

b
«a _ 4\p-1 ) = AV RS W T a—1 .
(Ib—(b t) )( ) F(Oz) /I (b t) (t ) dt

Fazendo t = b — (b — x)v e, consequentemente dt = —(b — x)dy, segue que,

1 ' B=1(p _ o=l g4
m/gg(b—t) (t —2)*'dt =

1 0 B VOV b — (b— 2V — )Y (— (b — & _
‘F<a>/1<b b (b— 2))P (b — (b— 2) — )2 (= (b — 2))dy)
T P VP
= F(a>/1((b WY (b — 2)(1 — )* (b — 2)dip

L 1 — e
_F(a)/o((b )0)7 (b —2)(1 — ) (b — x)dy
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_ )ttt et _ (- x)Ptert o) =
S /0 BN (1 = )Ly B
_(b=x)"! D(A)D(a) (b pyta-t L)
I'(a) I'(8+a) I'(B+a)

O

Por fim, apresentaremos nesta sessao mais um resultado exposto em [17| como corolario
do teorema 3.5. Nesta obra a demonstracao se limita a um caso mais simples devido,

segundo o autor, & necessidade de métodos refinados que fogem do escobo destes trabalhos.

Lema 3.3.3. Integracao por partes
Sejam a >0, p>1,¢g>1ce (%)—i—(%) <1l+4+a«a (além dep #1 e q# 1, no caso
quando (%) + (é) =1+4+a). Sep(x) € Ly(a,b) e(x) € Ly(a,b), entdo

b b
/ (@) (1%, ) (@)dz = / (@) (7o) (2)de

3.4 Derivadas de Riemann-Liouville

A defini¢ao de derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville, estrutura-se no fato
de que a integracao e a derivagdo sdo operagoes inversas [2|, dessa forma, define-se tal

derivada como:
Definicao 3.4.1. Derivadas de Riemann-Liouville em intervalos finitos

As derivadas de Riemann-Liouville em um intervalo finito do eixo real de ordem o &

R*™ — IN, sao definidas por,

DN = (1) EENEs 0=+ Lo (37)
D5 @)= (=) @@ n=lal4 ko< (35)

onde [a] denota a parte inteira positiva de a.
Como é apresentado por [2], "a derivada de ordem real, segundo Riemann-Liouville,

equivale a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem real".
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No caso em que « passa a pertencer ao conjunto dos nimeros naturais, recaimos nas

derivadas convencionais definidas no processo de limite, ou seja,

(Do )(x) = (Dy_f)(x) = f(z),

(Dp_f)(x) = (=1)"f™(2), neN.

Proposicao 3.4.1. Se 5 > 0, entao

I'(p)

(D (t —a)" ) (z) = m(x —a) 7 a>0 (3.9)
(D (b—1t)"N(z) = %(b —z)fl a>o. (3.10)

Para realizar a prova destas afirmacoes, provemos, inicialmente, o seguinte lema:

Lema 3.4.2. Sejam n natural, e a e [ reais positivos, entao:
d\" r'—a+n
el (37 _ a)ﬁ—a+n—1 — (ﬁ )(1’ _ a)ﬁ—a—l
dx ' —a)
Demonstracao. Para a realizacao desta prova, usaremos da indugao sobre n, onde n =

[a] — 1. Para n = 0 temos,

d\’ —a-1 a1 T(B—0) —a-1
(@) (x — G)B = (z — a)ﬁ = m(l’ - a)'g :

Paran =1,

o R e

Para n = 2,
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B ['—a+1) a1 T(B—a+2)T(B—a+1) cael
A v ey Gt v sy v - ey el G A
T(p-a+2) (2 — a)ﬁ’a’l
=TT ‘

Supondo que esta propriedade seja valida para todo natural menor que n, logo,

() o () (@)oo

d

- (%) (B—a+n—1)(z—a)* "2 = (f—a+n—1) <di) S

FB-—at+n-1)

B Ve R
__T-atm) M—a+n=1) oo
r—a+n-1) [ — «)
_IE—a+n) (z — a1
I3 —a) '

]

Com posse deste resultado, estamos aptos para prosseguir a demonstracao da propo-

sicao 3.4.1:

Demonstragao. Provemos que é valida a equagdo (3.9). Pela defini¢do de derivada pro-

posta por Riemann-Liouville,

(D3 = i) = () (-0 o)

Pela propriedade 3.2.2, temos que,

<%> (It — @)Y (x) = (%) . L)y _ qypmosnt —

—a+n)
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Usando do lema 3.3.2, segue o resultado,

B
R

De forma analoga a prova de (3.10) pode ser realizada. O

Contudo, se for tomado o caso particular em que 8 =1, @ > 0 e f sendo constante,

tem-se,

lras1 _ (@—a)™@
(x—a) T T(—a)

a1 (x—a)™®

oy T
(D2 D) = g =y = @' = F oy

(I-a)
A partir deste exemplo, podemos notar que, em geral, a derivada de uma funcgao
constante, no sentido de Riemann-Liouville nao é nula.
O teorema que segue trata da caracterizacao das derivadas fracionarias no sentido de
Riemann-Liouville. Para isto, apresentaremos a caracterizagao das fungoes f pertencentes
ao espago AC"[a, b], espago de fungoes absolutamente continuas no intervalo, apresentada

em [17] por

—_

n—

! I /x(:r: — )" Lo(t)dt + cr(x —a)f (3.11)

(n—1 «

fx) =

i

onde p(t) € Ly, e ¢ € uma constante real. Em particular, segundo [17], toma-se

p(t) = f) e a=

Teorema 3.4.3. Sejam o > 0 e n = [a] + 1, onde [o] denota a parte inteira de «. Se
f(xz) € AC"[a,b], entao as derivadas fraciondrias Dy, _f e Dy f existem em quase todos

pontos em [a,b] e podem ser representadas, respectivamente, nas expressoes
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—_

n—

(De f)(x) =

@) R S )
Firieat T ) et 612

B
Il
=)

PN el e S A ) I e VN TRl )
(Db_f)(:c)—;m(b—x)k T a) / T et (3.13)

Demonstra¢ao. A demonstragao deste fato encontra-se em [17|, pagina 40, onde é esta-
belecida através das relagoes expostas em (3.7), (3.11), (3.12) e a integragao por parte
apresentada no lema 3.2.3.

A seguir serao apresentadas duas proposicoes, cuja demonstracoes se encontram em

[2] e [17], que acarretam propriedades operacionais a serem expostas em seguida.

Proposicao 3.4.4 (Soma dos indices). Se o, 8 € R*, entio as equagoes

(I L @) = (@) e (LD f)(x) = (527 f) ()

sao satisfeitas em quase todos os pontos x € |a,b] para f(x) € Ly(a,b) com 1 < p < 0.
Nos casos em que oo+ > 1, as relagoes acima valem em todo ponto do intervalo fechado

[a, b].

Proposigao 3.4.5 (Operagao Inversa). Se a > 0 e f(z) € L,(a,b) com 1 < p < o0,

entao sao vdlidas as igualdades
(Da Ly (@) = f(x) e (Dy L f)(z) = f(x)
no intervalo fechado [a,b].

Como é exposto em [2] valem, também, as seguintes propriedades

Propriedade 3.4.6 (Subtracao de indices). Se o« > 8 > 0, entdo para f € L,(a,b) com

1 <p < o0, as relagoes

(Do I3 (@) = (77 ) (@) e (DL f)(2) = (27 f) ()

s@o vdlidas no intervalo fechado [a,b].
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Propriedade 3.4.7. Sao vdlidas as propriedades aditiva e comutativa das derivadas fra-

ctondrias expressas, respectivamente, por

DmDn — Dm+n

D"D" =D"D™
com m,n € NU{0}.

Finalizamos a apresentagao destes resultados com a derivada fracionaria por partes

como é exposto abaixo.

Lema 3.4.8. Seja a > 0, p,g>1e <%> + (%) < 1+ a (com p e q diferentes de 1 no
caso em que (}%) + (l) =1+« ) Se f(x) e Dy (L,) eg(x) € I$, (Lg), entio

q

b b
/ F(2)(D2 g) () dz = / 9(2)(D§_f)(x)d.

Demonstragao. A prova deste lema é indicada em [2].
Ainda, segundo (2|, acredita-se que, a partir dos resultados aqui apresentados, possa-se
estabelecer um equivalente do Teorema Fundamental do Célculo de ordem inteira para o

Calculo de ordem arbitraria.

3.5 Integrais fracionarias de Liouville

Serao apresentadas nesta secao as integrais fracionarias de Liouville que, de certa

forma, estendem o dominio das integrais de Riemann-Liouville para o semieixo R .

Definigao 3.5.1 (Integrais de Liouville em R ). Seja f uma fungao continua por partes
no intervalo (0,00) e integravel em qualquer subintervalo [0,00) e ¢ > 0. As integrais de

Liouville sao definidas por

(I8, f) () = F(l | /j( L (3.14)

a r —t)l-e

(I = 7 / N Tt a0 (3.15)
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Temos, assim, as integrais fracionarias de Liouville & esquerda e & direita no semieixo
R, respectivamente.

Exemplo 3.5.1. Consideremos f(z) = z e calculemos a integral fracionaria no sentido

1
de Liouville para a = 3

1 1 r t 1 ) b _1
(12, f)() = F(%)/O e =yt et

Através da integracao por partes obtemos que

1 ’ 1
— lim [ t(z — t)_%dt = lim | —2t (z — t)%
F( ) b—x— 0

|

2 b ; 2 5
=——lim [ (z—t)2dt = —=—= lim (—(m—t)?)
F(%) b=z~ Jo P(%) b—x—

De maneira similar, se da o calculo de,

1 1 o t
N =5 / ( it

F(% t—a)t-

N

cujo resultado diverge quando t tende ao infinito.

Teorema 3.5.1 (Integral fracionaria). Seja f € E, onde E é um subspago funcional.

Entao, para o € RT, tem-se:

I*[af(2)] = 21 f(z) — aI*" f(z),
onde I*f = (I f)(x).

Demonstra¢ao. Da definigao exposta em (3.14) segue que,

1°f() = ﬁ / N — e (1) = ﬁ / o= ) o — (2 — ) f(t)dt =

T Lo
_W/o (2 —t) xf(t)dt—m/o ( — ) F(t)dt.

Pela Proposigao 2.1.2, usaremos o fato de
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1 o

(o) T(a+1)

na equacao anterior, obtendo que:

1 o

Flef@)] = 7 / S — 0 (1)t — S / N — ) f()dt =

=2lf(z) — al* f(2).
[

Propriedade 3.5.2. Os operadores de Liouville fraciondrios aplicado & funcdo poténcia

-z

21 e & funcao exponencial e com «, B e X sendo numeros reais nao negativos tem

por resultado os termos a sequir:

i) (Iga"71) (x) = %x“a*, x> 0.

Demonstracao. Pela definicao, sabe-se que:

1

(13" ) @) = 7 [ M@0 ar

Fazendo t = x£ e, consequentemente, dt = xd§, segue que

LT petg L e e e e —
| et = s [ e — gt

b e [Tesagpectge - L pra _ B pra
— F(@)x 1 1+1/(; &- 1<1£) 1df — F(@)x + 13(5’ CK) — F(ﬁ = a)x + 1.

]
i) (I%e™)(z) = A\~ 7, x> 0.

Demonstracao. Pela defini¢ao sabe-se que:

(%) (z) = FL / T et )y
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Fazendo t = % + x, temos que:

i ooy e () (-

@ /OO —yor . )\—ae—)\x /OO B ) )\—ae—)\az AU
= e VAT gy = e Vi dy = D(a) =A%
I(a) Jo I(a)  Jo I(a)
O
Teorema 3.5.3. Soma dos expoentes
1
Sejaa>0,5>0,p>lea+p< o Se f(z) € L,(RT), entdo
(5 doy f)(@) = (Igy7 1) (=), (3.16)
e
(I°I° f)(x) = (I ) (). (3.17)
Demonstracao. Seja ¢, (x) a fungao de Gel’fand-Shilov,
‘,L,ozfl
—_— >
o) sex >0

Pa(T) =
0 sex <0

Como visto no teorema 5.1.1, a integral de ordem real pode ser interpretada como o

produto de convolugao, logo,

I°f(z) = ¢u(z) * f(2) a > 0. (3.18)

Mostraremos, pois, que

Pa(2) * p(%) = Parp(2)- (3.19)

Para isto, tomemos o produto de convolucao que pode ser escrito como

¢ o1y _ 7)B-1 2Pl ol 7\ B8-1
P 05 :/o F((a)F(B)) = e / (D)
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Fazendo 7 = ux e usando a definicao da funcao beta bem como sua relagao com a

funcao gama, podemos escrever o produto de convolugao como

281 1
* Qg = uz)* Y1 — u)? Y (zdu) =
o 03 = T E T, (0 = 0 i)
B po+B-1 1 a1y _ Pl po+B-1 . B
e gBE ), T = e i P =
poths-1
B I

Uma vez provada a equacao 5.8, podemos terminar esta demostragao com uso desta

em conjunto com a equagao 5.7 para obter

1P f(2) = ¢o(2) x [P f(2) =

= dars(x) * f(z) = I*"7 f ().

Proposicao 3.5.4. Integral fraciondria por partes

Se a > 0, entdo vale a igualdade para fungoes p eV suficientemente boas;

| e @i = [ uaieais.
0 0
A prova desta afirmacao sera omitida neste texto mas se apresenta na pagina 96 de

[17].

3.5.1 Integrais fracionarias de Liouville na reta real

Com notéria similaridade, as integrais fracionérias no sentido de Liouville na reta real

serao definidas nessa se¢ao, bem como a integracao por partes.

Definigao 3.5.2 (Integrais de Liouville na reta real). Seja f um funcdo continua e inte-

gravel em toda a reta real. As integrais de Liouville, de ordem «, sao definidas por:
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(L2 f)(x) = FL /OO @Ldt, (3.21)
onde x € R e Re(a) > 0.

Proposicao 3.5.5. Integracao por partes

Se a > 0 vale:

/Oo p(z)(I3Y)(x)de = /Oo V(@) (I%p)(z)dx.

o0

para p e suficientemente boas.

Assim como a proposicao 3.4.4, a prova desta afirmagao se encontra na pagina 96 de

17].

3.6 Derivadas fracionarias de Liouville

Com o intuito de definir as derivadas fracionarias nos semieixos, a seguir serd mostrada

a definicao de derivada de ordem real nos semieixos.

Definicao 3.6.1. Sejam F' uma familia de fun¢oes que satisfaz as defini¢oes das derivadas
de ordem real no sentido de Riemann-Liouville, z > 0 e n o menor inteiro maior que o > 0,
0 < p <1, com f=n—a. Define-se as derivadas de ordem real o de f(t), no sentido de

Liouville por,

Df fa) = oD (0) = DL = () (15w

D f(0) = -Dif() = D'LIF0) = (1 ) (Do)

onde n = [a] + 1.
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3.7 Integrais fracionarias de Weyl

Apresentaremos agora a integral fracionaria de Weyl, que foi definida sob inspiragao

nas integrais de Liouville no eixo real.
Definicao 3.7.1. Integral de Weyl de ordem real.

Seja f uma funcao integravel na reta. A integral de Weyl de ordem arbitraria é definida
por;
1 o0
e = I = t—x)2 L f(t)dt, 3.22
1) = @) = g [ (= (322)
com Re(a) > 0. De forma anéloga, outro viés para introduzir a integral de Weyl é através

da expressao:

com Re(a) > 0.

3.8 Derivada fracionaria de Weyl

A seguir sera apresentada a derivada fracionaria de Weyl, contudo, pode-se justificar
sua construcao previamente através do seguinte argumento:

Se D™y = f é uma equacao diferencial nao homogénea, de n-ésima ordem e a respectiva
equacao adjunta (—1)"D"y = f, entdo a solucdo com as condicoes iniciais D*y(c) = 0,
para 0 < k <n — 1 é dada, segundo [2], por

1

Wa) =W f ) = s / (¢ — 2y ()t

Nota-se, pois, profunda similaridade entre esta expressao e a definicao de integral fra-
cionéria segundo Weyl. Em particular, substituindo n por a e ¢ como uma constante
arbitrariamente grande, ambas expressoes sao coincidentes para um certo espaco de fun-
¢oes G as quais sdo diferenciaveis em todos os pontos e todas derivadas O(z™") com
xr — oo para todo N e ,W<y(x) definida (3.22) existe. Por meio da mudanga de variavel

t — x = ¢ na integral da definigao (3.22), temos,
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Iy(x) = JWty(e) = %a) /0 T ey(e 4 a)de. (3.23)

Aplicando o operador D" em ambos os membros da equagao (3.23),

D"W™%(z) = W *D"y(x).

Tomando E™ = (—1)"D", temos que
E"W™%(x) = W E"y(x).

Se y € G, a n-ésima integragao da expressao de (3.22) por partes fornece
W=oy(z) = W@ [Ey(2)]

Logo,

W2y () = B[]
Dessa forma, dé-se a derivada de Weyl fracionaria de y de ordem a > 0 na forma

Dyle) = B le) = B oo [ (= oyt
Tantas outras defini¢oes para as derivadas fracionarias foram desenvolvidas, como é o
caso da Derivada fracionaria de Riesz, Griinwald-Letnikov, Marchaud e Hilfer, além da
elaboracao das chamadas derivada fracionaria copativel e alternativa. Contudo, seguindo
[2], faremos o estudo da derivada fracionéaria de Caputo devido & sua aceita¢do sobre as

demais na comunidade cientifica.

3.9 Derivada fracionaria de Caputo

Segundo [2], Caputo propds uma defini¢ao alternativa para a derivada fracionaria com
o intuito de "solucionar o problema" apresentado na definicao de Riemann-Liouville no
que se refere ao fato de que nesta definicao a derivada de uma funcao constante nao é

nula. Para isso, Caputo definiu a derivada fracionaria através da inversao na ordem das
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operagoes de integracao e derivagao na definigao no sentido de Riemann-Liouville.

Definigao 3.9.1. Derivada de ordem real segundo Caputo.

Seja [a, b] um intervalo limitado do eixo real R e seja,

Dgily(D](2) = (Dgyy) (@)

Dy_ly(®)](z) = (D5_y)(x)

as derivadas de Riemann-Liouville de ordem real o € RZ. As derivadas fracionérias
(“D2y)(x) e (“Dg_y)(x) de ordem @ € R% em [a,b] sdo definidas fazendo uso das

derivadas fracionarias no sentido de Riemann-Liouville por;

3

-1 k)a
<CDa+y><>=< [ LN t—ak])(w) (3:24)

k=

[e=]

(D)) = (D;:_ [w) DI t)’“]) (@), (3.25)

iy
=)

comn =a«a+ 1 paraa ¢ N en=q«para a € N.

No caso particular em que a € (0, 1), as relagoes acima podem ser representadas como

(“Dgy)(x) = (D [y(t) — y(a)]) (x)

(“Dp_y)(w) = (D5 [y(t) — y(a)]) (x).

Considerando que a ¢ IN e y(z) é seja uma funcao tal que as derivadas de Caputo e

de Riemann-Liouville existam, entdo das equagoes (3.24) e (3.25) temos que

(k)
D)) = (D)) = Y it o= )
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n—1
(“Dy)(x) = (Dy_y)(x) = ) vl
comn =a+ 1.

Ainda que as derivadas de Caputo nao sejam equivalentes a definigdo proposta por
Riemann-Liouville, ambas propostas coincidem em casos particulares, como sera exposto
abaixo:

Se o ¢ N, entao as derivadas de Caputo de ordens reais coincidem com as derivadas

no sentido de Riemann-Liouville fracionarias nos seguintes casos:
e sey(a)=y'(a)=...=y™(a)=0comn=a+1;
eseyb) =y () =...=y" V(b)) =0comn=a+l.

Ja no caso oposto, isto é, « =n € IN e a derivada usual y(")(x) existe, entao tem-se

“Diyy(z) = y™ (),
“Dy_y(a) = (~1)"y" ()

com n € IN.

Nota-se que, para que as derivadas de Caputo sejam definidas para funcoes y de
forma concisa, é necessario que as derivadas no sentido de Riemann-Liouville existam.
Dessa forma, as fungoes y devem pertencer ao espago de fungoes AC|[a, b] absolutamente

continuas.

Teorema 3.9.1. Derivada fraciondria de Caputo
Sejoma>0en=a+1casoa ¢ N en=a cason € N. Se y(z) € AC"[a,b], entdo as

derivadas fraciondrias no sentido de Caputo existem em quase todos os pontos de [a,b].

i) Se a ¢ N, entao,

z )
D) = D" @) = s [ et (320

I'n—a« x —t)e—ntl

3
)
TQ
s
S
i

RN
D ) = o [ e

I'(n—« x — )t
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it) Se « = n € N, entao,

(“Dayy)(@) = (“Dy_y)(x) = y(x). (3.28)

i) Demonstragao.

1) (g
(©D2)(x) = (Dzu [y@) LI >D (a) =

<

— r(nl— 5 (%)ngﬂ? /a [y(t) _ S (k];(a) (t — a)k] (x —t)" " tdt

k=0

Através da integracao por partes podemos reescrever a integral acima como;

I'(n—a) \dz n— o
c 10
Foa dm [ (y'“) > >> dt] -
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1 x
= — 1)y () dt.
fooma [
De forma analoga prova-se (3.27). O

it) Demonstragao. Para o caso em que o € IN, usamos os resultados ja demonstrados

anteriormente obtendo que,

n—1 (k) a
(©D2)(w) = (Ds+ [y@) S >]> (2) =

(L) [y<x> S, a)'f] -

Devido as condi¢oes enunciadas, obtém-se

(Dgyy) () = y™ ().
De forma analoga prova-se a segunda igualdade de (3.28). O]

Proposicao 3.9.2. Funcao polinomial
Sejaav>0en=a+1casoa ¢ N en=a cason = «, além de f > 0. Sao vdlidas

as sequintes igualdades

(“Dg(t —a)’ ™) (2) =
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©Dp (¢~ a)' ) (a) = Oy

(D2, (t = @))(@) = (D (t — 0))(x) = 0
comk=0,1,--- . n—1ef>n.

D s
Para o caso em que a € N, os operadores fracionarios de derivagao propostos por
Caputo atuam como operadores inversos aos operadores integrais propostos por Riemann-

Liouville.

Proposicao 3.9.3. Composicio de operadores de derivada e de integral

Sejaa>0en=a+1casoa ¢ N en=a cason =a. Sey(x) € C"[a,b], entao

(12.°D2y)(@) = yla) = Y PP o = )t

n—1 1Yk, (k)
(1. Dy o)) = wia) — 3 T gy

i

No caso particular em que a € (0,1] e y(x) € AC[a,b] ou y(z) € Cla,b], entao
(I3 “ D3 ) (@) = y(@) — y(a) e (IO Dy_y)(x) = y(x) — y(b).

Assim como foi apresentado neste texto, as integrais no sentido de Riemann-Liouville
limitava-se a intervalos pertencentes a reta real, contudo fora apresentada a integral no
sentido de Liouville que versa o estudo no semieixo. Da mesma maneira, serao definidas,

a seguir, as derivadas de ordem real no sentido de Caputo no semieixo R* e no eixo R.

Definicao 3.9.2. Derivadas de Caputo de ordem real no semieixo.

Seja x € R™, entao as derivadas no sentido de Caputo sao definidas por;

C na _ 1 ‘ y(n)<t>
D30 = 5= /O el (3.29)

¢ e I G VA LRI )
(“D2y)(z) = ) /x ( dt (3.30)

I'(n—« t —x)otl-n—"
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De forma analoga, pode-se estender esta definicao para toda o eixo real, como é apre-

sentado abaixo.

Definicao 3.9.3. Derivadas de Caputo de ordem arbitraria no eixo.

Seja x € R, entao as derivadas no sentido de Caputo sao definidas por;

v
(CDoy) () = — / vl (3.31)

I'n—a) )_ (x—t)otl-—n

C G Y A O]
D)) = F o / et (3.32)

No caso particular em que o = n € IN define-se as derivadas de Caputo no semieixo e

no eixo real por

Dy y)(x) =y (x), (@D y) (@) = (—1)"y " (), z€RY

(“Diy)(x) = y™(2), (“Dy)(x) := (=1)"y"(2), r € R.

Proposicao 3.9.4. Funcao exponencial

Sea>0e\>0, entdo

(CDieM)(CL’) — )\aeAz

(C’Dge—/\t)(l,) — )\ae—/\x

A seguir sera apresentado o processo chamado de integrodiferenciacao fracionaria que
tem por objetivo unificar as defini¢coes de integrais e derivadas de ordem real conhecido,
também, por diferentegral de ordem real de uma funcao y. Para isso define-se a derivada

parcial de Caputo como se segue.

Definicao 3.9.4. Derivada parcial de Caputo
A derivada parcial de Caputo é definida por
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“Dy(t,x) = I"*DMy(t, x)

onde n = [a] + 1, assim,

1 ¢ y™(r,2)
o I'(n—a) f“ (x — T)otl-n

0
CD?y(t.ﬁC) = %y@,l’) =

dr, se n—1<a<n

y ™ (t, x), se a=neN

com y™(t,r) denotando a derivada parcial de ordem inteira n em relacdo a variavel ¢.



Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados os conceitos elementares do Célculo de Ordem Real
com enfoque para as defini¢oes propostas por Riemann-Liouville, Liouville, Weyl e Caputo
acerca da fundamentacao tedrica do Calculo Fracionario. Apresentado de forma sucinta,
este texto visou a apresentacao da nao recente teoria que, pelas mais variadas razoes, nao
se difundiu no meio académico, ausentando de tornar-se um objeto de pesquisa almejado
no referido campo.

A procura da exposicao de uma fundamentacao tedrica concisa, este texto proporciona
o estudo elementar dos fundamentos arraigados as defini¢oes e ideias expostas na teoria
do Calculo Fracionario, como ¢ o caso das fungoes gama e beta, e do espago de funcgoes L,
proporcionando o contato e o estudo de temas que desenvolvem-se de maneira singular. Tal
estudo possibilita, além do amadurecimento matematico, o reconhecimento da completude
da Ciéncia, estimulando o espirito de pesquisa intrinseco ao docente engajado com as
incumbéncias de seu oficio.

Sob a referida oOtica, a "complexidade" do Calculo Fracionario, no tocante de sua
estruturacao teodrica e nao sinergia em suas formulagoes, mostra-se um objeto impar de
estudo a fim do desenvolvimento da &rea que, tao antiga quanto o Célculo de ordem
inteira, ainda caminha a lentos passos para sua plenitude.

Ainda que o apelo infindavel da aplicacao de novas teorias faz-se presente na pro-
dugao do conhecimento nas mais variadas esferas das Ciéncias, este texto se isenta de
tais preocupacoes, ainda que reconheca a importancia das mesmas no desenvolvimento
da comunidade como um todo. Dessa forma, é indicado o referencial tedrico exposto
neste texto, composto por alguns trabalhos que apresentam a aplicabilidade do Célculo

Fracionéario.
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