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GRUPOS COMO A UNIAO DE TRES
SUBGRUPOS

Eliza Maria Ferreira* Fibio Alexandre de Matos'
Departamento de Matematica e Estatistica - DEMAT, UFSJ, 36307-352, Sao Joao del Rei, MG

RESUMO: Este trabalho consiste, basicamente, em discutir resultados elementares da
teoria de grupos que foram apresentados por M. BRUCKHEIMER, A. C. BRYAN e A.
MUIR, no trabalho Groups which are the union of three subgroups publicado em 1970
pela revista The American Mathematical Monthly, Vol. 77. Mais especificamente, neste
trabalho os autores apresentam condi¢oes necessarias e sufucientes para que um grupo
possa ser a uniao de trés subgrupos nao triviais, a menos de isomorfismo. Ainda, que
um grupo nao pode ser a uniao de dois subgrupos nao triviais.

Palavras-chave: grupos, unidgo de subgrupos, homomorfismos.
INTRODUCAO

Sem duvidas, a Teoria de grupos é parte fundamental no estudo de estruturas algébricas
e aparece em todos os ramos da matematica. O estudo destas estruturas foi fundamental
para a resolucao de problemas propostos no século XVI, como por exemplo, resolucao de
equacoes algébricas por meio de radicais. E neste ramo da algebra abstrata, o reconheci-
mento e caracterizagao de estruturas algébricas, apresenta os problemas mais complexos.

No decorrer deste trabalho discutiremos as condi¢oes necessarias para que um grupo
possa ser decomposto em trés subgrupos, como se caracterizam esses subgrupos e e como
se comportam essas decomposicoes. Além de mostrar a impossibilidade de um grupo ser
a uniao de dois subgrupos nao triviais.

OBJETIVO

Esse trabalho tem como objetivo estudar mais detalhadamente os resultados apresentados
por M. BRUCKHFEIMER, A. C. BRYAN e A. MUIR no trabalho Groups which are the
union of three subgroups de modo a tornar-los mais acessiveis, despertando nos alunos o
interesse pela dlgebra ao apresentar um exemplo de artigo matematico elementar para a
teoria.

*Aluno de Iniciagdo Cientifica. E-mail: elizzacomz@Qyahoo.com.br
tProfessor Orientador. E-mail: fabio.ufsj@gmail.com
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RESULTADOS

Os principais resultados extraidos do artigo sao o Teorema 1, que se refere a grupos
que podem ser escritos como a uniao de dois subgrupos e o Teorema 2, que é o mais
importante, pois apresenta uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um grupo possa
ser escrito como a uniao de trés subgrupos.

Teorema 1. Um grupo pode ser escrito como a uniao de dois subgrupos se, e somente se,
um desses subgrupos for igual ao grupo todo, ou seja, for um subgrupo trivial do grupo.

Demonstragao: Vamos supor, por um momento, que o grupo G possa ser decomposto
como uniao de dois subgrupos nao triviais. Tomando a € A e b € B temos, por definicao,
que a-b € G, ou seja, a-b € Aoua-b € B, considerando assim a possibilidade de
pertencer a intercessao de A e B.

Se a-b € A entao, como A é subgrupo de G,

at-@b)=@'a)b=eb=becA

o que é um absurdo.
Analogamente, Se a - be B, terfamos a € B, absurdo!
Note que @ - bgéAUB mas @ - b € G, logo AUB#G
|

Apresentaremos a seguir um exemplo de grupo de Klein e mostraremos que este
grupo pode ser decomposto como a uniao de 3 subgrupos nao triviais. Para tanto, con-
sidere o grupo de simetrias no retangulo, ({e,a, b, c},-) o qual denotaremos por V. Este

grupo é gerado fazendo-se rotagoes em torno dos seus eixos laterais “a” e “b” e em torno
do eixo diagonal “c” como ilustra a figura a seguir:

Ondea? =0’ =c?=¢
Note que o grupo V' pode ser decomposto como V' = {e,a} U {e, b} U{e,c}, isto é,
como a uniao de trés subgrupos distintos nao triviais.

Mas todo grupo pode ser escrito como a uniao de trés subgrupos? Se nao, como se
caracterizam os grupos que possuem essa propriedade?
Respondendo a essa pergunta segue o Teorema 2.



Teorema 2. Um grupo G é a unido (nao trivial) de trés subgrupos se, e sé se, € ho-
momdorfico ao grup de Klein. Dizemos que G € um grupo homomorfico a H se existe um
homomorfismo ¢ : H — G injetor.

A demonstracao do teorema sera omitida por se tratar de uma demonstracao técnica
e muito extensa.

Vimos até entao, uma condicao necessaria e suficiente para que um grupo possa ser
decomposto em trés subgrupos. Condicao essa que satisfeita nos levam imediatamente a
duas perguntas.

1. Um mesmo grupo, pode ser decomposto em 3 subgrupos de formas diferentes?

2. Dois 3-grupos (grupo que pode ser decomposto em 3 subgrupos) distintos podem
ter a mesma decomposicao?

A resposta é positiva para ambas as perguntas como ilustra os exemplos a seguir:

Exemplo 1. O grupo Cs x D4y admite duas decomposicoes distintas:

02 X D4 — {04 X CQ,D4,D4}

Cy X Dy — {Cy x Cy,Cy x Cy x Cy,Cy x Cy x Cy}.
Exemplo 2. O grupo de ordem 16, onde
a? =b> =2, abc = bea = cab
e o grupo Cy X Dy do exemplo anterior admitem a mesma decomposi¢ao
{Cy x Cy, Dy, Dy}.

Quanto a estrutura que os subgrupos de uma decomposi¢ao podem ter, segue nosso
ultimo resultado:

Teorema 3. Se um 3-grupo € ndao-abeliano, entdo os subgrupos de uma decomposi¢cao
podem ser (localmente) Abelianos () ou mao-abelianos (7). E as decomposi¢oes
possiveis sao: {a,a,a},{a, 7,7} e{m,m 7}

REFERENCIAS

I. N. Herstein, Topics in Algebra. Ginn and Company, 1964.

http://www.jstor.org/discover/10.2307/23168547uid=2129&uid=2& uid=70&uid=4&sid=21101
722566923.
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Analise de Convergéncia do Método GMRES

R. A. Pires* J. A. J. Avila'
Departamento de Matematica e Estatistica - DEMAT, UFSJ, 36307-352, Sao Joao del Rei, MG

RESUMO: O Método de Residuo Minimo Generalizado — GMRES é um método ite-
rativo moderno definido sobre subespacos de Krylov, que é utilizado para resolver nu-
mericamente sistemas lineares nao simétricos, mal condicionados, esparsos e em blocos
provenientes, por exemplo, de problemas da Dinamica de Fluido Computacional. Nesse
trabalho deduziremos e analisaremos a convergéncia do método GMRES.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Subespaco de Krylov, Convergéncia.
INTRODUCAO

A modelagem de muitos problemas da ciéncia e da engenharia envolvem Equacgoes Di-
ferenciais Parciais — EDP. Em problemas proximos do mundo real é quase impossivel
a resolucao, destes, por métodos analiticos. Recorrendo, desse modo, a utilizacao de
métodos numéricos, principalmente os métodos de Diferencas Finitas e Elementos Fini-
tos. No final do processo da resolucao numérica de uma EDP chega-se a um sistema linear
ou nao-linear de equagoes algébricas, dependendo da linearidade ou nao-linearidade, da
EDP.

Considere o seguinte sistema algébrico linear,
Az =b (1)

onde, A € R z € R e b € R™. Podemos resolver (1) por métodos diretos
ou métodos iterativos. Os métodos diretos usam manipulagoes algébricas e/ou operacoes
elementares. Quando n é grande é necessario de implementacoes numéricas. Sao exemplos
destes métodos: eliminacao Gaussiana, fatoracao de matrizes, etc. Os métodos iterativos
usam um chute inicial, xy € R", para gerar aproximagoes sucessivas, r; € R", que con-
vergem a solugao exata, r. Sao exemplos, destes métodos, os classicos métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel, Relaxacao, Gradientes conjugados. Os mais modernos sao os métodos de
subespagos de Krylov e seus variantes.

Quando os problemas sao préximos do mundo real, como por exemplo, os problemas que
resultam da Dinamica de Fluido Computacional, de sistemas cardiovasculares, entre ou-
tros, o sistema (1) é de grande porte (n grande), a matriz A é nao simétrica, definida em
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tProfessor Orientador. E-mail: avila_jajQufsj.edu.br


Sony
Retângulo


blocos e, na maioria dos casos, esparsa. Sendo muitas vezes inapropriado sua resolugao
por métodos diretos, tornando-se necessario o uso de métodos iterativos. Uns dos métodos
que mais se adapta, nesses casos, ¢ o Método do Residuo Minimo Generalizado — GM-
RES, uma variante do método de subespaco de Krylov, que foi apresentado pela primeira
vez por Saad e Schultz (1986).

Devido a importancia dos métodos iterativos, na resolugao de sistemas lineares (resultan-
tes de problemas do mundo real), neste trabalho, estudaremos a convergéncia do método

GMRES.
RESULTADOS PRELIMINARES

Seja ry € R™ um chute inicial, e x, € R™ a k—ésima solugao aproximada de (1), k = 1,2, ...
Logo, Axj ~ b. Definamos o k—ésimo residuo de (1) por

T = b— Amk (2)
onde, rg = b — Axqg é o residuo inicial.

Definicao 1 Um subespaco de Krylov ¢ definido por
Ki(A, ro) = Span{ro, Arg, ..., A" 'y} (3)

Como B = {rg, Arg, ..., A¥"1rg} é a base natural de Kj(A,70) entdo para z € Ki(A, )
existem escalares oy, © =0,1,..., k, tal que

z= (ozk_lAk_l + ..t a A+ aol)ro = Qx_17T0

onde g1 ¢ um polinémio de grau menor ou igual a k£ — 1.

Métodos de subespacos de Krylov sao métodos de projecio (CARVALHO, 2009) que
procuram uma soluc¢ao aproximada xy, tal que, xy € zo + Kx(A, ro) impondo a condigdo
de Petrov-Galerkin, ie., b — Az L L, onde, L; é o espaco de restri¢coes de dimensao k.

Proposicao 1 Se X € um espago vetorial de dimensao finita com uma norma, entao,
todo operador linear sobre X € limitado.

Uma prova desta Proposi¢ao pode ser encontrada em Kreyszig (1978, p. 96).
Método de Arnoldi

A base natural S apresenta dificuldades quando o valor de k é muito alto, tornando-
se linearmente dependente. Para corrigir isto é necessario criar uma outra base para
Kr(A,rg). Assim, se ortogonalizarmos cada vetor de  usando o Método de Arnoldi (ou
Gram-Schmidt Modificado) teremos uma base mais estavel a medida que k£ aumenta. Ao
fazer uso desse método obtemos uma importante relacao

AVy = Vi Hy, (4)

onde, V; = (v1 v2 ... ) ¢ a matriz da base ortogonal de Ky (A, 1), sendo, vy = 79/||ro|2,
Vi+1 € a matriz da base ortogonal de Ky11(A, 1) e Hy é a matriz de Hessenberg Superior,
geradas pelo processo de Arnoldi.



METODO DE RESIDUO MINIMO GENERALIZADO — GMRES

O GMRES ¢é um método iterativo baseado em Subespagos de Krylov definido como:

T € Ty + ICk
— mi _A
= rlle = min fIro — Az 6
onde, T = zo + ¢k, ¢ € Kr e || - ||2 é a norma Euclidiana. Entao,
xr = To + Vik (6)

onde, y; é desconhecido. Logo de (5) e (4),

|7k][2 = min HVk+1||7”0||261 - Vk—i-lHkka = min ||[|rol2e1 — Hkka (7)
yrER™ 2 2

Yk GR’!L

Para que a norma do residuo seja minima precisamos que o residuo tenda a zero cada
vez que k toma valores muito alto. Entdo, Hyyr = ||7o]|2€1, quando k& — oo. Uma vez
resolvido este ultimo sistema linear, substituimos o valor de y; em (6). Portanto, teremos
encontrado a soluc¢ao aproximada de (1).

Teorema 1 Sejam ||1olla = ||rill2 = ... = |lrell2 as normas dos residuos e {z}32, a
sequéncias de solugoes geradas pelo GMRES. Se a matriz de (1) for normal e a norma
de cada residuo for limitada superiormente e nao crescente, entao, xj converge a solu¢ao
exata x de (1).

Prova. De hipétese temos hm re = 0. De (1) e (2), temos que rp = A(x — ). Assim,

khm A(x —zp) = 0. Sendo A R” — R™ uma transformacao linear, e pela Proposicao 1,
—00

temos que A ¢ limitado. Entao, khm (x — ) = 0. Portanto, zy — z, k — 0. U
— 00

CONCLUSAO

Provou-se a convergéncia do método GMRES para matrizes normais.
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Programa de Extensao Universidade na Escola e
Escola na Universidade: a Matematica em foco

Alef Azevedo Ribeiro” Eliza Maria Ferreira®

Francinildo Nobre Ferreira*
Departamento de Matematica e Estatistica - DEMAT, UFSJ, 36307-352, S&o Jodo del-Rei, MG

RESUMO: O presente trabalho trata de experiéncias de discentes da Licenciatura em
matematica da Universidade Federal de Sdo Jodo Del-Rei — UFSJ, bolsistas do
Programa de Extensdo da UFSJ, de alunos do ensino fundamental e de professores do 5°
ano. Até 2011 realizamos uma Olimpiada Regional de Matematica, que em virtude da
OBMEP — Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas o interesse por esta
olimpiada foi reduzido. Em 2012 atuamos nas oficinas de matematica (projeto Apoio) e
realizamos também a VIl Gincana Regional de Matematica, com énfase na resolucdo de
problemas. Sendo este Ultimo projeto realizado em 57 escolas subordinadas a
Superintendéncia Regional de Ensino de S&o Jodo Del — Rei — SRE. Através desse
programa, incentivamos e auxiliamos alunos e professores no processo ensino-
aprendizagem de Matemaética e proporcionamos aos alunos atendidos oportunidade para
a superacdo de dificuldades no que diz respeito a aprendizagem de certos conteidos
matematicos além de leva-los a uma formacdo mais completa nesta area.

Palavras-chave: Gincana de Matematica, resolucéo de problemas, oficinas.

INTRODUCAO

Este programa foi instituido a partir de acdes que realizamos desde 2004, visando
promover maior interesse dos alunos, de escolas publicas, pela Matematica, incentivar a
participacdo dos mesmos em competicOes matematicas e estreitar as relagcdes entre a
UFSJ e escolas participantes. Dentre essas acdes, realizamos em 2010 a VII Olimpiada
de Matematica, a V Gincana Regional de Matematica - GRM e o projeto Apoio. Em
2011, continuamos desenvolvendo esses projetos, sendo a Olimpiada em duas escolas
do municipio de S8 Jodo Del-Rei a VI GRM nas escolas subordinadas a
Superintendéncia regional de Ensino — SRE e o projeto Apoio em trés escolas.

" Bolsista de Extens3o. E-mail: alef-az@hotmail.com
" Bolsista de Extens3o. E-mail: elizzacomz@yahoo.com.br
¥ professor Orientador. E-mail: francinildonobre@gmail.com



OBJETIVO
Promover uma aproximacao entre escolas publicas e a UFSJ;

Despertar e incentivar alunos do ensino fundamental no estudo da Matematica, por meio
de competicdes nessa area;

Contribuir para que alunos provindos do ensino basico estejam mais preparados, com
relacdo a Matematica para encarar 0s anos seguintes; e

Pesquisar sobre Sistemas de Avaliagbes de Ensino, em Matemaética, dos Governos
Estadual e Federal destinado ao 5° ano do ensino fundamental.

METODOLOGIA

Na GRM, utilizamos o material produzido durante o ano de 2010, salvo algumas
atualizagBes, que contém avaliacBes individuais e em grupo, para serem desenvolvidas
pelos alunos sob a orientacdo do professor, ao longo do ano letivo. Material este,
elaborado a partir dos Boletins do SIMAVE, dos PCNs e de alguns livros didaticos.

A partir das atividades propostas, cada escola selecionou um aluno por turma para
participar de uma cerimonia de premiagdo na UFSJ.

O Projeto Oficinas de Matematica compreendeu de encontros semanais com 0s alunos
do 6° ao 9° ano do ensino fundamental e 1° ano do ensino médio, procurando apresentar
a importancia da Matematica para a vida e para suas formacgoes futuras, com énfase na
resolucéo de problemas.

Na elaboracdo do banco de questbes, foi proposto aos bolsistas a pesquisa de questbes
de diversas areas da matematica dos ensinos fundamental e médio, questdes essas
provenientes de provas governamentais e processos de selecéo.

RESULTADOS

Essas acOes proporcionaram um incentivo aos alunos atendidos e melhorias na
aprendizagem dos conteudos trabalhados, bem como a participacdo de alunos na
OBMEP. Em 2011 elaboramos uma avaliagdo diagndstica de Matematica para o 5° ano
a pedido da SRE, feita nos moldes do PROEB/SIMAVE e Prova Brasil, visando
diagnosticar o desempenho em Matematica dos alunos. Neste programa, as bolsistas,
estdo vivenciando a producdo de textos de Matematica e participando de atividades
diretamente relacionadas a escola, contribuindo assim para sua formacao docente.

CONCLUSOES

Atraveés desse programa, incentivamos e auxiliamos alunos e professores no processo
ensino-aprendizagem de Matematica e proporcionamos aos alunos atendidos
oportunidade para a superacdo de dificuldades no que diz respeito a aprendizagem de
certos contetidos matematicos além de leva-los a uma formacdo mais completa nesta
area.



Ao longo do programa redirecionamos diversas agdes no sentido de melhor se adequar a
realidade do nosso publico alvo. Essas a¢Ges visam a melhoria do ensino de Matematica
em nossa regido.
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Os autores agradecem ao Programa de Extensdo da UFSJ/2012 - PROEX pelo apoio
financeiro concedido para a o desenvolvimento deste trabalho.

REFERENCIAS

BARBOSA, J. L; “Geometria Euclidiana Plana”, SBM, 2004. Cole¢ao projeto Euclides.

FERREIRA, F. N., LOPES, C. P. “Praticando Geometria com a 5* série”. Madulo de
Geometria, DMATE/UFSJ, 2007.

FERREIRA, F. N. et al., Textos VI ORM 2009, 6°ano ao Ensino Médio.

GIOVANNI, José Ruy; CASTRUCCI, Benedito e JUNIOR, José Ruy Giovanni. A
conquista da Matematica: a + nova — Sdo Paulo: FTD, 2002. — (Cole¢do a conquista da
Matemética,).

IMENES, JAKUBO, LELLIS; “Geometria”, Editora Atual, 1992.
KUBOVIC, José e LELLIS, Marcelo. Matematica na medida certa — Editora Scipione.

PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS: matematica/ Secretaria se Educacio
Fundamental. —Brasilia: MEC/SEF, 1997.

REAME, Eliane. “Matematica Criativa”, 4* série/ 5* ed. — Sdo Paulo: Saraiva, 2004.
REVISTA NOVA ESCOLA.

SILVA, Aparecida Francisco da; KODAMA, Helia Matiko Yano. Jogos no Ensino da
Matematica — http://www.bienasbm.ufba.br/OF11.pdf

SOARES, E. S., “Matematica com o Sarquis”, Editora Saraiva, 2007;
http://www.somatematica.com.br

http://www.educacao.mg.gov.br

http://www.wikipedia.com.br
http://www.veronicaweb.com.br/serie3unid26/maj3_un26a.htm
http://revistaescola.abril.ig.com.br/edicoes/0180/aberto/matematica.shtml
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/geometria/geo-ang.htm

http://www.scribd.com/doc/271620/apostila-de-desenho-geometrico


http://www.bienasbm.ufba.br/OF11.pdf
http://www.somatematica.com.br/
http://www.educacao.mg.gov.br/
http://www.wikipedia.com.br/
http://www.wikipedia.com.br/
http://www.veronicaweb.com.br/serie3unid26/maj3_un26a.htm
http://revistaescola.abril.ig.com.br/edicoes/0180/aberto/matematica.shtml
http://www.scribd.com/doc/271620/apostila-de-desenho-geometrico

ANAIS DA SEMANA DA MATEMATICA, UFSJ 10
N

Resolucdo geométrica da equacéao do 2° grau:
utilizando conceitos historicos da matematica na
sala de aula

Felipe Otavio dos Santos” Mariana Lopes  Lais Daniele Silva’,
Maximiliano Garcia de Almeida” Rita de Cassia Maia Resende”
Théssia Resende Souza”

Viviane Cristina Almada de Oliveira’
Departamento de Matematica e Estatistica - DEMAT, UFSJ, 36307-352, S&o Jodo del-Rei, MG

RESUMO: O presente trabalho tem por objetivo relatar a experiéncia de uma
intervencdo de um grupo do PIBID MATEMATICA / UFSJ em duas turmas de 9° anos
de uma escola publica do estado de Minas Gerais. A intervencao foi feita utilizando-se
de fatos historicos da matematica e de técnicas de desenho geométrico para discutir
com os alunos como (e quando é possivel) resolver geometricamente equagdes do 2°
grau. Tratamos, além da importancia e da utilidade da resolucéo de equacdes de 2° grau,
do seu desenvolvimento ao longo dos tempos até chegarmos na utilizacdo da chamada
férmula de Bhaskara.

Palavras-chave: Equacéo do 2° grau; Resolugdo geométrica; historia da matematica.
INTRODUCAO

O PIBID - Programa Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia - & um
programa de pesquisa financiado pela CAPES destinado a alunos de licenciatura e tem
por finalidade incentivar novos profissionais para o exercicio da docéncia no ensino
béasico, em escolas publicas, e capacitar os futuros professores para a produgéo e uso de
materiais alternativos ao livro didatico no ensino de matematica e para a implementacao
de préaticas pedagdgicas inovadoras. O subprojeto de matematica busca métodos
alternativos aos dos livros didaticos para trabalhar com os conteudos listados no CBC.
Dentro deste subprojeto o trabalho € dividido de acordo com o0s eixos teméaticos do CBC
e n6s somos responsaveis pelo eixo tematico Algebra.

" Aluno Bolsista do Programa Institucional de Bolsa de iniciagdo a Docéncia — PIBID, da CAPES - Brasil.
Email: felipe.otaviol7 @gmail.com; marilopes.lopes6@gmail.com; laisdanisilva@hotmail.com;
max_almeidagarcia@hotmail.com; cassiamresende@yahoo.com.br; thassiarsouza@yahoo.com.br

" Professor Orientador: E-mail: viviane@ufsj.edu.br
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Neste ideal, na busca de realizar aulas de matematica diferentes das tradicionais
ou fugir seguir fielmente o livro didatico buscamos através de uma pesquisa em livros,
especialmente no livro Introducdo a Historia da Matematica de Howard Eves buscar
aspectos historicos sobre a resolucdo de equacdes do 2° grau.

OBJETIVO

O trabalho procurou trazer uma proposta inovadora aos alunos sobre a resolucao
de equacdes do 2° grau. Através de conceitos histdricos da matematica levamos aos
alunos um tipo de resolugdo ndo costumeiramente ensinada nas salas de aula. Da parte
dos alunos, esperava-se que compreendessem o processo dinamico por detras daquele
tipo de resolucdo e suas limitagcBes, conceitos historicos por detrds da equacdo do
segundo grau, seguindo a vertente da intervencdo até 0 memento, e que fossem capazes
de discutir e avaliar tal método por si s6 e em comparacao a resolucdo de equagdo do 2°
grau costumeiramente abordado em livros didaticos.

Outra perspectiva importante deste trabalho foi o uso de desenho geométrico,
uma vez que eram necessarias certas habilidades para o desenvolvimento da atividade.
Assim, podemos citar dentre os objetivos o carater de instaurar/resgatar, ainda que
sucintamente, a pratica de construcdo geométrica (habilidades adquiridas no desenho
geométrico) abandonada e o desenvolvimento de um tipo de resolucédo diferente daquela
abordada nos livros didéaticos.

METODOLOGIA

Trabalhando em cima uma situacdo problema, propomos aos alunos que
resolvessem a equacdo x2 -10x + 9 = 0, sem a utilizacdo da formula de Bhaskara e nem
as relagéo de Girard ( soma e produto das raizes). Em primeira instancia diversos alunos
responderam a demanda, mas quando requisitados a justificar de onde encontravam o
conjunto solucdo da equacao nao sabiam, o que demonstra utilizacdo das relagdes aqui
tidas como proibidas. Assim, foi proposto aos alunos que seguissem 0S seguintes
passos: Trace o segmento AB = 10 ( valor de b) . Por H, ponto médio de AB, levante o
segmento perpendicular MJ = 3 (igual a raiz quadrada de 9, raiz quadrada do coeficiente
c) e, com o centro em E e raio PB, trace um arco em circunferéncia que corta AB no
ponto M. As raizes desejadas serdo dada pelo comprimento AM e MB.

De certa forma, houve certa dificuldade momentéanea no entendimento do passo
a passo (caracteristica deste tipo de algebra), mas a maior dificuldade demonstrada por
tais alunos foi em manusear os materiais de construcdo geométrica e realizar tais
construgoes.

Depois de superadas, na melhor maneira possivel, os déficits em construcbes
geométricas, foi proposto aos alunos que investigassem quais os tipos de equagdes do 2°
grau eram contempladas por tal tipo de resolucéo.
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RESULTADOS

Com o desenvolvimento do projeto, podemos observar que o0s alunos
compreenderam suficientemente o método, suas aplicac@es e restri¢des e através disso,
foi possivel a discussdo da evolucdo da algebra e o carater de processos gerais
abordados por ela. Foi possivel ainda concluir, por parte dos alunos, que os melhores
métodos, e mais famosos, sdo aqueles em que reside um namero menor de restri¢oes.

Outra via importante, foi a aproximacdo de conceitos historicos, onde estava
baseada nossa proposta original, principalmente no que se diz respeito a historia e
desenvolvimento da algebra.

E talvez o &pice da intervencdo, foi a retomada, ainda que sucinta e parcial, de
construcdes geométricas e a possibilidade de manuseio de ferramentas que deveriam
fazer parte da vida escolar;

CONCLUSOES

A intervencdo revelou a ndo habilidade dos alunos para com o manuseio de
materiais simples de construcdo geomeétricas, talvez justificaveis pelo abandono do
ensino da geométrica e consequentemente do desenho geométrico. Outra conclusdo diz
respeito ao método em si. Os alunos ndo estdo acostumando a proposta desse tipo e por
isso houve certo estranhamento. Todavia, concluimos com satisfatoria tal intervencéo,
uma vez que ao fim da pratica tais alunos possuiam entendimento do método, suas
aplicacdes e restri¢des, alem de conseguirem refletir sobre ele em comparacéo a outros
métodos de resolucdo de equacdes do 2° grau.
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Controle Otimo de um Problema de Distribuicao de
Temperatura

Anderson Gongalves Coelho* José Angel Davalos Chuquipoma!
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RESUMO: Estudar problemas de controle étimo governados por equagoes diferenciais
parciais consiste em minimizar ou maximizar um funcional de custo sujeito a restrigoes,
dadas pela equacao de estado, a qual fornece informagoes do problema estudado. A
solucao do problema é realizada pelo controle 6timo. O objetivo principal destes pro-
blemas consiste em caracterizar o controle 6timo através de um sistema de otimalidade,
formado pela equacao de estado, a equacao de estado adjunto e a derivada de Gateaux
do funcional de custo. Neste trabalho abordamos o problema de controle étimo de um
sistema que modela a distribuicao de temperatura em um dominio limitado. O método
dos multiplicadores de Lagrange ¢é aplicado para encontrar o sistema de otimalidade.

Palavras-chave: Distribuicao de temperatura, controle 6timo, condigoes de otimalidade,
estado otimo, multiplicadores de Lagrange.

INTRODUCAO

Ferramentas matematicas sempre tiveram um papel importante no desenvolvimento de
varias areas da ciéncia, permitindo, muitas vezes, aplicagoes que jamais seriam possiveis
sem o emprego das mesmas. Esse fato estd cada vez mais evidente gracas ao avango
vertiginoso da tecnologia em diversas areas do conhecimento, como Fisica, Engenharia e
Quimica.

Porém, o grande desafio é construir um modelo matematico que seja coerente e, prin-
cipalmente, aplicavel ao problema em estudo. Nesse sentido, vale ressaltar a grande gama
de aplicagoes de modelos de equacgoes diferenciais que podem ser utilizados através de
problemas de controle 6timo, que sera a ferramenta desse estudo.

Mais especificamente, sejam a nossa variavel estado z € H&FI(Q) a temperatura de
um corpo homogeéneo ocupando um dominio limitado €2 contido em R"™, com fronteira
[' = ' U Ty Lipschitz regular, v € Uy C L?(2), chamada de varidvel controle, onde
U.q € um subconjunto fechado e convexo chamado de conjunto de controles admissiveis,
g € L*(T'y) uma fungao conhecida, b um vetor conhecido que satisfaz b = 0 sobre 'y e
div(b) > 0 e A o operador de Laplace.

O problema de controle consiste em encontrar um controle 6timo v* € U,y que minimiza

*Aluno de Iniciagdo Cientifica. E-mail: anders.2007@hotmail.com
tProfessor Orientador. E-mail: jadc13@ufsj.edu.br


Sony
Retângulo


14

um funcional J(v,z[v]) que é denominado funcional de custo ou fungao objetivo. Em
outras palavras, queremos escolher um v* € U,y que minimiza a “distancia’ entre a
variavel estado z e uma funcao alvo, denominada z;. Nesse problema, um candidato para
ser esse funcional é

J(v, z[v]) = %/Q(z[v] — zg)%dx + g/QUQdZ’ (1)

onde z[v] é solu¢ao do Problema (S) mostrado abaixo, z; é a fungao observagao, a qual
representa o estado ideal que queremos obter e N > 0 é uma constante. O segundo
termo do lado direito de (1) funciona como uma penalidade a agdo de controle. Assim,
precisamos encontrar um controle 6timo que seja solugao do seguinte problema de controle:

[ min J(v, 2[0]) = = /Q (2[0] — 2a)2dz + % /Q dr

vEULq 2
(P) Onde z[v] é a solucao do problema:
—Az+div(bz) =v em £,
(9) 2=0 sobre I,

\ g—f] =g sobre I'.

Note que o problema esta bem definido, podendo ser aplicado em sistemas onde deseja-se
exercer algum controle sobre a temperatura, como alto-fornos e maquinas elétricas, onde
o bom funcionamento esta estritamente relacionado com a temperatura.

OBJETIVO

Resumidamente, os objetivos desse projeto sao estudar a existéncia e a unicidade da
solucao do problema de controle de distribuicao de temperatura e as respectivas condigoes
de otimalidade do problema.

METODOLOGIA

Inicialmente considerou-se o Problema (S) de distribuigdo de temperatura estacionario,
estudando-se tépicos da Teoria de espagos de Sobolev contidos em [2] e [3]. Em seguida
provou-se a existéncia e unicidade do controle 6timo do problema de controle proposto e as
respectivas condicoes de otimalidade que caracterizam o controle e estado 6timo segundo
as idéias contidas especialmente em [1].

RESULTADOS

Para finalizar o trabalho, aplicou-se o Teorema de Lions-Stampacchia (Cavalcanti, 2007,
p. 161) para provar a existéncia e a unicidade do Problema de Controle e, em seguida,
aplicou-se técnicas dos multiplicadores de Lagrange, chegando no seguinte resultado:

Teorema 1 Dados zg € L*(Q), v € Uug, b =0 sobre Ty, div(b) > 0 e g € L*(T3), entdo
existe um, tnico controle dtimo v*, z* = z[v*] estado dtimo e p* € Hyp () estado adjunto
tal que (v*,2*,p*) € Uag x (Hjp, (Q))? verifica o seguinte sistema de optimalidade
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—Az"+div(bz*) =v em

a *
;7 =g sobre I's.
—Ap* = bVp ' =—-2"4+24 em £,
.o
Pt = =0 sobre I'%.
In

/(U—U*)(NU*—p)deO Vv € U
( Jo

Os resultados obtidos podem ser aplicados tanto no caso cldssico (fungdes com deriva-
das continuas) quanto em aspectos mais gerais, que podem envolver até mesmo fungoes
descontinuas, que no sentido classico nao seriam diferenciaveis, mas trabalhando com
espacoes de Sobolev, integral de Lebesgue, distribuicoes, equacao de estado adjunto, de-
rivada de Gateaux, entre outros conceitos, podemos obter um problema bem definido
formado por equacoes diferenciais.

Outro outro ponto importante se refere ao conjunto U,y, que nao é necessariamente
um espago vetorial. Isso aumeta a gama de aplicagoes do problema estudado em relagao
ao conhecimento ja disponivel, pois procuramos solugoes (controles admissiveis) em um
conjuto mais geral, o que pode ser observado em relagao a [1]. Portanto, o enfraquecimento
das hipdteses utilizadas nesse trabalho garante certa exclusividade do problema, sendo
interessante para um eventual desenvolvimento de um problema pratico.

CONCLUSOES

No decorrer do desenvolvimento desse projeto, foram estudados diversos tépicos do Anélise
Funcional, espagos de Sobolev e condicoes de otimalidade para, entao, concluir o resul-
tado final, exposto pelo Teorema Final. Com isso, pode-se enxergar mais a fundo a
aplicabilidade desse projeto, sendo importante, porém, a implementacao de um algoritmo
computacional relacionado ao processo descrito nesse artigo para, efetivamente, aplicar a
teoria desenvolvida em um processo pratico. Devido ao cunho matematico do trabalho,
isso nao foi estudado, mas pode ser visto como uma sugestao para outros projetos.

Agradecimento: Os autores agradecem ao CNPq e especialmente a toda equipe de
professores do PICME UFMG/UFSJ.
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Um Estudo sobre Fracoes Continuas

Felipe Otavio dos Santos* Carolina Fernandes Molina Sanches'
Departamento de Matematica e Estatistica - DEMAT, UFSJ, 36307-352, Sao Joao del Rei, MG

RESUMO:

As fragoes continuas foram estudadas por grandes matematicos dos séculos XVII e XVIII
e ¢ um dos mais belos temas da matematica elementar, sendo até hoje objeto de es-
tudo em varias areas da matematica, pura e aplicada, principalmente em teoria dos
nimeros. Através de uma pesquisa tedrica fundamentada na leitura de livros e arti-
gos cientificos da area comegamos a mostrar o objetivo de nosso estudo que é a teoria das
fragoes continuas e suas aplicacoes, justificada pela grande aplicabilidade desta teoria em
varias areas da matemaética, pura e aplicada. Neste trabalho estudamos o que sao fragoes
continuas e seus convergentes. Apresentamos algumas expansoes de nimeros irracionais
em fragoes continuas através do processo de obtencao de aproximacoes sucessivas por
racionais. Também fizemos um estudo sobre as propriedades dos convergentes de uma
fragao continua.

Palavras-chave: Fracoes Continuas, aprorimagoes sucessivas, numeros racionais, nii-
MET0S Irracionais.

INTRODUCAO

Uma expressao da forma

b
a; + !

by
bs

a4—|—"-

as +
a3—|—

é chamada de fragao continua. Em geral, os nimeros aq, as, ..., by, by, ... podem ser reais
ou complexos, e o numero de termos pode ser finito ou infinito.
As fracoes continuas simples tém a forma:

*Aluno de Iniciagao Cientifica. E-mail: felipe.otaviol7@gmail.com
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a; + i
e
as + ———
ag+ -

onde o primeiro termo a, é, geralmente, um inteiro positivo ou negativo, podendo ser
zero, e os demais termos sao inteiros positivos.
As fragoes continuas simples finitas sao da forma

1
ay + I

as +

1

™ T

Ap—1 ‘I’ -
n

Um jeito mais conveniente de escrever é [ay, ag, as, ..., a,]. Os termos ay, as, as, ..., a, sao
chamados quocientes parciais da fracao continua.

OBJETIVO

O objetivo especifico deste trabalho é a apresentacao do estudo sobre a teoria das fracoes
continuas e suas aplicacoes.

METODOLOGIA

Revisao bibliografica sobre o tema e estudo dirigido para discutir e analisar os fatos
estudados.

RESULTADOS

Estudamos sobre os convergentes de uma fragao continua e resultados que envolvem os
convergentes. Um resultado interessante é como aproximar niimeros irracionais por raci-
onais usando fracoes continuas, como por exemplo obter a expansao de v/3:

V3 2 1,732050808

1
Sendo,alzL\/gjzle\/g:al—i-—

1 1 (\7§1+1)_\/§+1

temos, x| = = . =

a—a (V3-1) (VB+1) 2
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3+1 1 1
Como, ay = V34 = 1,temos; =14+ —
2 2 To
1 1 2 (V3+1) 2v/3 + 2
2 = - =1- = = :\/g 1

\/§+1_1 V3-1 (V3-1) (V3+1) 2

2 2 . '

Como,as = |3+ 1] =2, temos: V3+1=2y=as+ — =2+ —

€3 Zs3

1 V341

Resolvendo esta tultima equagao para x3 temos: r3 = =

(V3+1-2) 2

logo,

V3=1+

Observando a expansao de v/3 temos que z3 = 1 e concluimos que x4 serd igual a x5 e
desta forma, continuando com este processo,iremos obter a sequéncia aq, as, ag, a4, ... € 0s

valores 1,1,2,1,2,1,2,.... Logo a fracdo continua infinita representando v/3 é dada por:
V3=1[1,1,2,1,2,1,2,1,2,..] = [1,1,2].
CONCLUSOES

Ao desenvolver este trabalho pudemos perceber a importancia da utilizacao das fragoes
continuas na aproximagao de nimeros irracionais por niimeros racionais através das apro-
ximagoes sucessivas. Também pudemos desenvolver um estudo envolvendo os convergentes
de uma fracao continua.
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Evolucdo Histdrica do Controle Estatistico da
Qualidade
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RESUMO: Este trabalho trata-se de uma breve descricdo, da evolucdo histérica do
controle estatistico da qualidade (CEQ). O CEQ é um conjunto de ferramentas
estatisticas que podem ser utilizadas para auxiliar na tomada de decisdes em processos
industriais. Segundo Werkema (1995), o controle da qualidade moderno teve seu inicio
na década de 30, nos Estados Unidos, com a aplicacdo industrial do gréfico de controle
inventado pelo Dr. Walter A. Shewhart. Sua origem e 0s motivos que influenciaram seu
crescimento sdo explorados neste trabalho.

Palavras-chave: Controle Estatistico da Qualidade, Evolugdo do CEQ.

INTRODUCAO

Com o aumento da competicdo entre inddstrias e intensificagdo das atividades dos
orgéos oficiais de inspec¢do, a industria competitiva ndo pode mais considerar o controle
da qualidade como um trabalho em tempo parcial, onde muitas vezes era apenas para
cumprir um protocolo, atualmente se faz necessario o uso de ferramentas para um
controle rigoroso.

Sendo assim, a necessidade de implantar métodos de avaliacdo sisteméatica em um
processo, passou a ser determinante para a rapida deteccdo de problemas e
consequentemente uma eficiente intervencédo, de tal forma que padrdes de qualidade
fossem atingidos.

Nos dias atuais o CEQ é considerado uma ferramenta imprescindivel para o
monitoramento e tomada de decisdes em processos industriais.

" Aluno de Iniciacdo Cientifica. E-mail: carlos.helber@ig.com.br
" Aluno de Iniciacdo Cientifica. E-mail: Anderson_diniz@msn.com
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Sendo assim, o objetivo deste trabalho foi de verificar através de embasamento historico
0S motivos que a originaram como sua importancia foi verificada, onde ele foi aplicado
e como se espalhou pelo mundo. Sendo assim, esse contexto histérico permitird
entender sua aplicacdo, funcionalidade e importancia para a industria atual.

METODOLOGIA

Para a realizacdo deste trabalho, foram feitas pesquisas bibliografias em referéncias
sobre o tema, e verificacdo através de comparacdo entre 0s escritores.

RESULTADO

Segundo Montgomery (2004), Frederick W. Taylor introduziu alguns principios de
gerenciamento cientifico em 1875, dividindo o trabalho em unidades menores, no
intuido de padronizacdo da produtividade, gerando assim a necessidade um melhor
controle da producao.

A partir dessa nova configuracdo industrial criou-se métodos para serem utilizados nas
industriais para 0 monitoramento de um processo. Segundo Werkema (1995), esta
metodologia foi introduzida na década de 30, nos Estados Unidos, com a aplicacdo do
gréfico de controle da fabricacdo inventado pelo Dr. Walter A. Shewhart na empresa de
telefonia “Bell Telephone Laboratories”, e deu origem, influenciando, o que se conhece
hoje por Controle Estatistico da Qualidade (CEQ).

Um dos grandes defensores da utilizacdo dos graficos de Shewhart foi o estatistico
William Edwards Deming, reconhecido pela melhoria dos processos produtivos durante
a Segunda guerra Mundial. Neste mesmo contexto também pode-se citar Joseph Moses
Juran que estimulou a criacdo do método de controle da qualidade do Japéo, o qual deu
origem ao conceito de Controle de Qualidade Total.

A utilizacdo efetiva em escala mundial das técnicas estatistica de controle de qualidade
se deu durante a Segunda Guerra Mundial, devido as necessidades de producdo de
suprimentos militares de qualidade, (Werkma, 1995).

Para a utilizagdo sistematica foram criadas sete ferramentas para auxiliar de forma
objetiva a resolucdo de problemas referentes ao CEQ, sdo elas: Histograma, Folha de
verificacdo, Grafico de Pareto, Diagrama de Causa e efeito, Diagrama de dispersao,
Diagrama de concentracdo de defeito e Gréafico de controle (Montgomery, 2004).

CONCLUSOES

Por meio desta pesquisa concluiu-se que o controle estatistico da qualidade surgiu para
auxiliar mudangas no modo de producdo industrial, facilitando a monitoracdo da
producdo, a visualizacdo e correcdo de erros numa célula produtiva. Com essa
ferramenta pode-se avaliar a produ¢gdo como um todo ou de maneira particionada, o que
facilita na tomada de decisoes.
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A utilizacdo efetiva do CEQ ocorreu durante a Segunda Guerra Mundial, impulsionada
pelas necessidades de produgdo em grande escala, e produtos de qualidade.
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