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Resumo

A Aritmética, conhecida também por Teoria Elementar dos Numeros, é considerada
a area mais pura da Matemaética e também a mais antiga. Além disso, é atraida nao so
por pesquisadores da area, mas também por diversas pessoas de varias areas devido a
sua caracteristica instigante, que os leva, a partir da observagao de casos particulares,
levantar hipoteses relativas as generalizacoes. Neste trabalho trataremos de conceitos
que se encontram dentro da Aritmética. Nele apresentamos um estudo detalhado sobre
o maximo divisor comum, dando énfase em uma das suas mais interessantes aplicacoes,
as equacoes diofantinas. Abordaremos também um dos algoritmos mais utilizados em

situacoes cotidianas, atribuido a Euclides e conhecido como "Algoritmo de Euclides".

Palavras-chave: Equacoes diofantinas, Mdzimo divisor comum, Algoritmo de Fuclides.



Abstract

Arithmetic, also known as Elementary Theory of Numbers, is considered the pu-
rest area of Mathematics and also the oldest. In addition, it is attracted not only by
researchers from the area, but also by several people from various areas due to its insti-
gating characteristic, which leads them, from the observation of particular cases, to raise
hypotheses regarding generalizations. In this work we will deal with concepts that are
found within Arithmetic. In it we present a detailed study on the most common divisor,
emphasizing one of its most interesting applications, the Diophantine equations. We will
also address one of the most used algorithms in everyday situations, attributed to Euclid

and known as "Euclidean Algorithm".

Keywords: Diophantine Equations, Greatest Common Divisor, Fuclidean Algorithm.
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Introducao

A Teoria dos Niumeros é considerada a mais pura e antiga dentre todas as outras
adreas da Matematica. Dentro dessa, existem outras subareas que classificamos como
Teoria Elementar dos Numeros (conhecida também como Aritmética), Teoria Algébrica
dos Numeros, Teoria Analitica dos Nimeros e Teoria Geométrica dos Numeros. Apesar
de pertencer & Matematica Pura, a Teoria dos Numeros desperta o interesse de diversos
pesquisadores de outras areas, devido ao seu carater instigante que os leva a busca de
padroes e generalizagoes.

Nessa direcao, tratamos nesse trabalho apenas alguns entre os diversos tépicos
existentes relativos & Aritmética, subarea que estuda as principais operacoes dos niimeros
inteiros. Apresentamos um estudo sobre o maximo divisor comum (mdc), destacando
uma de suas aplicacoes, as equagoes diofantinas lineares. Estas receberam esse nome em
homenagem ao matematico grego, considerado o pai da Algebra, Diofanto de Alexandria.
Mas como sao caracterizadas tais equacoes? Definimos uma equacao diofantina linear

como uma equagao que pode ser escrita da forma
a1 + agxo + ... + anT, = C,

com os coeficientes ay, as, ..., a, nao todos nulos sendo estes nimeros inteiros fixos, z1, s, ..., T,
as variaveis a serem determinadas e ¢ uma constante inteira.

Além do interesse pela Aritmética, um outro fator que nos levou a estudar equacoes
diofantinas foram as aplicagoes em situagoes do cotidiano. Elas se mostram presentes em
problemas dos mais diferentes tipos, estes envolvendo pessoas, quantias, animais e assim
por diante. Dessa forma, dedicaremos um capitulo deste trabalho para mostrar alguns
problemas cuja resolucao recai na solucao de uma equacao desse tipo.

Sendo assim, o trabalho é constituido da seguinte forma:

No capitulo 1 destacamos um pouco da vida e obra de Diofanto de Alexandria.

No capitulo 2 tratamos de alguns conceitos preliminares necessarios para o de-
senvolvimento da teoria das equacoes diofantinas lineares. Neste capitulo abordamos
conceitos importantes, como, por exemplo, o algoritmo da divisao, que foi desenvolvido
por Euclides e possui iniimeras aplicacoes praticas.

No proximo capitulo, o capitulo 3, é apresentada a teoria sobre as equacoes dio-



fantinas lineares. Veremos em quais condigoes estas equacoes tém solucao. Mostraremos
como é o processo de determinacao das solucoes para o caso de duas e trés variaveis e,
posteriormente, generalizamos para n variaveis.

Ao fim, no capitulo 4, serao expostos alguns problemas que retratam as aplicacoes

desse tipo de equacao.



Capitulo 1
Historia

Antes de falar das equacoes diofantinas contaremos um pouco da histéria do ma-
tematico que deu nome a estas equacoes. Nessa direcao, destacamos neste capitulo, um
pouco da historia de Diofanto, um matematico grego que forneceu grandes contribuicoes
para a Matematica, em especial a Algebra. Para o desenvolvimento do capitulo utilizamos

as referéncias [2], [3] e [10].

Diofanto de Alexandria

Entre o século II a.C. e o século II d.C a Matemaética na Grécia passou por um
periodo de estagnacao. A ultima obra importante na area, desenvolvida anteriormente a
esse periodo, foi a colegdo Os Elementos, de Euclides de Alexandria. Segundo [2], entre
esses séculos, a Matematica Aplicada se destacou. Areas como a Astronomia, Geografia,
Optica e Mecanica tiveram desenvolvimentos significativos enquanto a Mateméatica Pura
nao apresentou nada relevante.

Eis entao que aparece Diofanto de Alexandria para quebrar esse periodo. Este é
considerado o maior algebrista grego. Ha poucos registros sobre sua vida e obras, porém, a
maioria dos historiadores consideram que ele viveu no século III d.C.. Em uma colecao de
problemas algébricos do quinto ou sexto século, chamada Antologia Grega, é encontrado

um problema que nos fornece alguns detalhes de sua vida, cujo enunciado diz o seguinte :

"Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte de sua vida, e so-
mando uma duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem; Ele
lhe acendeu a ldmpada nupcial apos uma sétima parte, e cinco anos apos
seu casamento concedeu-lhe um filho. Ai! Infeliz crianca tardia; depois
de chegar a medida de metade da vida de seu pai, o Destino frio o levou.
Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos
nidmeros ele terminou sua vida."(BOYER apud COHEN e DRABKIN,
2006, pag. 121)



Se, de fato, as informacoes presentes no enunciado do problema forem verdadeiras,
Diofanto viveu 84 anos.

De suas poucas obras conhecidas, a mais famosa é a Arithmetica. Esta é uma
colecao composta por treze livros dos quais apenas seis conservaram-se. De acordo com
[2], a obra é caracterizada por um alto grau de habilidade matematica e de engenho, e,
além disso, era exclusiva, ou seja, nao havia nada em comum com a matemética grega
tradicional ja desenvolvida até a época.

Se comparada com a obra mais famosa de Euclides, a colecao Os Elementos, com
respeito a estrutura, pode-se ressaltar que o trabalho de Diofanto apresenta grandes dife-
rencas. Enquanto a primeira é constituida de uma teoria formulada por defini¢oes, postu-
lados, proposicoes e teoremas, a Arithmetica apresenta cerca de 150 problemas variados,
estudados em termos de exemplos numéricos a fim de encontrar generalidade para cada
tipo de problema. Esses problemas estavam ligados a solugoes de equagoes do primeiro e

segundo grau.

Figura 1: Pagina de titulo da edigdo de 1621 da Arithmetica,

traduzido em latim por Claude Gaspard Bachet de Méziriac

DIOPHANTI
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Sumptibus Sesasviant CraMorsy, via
Tacobaa, fub Ciconiis.

t M. DC. XXL
Q.S'tll PRIVILEGIO REGIS

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Diophantus

Para os problemas presentes em Arithmetica, Diofanto se preocupava em encon-
trar solucoes exatas de equagOes do primeiro e segundo grau (apenas uma do terceiro
grau) determinadas e indeterminadas. O grande algebrista procurava solugoes racionais
positivas. Além disso, nao se preocupava com o nimero de solugoes possiveis, bastava
encontrar apenas uma solucao que ja era suficiente.

Outro ponto que deve ser destacado é que, para a resolucao das equacoes, Diofanto

nao utilizou "as ferramentas'fornecidas pela geometria desenvolvida até a época, como
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muitos, naquele tempo, utilizavam. Tanto [3| como [2] afirmam que a obra é um estagio
do desenvolvimento da algebra conhecido como estagio intermedidrio e também chamado
de algebra sincopada. Esse estagio é caracterizado por abreviagoes para as quantidades
e operacoes que se repetem constantemente. Nos seis livros preservados da Arithmetica,
Diofanto utilizou as abreviacoes para as poténcias de niimeros e para relagoes e operacoes,

como podemos ver a seguir:

e ¢ (ultima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida)

AY (primeira letra de dynamis, o quadrado da quantidade desconhecida)

KY (primeira letra de kybos, o cubo)

AY A (o quadrado-quadrado) [quarta poténcial

AKY (o quadrado-cubo) [quinta poténcia]
e KY K (o cubo-cubo) [sexta poténcial

Em [3], sdo expostos alguns problemas presentes na grandiosa obra aqui tratada.
Os enunciados sao os seguintes:

Problema 28, Livro II: Encontre dois nimeros quadrados tais que seu produto
acrescido de um deles resulta em um nimero quadrado.

Problema 6, Livro III: Encontre trés niimeros tais que a soma de todos é um
quadrado e a soma de dois quaisquer deles também é um quadrado.

Problema 21, Livro IV: Encontre trés niimeros em progressao geométrica de
maneira que a diferenca entre dois quaisquer deles é um ntimero quadrado.

Em suma, Diofanto com sua obra Arithmetica, considerada brilhante por muitos
historiadores, forneceu muitas contribuicées para o desenvolvimento do que chamamos

atualmente de Teoria dos Numeros, onde as equagoes diofantinas lineares estao presentes.



Capitulo 2
Conceitos 1niciais

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos sobre o conjunto dos nimeros
inteiros e a divisibilidade neste conjunto, bem como o maximo divisor comum (mdc) e
suas propriedades, essenciais para o desenvolvimento da teoria sobre equacoes diofantinas
lineares. As referéncias [6], [7], [8] e [11] foram importantes para o desenvolvimento do

mesmo.

2.1 Os inteiros

Consideramos o conjunto dos nimeros inteiros como sendo
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

Nesse conjunto, existe um subconjunto que merece destaque, o conjunto dos nui-

meros naturais

N ={0,1,2,3,...}.

2.2 Principio da Boa Ordenacao

O conjunto dos ntimeros inteiros possui uma propriedade conhecida como Principio

da Boa Ordenacao.

Principio da Boa Ordenacao. Todo subconjunto nao-vazio A C Z, limitado inferi-
ormente, possui um menor elemento, isto é, existe ng € A tal que para todo n € A,

ng < n.

Uma consequéncia importante do Principio da Boa ordenacgao é o chamado Prin-

cipio da Inducao Finita, enunciado a seguir:

11
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Principio da Inducao Finita. Sejam S um subconjunto de Z e a € 7Z tais que
i) ac S,

ii) Vn, ne S=n+1€s.

Entdo {z € Z; x>a} CS.

A partir do Principio da Inducgao Finita, obtemos um método de prova, chamado
Prova por Inducao Matematica. Esse método consiste em mostrar que uma propriedade
é verdadeira. Para isso, primeiramente verificamos que a propriedade é valida para o
primeiro caso particular. Na sequéncia, assumimos que a propriedade é valida para os n
primeiros casos € em seguida provamos que a propriedade ¢ vilida para o sucessor de n,

no caso n + 1. Em suma, a prova por Inducao Finita decorre como abaixo:

Prova por Inducdo Matemética. Seja a € Z e p(n) uma sentenga aberta em n.
Mostrar que

i) p(a) é verdadeiro;

ii) Vn > a, p(n) = p(n+ 1) é verdadeiro.

Entao, p(n) é verdadeiro para todo n > a.

A prova por indugao pode ser utilizada para verificar algumas propriedades algébri-
cas do conhecido nimero de ouro. Descoberto pelos pitagéricos e com inimeras aparicoes
em diversas areas, como a Arquitetura, a Odontologia, as Artes, este também é conhecido

por razao aurea, proporcao divina ou simplesmente phi. Denotado por ¢, cujo valor é

1+5 )

5 ~ 1,618, o nimero de ouro é raiz da equacao x

inducao uma dessas propriedades afirma que qualquer poténcia a partir da segunda do

= x + 1. Vamos provar por

nimero ¢ é resultado da soma de duas poténcias anteriores a dada. Vejamos o exemplo

abaixo:

V5 )

Exemplo 2.2.1. Sabendo que ¢ = ¢ raiz da equacao x

todon eN, n>2,

= x+ 1, prove que, para

¢n — ¢n—1 +¢n—2.

Demonstragdo. Seja p(n) : ¢" = ¢" 1 + ¢" 72
Temos que p(2) : ¢* = ¢+1, o que é verdade. Suponhamos p(n) é verdade, ou seja,
" = ¢"1 4+ ¢" 2, para todo ntimero natural n maior que 2. Vamos provar que p(n + 1)

também é verdade. De fato,
¢n+1 — ¢n¢1

Pela hipotese, ¢" = ¢" ! + ¢" 2. Substituindo esse valor na equacdo anterior,

segue que

¢n+1 — ¢n¢1 — (qbnfl + ¢n72>¢ — ¢n71.¢+¢n72.¢ — (bn _i_(zsnfl.
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Isso comprova que a poténcia n + 1 de ¢ é resultado da soma das duas poténcias
anteriores a ela. Portanto, concluimos que é verdadeira a igualdade ¢ = ¢"~! 4 ¢"2,
neN, n>2. O

2.3 Divisibilidade

Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, ou que a é um divisor
de b, ou também que b é um multiplo de a, e denotamos por a | b, se existir um nimero
inteiro ky tal que

b= k‘la.

Caso contrario, se a nao divide b escrevemos a 1 b.

Exemplo 2.3.1. Consideremos os inteiros 13 e 52. Temos que 13 | 52, pois 52 = 13.4.
Por outro lado, 15 1 56 uma vez que ndo existe nenhum nimero inteiro que multiplicado

por 15 resulta em 56.

Proposicao 2.3.1. Sejam a,b,c € Z. Entao
i)lla,alaealO.

ii) Sealbebl|c, entdoa | c.

Demonstragao. i) Como a = a.1 = l.a, segue que 1 | a e a | a. Sabemos que 0 = 0.q,
entao a | 0.
ii) Se a | be b| cexistem k; e ko inteiros, tais que b = ak; e ¢ = bky. Substituindo o valor

de b da primeira equacao na segunda obtemos
Cc = bk’g = (akl)kg = a(k’lkg) = ad,

com d = kiko. Ou seja, a | c. O

Proposicao 2.3.2. Sejam a,b,c € Z, tais que a | b+ c. Entdao, a | b se, e somente se,

alec.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a | b+ c. Assim, existe k; € Z tal que b+ ¢ = ak;. Por
outro lado, se a | b, existe ko € Z de forma que a pode ser representado como b = aks.

Unindo as igualdades, chegamos que
aky + c = aky

Assim, ¢ = a(ky — k). Portanto a | c.

A reciproca é anéloga.



14

Proposicao 2.3.3. Se a,b,c € Z sao tais que a | b e a | ¢, entdo para todo x,y € 7
a| (bx + cy)

Demonstra¢ao. Como a | b e a | ¢, segue que existem ky e ko, inteiros, tais que b = ak; e

¢ = ako. Assim, multiplicando = na primeira igualdade e y na segunda, temos que
zb + yc = x(aky) + y(aks) = a(xky + yka),

implicando a | bx + cy. O

Proposicao 2.3.4. Seja ay,as,...,a, € Z. Se b | a;, i = 1,..,n, entdo para todo

X1y Ty €L
n
=1

Demonstra¢ao. Se b | a; com i = 1,....n, logo existe qi,...,q, € Z tal que a; = bg;.
Multiplicando aq por x1, as por s, e assim sucessivamente até a, por x,, com xi,..., T,
nimeros inteiros, obtemos

a;x; = bg;x;,

com ¢ variando de 1 a n. Fazendo o somatoério da tltima igualdade, entao
n n n
E a;xT; = E bgixi = b E qi%s,
i=1 i=1 i=1

o que implica que b | Z ;5. O
i=1

Proposicao 2.3.5. Dados a,b€ Z, b#0. Sea | b entio | a |<|b|.

Demonstracao. Pela definicao de divisibilidade, se a | b existe ky € Z tal que b = ak;.
Observando os modulos, é valida a igualdade | b |=| a || k1 |. Como b # 0 temos k; =0 e

logo 1 <| ky |, implicando que | a [<|a || k1 |=] b |. O

2.4 Divisao Euclidiana

Euclides enunciou, porém nao demonstrou, uma das regras mais importantes den-
tro da Matematica, a divisao euclidiana, conhecida também como divisao com resto. Esse
resultado é visto por todos desde o Ensino Fundamental e aplicado, nao somente no

intersticio escolar, mas em diversas situagoes do dia a dia.
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Teorema 2.4.1. (Divisio Fuclidiana) Dados a,b € Z, com b # 0, ezxistem q,r € Z

unicamente determinados tais que
a=bg+r, com0<r<|b|

Demonstracao. Para a prova desse resultado consideremos dois casos: b > 0 e b < 0.
Caso 1: b>10
Provaremos inicialmente a existéncia. Como a € Z e b > 0, temos que a deve ser
um miltiplo de b ou estar entre dois miltiplos consecutivos de b. Assim, existe q € Z tal
que
gb<a<(qg+1)b.

Aplicando a distributividade na segunda desigualdade e subtraindo ¢b na inequa-
¢ao, obtemos
0<a-—qgb<b.

Definindo r = a — ¢b, garantimos a existéncia de q e r.

Para verificarmos a unicidade, suponhamos ¢/, v’ tais que
a=>bg +1r',com0<7r <|b]|

A partir disso obtemos que (bg + r) — (bg' +1') = 0, e logo, " —r = b(q — ¢'),
implicando que b | 7" —r. Mas 1’ < ber < b, entdo |r' —r| < b. Assim 1’ = r e, portanto,
g=4¢,poisb(lq—q)=1"—r=r—1r=0 entdo by’ = bq se, e somente se, ¢ = ¢'.

Caso 2: b< 0

Para verificarmos o teorema quando b < 0 basta considerar ¢b < a < (¢ — 1)b. A

demonstracao é andloga ao caso anterior. O]

Na divisao euclidiana, o nimero q é chamado quociente da divisao de a por b e r
o resto dessa divisao.

E importante observar que o teorema enunciado acima considera niimeros inteiros.
Contudo, Euclides quando enunciou essa regra, considerava medidas representadas por
nameros naturais. Segundo [9], a no¢do de nimeros inteiros veio séculos depois, com
Brahmagupta (628 d.C.) interpretando nog¢oes de dividas, entretanto, varios séculos se
passaram desde sua aparicao até sua aceitacao, uma vez que haviam dividas quanto a
sua veracidade. No século XVI, Stiffel denominava-os de nimeros absurdos e Cardano,

de solugoes falsas de uma equacao.

Exemplo 2.4.1. Na divisao euclidiana de 257 por 13 temos o quociente 19 e resto 10, ou
seja,
256 = 13(19) + 10.
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2.5 Maximo divisor comum

Defini¢ao 2.5.1. (Divisor comum) Dados a,b € Z, distintos ou nao. Dizemos que um

niamero d € Z é um divisor comum de a e de b se d|a e d|b.

Exemplo 2.5.1. Vamos considerar os nimeros 120 e 168. Seja D(120) o conjunto dos

divisores do nimero 120 e D(168) o conjunto dos divisores do nimero 168. Entao
D(120) = {1,2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}

D(168) = {1,2,3,4,6,7,8,12,14, 21, 24, 28,42, 56, 84, 168}

Seja D(120,128) o conjunto dos divisores comuns de 120 e 168, que é a interseccao
dos conjuntos D(120) e D(168). Assim,

D(120,168) = {1,2,3,4,6,12,24}

Definicao 2.5.2. (Maximo divisor comum) Dizemos que um nimero inteiro d > 0 é o
méaximo divisor comum (mdc) de a e b, se:
i) d é um divisor comum de a e b,

ii) E se ¢ € Z ¢ um divisor de a e b, entdo c|d.

Denotamos o maximo divisor comum de a e b por mdc(a,b). Este nao depende da

ordem em que a e b sdo escolhidos, ou seja, mdc(a,b) = mdc(b, a)

Exemplo 2.5.2. Observando o Exemplo 2.5.1, temos que o maximo divisor comum de
120 e 168 é 24. Ou seja,
mde(120,168) = 24

No exemplo anterior identificamos o méaximo divisor de dois nimeros relativamente
pequenos. Listamos todos os divisores de cada um deles e observamos o maior niimero que
divide ambos. No entanto, e para determinar mdc(1318955,690713)? Devemos proceder
da mesma forma como no exemplo anterior? A resposta é nao. Euclides prop6s um
resultado, que além de responder a pergunta, utilizou o mesmo para a prova construtiva
da existéncia do maximo divisor comum. Esse resultado é enunciado no lema a seguir,

conhecido como Lema de Euclides:

Lema 2.5.1. Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a,b — na), entado, mde(a,b) existe e
mde(a,b) = mde(a, b — na).

Demonstracao. Seja d = mdc(a,b) e d = mdc(a,b — na). Pela defini¢do d | a e d|b, logo

d | b —na. Dai segue que d | d'. Logo, d é divisor comum de a e b. Por outro lado,
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d |aed | b—mna, entdo d | b. Assim, d' | d, o que implica em d = d'. Portanto,
mdc(a,b) = mdc(a, b — na). O

Exemplo 2.5.3. Voltando a pergunta, vamos determinar mdc(1318955,690713). Apli-

cando o lema proposto por Euclides, segue que

mdc(1318955,690713) = mdc(690713,628242)

dc(628242, 62471)
dc(62471, 3532)

= mdc(3532,2427)

(

(

(

I
3

I
3

= mdc(2427,1105)
= mdc(1105,217)
= mdc(217,20)

I
=

2.5.1 Algoritmo de Euclides

Teorema 2.5.2 (Algoritmo de Euclides). Sejam ro = a e 1 = b nimeros inteiros nao

negativos com b # 0. Se o algoritmo da divisao for aplicado sucessivamente para se obter
Ti = qit1Ti41 + Tiy2

comi=0,1,...n—1er, =0 entido mdc(a,b) =r,, r, #0.

Demonstragao. Se b =1, b = a ou b | a, o mde(a,b) pode ser facilmente determinado.
Suponhamos que b # a e bt a. Assim temos que

a=qb+1ry, com0<ry<b
Realizando a segunda iteragao, obtemos
b:q2’r’2+7“3, 0<ry <b

Se ry | b, entdo ro = mdc(b,r2). Observe que se ocorrer esse caso o algoritmo

termina pois, pelo lema de Fuclides,
ro = mdc(b, ) = mdc(b, a — q2b) = mdc(b, a) = mde(a,b).

Se 19 1 b, temos 0 < r3 < 13, donde podemos aplicar novamente o algoritmo da

divisao euclidiana. Assim,

ro = qsr3 + 14, 0 <13 < 7.
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Devemos analisar novamente dois casos, quando r3 | ro e quando 73 1 7.

De uma forma geral, se g1 | rg, para algum k = 0,1,2,...,n — 1, temos que
mde(ry, k1) = mde(a,b). Por outro lado, se ripyq f rg, K = 0,1,2,...,n — 2, aplicamos
novamente o teorema da divisio euclidiana. E verdade que em algum dos passos esse pro-
cedimento ird parar pois, caso contrario, teriamos uma sequéncia decrescente de niimeros
naturais b > r; > ro > ... que nao possui um menor elemento, entrando em contradicao
com o Principio da Boa Ordenacao.

Suponhamos que 7,41 | r; somente para i = n — 1. Assim obtemos a seguinte

sequéncia:
a = bq1 + 1o 0< o < b
b = Togo + T3 O<7“3<7"2
To = T3q3+ T4 O<7’4<T3
Tm—2 = (Gn-1Tn—1 + 0< Tn—1 <Tp
Thn—1 = (gnTn

Observemos que r;1 = 1, —bgq;, Vi = 0,...,n—1. Assim, aplicando sucessivas vezes

o lema de Euclides, obtemos que

rn =mde(ry,_1,7m_2) = ... = mdc(ry,rg) = mdc(a, b)

Exemplo 2.5.4. Calcule o mdc(551, 874).

Solucao. Aplicando as divisoes sucessivas, obtemos:

874 = 551 + 323
551 = 323+ 228
323 = 228+ 95
228 = 95(2) 4 38
95 = 38(2)+19
38 = 19(2)+0

Assim, o mdc(874,551) = 19. O



19

2.5.2 Propriedades do mdc

Teorema 2.5.3. (Bachet- Bezout) Sejam a,b € Z. Existem x,y € Z tal que
ax + by = mdc(a, b)

Portanto se ¢ € Z € tal que cla e c|b entao c/mdc(a,b).

Demonstracao. Seja
I(a,b) = {za+yb; z,y€ L}

o conjunto das combinacoes lineares inteiras de a e de b. E facil ver que I(a,b) NN # @.
Basta tomarmos x = a e¢ y = b donde segue que a.a + b.b = a®> + b* € I(a,b) NN. Seja
d = axg + byy, o menor elemento positivo de I(a,b). Provaremos que d divide todos os
elementos de I(a,b). De fato, considere m = ax + by € I(a,b). Pela divisao euclidiana de

m por d, temos que existem ¢, € Z tal que m = dg + r, com 0 < r < d. Assim,
r=m—dq = (ax +by) — (axo + byo)q = a(x — xoq) + b(y — yoq) € I(a,b).

Mas r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b). Logo r = 0 e, assim d | m.
Agora, provaremos a segunda afirmacao. Pelo que provamos anteriormente, d
divide todo numero da forma ax + by, com a,b € I(a,b). Segue pela proposi¢ao 2.3.3
que que d | a e d | b. Como d = minl(a,b), necessariamente d < mdc(a,b). Seja ¢ € Z
tal que cla e c|b. Entdo ¢ | axg + byo < ¢ | d. Tomando ¢ = mdc(a,b) e sabendo que
d < mdc(a,b), logo
c|d< mde(a,b) | d< d=mdec(a,b).

]

No proximo exemplo mostramos uma aplicacao do teorema acima e também o

calculo do mdc por meio do algoritmo de Euclides.

Exemplo 2.5.5. Calcule o mdc(551,874) e determine os ntimeros inteiros z,y tais que
mde(551,874) = 551z + 874y.

Solugdo. No exemplo 2.5.4 vimos que o mdc(874,551) = 19. Para determinar os nimeros
x,1y basta isolar os restos obtidos nas divisoes e escrever o algoritmo de tras para frente,

fazendo as substituicoes necessarias. Dessa forma,

19 = 95—38(2) = 95 — (228 — 95(2))(2) = (5)95 — 2(228) =
= (5)(323 — 228) — 2(228) = (5)323 — (7)228 =
= (5)323 — (7)(551 — 323) = (12)323 — (7)551 =
= (12)(874 — 551) — (7)551 = 551(—19) + 874(12)
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Portanto, x = —19 e y = 12. O]

Corolario 2.5.4. Quaisquer que sejam a,b € Z, ambos nao nulos, e n € N\ {0}, tem-se
que

mdc(na,nb) = n.mdc(a, b).

Demonstracao. A prova decorre facilmente pelo teorema provado acima. Existem z,yZ,

tal que

mdc(na,nb) = (na)x + (nb)y = n(ax) + n(by) = n(ax + by) = n.mdc(a, b).

Corolario 2.5.5. Dados a,b € Z, ambos nao nulos, tem-se que

d - LI
mace mdc(a,b)’ mde(a,b) )

Demonstracao. Pelo corolario anterior, tem-se que

mdc(a,b).mdc( - b ) = mdc (mdc(a,b)

de(a, b
mdc(a,b)” mdc(a,b) mde(a, b)

ta)

mdc(a, b)
= mdc(a,b)

Logo,

mdc a b =1
mdc(a,b)’ mdc(a,b) )

Definigao 2.5.3. Dois niimeros inteiros a e b sao denominados primos entre si se 0 maximo

divisor comum entre eles é 1.

Proposicao 2.5.6. Dois niumeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se,

existirem numeros inteiros m e n tais que ma + nb = 1.

Demonstra¢ao. (=) Sejam a e b primos entre si. Pela relacao de Bachet-Bézout, existem
m,n € Z tal que
ma + nb = mdc(a,b) = 1.

(<) Suponha m,n inteiros tais que ma + nb = 1. Se d = mdc(a,b), d | ma + nb,

ou seja, d | 1, que acontece se, e somente se, d = 1. O

Teorema 2.5.7. (Lema de Gauss) Sejam a,b,c € Z tais que a | bc e a e b sao primos

entre si, entao a | c.
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Demonstracao. Se a | be, entao existe um k € Z tal que be = ak. Por hipotese sabemos
que mdc(a,b) = 1, pois a e b sdo primos entre si, entao, pela proposicdo anterior, existem
m e n tais que

ma + nb = 1.

Multiplicando os dois lados da igualdade por ¢ € Z, obtemos
¢ = mac + nbe.
Substituindo bc por ak na tltima igualdade, temos que
¢ = mac + nak = a(mc + nk).

Portanto, a | c.

]
Corolario 2.5.8. Dados a,b,c € Z, com b e ¢ nao nulos, temos que
bla e cla & —2o
a ecla ——a
mde(b, c)
Demonstragao. (=) Como bla e cla, existem m,n € 7Z tais que a = nb = me. Logo,
b c
n =m .
mde(b, c) mde(b, c)
Pelo corolario 2.5.4, temos que mdc (mdc(b, o’ mdc?b, c)) =1, entao
.
—|m
mdc(b, c)
L b | tant b |
0go, ————c | me, e, portanto, —————c | a.
80: mdc(b, ¢) &P " mdc(b, c)
b
(<) Se —mdc(cb, 3 |a, existe m’ € Z, tal que
, be m’c m’b
a=m = =c :
mdc(b, ¢) mde(b, c) mdc(b, ¢)
Assim, b|ae c]|a. O

Exemplo 2.5.6. Prove que:

Se mdc(a,2") = 2" e mdc(b, 2"*1) = 2", entdo mdc(a + b, 2") = 27 FL,
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Solugio. De mdc(a,2" ™) = 2" e mde(b,2"') = 2" segue que 2" | a e 2" | b, ou seja,
existem ki, ky € Z tais que a = 2"k e b = 2"ky. Observemos que ki, ky sao impares, pois

caso contrario mdc(a,2"™) = mdc(b, 2"1) = 2", Assim,
a+b=2"k +2"ky = 2"(ky + ko) = 2"(2k) = 2"k,
Logo,
mdc(a + b,2""1) = mde(2" Tk, 27T = 2t
[

Exemplo 2.5.7. A sequéncia de Fibonacci é definida como sendo a sequéncia cujo os
dois primeiros termos sao iguais a 1 e a partir do terceiro, cada um dos termos sao iguais

a soma dos dois anteriores.L.ogo a sequéncia de Fibonacci é da seguinte forma
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...)

Seja Fy,11, F, 10, dois termos dessa sequéncia. Prove que mde(F, 11, Fy12) = 1, Vn € NUO.
Solucao. A prova decorre por inducao. Se n = 0, temos que
p(0) : mde(Fy, Fy) = mde(1,1) = 1.
Suponhamos que
p(n) : mde(Foyq, Frie) =1
é verdade. Vamos provar que p(n + 1) é verdade. Pela definigao de Fibonacci e o lema de
Euclides, temos:

de(FnJrlJrla Fn+1+2) = de<Fn+27 Fn+3) = de(Fn+27 Fn+2+Fn+1) = de(Fn+2a Fn+1) =1

]

2.6 Generalizacao do mdc

Podemos generalizar o conceito de mdc através da seguinte definicao:

Definicao 2.6.1. Um ntmero natural d é dito mdc dos inteiros aq, as, ..., a,, nao todos
nulos, se satisfazer as condicgoes:
i) d é um divisor comum de ay, ag, ..., a,.

ii) Se ¢ é um divisor comum de ay, as, ..., a,, entdo ¢ | d.

Este é tnico e denotado por mdc(ay,as,...,a,). A proposi¢ao a seguir fornece

métodos para o calculo do mdc de n inteiros utilizando o Algoritmo de Euclides,.
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Proposicao 2.6.1. Dados aq, as, ..., a,, numeros inteiros ndao todos nulos, existe o mdc e
mde(ay, ag, ..., a,) = mdc(ay, as, ..., mde(a,_1,a,)) = mde(mde(ay, ag, ..., an_1), ay)

Demonstracao. A prova acontece por inducao sobre n. Provamos inicialmente a primeira
igualdade. Para n = 2, j4 vimos que é valido. Suponhamos que é a igualdade é valida
para n. Vamos provar que ¢ verdade para n + 1.

Seja d = mdc(ay, ...,mdc(ay, an11)). Entao, pela definicdo temos que d | ay, d | as,
d | as, ..,d | a,_1 e d | mdc(an,ani1). Logo, d | ay,...,d | ap_1,d | an e d | apy1.
Considere agora ¢ um divisor comum de ay, as, ..., Gy, ay11. Logo, ¢ é um divisor comum
de ay,aq, ..., a1 € mde(ay, a,+1). Portanto, ¢ | d.

A segunda igualdade é provada também por indugao. O]

Anteriormente, vimos que podemos escrever o mdc de dois inteiros como uma
combinagao linear. Do mesmo modo, podemos generalizar esse método para n nimeros

inteiros a partir do seguinte teorema:

Teorema 2.6.2. (Generalizacao Bdchet-Bezout) Sejam ay,as, ..., a,, nimeros inteiros.

Existem x1,xs...,x, € Z tais que

n
mde(ay, ag, ..., a,) = 101 + Toas + ... + Tpa, = E a;x;.
i=1

Demonstracao. Sejam ay, as, ..., a, € Z. Consideremos o conjunto

n
I(ay,az,...,a,) = Zaixi; v €L Ni=1,...,n
i=1
Temos que I(ay, as, ..., a,) N # &. Para verificarmos esse fato basta tomar x; = a;,

com 7 = 1,...,n, obtendo assim

n n
Zaiai = Zaf € I(ay,as,...,a,) NN,
i=1 i=1

Seja d = Zaix;, o menor elemento de I(ay,as,...,a,) N N. A afirmagao é que d

=1
n

divide todo elemento de I(aq,as,...,a,). De fato, considere m = Zaixi. Pela divisao
i=1
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Euclidiana de m por d, existe ¢,r € Z tal que m = dq+ r, com 0 < r < d. Assim,

r = m—dq
n

n

2 : 2 : !

= a;r; — (. a;x;
i=1

=1

n

2 : /
= a;T; — qalwl

i=1

n

= Zai(asi —q.x;) € I(ay, ag, ..., ap)

i=1

Contudo, 7 < d e d é o menor elemento positivo de I(ay, as, ...,a,). Logo, r =0 e
d|m.

Mostraremos agora que d é o mdc(ay, as, ..., a,). Repare que d divide todo elemento
de I(ay,aq,...,a,), assim, d | a;, Vi =1,...,n. Como d é o menor elemento positivo de
I(ay,as, ...,a,), necessariamente d < mdc(ay, as...,a,). Por outro lado, mdc(ay, as, ..., a,)
divide todos os elementos de I(ay,as, ..., a,), entdao mdc(ay, asg, ..., a,) | d. Isso acontece

se, e somente se, d = mdc(ay, ag, ..., ay). ]



Capitulo 3

Equacoes Diofantinas Lineares

3.1 Equacoes de duas variaveis

Uma equacgao diofantina de duas variaveis é dita linear se ela é da forma ax+by = c,
onde a, b e ¢ € Z, com a e b nao nulos.
Uma solucao inteira desse tipo de equacao é o par de inteiros xg, yo que satisfaz a
igualdade:
axg + by = ¢

Vejamos aqui um exemplo simples de equacao diofantina:
2z 4+ 3y = 60

Podemos exprimir facilmente uma solucao inteira da equacao dada. Consideremos

o par (15,10). Se substitui-lo na equacao, obtemos
2(15) + 3(10) = 60

0 que mostra que esse par ¢ uma solugao.
Mas sempre as equacgoes diofantinas vao ter solugoes inteiras? Pretendemos res-

ponder essa pergunta logo abaixo. Porém, antes disso vamos observar a seguinte equacao:
22z + 52y = 1023

Analisando a equacao dada é possivel verificar que esta nao admite solugoes intei-
ras. A justificativa é simples. Suponhamos que xg, 39, nimeros inteiros, ¢ uma solucao
da equacao. Assim 22z + 52yo = 1023. Contudo, pelo lado esquerdo da igualdade temos
que 22z + 52yo = 2(1lxg + 26y) = 2k, com k = 11zg + 26yy. Por outro lado, 1023 é
impar. Dai segue que essa equagao nao admite solugao inteira.

Uma das condicoes para que a equagao diofantina da forma ax + by = ¢ admita

25
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solugdo inteira é que mdc(a,b) | c. Vamos mostrar esse resultado na seguinte proposigao.

Proposicao 3.1.1. Uma equacio diofantina ax + by = ¢ com a, b e ¢ inteiros, em que

a>0 oub>0, admite solugao se, e somente se, mdc(a,b) | c.

Demonstracao. (=) Considere zy, yo, solugbes da equagio. Assim,
axg + by = c.

Por outro lado, seja d = mdc(a,b). Entdo d | a e d | b, ou seja a e b podem ser
reescritos como a = kid e b = kod, com ki, ko € 7Z. Substituindo os valores de a e b na

equacao acima segue que,
¢ = axg + byo = k1dwo + kaodyo = d(kizo + kayo) = dg.

Portanto, d | c.

(<) Considere d = mdc(a,b). Pela relagdo de Bachet-Bézout, existem inteiros
e Yo tais que

d = axgy + byp.

Por hip6tese temos que d | ¢, ou seja, existe t € Z tal que ¢ = dt. Segue entao que
¢ =dt = (azxg + byo)t = a(xot) + b(yot),

com zot, Yot solucao da equacao ax + by = c.
O

Exemplo 3.1.1. Sejam F),, F,,.; dois termos da sequéncia de Fibonacci, sendo n um

ntimero natural. As equagoes diofantinas da forma
Fx+ Fwy=c

sempre possuem solugdo, pois mdc(F,, F,11) =1,e 1] c.

Na proposicao acima mostramos as condicoes para que as equagoes diofantinas
lineares de duas variaveis tenham solugoes. Mas como e quantas sao as solucoes inteiras?

E o que vamos mostrar nas proximas proposicoes.

Proposicao 3.1.2. Seja xg,yo uma solucao particular da equacao ax + by = c¢. Entdo

essa equacao admite infinitas solugcoes e o conjunto dessas solucoes é

b a
S:{(l’o‘f‘c—lt,yo—at’tGZ)}
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com d=mdc(a,b).

Demonstragao. Consideremos (2,y) uma solucao inteira da equacao az + by = c. Entao,
ar’ + by = c = axy + byp.
Reescrevendo a igualdade acima, temos que
a(z’ — xo) = blyo — )

Seja d o maximo divisor comum de a e b. Logo, a = dr e b =ds, com r,s € Z e
mdc(r, s) = 1. Entao,
r(z' —xo) = s(yo — v).
Pela igualdade acima temos que 7 | s(yo—y’). Como mdc(r, s) = 1, necessariamente

r| (yo — y'), ou seja, existe um t inteiro tal que yo — 3y’ = rt. Assim,

=y — it = Oy
Y =7Yo = Yo d

Entao, para encontrarmos a forma das solucbes xg, substituimos o valor de 3" na

equacao encontrada anteriormente temos que
a(z’ — xo) = blyo — )

que é equivalente a
, a
a(x’ —xg) = <y0 — <y0 — Et>) .

Isso implica em

Assim,
( ) bat
a(x’ — xg) = —t.
Y
Dessa forma,
T — x9 = =1,
e, logo,
2 =xy+ at.

b
Por outro lado, o par (xo + Et,yo — %t) é solucao da equacao dada, para todo
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t € Z. De fato, substituindo esses valores na equacao, temos

d
+ B sy —
0 d Yo d
= axg+ byy = c.

b a
ar +by = a(x0+at>+b<y0_—t) =

O

Diante do resultado acima podemos concluir que a equacao diofantina ax + by = ¢
possui infinitas solucoes em Z. Uma consequéncia imediata dessa proposicao pode ser

enunciada através do seguinte corolario.

Corolario 3.1.3. Se a, b sao inteiros nao nulos e primos entre si, entao a equacao

diofantina ax + by = ¢ tem solucoes da forma

S ={(xg+bt,yo —at) | t € Z}

3.1.1 Exemplos

Vejamos alguns exemplos praticos relativos a resolugao de equacgoes diofantinas de

duas variaveis:
Exemplo 3.1.2. Determine a solucao geral da equacao diofantina 12x — 27y = 33.

Solugao. Como mde(12,27) = 3 e 3| 33, a equagao dada tem solugdo. Podemos reescreveé-
la da seguinte forma:
dr — 9y = 11.

De imediato ¢é facil ver que xg = 5 e yo = 1 é uma solucao particular da dltima

equacao. Nesse sentido, pela proposicao 3.1.2, o conjunto solucao dessa equagao é

S={(5-9t1—4t) |t € Z}.

Exemplo 3.1.3. Encontre o conjunto solucao de 423z + 198y = 63.

Solugdo. Em primeira instancia, vamos determinar mdc(423, 198) utilizando o algoritmo
de Euclides.

423 = 198(2) + 27
198 = 27(7)+9
27 = 9(3)+0
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Logo, mdc(423,198) = 9 e 9 | 63. Portanto a equacdo diofantina possui solugao.
Encontraremos uma solucao particular e posteriormente determinaremos a solucao geral.

Isolando os restos e fazendo as substituicoes necessérias, obtemos:
9 =198 — 27(7) = 198 — (423 — 198(2))(7) = (—7)423 + (15)198.

Observe que 63 = 7.9 e (—7)423 + (15)198 = 9. Multiplicando essa equagao por 7

determinamos duas solugoes particulares da equagao principal. Assim,
(—49)423 4 (105)198 = 63.

onde g = —49 e yo = 105 é uma solugao particular. Portanto, segue pela preposicao

3.1.2, que o conjunto solugao da equacao inicial é

198 423

3.2 Equacoes Diofantinas de trés variaveis

Dizemos que uma equacao diofantina é linear de trés varidveis se ela é escrita da
forma

ax + by + cz = s,

em que a,b, c,z € Z, no qual os coeficientes a, b e ¢ nao sao nulos.

Vimos na proposicao 3.1.1 que uma equacao diofantina linear de duas variaveis
ax + by = ¢ possui solugdo se, se somente se, mdc(a,b) | c. De forma similar, as equagoes
diofantinas de trés varidveis admitem solucao se, e somente se, o termo a direita da
igualdade ¢ divisivel pelo maximo divisor comum dos coeficientes a, b e ¢. Enunciamos

esse resultado na seguinte proposicao.

Proposigao 3.2.1. A equacao diofantina ax + by + cz = k com a, b, ¢ nimeros inteiros

nao nulos e k um inteiro qualquer admite solugao se, e somente se, mdc(a,b,c) | k.

E simples determinar uma solucio particular para essa equacdo. Seja d; = mdc(a, b).
Logo existem t1,ty € Z tais que aty + bty = dy. Como mdc(a, b, c) = mdc(dy, c) = d, exis-

tem ¢, 2y inteiros de modo que d = dit + czy. Logo,

d= dlt + czg = (at1 + btg)t + czp = atlt + btgt + ¢z
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Tomando x¢ = t1t e yy = tot temos que
axg+ byy + czo = d

Pela proposicao anterior a equacdo ax + by + cz = k admite solugdo se d | k, ou

seja, k = dq, para algum ¢ inteiro. Assim,

a(woq) + b(yoq) + c(20q) = dg =k

onde xyq, yoq € zoq sao solucoes particulares dessa equacao.

Contudo, é mais interessante conhecermos uma forma geral para todas as solugoes
do que apenas casos particulares. Nesse sentido, na proposigao a seguir determinaremos o
conjunto dessas solugoes a partir de solugoes particulares. Para isto, reduziremos a equa-
cao diofantina de trés varidveis a uma de duas variaveis, que sabemos resolver utilizando

a teoria desenvolvida até aqui.

Proposicao 3.2.2. Seja xg, Yo, 20 uma solucao particular da equagao ax + by + cz =k,
coma # 0, b# 0 ec# 0. A equacio admite infinitas solucoes e o conjunto dessas

solucoes €

b a
S = {(xo(lo —cs) + Wt,yo(lo —cs) — Wt,mdc(a, b).s + r) | lo,s,t€ Z} :

Demonstrac¢ao. Considere a equacdo ax + by + ¢z = k, com mdc(a,b,c) | k. Podemos

reescrevé-la como
ar +by =k —cz

Para que esta tltima tenha solugao, assumimos que mdc(a,b) | k — cz. Considere

entao z = mdc(a,b)s + r, r,s € Z. Logo,

k—cz = k—c(mde(a,b).s+r)
= k—cmdc(a,b).s —cr

= (k—cr)—cs.mde(a,b)

Como mdc(a,b) | (k—cr)—cs.mdc(a,b) e mdc(a, b) | cs.mdc(a, b), necessariamente
mdc(a,b) | k — cr. Assim, existe um namero inteiro [ tal que k — ¢r = mdc(a,b).l. Com
isso segue que

mde(a,b).l + cr = k.

Observemos que a equagio acima admite soluc¢do, pois mde(mdc(a,b), ¢) = mde(a, b, ¢)

e por hipotese mdc(a, b, ¢) | k. Dessa maneira, se o par de inteiros (ly, 1) satisfaz mdc(a, b)lo+



31

cro =k, logo k—crg = mdc(a, b)ly. Tomando essa igualdade e combinando algumas equa-

coes dadas anteriormente, temos que
k —cz = (k — cro) — cs.mdc(a,b) = mdc(a, b)ly — cs.mdc(a,b) = mdc(a,b)(ly — cs)
Logo, obtemos a equacao diofantina linear de duas variaveis
ax + by = med(a, b)(lop — cs)

com solucao para qualquer s € Z.
Seja xg, Yo uma solugao particular da equagao ax+by = mdc(a, b). Isso significa que
axo+ayy = mdc(a,b). Multiplicando essa equagao por ly—cs, temos (zo(lo—cs), yo(lo—cs))

solucao particular da equacgao diofantina
a(xo(ly — cs)) + b(yo(lo — ¢s)) = mdc(a, b)(lp — cs).

Segue entao que a solucao geral da equagao diofantina pode ser expressa por

r = xo(lp—cs)+ b t

- 0o mdc(a,b)
a

y = yo(lo—cs)—mt

z = mde(a,b).s+r

com t € Z. Portanto, o conjunto solucao dessa equacao

b a
S = { (CL'()(ZO - CS) + Wt’ y()(lo - CS) — Wt,mdc(a, b)S + 7'0) ’ To, lo,S,t € Z}

]

Apesar da demonstracao anterior nao seguir este viés, é importante ressaltar que
em uma equacao do formato ax + by + cz = k, poderiamos considerar p = ax + by e
resolver a equacao de duas variaveis p + cz = k. A partir desta, determinamos a solucao
geral, ou seja, o valor de z e o valor de p (p = po+ ¢t e z = z5 — t). Na sequéncia basta
resolvermos ax + by = py + ct que obteremos os respectivos valores das incognitas x e y.
Na proxima segao apresentamos trés exemplos mostrando o processo para a determinagao

da solucao geral de equacgoes diofantinas de trés variaveis.

3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1. Determine a solucao de 56x + 72y + 21z = 317.
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Solucao. Reescrevendo a equacao acima de tal forma que em um lado da igualdade per-

maneca apenas as variaveis x e y, obtemos
o6x + 72y = 317 — 21z.

Essa equacao admite solugdo somente se mdc(56, 72) | 317—21z. No entanto, como
mde(56,72) = 8, para que a equacgao tenha solugao devemos ter 8 | 317 —21z. Pela divisao
euclidiana, consideremos z = 8k + r, de forma que r é o niimero entre 0 e 7 que satisfaca
8| 317 — 21(8¢ + r). Observemos que

317 — 212 =317 —21(8¢ +r) = (39)8 + 5 — 21.8¢ — 21r = 8(39 — 21q) + (5 — 21r).
Logo, 8 | 317 — 21z se
8|8(39 —21q) + (5 —21r),

ou seja,
81 (5—21r)

Como r assume valores de 0 a 7, o tnico valor possivel de r tal que 8 | 5 — 21r é
1. Assim z = 8¢ + 1 e, portanto, 56z + 72y = 296 — 168q.
Determinaremos agora as solugoes particulares dessa equacao de duas variaveis.

Pelo algoritmo de Euclides,

72 = 56+ 16
56 = 16(3) + 8
16 = 8(2)+0

Reescrevendo 8 a partir do algoritmo, concluimos que
8 =56 —16(3) =56 — (72 — 56)(3) = (4)56 + (—3)72.

Contudo, temos que 296 — 168¢ = 8(37—21¢) e, multiplicando a igualdade anterior
por 37 — 21q, encontramos as solucoes particulares procuradas xo = 148 — 84q e yg =
—111 + 63q.

56(148 — 84q) + 72(—111 4 63¢) = 296 — 168¢.

Uma vez encontradas solugoes particulares, segue, que a solucao geral da equagao
inicial é
S = {(148 — 84q + 9t, —111 +63q¢ — 7t,8¢ + 1) | t € Z}.
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Exemplo 3.3.2. Encontre a solucdo geral para a equacao diofantina
3lx +49y — 222 = 2.

Solugao. Observemos inicialmente que mdc(31,49,22) = 1 e 1 | 2, portanto a equacdo

dada tem solucao. Seja p = 31z 4+ 49y. Podemos reescrever a equagao dada como
p— 22z =2.

A partir desse novo formato, temos que mdc(1,—22) = 1 e 1| 2, implicando que
esta equacao também tem solucao. Vamos determina-la utilizando a teoria desenvolvida
anteriormente. E facil perceber que uma solucdo particular dessa equacio é (=20, —1).

Assim, pela proposicao 3.1.2, temos que a solucao geral dessa equacao é dada por
p=—20—22t z=—1—1t.

Contudo, sabemos que p = 31z + 49y. Logo, para encontrarmos a solucao da

equacao diofantina dada inicialmente devemos resolver
3lz 4+ 49y = —20 — 22t (3.1)

A equagdo acima admite solugao se, e somente se, mdc(31,49) | —20 — 22t. Como
mde(31,49) = 1, decorre que a equagao possui solugao para todo t € Z. Determinemos

agora a solucao geral. Pelo Algoritmo de Euclides, temos que

49 = 31.1+18
31 = 181413

18 = 13145
13 = 52+3
5 = 3.1+2
3 = 21+1

A partir do processo acima, segue que:

1 = 3-2=3-(5-3)=3(2)—5=(13-5.2)(2) =5 =13(2) — 5(5) =
— 13(2) + (18 — 3)(=5) = 13(7) + 18(=5) = (31 — 18)(7) + 18(=5) =
= 31(7) + 18(—12) = 31(7) + (49 — 31)(—12) = 31(19) + 49(—12)
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Multiplicando a igualdade 1 = 31(19) 4+ 49(—12) por —20 — 22¢, temos que
31(—380 — 418t) + 49(240 + 264¢) = —20 — 22t.

Assim, o par (—380 — 418t, 240 + 264¢) é uma solucdo particular da equagao (3.1).
Logo, pela proposicao 3.1.2, o conjunto solucao da equacao pretendida pode ser expresso
por
S = {(—380 — 418t + 49¢t, 240 + 264t — 31t,—1 —t) | t,t; € Z}

Exemplo 3.3.3. Determine o conjunto das solucoes da equagao
1202 + 180y + 84z = 72.

Solugao. Como mdc(120,180,84) = 12, a equagao acima possui solu¢do, uma vez que

12 | 72. Podemos reescrevé-la da seguinte forma
10z + 15y + 7z = 6.
Considere p = 10z + 15y. Logo,
p+ 7z =06.

Essa tltima equagao admite solu¢do pois mde(1,7) = 1, sendo uma solugao parti-

cular o par (20, —2). Logo, as solucoes inteiras p, z sao da forma
p=20+T7t z=-2—t,

com t € Z.
Por outro lado, 10z 4+ 15y = p = 20 + 7t.

Diante disso, devemos encontrar as solucgoes inteiras da equacao
10x + 15y = 20 + Tt. (3.2)

Para esta admitir solucoes inteiras, mdc(10,15) = 5 deve dividir 20 + 7t. Repare
que neste exemplo, ao contririo do exemplo anterior, ¢ nao pode assumir qualquer valor
inteiro uma vez que 5 | 20 + 7t, que acontece somente se ¢ ¢ um miltiplo de 5. Logo, t é
da forma 5k, sendo k um ntmero inteiro arbitrario.

Dessa forma, a equacdo (3.2) pode ser expressa por

20+ 3y =4+7k
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a qual possui solugao devido 2 e 3 serem primos entre si. Com isso pelo algoritmo de
Euclides, decorre que
1=2(-1)+3.

Multiplicando a equacao por 447k, obtemos uma solucao particular que ¢ expressa
por (—4 — Tk, 4 + Tk).
Nesse sentido, em decorréncia da proposi¢ao 3.1.2, as solu¢oes z, y da equagao (3.2)
sao da forma
r=—4—-T7Tk+ 3 y=4+7k—-2t;,, t,€Z

Levando em consideracao que z = —2 —t = —2 — 5k, segue, portanto, que o

conjunto solugao da equacao diofantina 120x + 180y + 84z =72 é

S={(—4—Tk+3t,4+ Tk —2t;,—2—5k) | k,t; € Z}.

3.4 Generalizacao: Equacoes Diofantinas de n variaveis

Uma equacao diofantina de n variaveis é uma equacao da forma
a1r1 + asxs + azxrs + ... + a,x, =k,

com a; € Z\ {0}, Vi=1,..,n.
Da mesma forma que as equagoes de duas e trés variaveis, é necessario uma condi-

¢ao, enunciada na proxima proposicao, para que esta equacao diofantina admita solucao.

Proposicao 3.4.1. A equagao diofantina ayxy + asxs + ... + apx, = k,a; € Z, a; #0

Vi=1,...,n, com k € Z admite solugao se, e somente se, mdc(ay,as, ..., a,) | k.

Demonstracao. Pelo teorema 2.6.2, vimos que

I(ay,as,...,a,) = {Z a;x;; T; € Z} = mdc(ay, ..., a,)Z.
i=1

E fato que a equagao aixy + asxs + ... + a,x, = k possui solucao se, e somente se,
k€ I(ay,...,a,), que é equivalente a ¢ € mdc(ay, ..., a,)Z que, por sua vez, ¢ 0 mesmo que

mde(ay, ..., a,) | c. O

3.4.1 Solucao Geral

O método para determinar a solugao geral de uma equacgao diofantina solucionavel

de n varidveis consiste basicamente em reduzir a equacao em uma outra equagao composta
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de duas variaveis, que ja sabemos resolver. Com esse procedimento determinaremos o
valor da n-ésima incognita. Apods, devemos solucionar uma equacao de n — 1 incognitas,
e, procedendo de forma analoga, obteremos o valor da incégnita de indice n—1. Repetindo
esse processo consecutivamente, paramos apenas no momento em que nos depararmos com
uma equacao de duas variaveis do formato a;xi + asxs = k, cuja solucao é conhecida.
Vamos ilustrar esse método com o seguinte exemplo referente a uma equacao diofantina

composta por 5 variaveis:
Exemplo 3.4.1. Determine a solucao da equacgao 30x + 42y + 70z + 105u + 26v = 41.

Solucao. Para resolver esse exemplo, primeiramente devemos verificar se a equacao possui

solugdo. Como mdc(30,42,70,105,26) = 1, a solu¢do pode ser determinada. Seja
pV = 30z + 42y + 70z + 105u.

Diante disso, a equagao que procuramos a solucao pode ser reescrita como uma

outra de duas variaveis da seguinte forma
PV + 260 = 41

Os valores py = 15 e vy = 1 sao solugoes particulares desta dltima equacao. Nesse

sentido sua solucao geral é dada por
pM = 15 + 26t v=1-—t, to € Z.

Agora, procedemos do seguinte modo: substituimos na solucao geral o valor de p(*)

considerado no inicio e verificamos se a equagao formada admite solucao. Dessa forma,
30z + 42y + 70z 4 105u = 15 + 26ty

Esta nova equac¢ao admite solucao se mdc(30,42,70,105) | 15 + 26t,. Como
mde(30,42,70,105) = 1, a solu¢do pode ser explicitada para qualquer valor t,. Nesse

sentido, podemos considerar
p» = 30z + 42y + 702.

e proceder como feito no inicio, de forma que reduzimos a equacao de quatro variaveis a

uma resolvivel de apenas duas. Logo, sao solucoes da obtida

p? = 90 + 26ty + 105t u=1l—t;,  heL
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Resolveremos agora
30z 4+ 42y + 702 = —90 + 26t + 105¢;.

Temos que mdc(30,42,70) = 2 e, para exibirmos uma solugao, o lado esquerdo da
igualdade deve ser par. Como 2 | 90 e 2 | 26¢, devemos apenas determinar um valor para
t; de modo que a condicao seja satisfeita. Assim, t; deve ser par, ou seja, t; = 2k, k € Z.

Repare que agora u = 1 — 2k. Segue entao que a nova equacao sempre admite solucao
30x 4+ 42y + 70z = —90 + 26ty + 210k.

Por fim, considerando
p®) = 30z + 42y,

temos que
p®) + 702 = —90 + 26¢, + 210k,

cujas solucoes sao
p®) = —160 + 26ty + 210k + 70t z=1—t,, ty € Z.
Determinado o valor de z, resta apenas resolver a equacao
30z + 42y = —160 + 26ty + 210k + 70ts.

Como mdc(30,42) = 6, devemos escolher um ndimero inteiro to de forma que
aconteca 6 | —160 + 26t + 210k + 70t,. Para que essa condi¢do aconteca, é necessario que
6 | 2+ 2t + 4ts. Isso implica que podemos tomar ¢ty = tg+ 1. Assim devemos modificar o

valor de z obtido anteriormente e calcular a solucao de
30z 4+ 42y = —90 + 96t, + 210k.
Ora, a equacao acima é equivalente a
S5r + Ty = —15 + 16ty + 35k.
Como 1 = 5(3) + 7(—2), logo
5(—45 + 48ty + 105k) + 7(30 — 32tq — 70k) = —15 4 16t + 35k
e, portanto, sao solugoes particulares dessa equacao

xo = —45 + 48ty + 105k Yo = 30 — 32ty — 70k.
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Assim, as solugoes gerais sao
x = —45 + 48ty + 105k + Tts Yy = 30 — 32ty — 70k — ot3, t3 € 7.

Em suma, os valores obtidos para cada variavel podem ser organizados como segue:

;

x = —45 4 48ty + 105k + Tt3
= 30 — 32ty — 70k — Htg

Z:—to

u=1-2k

Uzl—to
\

[]

A partir do exemplo é possivel compreender o processo de solucao de uma equacao
com um numero qualquer de variaveis. De modo geral, consideremos a equacao diofantina
solucionavel

a1r1 + asxsy + asxs + ... + apr, = k.

Tome pV = @121 + ... + Gp_1Z5_1. Assim, a equacio acima pode ser representada
por
W+ apz, = k.

A nova equagao admite solu¢ao pois mdc(1,a,) = 1 e k é multiplo de 1. A solucao

geral é da forma

p(l) = hn +ant1

com pp, ) uma solucdo particular.
Observe que determinamos o valor da ultima incognita. Agora devemos resolver a

equacio p = p; + a,t;. Podemos reescrever essa expressao como

a1T1 + a9 + ... + Qp—1Tp—1 = P1 + antl.

Esta ultima equacao s6 admite solucao se mdc(ay, as, ..., an—1) | p1 + anti. Logo,
devemos escolher um valor para t; de modo que a condicao seja satisfeita. Conside-
remos entdo t; = t} de modo que mdc(ay,as,...,a,—1) | p1 + a,t}. Uma observagio
importante é que, quando determinamos o valor de ¢; como t}, a variavel x, serd es-
crita em fungdo do valor determinado, ou seja, =, = z), —t| . Na verdade, devemos

ter t7 = mdc(ay,...,an—1)q + 11, com 0 < r; < mde(ay, ..., an—1), r1 um valor inteiro
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determinado e ¢; um inteiro qualquer. Na sequéncia obtemos:
a1x1 + asxo + ... + ap 1T, 1 = li + aymde(ay, ...;an_1)q1; L =p1+a,r

Procedendo de maneira analoga ao passo descrito anteriormente, consideremos

p? = a1 + ... + ap_om,_o. Logo,
P(z) + ap1%Tn—1 =l + apymde(ay, ..., an_1)q1.

Novamente a equagdo possui solu¢do, uma vez que mde(1,a,_1) = 1. Como esta

possui duas variaveis, as solucoes sao da forma

p(2) = p2+an—lt2

Tpn—1 — ‘T;l—l - tg, tz €7

Observe que determinamos o valor da incognita de indice n — 1. Deve-se agora

resolver a seguinte igualdade:
171 + %2 + ... + Ap2%p—2 = P2 + Ap_1t2

Devemos mais uma vez analisar se a equacao tem solucao. Para que esta possua
solugdo, mde(ay, ..., an—2) | p2 + an—_1te. Assim, tome um valor para to, digamos t'2, de tal
forma que t;, = mdc(ay, ..., an_2)qs + 12, com 0 < r; < mdc(ay, ..., a,_2). Substituindo ¢

na equacao que pretendemos resolver, obtemos
a1y + agxy + ... + Gp_ox, o = lo + an_lmdc(al, ey an_g)(]Q; Iy = P2+ Qp_1T2.

Basta agora tomarmos p(3) = a1+as+...+a,_3 e procedermos como anteriormente.
Em suma, o método consiste em repetirmos o primeiro passo n — 2 vezes, de-
terminando os valores das incognitas x;, ¢ = 3,...,n, e, a partir do segundo passo é
necessario determinarmos os valores de t;_; para que mde(ay, ..., an_;) | pi + n_iy1t;, com

1 <i<n—1. Dessa forma chegaremos em uma equacao do tipo
a1 + agxy = ly_3 + azmdc(a, az,a3)qn-3;  ln-3 = pn_3 + asry_s,

com r,_3 determinado no passo anterior. Dessa forma, basta solucionarmos essa tltima

equagao que obteremos valores de x; e x3, que sao respectivamente

o o= 2 — 2
! Y mde(a,b) "
a
Ty = X ! th—1 € Z

- —tn— )
2" mde(a,b) !



Nesse sentido, a solucao geral é da seguinte forma

!/
com t, = mdc(ay, as, ...

(21 = 2 N B
PN mde(a, b)
To = I'/ — Lt
? 2" mdc(a,b) "

— ! /
Ty = T3 — 1y o

Y Y
(Tn =7, — 1)

y by — Z)QZ + ;.
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Capitulo 4

Aplicacoes: problemas classicos

4.1 O problema do troco de Frobénius

Ferdinand Georg Frobénius (1849 - 1917) foi um destacado matematico alemao.
Estudou por um ano na Universidade de Gottingen e retornou (1868) para sua cidade na-
tal para continuar na Universidade de Berlim. Em Berlim foi orientado em seu doutorado
por Weierstrass, um dos membros do corpo docente da tal universidade. Seus principais
trabalhos publicados sdo relativos a teoria e a representacio de grupos, como Uber Grup-
pen von vertauschbaren Elementen (1879), produzido juntamente com Stickelberger, um

colega de Ziirique.

Figura 2: Ferdinand Georg Frobénius

Fonte: hitp://www.learn-math.info /portugal /historyDetail.htm ?id=Frobenius

Este famoso mateméatico propds um problema, conhecido como "Frobenius coin
problem”, ou problema do troco de Frobénius, cujo enunciado ¢ de facil entendimento.
Imagine que vocé necessite sacar dinheiro em um caixa eletronico que fornece apenas
cédulas de 2 e 5 reais. Considerando que existem infinitas cédulas desses tipos nesse caixa,

qual a maior quantia que vocé nao podera sacar? Percebemos que existem quantias que

41
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nao podemos sacar, como por exemplo as quantias 1 e 3.

De uma forma geral, o problema de Frobénius pode ser enunciado como segue:

Problema de Frobénius: Encontre a maior quantia que nao pode ser paga com moedas

de valores ay, as, ..., a, de forma que mdc(ay,as, ...,a,) = 1.

Equivalentemente, podemos enuncid-lo da seguinte formas:

Para quaisquer inteiros positivos ai, as, ..., a, que satisfacam mdc(ay, as, ...,a,) = 1, de-

termine g = g(ay, as, ..., a,), sendo este o maior inteiro positivo tal que a equagdo
a1xr1 + asxe + ... + apx, = N

, com N € Z nao possui solucao inteira negativa, ou seja, r; > 0, Vi =1, ..n.

O nuamero g, que designamos por g(ay, ..., a,), € chamado niamero de Frobénius do

conjunto (ay, ..., ay,).

4.1.1 O problema em duas variaveis

Trataremos aqui o problema do troco para n = 2. Para isso, considere o seguinte

enunciado:

Imagine que vocé estd em um pais que a moeda oficial € composta por apenas dois valores,
digamos a,b. Consideremos também que esses valores sdo primos entre si. Qual a maior

quantia que nao pode ser paga utilizando as respectivas moedas?

Para determinarmos a quantia procurada, ou seja, o nimero de Frobénius, neces-

sitaremos de alguns resultados que enunciamos e demonstramos na sequéncia:

Proposicao 4.1.1. Seja a,b € N. Todo nimero inteiro ¢ pode ser escrito de modo 1inico

da sequinte forma:
ma—+nb=c, com0<n<bené€lZ.

Demonstracao. Pelo teorema de Bachet-Bezout, sabemos que existem inteiros u,v que
satisfazem a igualdade
ua + vb = mdc(a,b) =1

Multiplicando a igualdade por um ntimero inteiro ¢, obtemos

auc + vbe = c.
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Pela divisao euclidiana, existem ¢, m € Z tais que uc = qgb+m, 0 < m < b. Segue

entao que
a(gb+m) + vbc = ¢ = ma + (ag + vc)b = ¢ = ma + nb = ¢,

com n = qa + vc € Z.

Para provar a unicidade, suponhamos que existam m’, n’, tais que
ma + nb =m'a +n'b, 0<m,m <b
Decorre entdo que (m —m')a = (n’ —n)b, com |m —m/| < b. Como mdc(a,b) =1,
necessariamente b | m —m’. Logo m =m/. O

Consideremos o conjunto
C ={ax+by; z,ye N}

A proxima proposicao caracteriza os elementos do conjunto C.

Proposicao 4.1.2. Um certo c € C se, e somente se, existem inteiros unicos m,n € N,

m < b tal que ¢ = ma + nb

Demonstracao. Se ¢ = ma +nb, m,n € N, ¢ € C. Por outro lado, se ¢ € C, existem
x,y € N tal que
c=ax+ by.

Pela divisao euclidiana, temos x = bg + m com 0 < m < b, logo
c=a(bg+m)+by=c=am+blag+y).

Tomando n = aq + y, que pertence a N, obtemos ¢ = am + bn.

E verdade que m e n sao tnicos. Este resultado deriva da proposicao anterior. [

Nesse sentido, vamos definir L = N — C. E facil ver que
L={ma—nb; m,neN, m<b}.

Para verificar essa afirmacao, consideremos [ € L. Repare que [ nao pode ser
escrito da forma ma -+ nb, ou seja, nao existem m,n € NUO tais que [ = ma+nb. Se m,n
fossem determinados entao [ € C', que é absurdo. Contudo, a proposicao 4.1.1 garante
que existe um numero inteiro, tal que | = ma + n'b. Tome entdo n’ = —n, n € Z. Assim,
[ = ma — nb.

A partir destes resultados, podemos comecar a discutir a questao levantada por

Frobénius. Vemos que, para expressarmos uma solucao da equacao que determina as
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quantias que se podem obter neste pais, ax + by = ¢, devemos obter o nimero de cédulas
dos valores a e b, ou seja, os valores x e y. E claro que estes serao naturais e também que,

as quantias de dinheiro que podem ser pagas devem pertencer ao conjunto C'.

Teorema 4.1.3. A equacdo ax + by = ¢, com mdc(a,b) = 1 tem solugio conjunto dos

naturais se, e somente se, ¢ ¢ L.

Demonstracdo. E fato que a equacio az+by = ¢ admite solucdo nos naturais se, e somente
se, c € C. Logo, como L=N—-C, c¢ L. ]

Sendo assim, o proximo corolario responde a questao levantada no inicio.

Corolario 4.1.4. O numero de Frobénius para o caso em que n = 2 € expresso por
gla,b)=ab—a—10

Demonstracao. O conjunto que definimos como L ¢ finito diante do fato de que ele é
limitado. Observemos que o maior valor contido em L ocorre quandom =b—1en = 1.
Assim,

maxL = (b—1)a—b=ab—a—b.

Como maxL = g(a,b), portanto g(a,b) = ab —a — b. O

Exemplo 4.1.1. Suponha que em certo pais as cédulas possuem valores I}, Fs, ..., Fio,
sendo estes termos da sequéncia de Fibonacci. Qual a maior quantia que nao podemos

sacar de um caixa eletronico desse pais utilizando apenas as cédulas F; e Fi5?

Solucao. Sabemos que Fj; = 89 e F5 = 144. Logo, a equacao que determina as quantias

que podem ser pagas com estas células é
89x + 144y = c.
Basta agora determinarmos ¢(89, 144).

9(89,144) = 84.144 — 89 — 144 = 12583.

4.1.2 Solucao de uma equacgao diofantina em N

No problema de Frobénius, temos que a solu¢ao da equacao que determina o valor
de ¢ deve ter solugoes naturais, uma vez que as incognitas, que representam o nimero
de cédulas para cada um dos valores, devem ser positivas ou iguais a zero. Assim como

neste problema, existem muitos outros envolvendo equagoes diofantinas que necessitam
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que suas solucoes pertencam ao conjunto dos naturais. Nesse sentido, mostraremos como
determinar as tais solucoes
Em suma, é facil determinar se a equagao ax + by = ¢ possui solu¢ao no conjunto
dos naturais e, se possui, qual é o formato dessa solugao. Se mdc(a,b) 1 ¢, a equagdo nao
possui solucao inteira, logo nao tem solugao natural. Se mdc(a, b) | ¢, podemos tomar uma
a b c

Outra eqanaO da fOI‘Ina A.T+By — 07 com A — W’ B — W’ C — W

Observe que mdc(A, B) = 1. Pelo algoritmo de Euclides, escreva
1 =mdc(A,B)=m'A—n'B

donde segue que,
C=cm'A—cn'B.

Pela divisao euclidiana, tome cm’ = ¢B + m com m < B. Substituindo este valor

na equacao anterior obtemos
C=(@B+m)A—cn'B=mA+ (¢A—cn')B.
Veja que temos dois casos, se ¢A —cn’ >0 e gA — en’ < 0. Assim,

mA+ (qA—cen')Be C, se qA>cn/
mA — (en' —qA)B € L, se gA <cn

C =

No primeiro caso, a equagao admite solucao. Definimos entao a solucao minimal
m,n da equacdo Ar + By = C, m < b, como sendo a tnica solucao tal que se par de
nimeros naturais x,y é solucao da equacao, entao x > m. Desse modo, enunciamos o

seguinte resultado.

Proposicao 4.1.5. Considere a equacao Ax + By = C, que possui solugao natural e
mdc(A, B) = 1. Seja xo = m e yo = n a solu¢ao minimal. As solucées x,y da equagdo
sao dadas por

r=m-+1tb y =n—ta, teN, n—ta>0.

4.2 Outros problemas

Equacoes diofantinas lineares podem ser aplicadas em varias situagoes do cotidiano.
Diante desse fato, abordaremos nesta se¢ao algumas aplicacbes. Apresentaremos aqui
problemas classicos, presentes em [3], [5], [6] e [7], mas que consideramos interessantes e

que destacam o procedimento de resolucao desse tipo de equacao.

Problema 1. Em um péatio do DETRAN, sabe-se que ha 400 pneus retirados de carros
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e motos que foram apreendidos no més de Setembro. Quantos veiculos de cada categoria

foram apreendidos sabendo que a diferenca entre os dois ntimeros é a menor possivel?

Solucao. Seja C o numero de carros e M o nimero de motos presentes neste péatio. Sabe-
mos que cada carro possui quatro pneus e cada moto, dois pneus. Deste modo o problema

pode ser representado pela equacao

4C' 4+ 2M = 400

Observe que essa equagao possui solugao pois mde(4,2) | 400. A mesma pode ser
reescrita como

2C + M = 200

Procuremos agora uma solucao particular ¢y, mg para essa equacao. Por um lado,

temos que 1 = 2 — 1. Multiplicando a igualdade por 200, segue que
200 = 2(200) + 1(—200) = 2(75) + 1(50).

Assim ¢y = 50 e mg = 100, sao solugoes particulares da equacao. Diante disso
temos que as solugoes da equacao diofantina sao C' =50+t e M = 100 — 2t, com t € Z.
Sabe-se que C' > 0e M > 0, o que implica em —50 < t < 50. Também, a diferenca

entre o numero de carros e o nimero de motos podem ser expressa por

C—M=-50+3t

Como —50 = 3(—17) + 1, devemos ter t = 17, para que a diferenca C' — G seja a
menor possivel. Assim, o nimero de carros no patio (C) é 67 e o nimero de motos (M)
é 66. ]

Problema 2. (Proposto por Euler) Uma pessoa comprou cavalos e bois. Foram pagos
31 escudos! por cavalo e 20 escudos por boi e sabe-se que todos os cavalos custaram 7

escudos a menos do que todos os bois. Quantos cavalos e quantos bois foram comprados?

Solugao. Seja C' o nimero de cavalos, B o nimero de bois e P o preco pago pela pessoa.

Sabemos que a diferenca entre precos de bois e cavalos é 7 escudos. Assim,

20B-31C =7

! As primeiras moedas cunhadas no Brasil com a figura do rei numa das faces e com as armas da Coroa
Portuguesa na outra ficaram conhecidas como série dos escudos. Um escudo equivalia a 1600 réis. Banco
Central do Brasil (2004)- pdg. 12
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Observemos que mdc(20, —31) = mdc(20,31) = 1, logo a equagdo acima tem
solucao. Vamos determinar uma solucao particular. Pelo algoritmo de Euclides, temos

que

31 = 20411
20 = 1149
11 = 9+2

9 = 2(4)+1

Isolando os restos do algoritmo e fazendo as substituicoes convenientes, obtemos

1 = 9-2(4)=9—4(11-9) = (5)9 — (4)11 = (5)(20 — 11) — (4)11 =
= (5)20 — (9)11 = (5)20 — 9(31 — 20) = (14)20 — (9)31

Multiplicando a ultima expressao por 7, tem-se (98)20 — (63)31 = 7.

Como 63 = 3.20 + 3, podemos reescrever a igualdade como (5)20 — (3)31 = T7.

Portanto, By = 5 e Cy = 3 é uma solugao particular (e minimal) da equacao
diofantina que representa a diferenca entre os precos dos animais. Assim, pela teoria

desenvolvida até aqui, a solucao geral pode ser expressa pelo conjunto
S={(b+31t,3+20t) |t € Z}

Contudo, B e C' sao positivos, ou seja, 5+ 31t > 0 e 3+ 20t > 0
Dessas desigualdades, como t é um numero inteiro, segue que t > 0. Assim, para
cada valor de t teremos o nimero de cavalos e bois que foram comprados, como vemos na

tabela a seguir:

Tabela 4.1: Ntmero de animais comprados

t B C

0 5) 3

1 36 23

2 67 43

3 98 63

4 129 83

5) 160 93

6 191 103

n 5+31ln 3+20n
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Problema 3. (Problema do século XVI) Um total de 41 pessoas entre homens, mulheres
e criancas foram a um banquete e juntos gastaram 40 patacas®. Cada homem pagou 4
patacas, cada mulher 3 patacas e cada crianca um terco de pataca. Quantos homens,

quantas mulheres e quantas criangas havia no banquete?

Solugao. Consideremos as seguintes equacoes que modelam o problema:

H+M+C = 41
1
4H—|—3M+§C = 40

Multiplicando a segunda equacao por 3, obtemos 12H +9M + C' = 120. Contudo,
utilizando a primeira equacao, obtemos uma equacao diofantina de duas varidveis, como

segue
11H+8M+ (H+M+C)=11H +8M +41 =120 < 11H +8M =179

Como mdc(11,8) = 1, logo mdc(11,8) | 79, e, portanto, a equacao tem solucao.

Pelo algoritmo de Euclides, segue que

11 = 8+3
8 = 3(2)+2
3 = 241

Assim, isolando os restos e fazendo as devidas substituicoes obtém-se
1 =11(3) 4+ 8(—4).

Multiplicado a equacao acima por 79 e aplicando o algoritmo da divisao obtemos

uma solugao particular (e minimal) Hy =5, My = 3.
79 = 11(237) + 8(—316) = 11(8.29 + 5) + 8(—316) = 11(5) + 8(3)
Logo, o conjunto solucao da equacao inicial é dado por
S={(+8t3—11t) |t € Z}.

E fato que
O5+8t>0 e 3—11t > 0.

2As patacas foram as moedas que circularam por mais tempo no Brasil, de 1695 a 1834. Essa série
era composta pelas moedas de prata nos valores de 20, 40, 80, 160, 320 e 640 réis. O valor de 320 réis -
pataca - deu nome a série. Banco Central do Brasil (2004)- pdg. 10



49

-5 3
Dai segue que 3 <t< I Como t é inteiro, o tnico valor possivel é t = 0. Sendo

assim, o nimero de homens e mulheres presentes no banquete ¢ 5 e 3. Logo o niimero de
criangas ¢ C' =41 — 8 — 3 = 30. m

Problema 4. Uma certa quantidade de magas ¢ dividida em 37 montes de igual niimero.
Apos serem retiradas 17 frutas, as restantes sao acondicionadas em 79 caixas, cada uma
com a mesma quantidade. Quantas macas foram colocadas em cada caixa? Quantas

macas tinha cada monte?

Solucao. Seja m a quantidade de macgas. Observemos que, inicialmente, m foi dividida
em 37 montes, ou seja,

m = 37y,

com y sendo o nimero de macas em cada monte. Por outro lado, se forem retiradas do

total 17 frutas, o restante pode ser acondicionado em 79 caixas, ou seja,
m — 17 =79z,

sendo z o nimero de magas dentro de cada caixa. Substituindo o valor de m da primeira
igualdade na segunda obtemos
37y — 79z = 17.

Basta agora calcularmos a solugao para esta equacao, uma vez que ela admite

solucdo ja que mdc(37,79) = 1. Nesse sentido, temos, pelo algoritmo de euclides, que

79 = 37(2)+5
37 = 5(7)+2
5 = 2(2)+1

Assim,
1 =5-2(2) =5-2(37-5(7)) = 5(15)—37(2) = (79—-37(2))(15)—37(2) = (—32)37—(—15)79
Multiplicando a igualdade acima por 17 e aplicando a divisao euclidiana, obtemos
(—544)37 — (—255)79 = ((—=7)79 + 9)37 — (—255)79 = (9)37 — (4)79.

Dessa forma, encontramos a solugdo minimal 95 = 9 e zp = 4. Assim a solugao
geral é dada por
S={(9—"79t,4—37t) |t € N}.

O tnico valor possivel de t é 0. Portanto, em cada monte foram colocadas 9 macas

e em cada caixa, 4 macas. O]
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Problema 5. Um parque de diversao cobra U$1,00 a entrada de criancas e U$3,00 a
de adultos. Para que a arrecadacao de um dia seja U$200, 00, qual o maior numero de
pessoas, entre adultos e criancgas, que poderiam frequentar o parque neste dia? Quantas

criancas e quantos adultos?

Solucao. Consideremos ¢ o niimero de criangas e a o de adultos. Como cada crianca paga
U$1,00, cada adulto U$3, 00 e o total faturado foi de U$200, 00, a equacao que modela o
problema é

lc 4+ 3a = 200.

Sabemos que
1=(-2)+3(1)

entao, multiplicando a equacao anterior por 200 obtemos
200 = —400 + 3(200).
Pelo algoritmo de Euclides, temos que —400 = 3(—134) + 2. Assim,
200 = 3(—134) + 2 + 3(200) = 2 + 3(66).

Logo, ¢o = 2 e ag = 66 é uma solugao particular (também minimal) da equacao

dada inicialmente. Assim a solucdo geral pode ser expressa por
S={(2+3t,66—1t)|te NU{0}}.

Como 243t >0e 66—t >0, entao 1 < t < 66. Queremos o nimero MAaximo
de pessoas, entao consideramos o valor maximo que ¢t pode assumir. Assim ¢ = 65. Dessa

forma o niimero de criangas presentes no parque ¢ 197 e de adultos é 2. O

Problema 6. De quantas maneiras podemos comprar selos de cinco e de sete reais, de

modo a gastar cem reais?

Solugao. Seja x o nimero de selos de cinco reais e y o ntimero de selos de sete reais. Como
deve-se gastar cem reais, entao
5x + Ty = 100.

Sabemos que 1 = 5(3) 4+ 7(—2), logo
5(300) + 7(—200) = 100
Pela divisao euclidiana, 300 = 7(42) + 6, assim,

5(7(42) + 6) + 7(—200) = 5(6) + 7(10)
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ou seja, xg = 6 e yp = 10 é uma solu¢do minimal. Dessa forma, a solucao geral é expressa
por
S ={(6+T7t,10 —5t) | t € N}.

Observemos que 6+ 7t > 0 e 10 — 5t > 0. Isso implica em 0 < t < 2. Logo o tinico
valor possivel é t = 1 e, dessa forma, h4 somente uma maneira de comprar esses tipos de
selo com cem reais. Utilizando o valor encontrado de ¢ concluimos que foram comprados

13 selos de cinco reais e 5 de sete reais. O



Capitulo 5
Consideracoes Finais

De modo geral, apresentamos neste trabalho um estudo sobre Equacoes Diofanti-
nas Lineares. Buscamos, através das pesquisas nas bibliografias, reunir os mais diversos
resultados a fim de desenvolver um material completo. Inicialmente estudamos de forma
detalhada o maximo divisor comum em conjunto com o algoritmo de Euclides, uma vez
que esses conceitos sao os pilares para a resolucao dessas equacoes. Nesse meio, busca-
mos generalizar os resultados. Apos os resultados obtidos, partimos para o estudo das
equacoes pretendidas.

Para o desenvolvimento da teoria sobre equacgoes diofantinas, consideramos inici-
almente as equagoes de duas varidveis. Estudamos as condigoes de existéncia e o formato
de suas solucoes. Apos, abordamos as de trés variaveis e, em seguida, generalizamos o
método de resolucao de uma equacao de n variaveis. Ademais, no intuito de destacarmos
a aplicabilidade desse tipo de equacao, foram resolvidos alguns problemas que chamam a
atencao por se referirem a situacoes do cotidiano.

Por fim, tendo em vista todo o contetido abordado aqui, o presente trabalho pode
servir como um material complementar para o curso de "Teoria dos Numeros". Diante
das consultas bibliograficas, percebemos que as bibliografias referentes ao ensino sobre
esse topico, destinados aos cursos de graduacao, nao apresentam todos os resultados que
foram apresentados. Um exemplo disso é o método de solucao das equagoes diofantinas
com quaisquer nimero de varidvel. Nesse sentido, deixamos a cargo do professor adaptar

o material.
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