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Resumo

Este trabalho estuda curvas no espaco de Lorentz-Minkowski IL". Para tanto, realiza-se o
estudo algébrico do espaco pseudo-euclidiano de indice v, seus subespacos, suas proprie-
dades ortogonais e as diferencas do espaco euclidiano usual. Além disso, desenvolve-se a
teoria de Geometria Diferencial classica para curvas no plano R? e no espago R?, definindo
curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco e o referencial de Frenet-Serret,
culminando no Teorema Fundamental das Curvas Planas e no Teorema Fundamental das
Curvas Admissiveis. Adicionalmente, a Teoria de Contato de curvas é apresentada para
o espaco de Lorentz, onde se examina a proximidade de curvas a retas e pseudo-circulos,
obtendo-se uma classificacao para a ordem de contato com tais objetos. Por fim, analisa-se
a Teoria da Relatividade Restrita, a qual interpreta as curvas como trajetorias de parti-
culas no espago-tempo, chamadas linhas de universo, investigando fenémenos decorrentes
da teoria e a métrica de Minkowski como um invariante do espago-tempo, justificando e

motivando o estudo matematico realizado.

Palavras-chave: Espaco de Lorentz-Minkowski; métrica de Minkowski; Geometria Dife-

rencial; Teoria de Contato; Teoria da Relatividade Restrita.



Abstract

This text studies curves in the Lorentz-Minkowski space IL”. For this purpose, an algebraic
study of the pseudo-Euclidean space of index v, its subspaces, its orthogonal properties,
and the differences from the usual Euclidean space is carried out. Furthermore, the
classical Differential Geometry theory for curves in the plane R? and in the space R3
is developed, defining regular curves parameterized by arc length and the Frenet-Serret
frame, culminating in the Fundamental Theorem of Plane Curves and the Fundamental
Theorem of Admissible Curves. Additionally, the Contact Theory of curves is presented
for the Lorentz space, examining the proximity of curves to lines and pseudo-circles, and
obtaining a classification for the order of contact with such objects. Finally, the Special
Theory of Relativity is analyzed, which interprets curves as trajectories of particles in
spacetime, called worldlines, investigating the phenomena arising from the theory and
the Minkowski metric as a spacetime invariant, thereby justifying and motivating the

mathematical study performed.

Keywords: Lorentz-Minkowski space; Minkowski metric; Differential Geometry; Contact

Theory; Special Theory of Relativity; .
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

As curvas sao objetos de grande importancia para matemaéticos e fisicos, estudadas
no contexto do calculo como aplicagoes de uma variavel real e, no ambito aplicado, como
trajetorias de objetos em movimento. Desse modo, apds o século XVII, o estudo das
propriedades das curvas consolidou-se com o desenvolvimento do Calculo Diferencial e o
nascimento da Geometria Diferencial, o que impulsionou, posteriormente, o surgimento
da Teoria de Singularidades e de Contato por volta da década de 1950.

No século XX, a Teoria da Relatividade, desenvolvida por Einstein em (EINSTEIN|,
1905), provocou uma revolugao na fisica. Um modelo de formalizagdo matemética dessa
teoria foi proposto pelo matematico Hermann Minkowski por meio de um espago conti-
nuo quadridimensional (EINSTEIN; PEREIRA, 2021), o espago-tempo. Atualmente, tal
ambiente é conhecido como o espaco de Lorentz-Minkowski L, no qual as curvas, inter-
pretadas como trajetorias de particulas, sdo denominadas linhas de universo (WALTER,
2014). Nesse contexto, surge uma indagacao natural: é possivel estender a teoria de Ge-
ometria Diferencial e de Singularidades de curvas para o espago de Lorentz-Minkowski?
O presente trabalho desenvolve-se com o propésito de responder a essa questao.

Inicialmente, Minkowski havia modelado seu espaco continuo quadridimensional
como (R? x iR), composto de trés coordenadas espaciais e uma tltima coordenada ima-
ginaria relacionada ao tempo. Apesar disso, a abordagem moderna utiliza o conceito de
espaco pseudo-euclidiano de indice v: um espago vetorial munido das operagoes usuais
de soma e produto por escalar, dotado de uma métrica indefinida, denominado R?. Tal
espaco é definido no Capitulo 2, onde analisamos o comportamento de objetos classicos
da Algebra Linear nesse ambiente, em especial, a nova métrica estabelecida, que possi-
bilita uma classificagdo de vetores denominada tipo causal, baseada em (COUTO; LY M-
BEROPOULOS, 2018) e (BOLDRINI, 1980). Em seguida, no Capitulo 3, examinamos
resultados relacionados a subespacos e ortogonalidade que desafiam a intui¢ao euclidiana,
e definimos as isometrias: transformacoes lineares que preservam a métrica do espaco e
que sao fundamentais para o estudo geométrico, tendo como referéncias (COUTO; LYM-
BEROPOULOS, 2018) e (POOLE, 2003).

Com os conceitos algébricos bem estabelecidos, no Capitulo 4 desenvolvemos a te-
oria de curvas seguindo os passos da Geometria Diferencial classica, fundamentada em
(COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018) e (TENENBLAT, 2008). Para tanto, definimos

curvas regulares, curvas parametrizadas pelo comprimento de arco e o referencial de
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Frenet-Serret, além de examinar resultados analogos aos do espaco euclidiano usual, como
o Teorema Fundamental das Curvas Planas e o Teorema Fundamental das Curvas Ad-
missiveis. Esse capitulo apresenta diversos exemplos de curvas no plano e no espaco,
concentrando-se no espago de Lorentz-Minkowski para esclarecer as defini¢oes e os teore-
mas abordados.

Além disso, no Capitulo 5, analisamos o contato de curvas com objetos padrao de
L™, os pseudo-circulos e as retas, por meio da Teoria de Singularidades e das ferramentas
desenvolvidas no Capitulo 4. Embora seja possivel estudar o contato de curvas com
qualquer outro objeto, a escolha dos pseudo-circulos e das retas é motivada pelo seu “bom
comportamento”, visto que apresentam curvatura constante. Mais do que isso, tracando
um paralelo com o caso euclidiano, ao estudarmos o contato de uma curva com uma reta ou
um circulo, conseguimos deduzir o quao curvada a curva esta, o que justifica a construcao
de um anélogo em L". As principais referéncias para essa anéalise sao (SALOOM; TARI,
2012), (FRANCISCO, 2019), (BRUCE; GIBLIN, 1992) e (BERENDS, 2009).

Por fim, no Capitulo 6, abordamos a Teoria da Relatividade Restrita, analisando
os dois postulados que a originam e suas consequéncias, como os fenémenos de dilatagao
do tempo e de contragao das distancias. Adicionalmente, por meio da constancia da
velocidade da luz, deduzimos um invariante do espaco-tempo que, surpreendentemente,
coincide com a métrica definida no Capitulo 2. Finalmente, estudamos o diagrama espaco-
tempo, que utiliza as curvas para modelar o movimento de particulas em L*, servindo de
estimulo e fundamentagao para o estudo geométrico aqui realizado. Tal capitulo é baseado
em (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018), (EINSTEIN; PEREIRA, 2021), (TIPLER,;
LLEWELLYN, 2017) e (WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009).
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CAPITULO 2

O ESPACO PSEUDO-EUCLIDIANO

2.1 | Formas Bilineares

Inicialmente, vamos revisar algumas definicoes de Algebra Linear necessarias para
definirmos o espago de interesse deste texto. Para tal, utilizaremos os livros (BOLDRINT,
1980) e (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

Definicao 2.1. Seja V um espaco vetorial real. Uma forma bilinear sobre V' é uma
aplicacao B : V xV — R, tal que (x,y) — B(z,y), onde, para todo u;, us,v € Vea € R,

satisfaz
(i) B(uy + ug,v) = B(uy,v) + B(ug,v) e Blauy,v) = aB(uy,v);
(ii) B(v,u; +ug) = B(v,u1) + B(v,us) e B(uy,av) = aB(uy,v).

Definicao 2.2. Seja a forma bilinear B : V x V — R, (z,y) — B(x,y). B é dita
simétrica se B(z,y) = B(y, ©).

Exemplo 2.3. Seja (-,-) : V x V — R o produto interno usual sobre R", dado por

(21,22, s @), (Y1, Y2, -y Un)) = T1Y1 + TaYa + ... + TpYn.

Esse produto é uma forma bilinear simétrica.
De fato, dados z,y,z € R", tais que x = (21,%2,....,%n), ¥ = (Y1,Y2, -, Yn), 2 =

(21, 22, .oy Zn), € @ € R, temos:

(i) (x+y,2) = (r1+y1)z1 + (X2 +y2) 20 + oo + (Tp + Yn)2n =
= T127 + Y121 + ToZo + Yo 22 + ...+ TnZn + YnZn =
=221 + Tozo + oo + Tpzn + Y121 + Y220 + oo F Ynzn = (2, 2) + (Y, 2);

(i) (z,y+2) =x1(y1 +21) + T2(y2 + 22) + .. + T (Y + 20) =
=T1Y1 + 121 + Yo + To2o + ... + TplYn + Tp2n =
= T1Y1 + TaYo + .. + Tnln + T121 + Tazo + ... + Tn2p = (2,y) + (2, 2);

(ili) (az,y) = az1ys + axoys + ... + axpyn = a(T1y1 + Toyo + ... + TpYn) = a(z,y);
(iv) (az,y) = z1ay; + T2ay2 + ... + Tpayn = a(T1y1 + ToYa + ... + Tpyn) = (T, y);

(v) (x,y) =21y1 + ... + ToYn = 121 + oo + Yo = (T, Y).
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Definicao 2.4. Seja B : V x V — R uma forma bilinear ¢ # = {vy, ..., v, } uma base de
V. Associamos & B uma matriz B, chamada matriz da forma bilinear B na base %,
tal que: Se u,w € V sao tais que u = w101 +usvs+ ...+ Uy U, € W = WU +Wals + ...+ W, Uy,

entao

B(u,v) = B(ujvy + ugve + ... + UpUp, w101 + Wots + ... + wpvy,) = Z ww; B(vs, v;) =
b,J

B(Uhvl) B(UhUQ) B(Ubvn) w1
B(ve,v1) B(vg,va) -+ B(ua,v,)| |we

= ul u2 PO un . . . i . :'U/'B"U.
B(vn,v1) B(vn,v2) -+ B(vn,vn)] [wn

Definigao 2.5. Seja B : V x V — R uma forma bilinear simétrica. A fungao @ : V — R,

onde Q(v) = B(v,v), é chamada forma quadratica associada a B.

Exemplo 2.6. Seja uma particula de massa m deslocando-se com velocidade v = (v, vy, v,),
ilustrada na Figura 1. A energia cinética associada ao seu movimento é dada pela expres-
sao

m

K = ZplP = Z 02+ 0} +02).

Definimos tal energia como K : R? — R, onde ) ) )
Figura 1: Movimento da particula.

K(v) = B(v,v) = %(vﬁ —FUZ +v?),

de forma matricial:

7 0 0 Uy
K(v) = [Ux vy vz} 0 F 0] |vy
0 0 %] |v.

Portanto, conseguimos modelar a equacao de ener-

gia cinética da fisica classica por meio de formas

quadraticas, que possibilitam uma visualizagao ma-

Fonte: Elaboragao propria (2026).

tricial.

Definicao 2.7. Seja a forma bilinear simétrica B : V x V' — R. Dizemos que
(i) B é positiva se B(u,u) > 0, para todo u € V;
(ii) B ¢ negativa se B(u,u) < 0, para todo u € V;

(iii) B ¢ indefinida se existirem u,v € V, tais que B(u,u) > 0 e B(v,v) < 0;

(iv) B ¢ definida ou nao-degenerada se, para todo v € V, B(u,v) = 0, entdo u = 0;
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(v) B é degenerada se, para todo v € V| B(u,v) =0, mas u # 0.

Observacao 2.8. O produto interno usual, apresentado no Exemplo 2.3, é positivo-
definido.

n
De fato, como z? > 0, para todo z; € R, entao (z,x) = Zajf > 0. Portanto, a
i=1
forma bilinear (-,-) é positiva. Além disso, (z,z) = 0 se, e somente se, = 0.

2.2 | Estruturando o Espaco Pseudo-Euclidiano

Nesta secao, vamos definir o Espago Pseudo-Euclidiano e o espago de Lorentz-
Minkowski e estudar o comportamento de objetos mateméticos nesses ambientes. Sendo
até o fim do capitulo a referéncia principal (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

Definigao 2.9. Seja n > 2. Definimos a forma bilinear (-,-), : R" x R” — R, dada por

<ZE, y)l/ =11 + T2Ys + ...+ Tpn—vYn—v — Tn—v+1Yn—v+1 — -+« — Tpln

onde x = (21,29, ....,2,) € y = (Y1, Y2, .--,Yn) Pertencem a R™. Se v = 0, estamos com
o produto interno usual em R", chamado de produto interno euclidiano, denotado
também por (-,-)g. Enquanto que, se 0 < v < n, a operagdo é denominada produto
interno pseudo-euclidiano.

Podemos escrever a matriz associada a forma bilinear (-, -), na base canonica de R”

como:
0O ---0 O
0
- R 4 0
oo ---1 0 --- 01]-= =Idy 0,
0 —Id,
o0 ---0 -1
o0 ---0 0 --- —1

Assim, se x,y € R™ sdo vetores coluna, podemos escrever (z,y), = ' Id,_, ,y.
Observacgao 2.10.

(i) Para qualquer v, (-,-), ¢ uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada.

De fato, para = = (21,22, ..., T,) € Yy = (Y1, Y2, ..., Yn), tais que z,y € R™, temos que
<fL‘, y)y = I1l1 + T2Y2 + ...+ Tn—vlYn—v — Tn—v+1Yn—v4+1 — -+« — Tpln =

=121+ YT+ o T YTy — Yn—1v41Tn—vt1 — - — YnTp = <y7 x)y;
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portanto simétrica.

Suponha que, para todo z € R”, existe y € R" tal que (x,y), = 2'Id,_,,y = 0.
Dai, como z* é qualquer, Id,_,,y = Oel dy—,,, € invertivel, pois seu determinante
é diferente de zero, entao o sistema homogéneo admite solucao tnica e trivial, ou

seja, y = 0. Logo nio-degenerada;

(ii) Caso v = n, entdo o produto interno é negativo-definido, ja que —z? < 0, para todo

n
z; € R, entao (z,z), = Z —z7 < 0;
i=1

(iii) Se 0 < v < n, o produto interno ¢ indefinido. De fato tomando ¢; = (1,0, ...,0), e, =
(0,...,0,1) € R", temos:

(e1,e1), =1>0 e (ep,en), =—1<0.

Definigao 2.11. O espago pseudo-euclidiano de indice v, denotado R}, é o espago
vetorial R™ com as operagoes usuais de soma e multiplicagao por escalar, munido do
produto interno pseudo-euclidiano (-, -),. Sucintamente escrevemos R} = (R”, (-,-),).

O espacgo de Lorentz-Minkowski é o caso particular L” = R} e chamamos o pro-
duto interno associado de produto interno lorentziano, ou métrica de Minkowski,
denotado (-, ), = (-, -)1.

Observagao 2.12. Em fisica, a coordenada que acompanha o sinal negativo no produto
interno lorentziano é associada ao tempo ¢, equanto as demais coordenadas sao associadas

ao espaco. Veremos tal aplicagao com mais detalhes no Capitulo 6.
Exemplo 2.13. Seja o espaco de Lorentz-Minkowski L3 = R? e os vetores v = (1,1,0),u =
(0,0,1) € L3. Note que

() =1"4+12-0*=2 e (u,u)y =0*+0>-1=—1

que exemplifica a propriedade indefinida da métrica de Minkowski.

Definigao 2.14. A norma pseudo-euclidiana ¢ a aplicagao || - ||, : R — R, dada por

llv||l, = V/|{v,v),|. Dizemos que v é unitario se ||v||, = 1.
Observacao 2.15.

e Vamos observar algumas propriedades de norma do espaco euclidiano e identificar
quais permanecem satisfeitas no espago pseudo-euclidiano e quais nao sao mais

validas. Sejam v,u € R} e t € R, temos:

(i) [|v|| > 0, também valida no espago pseudo-euclidiano, pelo uso do médulo no

produto interno;
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2.3

(ii) |[tv|| = || - ||v]| segue valida no espago pseudo-euclidiano. Isso porque:

1tvlls = VI{tv,to)| = VIt2(v, v} | = [tV {0, 0)] = 2] [Jolly;

(iii) [|v|] = 0 se, e somente se, v = 0 nao é verdadeira no espago pseudo-euclidiano,

pois existe v € R? — {0}, tal que

Z_:”i: > vi= V)] =101 = 0;

i=n—v—+1

(iv) A desigualdade triangular, ||u + v|| < [|u|| + ||v]|, também nao ¢é satisfeita.
Tome (1,0,—1),(0,1,—1) € R} = LL?, segue que

1(1,0,=1) + (0,1, =1)||r = V2> 0= |[(1,0,—1)||z + [|(0, 1, = 1) | .

Devemos nos atentar ao termo “norma’”; pois ela nao representa mais necessariamente

um “tamanho” em R, como ocorre no espago euclidiano usual.

Figura 2: Representacao de v e u em L3

Calculando a norma lorentziana dos vetores
v=(1,0,1),u = (0,1,1) € L?, temos:

oIl = VI, v)1] = 0= V[{w,u)r] = [[ul[r.

Contradizendo nossa intuicao, pois represen-
taria que tais vetores teriam “tamanho” nulo,
o que nao é verdade, como ilustra a Figura
2.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Causalidade de Vetores em R’

Nesta secao, veremos uma das classificagcoes mais importantes deste trabalho, os

tipos causais. Os nomes relacionados a tal separacao tem origem fisica, que veremos no
Capitulo 6.

Definicao 2.16. Dizemos que um vetor v € R} é de:

(i) tipo espago, se (v,v), > 0 ou v = 0;
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(i) tipo tempo, se (v,v), < 0;
(iii) tipo luz, se (v,v), = 0, mas v # 0.

Esses sao chamados tipos causais dos vetores.
Se v # 0 e nao é tipo luz, definimos o indicador de v como sendo o sinal de (v, v),,
denotado por ¢,. Ou seja, se v é tipo espago, entao €, = 1, e, se v é tipo tempo, entao

€, = —1.

Observacgao 2.17. Em alguns materiais, os vetores do tipo luz podem ser chamados de
nulos, null separated (CARROLL, 2019), incluindo o vetor nulo, porém nao utilizaremos

tal definicao.
Exemplo 2.18. Em L2, o vetor:
(i) v1 = (5,3,1) ¢é tipo espago, pois (vy,v1)y, =25+9 —1 =233 > 0;
(ii) vo = (0,1,2) é tipo tempo, pois (va,ve), =1—4= -3 <0;
(iii) vs = (3,4,5) é tipo luz, pois (vs,v3), =9+ 16 — 25 = 0.

Observacao 2.19. Note que trocar o sinal de qualquer coordenada de um vetor ou
multiplica-lo por um miltiplo escalar nao altera seu carater causal.

De fato, sejam u € R? e a € R*. Se u = (uq, ..., u,) € (u,u), = ¢, entdo

(i) Tomando ¢; € {1,—1}, dependendo do sinal que serd alterado em cada i-ésima

coordenada, temos que

{(e1u, ..., €ntin), (€111, ..oy €nln))y = EUT 4 .+ U2 = ud + ... +u2 =

que conserva o tipo causal de u;

2

(i) (au,au), = a*{u,u), = a*c. Como a?

> (), entao o sinal de ¢ é preservado e

consequentemente o tipo causal de u se mantém.
Lema 2.20. Todo vetor de R? possui um e somente um dos trés tipos causais.

Demonstragao: Seja u € R?, tal que (u,u), = ¢. Como ¢ € R, pela tricotomia dos
nimeros reais, ou ¢ =0, ou ¢ > 0 ou ¢ < 0.

Dessa forma, u admite somente um tipo causal. 0

Dispondo de tais conceitos, vamos visualizar geometricamente a causalidade nos
espacos de Lorentz-Minkowski I.? e 3. Para tal, interpretaremos o produto interno como
a “distancia” de um ponto até a origem, ou seja, dado um ponto v, (v,v);, = (v—0,v—0)[

é a “distancia” procurada.
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Em L%, ao procurar os pontos v = (x,y) que distam um valor ¢ € R da origem,

sabemos que (v,v) = ¢, ou seja, #2 — y* = ¢. Assim,

(i) se ¢ > 0, entao 22 —y* = c representa os dois ramos de uma hipérbole com eixo focal

coincidindo com o eixo x, de vértices (1/c,0), (—/c,0) e focos (v/2¢,0) e (—v/2c, 0);

(i) se ¢ < 0, entdo y? — 22 = —c representa os dois ramos de uma hipérbole com

eixo focal coincidindo com o eixo y, de vértices (0,+/c), (0, —/c) e focos (0,v/2c) e

(iii) se ¢ =0, entdo x = y ou & = —y, que representam no plano as bissetrizes dos eixos
coordenados. Tais retas sao chamadas de raios de luz, sendo x = y o principal e

xr = —y o secundario.

Figura 3: Objetos formados por vetores que equidistam ¢ da origem em L2

Fonte: Elaboragao propria (2026).

A Figura 3 representa as hipérboles e retas descritas nos itens anteriores, conforme
a variacao de c.

Além disso, observamos uma diferenca crucial entre a equidistancia da origem dos
vetores no espaco euclidiano e no de Lorentz-Minkowski. Enquanto, no primeiro, os
vetores formam circunferéncias ou um ponto, no segundo formam retas ou hipérboles,

como ilustrado na Figura 4.
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Figura 4: Vetores que equidistam 1 em R? e L2

Euclidiano: x* + y* =1

‘. -

BN

Fonte: Elaboragao propria (2026).

De forma anéloga, em L3, os pontos v = (x,vy, z) que distam um valor ¢ € R da

origem respeitam (v, v); = ¢, ou seja, z* + y? — 22 = ¢. Logo

2

(i) se ¢ >0, entdo 22 +y? — 2% = ¢ é um hiperboloide de uma folha centrado na origem

com eixo de simetria sendo o eixo z;

(ii) se ¢ < 0, entdao z? — 22 — y*> = —c é um hiperboloide de duas folhas centrado na

origem com eixo de simetria sendo o eixo z;

2

(iii) se ¢ = 0, entdao z% + y* = 2% ¢ a equagao de um cone centrado na origem, chamado

cone de luz.

Figura 5: Objetos formados por vetores que equidistam ¢ da origem em L3.

(a) (b) (c)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Assim, a Figura 5 exibe os objetos formados pelos vetores equidistantes conforme
a variacao de ¢, como descrito nos itens anteriores. Novamente, fica evidente a diferenca
entre o caso euclidiano, em que a superficie formada pelos vetores equidistantes é uma

esfera.
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Por fim, note que os objetos formados nao tem interseccao entre si e mapeiam todo
o plano LL? e o espaco 3. Tais propriedades permitem uma decomposiciao de ambos os

ambientes conforme o tipo causal dos vetores, como ilustra a Figura 6.

Figura 6: Diagrama de tipos causais em L2 e L2

tipo tempo

tipo tempo \

tipo luz S—tipo luz

e
tipo espaco LS L

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Além disso, os vetores de tipo luz criam uma “fronteira” que divide os vetores de
tipo tempo, localizados na parte interna do cone e dos raios de luz, e os de tipo espaco,

que ocupam a parte externa do cone e dos raios de luz.

2.4 | Produto Vetorial em R

Para finalizar as operagoes bésicas nos espagos pseudo-euclidianos, veremos o pro-
duto vetorial. O produto vetorial é essencial em espacos tridimensionais pelas proprie-
dades ortogonais que ele apresenta. Para tanto, podemos estender naturalmente a no¢ao
do produto vetorial para espacos de dimensoes maiores, mantendo o proposito de en-
contrar um vetor ortogonal. Inicialmente, vamos entender a ortogonalidade em espagos

pseudo-euclidianos.
Definicao 2.21. Sejam dois vetores u,v € R} e # uma base de R}. Entao

(i) u e v sao pseudo-ortogonais se (u,v), = 0 e escrevemos v L, v. Em particular,

se v = 1, dizemos que os vetores sao Lorentz-ortogonais;

(ii) Dizemos que Z é uma base pseudo-ortogonal se seus vetores sao dois a dois

ortogonais;

(iii) Se # é uma base pseudo-ortogonal de R”, dizemos que % é uma base pseudo-

ortonormal se ||v||, = 1, para todo v € %;
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(iv) Seja S C R” um subconjunto qualquer. O subespago de R” pseudo-ortogonal a
S é:
St = {v e R"(u,v), =0,Yu € S}.

Exemplo 2.22. Sejam os vetores (1,1), (1,2),(2,1) € L2 Note que
(L,1),(L,1)),=1-1=0 e ((1,2),(2,1)), =2—2=0.

Logo, (1,1) é Lorentz-ortogonal a ele mesmo e (1,2) é Lorentz-ortogonal a (2,1).
Note que essa conclusao é contraria a nossa intui¢ao. Isso porque nao existem vetores
ortogonais a si mesmos no espaco euclidiano e que o angulo entre eles nao seja reto. De
fato, se 6 ¢ angulo entre (1,2) e (2,1), temos:

cosf = ((1,2),2,1))p_ 4 = 0~ 0,20487 # g

1@ 2MelEDlle 5

Definigao 2.23. O produto vetorial de vy, ..., v,_1 € R?, segundo (-, ),, é 0 tnico vetor

vy X - X vp1= v € R? tal que
(v, ), = det(z,v1,...,v,-1), Yz € R].

O produto vetorial sera denotado por Xz em R", X, em R} e x; em L".

Omitiremos a prova do proximo resultado por se tratar de um desenvolvimento
puramente técnico. Sua prova pode ser consultada em (COUTO; LYMBEROPOULOS,
2018).

Proposicao 2.24. Sejam # = {uy,...,u,} uma base ortonormal e positiva de R” e

v = Zvijui € R, para todo 7 =1,...,n — 1. Entao vale que

=1

eulul e eulul
V11 T Un1
V=0 X, X, U,_1 = det ) ) ,
Vin—1 " Unn—1

onde €,, ¢ o indicador de u;, para cada i =1,...,n.

Esse resultado apresenta uma forma pratica para o calculo do produto vetorial em

R". Vejamos explicitamente o produto em L? e IL* na base canénica. Sejam v, vy € L3,
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3
onde v; = Z v;j€;, para j = 1,2. Entao, o produto vetorial de v; por vy

>

i=1
€e1€1 €ey€C2  €e3€3 €1 €y —€3
V=71 X[, Uy = det V11 V21 V31 = det V11 VU1  U31
V12 V22 V32 Vi2 V22 U3z
4
Por outro lado, dados vy, vs,v3 € L*, onde v; = E v;j€;, para j = 1,2,3. Entao, o
i=1

produto vetorial de vy, vy € v3 €

€e1€1 €ex€2 €e3€3 € €4 €1 €2 €3 —¢€4

V11 V21 V31 V41 V11 V21 V31 V41
V=1 X[ Uy X1, v3 =det = det

V12 V22 V32 V42 Vo1 V22 V23 V24

V13 V23 V33 V43 V31 U3z U3z Us2

Assim, conseguimos estudar algumas propriedades do produto vetorial em R

Proposigao 2.25. Sejam vy, ...,v,-1 € R} e A € R. Entao o produto vetorial

V1 Xy o Xy, Upq

~
—-

N
@

¢ alternado, isto é, trocar duas entradas de posicao troca o sinal do resultado;
(ii) ¢é igual ao vetor nulo se, e somente se, {vy,...,v,—1} € linearmente dependente;
(iii) é multilinear, isto &, ¢ linear em cada uma de suas entradas;

(iv) é pseudo-ortogonal a cada uma de suas entradas;

(v) para n = 3, satisfaz (v; X va,v3), = (v1, V2 X V3),.

Demonstragao:
As propriedades (i),(ii) e (iii) sdo imediatas, pois o produto vetorial é definido como
um determinante e tais propriedades valem para o determinante de uma matriz quadrada.
Por outro lado, em (iv), para todo v;, i = 1,...,n — 1, pela defini¢ao de produto

vetorial:

<U1 Xy Xy Un717vi>1/ = det(viavla T 7,01171) = 07

pois existiram duas linhas iguais. Portanto, v; X --- X v,_; é pseudo-ortogonal a v;, para
cadai=1,....,n — 1.

Por fim, para (v), utilizando novamente a defini¢ao, temos:

(v1 X, Vg, v3), = det(vs, v1,v9) = (—1)* det(vy, va, v3) = (V1, V2 X V3),.
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O
Proposigao 2.26. (Identidades de Lagrange) Sejam u,v € R3. Entao:
lu xp vz = lullBlvllE — (v, v)E,
(u xpv,uxp vy, =—(u,u)p{v,v) + (u,v)37.
Demonstracao: Se u,v € R3 e 6 o angulo entre u e v, entao
lu xg vl = (|lulle - [vllzsen 0)* = [[ullf - [Jol[E(1 — cos® ) = [[ullEllvllE — (u, v).

Para a segunda igualdade, se u = (uy, ug, u3) € v = (v, vq,v3) estao em L3, temos:
W=UX[UV= (U2U3 — U3V2, —U1V3 + U3V1, U1V — UQUl) =

2 2 2
= (uxXpv,u X v) = (ugvs — ugva)” + (—u1vs + uzvy)” — (U1ve — ugvy)” =
2,2 2.2 22 2,2 22 2,2
= UYV3 — 2UV3U3Ve + UV + UTV3 — 2UV3U3V] + UZV] — ULV, + 2U VUV — USVT.

Por outro lado,

—(u,u) (v, V) + (u,v)] = —(ud 4+ us — ud)(vy + V3 — v3) + (urv) + Ugvy — uzv3)? =

_ 2,2 2, 2 2,2 2 2 2,2 2. 2 2,2 2,2 2, 2

2.2 2.2 2.2
+ujvy + uyv; + uzvs + 2U VUV — 2U101U3V3 — 2UgVaU3V3 =

= (u X v,u Xpv).

O

Por fim, vamos fazer um estudo do produto vetorial da base canénica no espago tridi-
mensional e quadridimensional, por meio de diagramas que comparam o espago euclidiano
e o de Lorentz-Minkowski.

Seja a base canonica {ey, es, 3} de um espago tridimensional. Sabemos que em R?
o produto de quaisquer dois vetores da base resulta no outro elemento da base. Porém,
em L3, por conta do indicar de e3, €., = —1, o produto vetorial de dois vetores da base

pode sofrer alteragoes de sinal. Note que:

€1 €3 —€3
® ¢ X, ngdet 1 0 0 = (0,0,—1):—63;
0 1 O
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€1 €y —e€3
ecyxpes=det| 1 0 0 | =(0,—-1,0)= —ey;
0 O 1

€1 €z —€3
e ey xXres=det| 0 1 0 = (1,0,0) = e;.
0 0 1

A Figura 7 representa dois diagramas para operar o produto vetorial de elementos
da base canonica em R3, a esquerda, e em L3, & direita. Para tanto, cada seta indica o
vetor resultante do produto vetorial dos dois elementos anteriores do caminho, que em L3

deve seguir o sentido de “8”, representado abaixo do diagrama.
)

Figura 7: Diagrama do produto vetorial em espagos tridimensionais.

o e 1 -el
X. €, X
e 1@ e; G @
e, -€,;
CO

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Mais ainda, tome a base canoénica {ej, s, €3, €4} de um espago quadridimensional.
Em R*, o produto vetorial de quaisquer trés vetores da base resulta no quarto elemento.
Por outro lado, em L* dispomos do mesmo problema do caso anterior, causado pelo

indicador de e4, onde
® ¢1 X €9 X, €3 = €4,
® €9 Xy €3 X[ €4 = €7,
® €3 X[ €4 X[ €1 = —€2;
® ¢4 X1, €1 X, —€y = —e3.

A Figura 8 retrata dois diagramas do produto vetorial de elementos da base canénica
em R*, & esquerda, e em L%, & direita. Para tanto a seta apos trés vetores indica o resultado

do produto deles, que em L3 deve seguir o sentido de “8”, representado abaixo do diagrama.
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Figura 8: Diagrama do produto vetorial da base candnica em espacos quadridimensionais.

e, e, -e,
el e3 eZ XL e4 XL -ez
e, e, e,

Fonte: Elaboragao propria (2026).
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CAPITULO 3

ALGEBRA LINEAR NO ESPACO
PSEUDO-EUCLIDIANO

Daqui em diante, nossos estudos serao concentrados no aspecto algébrico do espaco
pseudo-euclidiano, exibindo defini¢oes para quaisquer v e centrando os exemplos no espago
de Lorentz-Minkowski.

Pelo fato de vérios conceitos serem independentes do de produto interno, como o
de subespaco, por exemplo, muitas defini¢oes sao semelhantes ao caso Euclidiano usual.
Apesar disso, tal fundamentacao algébrica possibilita o entendimento das relagoes entre
vetores de tipos causais distintos e a classificagao causal de subconjuntos, que é essencial

para o desenvolvimento do trabalho.

3.1 | Ortogonalidade em R

Nesta secao, veremos alguns resultados relacionados a ortogonalidade de vetores
e subespacos em espacos pseudo-euclidianos baseados na Definicao 2.21. Muitos deles
podem parecer contraditérios, como o Exemplo 2.22. Assim, devemos abandonar nossa

intuicao euclidiana no restante desta secao.

Lema 3.1. (Expansao ortonormal) Seja {u1, ..., u,} uma base pseudo-ortonormal de R”.

Entao todo v € R}, pode ser escrito como

n
U= ey (v, ),
=1

onde €,, é o indicador de u;, para cada i =1,...,n.

Demonstracao: Seja v € R, dado por v = viu; + ... + vu,, v; € R, para todo

i=1,...,n. Aplicando (-, u;), em ambos os lados da igualdade, temos:

n
(v, u), = E VUi, U ) = €4,
=1 y

Assim, podemos escrever qualquer coeficiente de v em uma direcao u; como

Vi = €4, (U, Uj) .
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Observagao 3.2. Caso a base {uy, ..., u,} fosse apenas pseudo-ortogonal sem vetores de

tipo luz, pelo lema anterior, v pode ser escrito como
n
<U7 ui>l/
v = —U,.
i=1 <uia ui>u

Definicao 3.3. Sejam U C R um subespago ndo vazio e (-,-),|y o produto interno
pseudo-euclidiano restrito a U. Dizemos que U é nao-degenerado se (-, -),|y também o

for. Caso contrario, U ¢ degenerado se (-, ), |y também for degenerado.

Definicao 3.4. Seja U C R um subespaco que admite uma base pseudo-ortonormal

B = {u1,...,up}. Se U & ndo-degenerado, definimos a projecao do vetor v em U como

. = U, Ui)v
Projyv = E ﬁuz € U,
i—1 iy Wijy

onde cada i-ésimo elemento do somatorio é a projecao de v na direcao u;. Além disso,
denotamos a proje¢ao de v em U por proj;v.
Definimos também a componente pseudo-ortogonal de v em relacao a U, ou

simplesmente componente ortogonal, (POOLE, 2003) como o vetor

perpyv = v — proj;v.

E possivel ver a decomposicio de v em relacdo a U na Figura 9.

Figura 9: Projecao de v e componente perpendicular de v em relacao a U.

proj w
U

perp v
U

Fonte: Elaboragao propria (2026).
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Exemplo 3.5. Seja o subespaco U = ,
le1, e5] C L3 niio-degenerado. A projecio de Figura 10: Representacao de v em LL°.

v=(2,2,4) em U &
proj v = (2,2,0),

ou seja, as duas primeiras coordenadas fixa-
das e a tltima, ortogonal as duas primeiras,
zerada.

Por outro lado, a componente perpendicular

de v em relacao a U é:

Fonte: Elaboragao propria (2026).

perpy = (0,0,4).

Exemplo 3.6. Seja U = [(1,0,1)] C L3 Note que U é degenerado, pois, dado a € R,
temos «(1,0,1) € U e
(a(1,0,1),(1,0,1)), = 0.

Além disso, essa igualdade revela que U = [(1,0,1)] é perpendicular a U. Dessa
forma, nao conseguimos criar uma boa definicao para a componente perpendicular de

(1,0,1) em U, como fizemos com espagos nao-degenerados anteriormente.

Na demonstragao do préoximo resultado utilizaremos o Corolario 3.22 que sera de-

monstrado mais para frente neste capitulo.

Teorema 3.7. (Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt) Sejam vy, ..,vp € R}
linearmente independentes tais que, para todo i = 1, .., k, os subespagos gerados [vy, .., v;]

sao nao-degenerados. Entao existem vj, ..., v; € R} dois a dois pseudo-ortogonais tais que
* *
[V1, .y U] = [0], ..., vF]

Demonstracao: Vamos fazer a prova por indugao em k. Se k = 1, basta tomar v] = vy,
entdo [vf] = [v1]. Assuma o resultado vélido para k, ou seja, existe uma base v7, ..., v}
pseudo-ortogonal de subespacos de dimensao k.

Para k + 1, tomemos vy, .., V541 € R} linearmente independentes tais que, para todo
i=1,.,k+1, [vg,..,v;] é ndo-degenerado. Dessa forma, pelo Corolario 3.22, podemos

escrever

[vb "7vk+1] = [Ula L Uk] ©® [Uk-i-l]‘

Pela hipotese de inducao, conseguimos uma base vy, ..., v pseudo-ortogonal para o
subespaco de dimensao k. Observe que é impossivel algum dos candidatos a v} ser do

tipo luz.
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De fato, caso existisse v} de tipo luz, entao seria pseudo-ortogonal a si mesmo e
a todos os outros v}, j = 1,...,k + 1, logo o espago gerado [v],...,v}] = [v1, ..., v;] seria
degenerado, contradizendo a hipotese.

Com isso posto, definindo

k

*
* _ <Uk+17vi>l’ *
Ukt1 = Uk4+1 — v ow Vi = PeIPpr  orVk+1,
i=1 </UZ ? /Ui >V

ou seja, a componente perpendicular de vy em relagdo a [v], ..., v5]. Assim, para cada

j=1,... k, temos

Zk )
L/ V
<UZ+1aU;>u =\ Vk+1 — —< — U:,U; = (Uk+1,v;>u - (Uk+1,v;>u =0.
14

* *
i=1 UZ ? UZ >V
Além disso, [vy, .., Vpq1] = [v], .., v} ,]. Dessa forma, todo subespago nao-degenerado
admite uma base pseudo-ortogonal para um . O

Teorema 3.8. Seja {6} # U C R” um subespago. U é nao-degenerado se, e somente se,

possui uma base pseudo-ortonormal.

Demonstragao: Vamos provar que existe tal base para U nao-degenerado de dimensao
k por indugao.

Se k = 1, como U ¢é nao-degenerado, existe v € U tal que (v,v), # 0. Assim,
v

[|v][
Assuma o resultado vélido para qualquer subespago nao-degenerado de dimensao

u = forma uma base pseudo-ortonormal de U.

k—1. Suponha U C R} subespago nao-degenerado de dimensao k. Dado qualquer subes-
paco S C U nao-degenerado de dimensao k — 1, S admite uma base pseudo-ortonormal
{uy, ooy up—1}.

Como S é nao-degenerado, entdo S+ é também nao-degenerado e U+ C S+, Assim,
tomando um vetor unitario u;, que pertenca a S+ e nao a U™, garantimos que u;, € U.
Dessa forma, {uy,...,ux} forma uma base pseudo-ortonormal de U.

Reciprocamente, seja {u1, ..., u, } € R” uma base pseudo-ortonormal de U e x € U
tal que © = zyuy + ... + T, T; € R, para todo @ = 1,...,m. Suponha que (z,v;) = 0,

para todo 5 = 1,...,m. Entao
(,v5), = x;(vj,v;), = rj€y;, = 0= ;= 0,

para todo 3 =1,...,m. Logo x = 0. Portanto, U é nao-degenerado. ([l

Teorema 3.9. Sejam uy, ..,u,+1 € R} vetores de tipo luz dois a dois ortogonais. Entao

{u1, .., up41} € linearmente dependente.
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Demonstragao: Tome a decomposicao R? = R"™ ¢ R”, onde separamos a parte
v v
positiva e negativa associada ao produto interno pseudo-euclidiano. Podemos escrever os

vetores de tipo luz como

14
Uj = T; + Zaijen—u—i-ia I1<j<v+1,
i=1

onde z; € R"™ e e,_p41, ..., €, sa0 0s vetores da base canonica de R}.

Dai,
1% 1%
0 = (ug, uj) = { Tp + E Aik€n—pti, Tj + E Qij€n—vti ) =
i=1 i=1 y
14 14 14 14
= (zp, xj)+ xkag Ajjln—pti ) + E AikCn—vii, Tj ) + E aiken—u—i-iyg AijCn—yii
i=1 v i=1 v i=1 =1 v
J/ J/
WV WV
=0 =0
1% 12

= 0= <l’k, Ij>y — Z(l,’kazj = <$k,LL’j>V = Z Qi Q-

i=1 i=1
Assim, considere uma aplicacao A : R"*! — R” cuja matriz na base canoénica tem

entrada os coeficientes a;;. Entao

a1t A1p41

Ayl - Qpu+l

onde a i-ésima coluna representa os coeficientes de u; em relacao a base candnica de RY.
Tome b = (by, ..., b,11) € ker A ndo nulo. Assim, o produto do elemento b; de b pelo

vetor x; é:

v+1 v+1 v+1 v+1 v+1 v+1 v

Zbkxk,ijxj = Zkabj<fL‘k,fL‘j>,, = Zkaijaikaij. (1)
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 i=1

v

Por outro lado, observe que

a11 Ay a1 A1 p41 by
0= (AD'(AD) = (b~ b)) | © A | =

Qrp+1  Quilp Qy1 - Apuy1 bu+1
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v+1

E bjay;
=1

v+1 v+1 v v+1 v+1
= E brag: - E bray, : :E E biay; E bja;;
k=1 k=1 v+l i=1 \k=1 j=1

E bjay,
=1

Assim, reorganizando a ordem das somas, podemos reescrever tal produto matricial

€omo:
v v+1 v+1 v+1 v+1 v
0= E E bkaki E bja,ij = E bk E bj E Qi Qi -
i=1 \k=1 j=1 k=1  j=1 =1
Logo, pela Equagao (1), temos
v+1 v+1
E bk.iEk, E bj.iEj = O,
k=1 j=1 5
v+1
mas, como z; e o) sao vetores de tipo espaco, pois zx,z; € R"™", entao g brxr = 0 ou
k=1
v+1
E bjl’j =0.
j=1
v+1
Suponha, sem perda de generalidade, que E bjx; = 0. Entao,
j=1
v+1 v+1 v v+1 v v+1
E bjUj = E bj ZBJ‘ + g aijen_,,H = E bjij + E E bjal-j Cn—vti = O,
j=1 j=1 =1 j=1 i=1 7=1
~—— —_——
=0 =0

v+1
onde E b;ja;; representa a i-ésima linha de Ab = 0.
j=1
Dessa forma, encontramos uma combinagcao linear de ug, ..., u, 1 igual ao vetor nulo,

porém sem todos os coeficientes nulos. Portanto, uy, ..., u, 1 sao linearmente dependentes.

O

Corolario 3.10. Dois vetores de tipo luz em L™ sao ortogonais se, e somente se, sao

paralelos.

Demonstracao: A ida é imediata do Teorema 3.9. Reciprocamente, dado v € L™ vetor

de tipo luz e av, a € R, paralelo a v, temos

(v,av)p = a{v,v) = 0.
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Logo, v é pseudo-ortogonal a qualquer vetor paralelo a ele. O]

Proposigao 3.11. Seja um subespago U C IL™. Se (-, )|y é positivo-definido, entao U

contém somente vetores tipo espaco.

Demonstragao: De fato, seja {v1, ..., v, } uma base de U, onde v; = (24, ..., 2;,), 75, a
j-ésima coordenada do vetor v;, 7;, € R, para todo j =1,..,nei=1,...m. Se (-,")r|v

é positivo-definido, entao todos os vetores da base sao tipo espaco, ou seja,
n—1
2 2 .
E Ty > Ty Vi=1,...,m.
Jj=1

Assim, dado v € U tal que
U= UIV] F oo+ U Uy = (U1 T7, F oo+ U Ty s ooy WL, F ooe + Uy T, ),

entao vale que

n—1 m 2 n—1 m
> (S ) 25 (3

j=1 \li=1 j=1 \li=1

n—1

m m
_ E 2 2 E 2,2

=1 j=1 i=1

<.

N——

ou seja,

n—1 m 2 m
(u,u), = Z (Z uth> - Zu?mfn > 0.
i=1

j=1 \i=1

Proposigao 3.12. Seja o subespaco U néao vazio, {0} # U C LL". Se (-,-).|y € negativo-

definido, entao U é uma reta.

Demonstragao: Suponha que dimU > 2, ou seja, existem pelo menos dois vetores
u,v € U que formam uma base de U. Como U é negativo-definido, devemos ter u e v tipo

tempo. Tome w € U dado por w = v — au, onde € R. Entao
(w, W), = (v — au,v — au)y, = (v, v);, — 2a{, uy + a*{u, ). (2)
Como U é negativo-definido, (w,w) < 0. Assim,

2
(v,v)p + a*(u,u)p < 2a(v,u)p = (v,v) + a*(u,u)r .
2<Uau>L
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Aplicando « na Equagao (2), temos:

(v,0) + a*{u, u)r

o), (v,u)r + a*(u,uyy =

(v,v) — 2a(v,u) + a*(u,u)p > (v, V) — 2

= (v,v) — (v, V) —a2<u,u>L+a2<u,u>L =0=
= (v—au,v —au)r, >0

que contradiz o fato do vetor ser tipo tempo.

Portanto, dimU = 1, ou seja, U é uma reta. ([l

Proposicao 3.13. Seja o subespaco U néo vazio, {0} # U C L". Se U contém um vetor
de tipo tempo, entdo U é nao-degenerado. Em particular, se (-,-);|y é indefinido, entao

U é nao-degenerada.

Demonstracao: Seja v € U de tipo tempo e suponha U degenerado. Entao existe
0 # u e U tal que (u,w), = 0, para qualquer w € U. Em particular, (u,v);, = 0 e
(u,u);, = 0, ou seja, u é do tipo luz.

Note que, dados a,b € R — {0} quaisquer, temos
{au + b, au + bv)p, = a*(u,u)p, + 2ab{v,u)y, + b*{v,v) = b*(v,v) <0

Por outro lado, tomando a = 1 e b = —a, temos (v — au,v — au);, < 0. Apesar

disso, pela demonstragao da Proposicao 3.12, sabemos que existe a € R tal que
(v,0) 1, — 2a({v,u) g, + & {u,u)y, > 0,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, U é nao-degenerado. U

Proposigao 3.14. Seja U € L™ um subespago degenerado. Entao U admite base pseudo-

ortogonal.

Demonstragao: Seja {vy, ...,vx} € L™ uma base de U. Entao, pelo Teorema 3.9, existe
um tnico vetor de tipo luz nesse conjunto. Suponha, sem perda de generalidade, que vy
é do tipo luz.

Aplicando o processo de Gram-Schimidt em {vy, ..., vx_1 }, obtemos umas base pseudo-
ortogonal {v],...,v;_;} de U — [vg]. Afirmamos que todos os vetores da base pseudo-
ortogonal sao ortogonais a vy.

De fato, supondo o contrario, existiria v € {v},...,v;_;}, tal que (v}, vx)r # 0.
Tomando a combinacao linear v} + Avg, onde A € R, temos que

(UF + Avg, vf + Avg) = (0], v]) L+ 20V}, vk) -

17 71
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<Uz>‘k’ U;‘k>L

<U;<, Uk’)L
U é degenerado. Portanto, U admite uma base pseudo-ortogonal. 0

Assim, para A = — temos que v} 4+ Avy é de tipo tempo, contradizendo que

Defini¢ao 3.15. Sejam U C R” um subespago de dimensao m e & = {uy,ug, ..., up }

uma base de U. A matriz de Gram de (-,-),|y em relagdo a & é

<U1,U1>u <U1,U2>u <U1,Um>u

(ug,ur), (ug,us), ... (ug,Up)
GU,,% = (<Ui,uj>u)1§i,j§m = 7 Y ’ : Lo

<um7u1>u <U,m,UQ>,, <umaum>u

Exemplo 3.16. Seja o subespago U = [(1,1,0,0),(0,0,1,1)] € L% A matriz de Gram
de U na base # = {(1,1,0,0),(0,0,1,1)} é:

o ({11.0,0).(1,1,0,0), ((1,1,0,0),(0,0,1,1).) _ (2 0
Y771 10,0,1,1),(1,1,0,0)), ((0,0,1,1),(0,0,1,1))z)  \0 0

Lema 3.17. Sejam & = {uy,...,un} ¢ € = {v1,...,v,} bases de U C R”". Entao vale
que
Guz = A'GugA,

onde A = (a;j)1<ij<m € M, (R), conjuntos das matrizes quadradas de ordem n com
m

entradas reais, ¢ tal que u; = E a;;v;. Em particular,
i=1

detGp s = (detA)*detGpy e detGp g # 0 se, e somente se detGpy # 0.
Demonstragao: Seja U subespago gerado por & e €. Podemos expressar os vetores

m
de % como combinagdo linear de ¢ da forma u; = ) a;;v;, para todo j =1,--- ,m.
i=1

Escrevendo em linguagem matricial, temos

a1; Qa2 - Qim
Q21 Q22 -+ Q2m

V1 V2 -+ Up . . . . =l Uz - Unm
Am1 Am2 - Amm

11 Q21 - Qi

Q12 Q22 -+ (m2

e At =

Q1m Q2m  ° Qmm
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Assim, cada entrada da matriz de Gram Gy 4 é da forma:

<ui7 uj>1/ - <

m m

E akivkag ;)
k=1 =1

)

m m
Z (€751 z al1<Uk>Ul>u
k=1 =1

m

m
Z Am Z Cll1<vk, Uz>u
k=1

=1

Por outro lado: A'GpgA =

:E Qi

m

Zazg'(vk,vl%.
=1

m m
Z Qg1 Z alm<vk7vl>u
k=1 =1

m

k=1

m

m
Z Akm Z alm<vk7 Ul>1/
k=1

=1

a11 a9 Am1 <U17U1>u <U1,Um>u a1; Qa2 A1m
- Q12 A22 Am2 <U27U1>u (Uz,um>u 21 A22 A2m B
A1m  A2m Amm <um>ul>l/ <um>um>y Am1  Am2 Amm
m m
> an{ug, ur)y > (U, U )y
a1 a9 Am1 lﬁl l;l
a19 929 Am2 Z apn <'Ll,2, u1>1/ Z Aim <u27 um)zx
— ' =1 =1 = Guz,
a a a m m
e " a (g, w )y > G (s U)o

=1

=1

como queriamos demonstrar.

Por fim, det(Gp %) = det(A'GyyA) = det(A")det(Gp¢)det(A) = det(A)*det(Gry).
0

Proposigao 3.18. Sejam uq,...,u,, € R}. Se a matriz de Gram ({w;, u;),)1<ij<m €

invertivel, entdo {uy,- - ,u,} é linearmente independente.

Demonstracao: Sejam aq,..,a,, € R tais que Zaiui = 0. Aplicando (-,u;), na

i=1

igualdade, para cada j = 1,..,m, temos

0,

m m
<Z aiui,uj> = <O,Uj>,j = Zai<uj,ui>,,
i=1 Y i=1
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que, em forma matricial, pode ser expresso como:

(ug,ur)y oo (Ug, Up)y a; 0

<um7u1>u <um7um>u Am 0

Vv
invertivel

Como o determinante da primeira matriz é diferente de 0, ja que, por hipotese, ela
é invertivel, entao construimos um sistema homogéneo que admite uma tunica solugao, a
trivial.

Portanto, a; = ... = a,,, = 0 e, assim, {uy, - ,u,} € linearmente independente. [J

Proposigao 3.19. Sejam uy,...,u,, € R} linearmente independentes tais que U; =
[uq, ..., u;] € ndo-degenerado, para todo ¢ = 1,...,m. Entdo a matriz de Gram de U,

¢é invertivel.

Demonstracao: Denote por GG; a matriz de Gram U;. Vamos mostrar por indugao em
i que: se det(G;) = 0, isto é a matriz ndo ¢ invertivel, entao {uy,...,u,,} é linearmente
dependente.

Se i = 1 e det(G1) = 0, ou seja, (uj,u1), = 0, como o espago gerado por u; é
nao-degenerado, entao u; = 0.

Suponha valido para uma colecao qualquer de 7 — 1 vetores de R}). Em particular,
se det(G;_1) = 0, entdo {uy,...,u;_1} € linearmente dependente.

Seja {uy,...,u;} € R” tal que det(G;) = 0. Se {uy,...,u;} for linearmente depen-
dente esta provado. Suponha por absurdo que seja linearmente independente. Como os
subespacos intermediarios sao nao-degenerados, podemos fazer a projecao ortogonal de u;

em [uy, ..., u;i—1], projy,  u;. Assim a componente de u; perpendicular a U;_; é:

i—1
k .
U; = Ui — PIO)y, Ui = Ui — g

j=1

<ui> u'>1/
AT TIY

;.
(uj, uz)y ’

Note que podemos escrever u} na base {uq,...,u;} e, da mesma forma, u; na base
* — *| —
{uy,...,uf}. Logo [uy,...,uw;] = [u,...,uf] =U.

Além disso, u} nao é o vetor nulo, nao é de tipo luz e é pseudo-ortogonal a uy, ..., u;_1.

Pelo Lema 3.17, existe A, matriz nao-singular, tal que:

GUi = AtGU,{ul,...,u;‘}/L
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Dali,
0
2 2 Gu,_,
0 = det(Gy,) = det(A)” det(Gu, fuy,....ur}) = det(A)” det .
0 -0 (uf,us),

Consequentemente, det(Gy,_,) = 0, entdo, pela hipotese de indugdo, {uy,...,u;—1} é
linearmente dependente, que faz com que {uy, ..., u;} seja também linearmente dependente.
Com isso, chegamos a uma contradicao.

Portanto, {uy,...,u;} é linearmente dependente e o resultado segue. O

Observacgao 3.20. Note que a Proposicao 3.19 funciona como uma reciproca para a Pro-
posicao 3.18, porém considerando subespacos nao-degenerados. Sem tal enfraquecimento,
a reciproca da Proposicao 3.18 é falsa.

De fato, tome r um raio de luz gerado por v € " também de tipo luz. A matriz de

Gram de U é dada por
Gro = ((v,0)1) = (0).

Assim, a matriz de Gram de r nao é invertivel, porém {v} é linearmente indepen-

dente.

Proposicao 3.21. Seja U C R um subespago. Entao valem
dimU +dimU* =ne U = (UH)*.

Demonstragao: Suponha dimU = m e {uy, ..., u,,} uma base pseudo-ortogonal de U e,
obtida completando a base anterior, {u1, ..., Up, U1, ..., U, } Uma base pseudo-ortogonal
de R”.

Tomando = € U*, dado por = zyu; + - - - + 2,u,, vale que:

n
(T, u)), = <Z T, uj>
i=1

para cada j = 1,...,m, que em forma matricial é:

= Z% (i, uj), =0, (3)

v

<U1,U1>u <Un,lb1>u T 0

<u17 um>1/ Tt <un7 um)y T, 0

A

Note que, a matriz A é uma submatriz transposta da matriz de Gram na base
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{u,...,u,}, indicada em magenta:

<U] ) “l>u e <(U‘l ) /U/m>1/ e <u17 un>1/

GR" = <U/ma U l,>z/ ce <U/ms um>1/ te <um7 un>l/

<un; ul>z/ e <U/n,a um>u e <un) un>1/

Pela Observacao 2.10 (i), a métrica é nao-degenerada, logo, pela Proposi¢ao 3.19,
Gy ¢ invertivel. Assim, as colunas da submatriz A sao linearmente independentes e A
tem posto maximo.

Pensando na Equacao (3) como um sistema, a solucao z pertence a U+. Além disso,
x pertence ao nucleo da transformacao linear associada a A. Pelo Teorema do Nucleo e

da Imagem em A, segue
dim (dominio de A) = dim(ker(A)) + dim(Im(A)) =

=n=dmU*+m=dimU*=n—m.

Portanto, dim U + dim U+ = n.
Por fim, dados u € U e v € U quaisquer, como (u,v), = 0, entdao u € (U+)*. Logo

U C (UY)*. Dai, como garantido anteriormente,

dimU +dim U+ =n
dim U+ + dim(U+)* =n

e dim U = dim(U+)*, que conclui a prova. O

Coroléario 3.22. Seja U C R” um subespago. Entao R” = U @ U~ se, e somente se, U é

nao-degenerado.

Demonstracao: Da identidade:
dim(U + U™) = dim U + dim U+ — dim(U N U™),
concluimos que dim U +dim U+ = n se, e somente se, dim(UNUL) = 0, que é equivalente

a dizer que U @ U+ =R” ou U N U+ = {0}.

Porém, os elementos que pertencem a tal intersec¢ao sao da forma:
UNU* ={ueU;(uw),=0YvelU}l={0}

que é exatamente a definicao de nao-degenerado. O
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Exemplo 3.23. Seja U = [(0,...,0,1)] C L". Como (0, ...,0,1) é de tipo tempo, entdo U

é nao-degenerado. Assim, pelo Corolario 3.22, podemos fazer a decomposi¢ao
L"=U@U*+=10,..,0,1)]®[(1,..,0),...(0,1,..,0).

Nesse tipo de decomposicao, é comum chamarmos U de parte temporal de " e
U+ de parte espacial de L". Tal nomenclatura é motivada pela associacao da n-ésima

coordenada de L™ ao tempo e as demais ao espaco, como visto na Observacao 2.12.

Corolario 3.24. Um subespago U C R” & nao-degenerado se, e somente se, U é nio-

degenerado.

Demonstragao: Supondo U nao-degenerado, pelo corolario anterior, temos
UNUL ={0} = {ueU*; (u,v), =0Yve U},

ou seja, UL é nao-degenerado. Sendo a volta analoga. 0

Exemplo 3.25. SejaU = [(0, ...,0,1)] € L", do Exemplo 3.23. Como U ¢é nao-degenerado,

entdo U+ também é nao-degenerado.

Exemplo 3.26. Seja o subespago U = [(1,1,0,0),(0,0,1,1)] C L™, estudado no Exemplo
3.16. U é degenerado, pois (0,0,1,1) é de tipo luz e é pseudo-ortogonal a (1,1,0,0).

Assim, pela contrapositiva do Corolario 3.24, U+ é degenerado.

3.2 | Causalidade em Subespagos de L"”

Nesta secao, vamos estudar o cardter causal de subespagos em IL", a relacao entre
tipos causais decorrente da ortogonalidade e as consequéncias dos teoremas vistos na
Secao 3.1 em LL"™.

Definicao 3.27. Seja U C L™ um subespago nao vazio. Dizemos que U é
(i) de tipo espago, se (-, -)r|v é positivo-definido;
(ii) de tipo tempo, se (-, )|y é negativo-definido, ou nao-degenerado indefinido;
(iii) de tipo luz, se (-, )|y é degenerado.

Por meio dessa classificacao, segue diretamente das Proposicoes 3.11,3.12 e 3.13 os

resultados:
Corolario 3.28. Se dimU = 0, ou seja, U = {6}, entao U é tipo espago.

Corolario 3.29. U é de tipo espago se, e somente se, contém vetores de tipo espaco.
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Demonstragao: A ida é imediata pela Proposicao 3.11.
Por outro lado, se U s6 contém vetores de tipo espaco, entao o produto interno

lorentziano restrito a U é positivo-definido, ou seja, U é de tipo espaco. U

Exemplo 3.30. Seja U C L%, tal que U = [(1,0,0,0),(0,1,0,0)]. U s6 contém vetores
de tipo espaco, logo U ¢ de tipo espaco.

Corolario 3.31. U é de tipo tempo se, e somente se, contém pelo menos um vetor de

tipo tempo.

Demonstracgao: De fato, se U contém um vetor de tipo tempo, entao o produto interno
lorentziano restrito a U é negativo ou indefinido. Além disso, pela Proposicao 3.13, U é
nao-degenerado, logo U é do tipo tempo.

Reciprocamente, se U ¢é de tipo tempo, entao o produto interno lorentziano restrito

a U ¢é negativo ou indefinido, ou seja, existe v € U de tipo tempo. ([l

Exemplo 3.32. Seja U C L* tal que U = [(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)]. U contém

um vetor de tipo tempo, logo U é de tipo tempo.

Corolario 3.33. U ¢é de tipo luz se, e somente se, contém pelo menos um vetor de tipo

luz e nenhum de tipo tempo.

Demonstragao: Suponha U de tipo luz. Caso U contivesse um vetor de tipo tempo,
pela Proposicao 3.13, U seria nao-degenerado, o que contradiz a hipotese.

Como U é degenerado, existe u € U tal que (u,v);, = 0, para todo v € U. Em
particular, (u,u); = 0. Portanto, U nao contem vetores de tipo tempo e pelo menos um
vetor do tipo luz.

Reciprocamente, se U nao contém vetores de tipo tempo e pelo menos um vetor u
de tipo luz, entao U nao é de tipo espago, pela negagao do Corolério 3.29.

Por fim, suponha U nao-degenerado. Assim, existe pelo menos um vetor v € U nao
nulo, tal que (u,v) # 0.

Seja w = au + bv, a,b € R — {0} quaisquer, temos w € U e

(w, w)y, = {au + bv,au + bv)y, = a*{u,u), +2ab{v,u)y, + b*(v,v) .
=0

Assim, sobram-nos duas possibilidades:

(v,v)r
<U,U>L‘

e v é de tipo espaco. Tomando a = —b

(w,w)y, = 2b (—b<U’U>L> (v,u), + b* (v, ) = —b*(v,v) <0,

(v,u)[
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contradizendo o fato de nao haverem vetores de tipo tempo em U,

e v ¢é de tipo luz. Tomando a = — :
<U7 u)L

b 2 o2
<w’w>L:26(_(v,u)L) (v,u) + b*(v,v) = —2b° < 0,

que contradiz a hipotese da mesma forma que o caso anterior.

Portanto, U ¢ degenerado e, consequentemente, de tipo luz. O]

Exemplo 3.34. Seja U C LL* tal que U = [(1,0,0,0),(0,1,0,1)]. U nao contém vetores

de tipo tempo e contém um de tipo luz, logo U ¢é de tipo luz.

Proposigao 3.35. Seja r C L™ uma reta passando pela origem. O carater causal de r é

o mesmo que o de qualquer vetor que dé origem a sua diregao.

Demonstracao: Seja v € L™ vetor diretor de r. Como {v} gera r, todos os seus vetores
podem ser escritos como av, a € R, e, pela Observacao 2.19, garantimos que terao o

mesmo tipo causal que o proprio v. Dessa forma,
(i) Se v é do tipo espago, (-, )|, & positivo-definido, logo r é do tipo espago;
(ii) Se v é do tipo tempo, (-, )1 € negativo-definido, logo r é do tipo tempo;

(iii) Se v é do tipo luz, (-, )|, é degenerado, logo 7 ¢ do tipo luz.

Exemplo 3.36. Sejam as retas: 7 : M(u) = (u,u,3u) e s : N(u) = (0,u,u), em L?, e
1
t:S(u)= (u, §u>, em L2, ilustradas na Figura 11.
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Figura 11: Representacao das retas r, s e t.

Fonte: Elaboracao propria (2026).

Note que:
(i) O vetor diretor de r é v, = (1,1, 3) de tipo tempo, logo r é de tipo tempo;
(ii) O vetor diretor de s é vy = (0,1, 1) de tipo luz, entao s é de tipo luz;
(iii) O vetor diretor de t é v, = (1, %) de tipo espaco, assim t é de tipo espago;

Observagao 3.37. Nesta secao, fizemos somente a classificacao de causalidade de subes-
pacos no espacgo L. Isso porque, se v > 1, um subespago nao necessariamente admite
tipo causal.

De fato, tome, por exemplo, U C Rj3, tal que U = [(1,0,0,0), (0,0, 1,0),(0,1,0,1)].

Perceba que:
(i) ((1,0,0,0),(1,0,0,0))2 = 1, ou seja, (1,0,0,0) & de tipo espago;
(i) ((0,0,1,0),(0,0,1,0)) = —1, ou seja, (0,0,1,0) é de tipo tempo;
(i) ((0,1,0,1),(0,1,0,1))s = 0, ou seja, (0,1,0,1) é de tipo luz;
(iv) ((1,0,0,0),(0,1,0,1)), = 0;
(v) ((0,0,1,0),(0,1,0,1)), = 0.

De (ii) tempos que o produto interno lorentziano restrito a U néo é positivo-definido, logo
U nao ¢é de tipo espago. Pelo mesmo item, como contém um vetor de tipo tempo, U nao
¢ de tipo luz. Porém, pelos itens (iii),(iv) e (v), concluimos que U é degenerado, entao

também nao é de tipo tempo. Dessa forma, U nao admite tipo causal.
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O préximo objetivo de nosso estudo sera encontrar outra forma de classificar o tipo
causal de um subespago por meio da matriz de Gram, (Definigdo 3.38), que operaremos
junto do Teorema de Sylvester, Teorema 3.40. Mais adiante, faremos um estudo detalhado

desse processo para subespacos de dimensao 2, os planos, e, em seguida, os hiperplanos.
Definigao 3.38. Seja A € M,,(R) uma matriz simétrica. Dizemos que

(i) A é semi-positiva, se (Av,v)g > 0 para todo v # 0. Se (Av,v)g > 0, dizemos que
A é positiva-definida.

(i) A é semi-negativa, se (Av,v)p < 0 para todo v # 0. Se (Av,v)p < 0, dizemos

que A é negativa-definida.

(iii) A é indefinida se nao for de nenhum dos tipos acima.

11
Exemplo 3.39. A matriz A = (1 1) € M,(R) é semi-positiva.

De fato, dado v = (z,y) € R?, entao

0
11 Y T4y
(Av,v)p = ((+y,x+y), (2, 9)p = 2° + 2zy + y° = (z +y)* > 0.

]

Teorema 3.40. (Teorema de Sylvester) Seja A € M,(R) uma matriz simétrica com

entradas reais e A, = det(a;j)1<; j<x 0 menor principal de ordem &k de A. Entao

(i) A é positiva-definida (resp. semi-positiva) se, e somente se, vale que Ay > 0 (resp.
Ay > 0), para todo k = 1,..,n;

(ii) A é negativa-definida (resp. semi-negativa) se, e somente se, vale que Ay < 0 (resp.
Ag <0), para todo k =1, .., n;

(iii) A ¢é indefinida se, e somente se, ocorre uma das duas possibilidades:
e Existe k, 1 < k < n par, tal que A, < 0;

e Existem k e l, 1 < k,l <n impares e distintos, tais que A, > 0e A; < 0.

Por se tratar de um resultado puramente técnico, omitiremos a demonstragao do

Teorema de Sylvester. Podemos encontrar mais detalhes da demonstragao em (COUTO;
LYMBEROPOULOS, 2018).

Corolario 3.41. Seja o subespaco U C L", onde U = [uq,...,un], € Ay 0s menores

principais da matriz de Gram Gy. Entao:
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(i) U é de tipo espaco se, e somente se, Ay > 0, para todo k = 1,..,m;

(ii) U é de tipo tempo se, e somente se, A; < 0, para todo k = 1,..,m, ou existe
1 <k <m par tal que A < 0, ou existem 1 < k,]l < m impares distintos tais que
A >0e A <0

(iii) U é de tipo luz se, e somente se, Ay > 0, para todo k = 1,..,m.

Demonstracgao: Inicialmente, para utilizar o Teorema de Sylvester, precisamos encon-
trar uma matriz A simétrica, para estudarmos seus menores principais.
Afirmagao: (v,v); = (Gyv,v)g e Gy é a matriz A procurada.

Dado v € U, tal que v = viuy + - - - + Uy, temos,

Por outro lado, podemos escrever

ZU (uy, ug)
<U1, U1>L e <U1, Um>L Ul i—1 ’ L
m
<um7u1>L <um7um>L Um, Zvi <umaui>L
=1

Dai,

i=1 =

(Guv,v)p = << O (Ut wi)p s Ui <um7ui>L) ,(7117---,Um)> = Zvj v; (U, i) g -
1 E j

i j=1 =1

Dessa forma, pela Equagao (4), segue que (v,v); = (Gyv,v)g. Além disso, como o
produto interno lorentziano é comutativo, Gy é simétrica.
Assim, falta-nos analisar a relagao entre os tipos causais de U e os menores principais

de Gy aplicando o Teorema 3.40.

(i) Se U é de tipo espaco, todos os vetores sao de tipo espago, que é equivalente a dizer

que Gy é positiva-definida, logo Ay > 0, para todo k =1, ..,m;

(ii) Se U é de tipo tempo existe pelo menos um vetor de tipo tempo em U, que é
equivalente a dizer que Gy é negativa-definida ou indefinida que, isto é, ou Ax < 0
para todo k£ = 1,..,m, ou existe 1 < k < m par tal que A, < 0, ou existem

1 < k,I < m impares e distintos tais que A, > 0e A; < 0;
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(iii) Se U é de tipo luz, U s6 contém vetores de tipo luz ou espago, ou seja, Gy é

semi-positiva, que equivale a A, > 0, para todo £k =1,..,m.

Exemplo 3.42.

(i) Seja U = [v1, vy, v3] € L4, onde v; = (2,0,0,1),v5 = (0,1,2,0) e v3 = (—1,—2,0,1).

A matriz de Gram de U relativa a base {vy,ve,v3} €

(v1,v1), (v1,v9) 1, (v1,03)1, 3 0 =3
Guinwmwsy = | (2, v1)r (va,v2) (va,v3) [ = O 5 =2
(vs, 1), (vs,v2)r, (U3, vs3)L -3 -2 4

Como A; = 3,Ay =15 e Az = 3, todos positivos, entao U é de tipo espaco;

(i) Seja U = [vy,v9,v3] € L, com v; = (2,1,0,1),v = (0,1,1,—-1) e v3 = (1,0,0, —1).

A a matriz de Gram de U relativa a base {vy,ve,v3} €

(vi,v1)1, (v1,v9) (v1,03)1 4
GUiviwewsy = | (v, v1)r (va,v9)r (va,vs)p | =12 1 -1
3

<U3>U1>L <U3>U2>L <U3,03>L
Como Ay =4,As =0e A3 = —25, onde A; e Az tem sinais opostos, entao U é de
tipo tempo;

(iii) Seja U = [vy,v9,v3] € L% onde v; = (1,-1,1,1),05 = (0,1,—1,—1) e vz =

(0,0,1,1). Dai, a matriz de Gram de U relativa a base {vy, v, v3} €

(vi,v1)r, (v1,v2), (v1,v3)L 2 =10
GU,{Ul,’Uz,vg} = <U27 U1>L <U27 U2>L <U27 U3>L = _1
(vg,v1)1, (v, v9)r (U3, v3)L 0 O

Como A; =2,A, =1e Az =0, ou seja, Gy € semi-positiva, entao U é de tipo luz.

Teorema 3.43. Seja m C L3 um plano, 7 : ax + by + cz = 0, tal que ¢ # 0. Assim, vale

o critério:
i) det Gy > 0 se, e somente se, 7 é de tipo espago;
ii) det Gy < 0 se, e somente se, 7 ¢ de tipo tempo;

iii) det G,y = 0 se, e somente se, m ¢ de tipo luz.
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Demonstracgao:
De forma analoga ao Corolario 3.41, vamos encontrar a matriz A simétrica para
utilizar o Teorema de Sylvester. Porém centrando nossa aten¢ao em um subespago de

dimensao 2, ou seja, planos que passam pela origem. Como ¢ # 0, dado v = (x,y, z) € 7,

—ax —b
podemos escrever sua ultima coordenada da forma z = ey Dai,
c
—ar —by\?
(v,v)p =2 +y* — 22 =22+ 9 - <M) =
c
2 2 2 2
a 2ab b a 2ab b
:x2+y2——2x2+—2xy——2y2: (1——2) :z:2——2xy+ (1——2) Y2,
c c c c c c

que em notagao matricial é dada por:

A
onde A é a matriz indicada.
Analisando o produto matricial:
2 2 b
1% _a_b r|1-— a_2 — a_2
Av = 2 2 Y _ c c
ab b? y ab b? ’

temos que

a*\ , 2ab v\
:(1—0—2)95 —c—zxy+<1—c—2)y = (v,v)p.

Dessa forma, conseguimos reescrever o produto loretziano de um vetor v de 7 como
um produto interno euclidiano composto de um produto matricial.

Mais que isso, decompondo v da forma conveniente:

—ax — b b

v = x?i’-/vw =x 1707_9 +y 0717__ )
C C C

— —_——

V1 va

onde V = {v1,v2} é uma base de m. Ao construir a matriz de Gram do plano 7 na base
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V' obtemos:

’ <U2,01>L <02,UQ>L

a? ab
GWV_<<U1,U1>L <v1,v2>L>_ -z 2 |_,

Desse modo, A, indicada anteriormente, é a prépria matriz de Gram de 7. Logo
(v,v), = (GryV,V)E. (5)
Calculando o determinante de G y:
a’ b ab\’ a> b a*h® b a® + b?
det Gy = (17) (1‘2) B (“) slmgteta s a Tl T

Falta-nos analisar os tipos causais de 7 e sua relagao com o determinante aplicando o
Teorema 3.40.

(i) Se det Gy > 0, ou seja,

2 12 2 | 12 2 2
a®+b a‘+b a a
1— > >0=1> 5 —2:>1——2>0
c c c c
a2
Os menores principais Ay = 1 — — e Ay = det G,y sao positivos. Assim, pelo
c

Teorema de Sylvester, Gy ¢é positiva-definida, ou seja,

(v,v) = (Gryvv,v)p > 0,Yv € T.

Portanto, todos os vetores de 7 sao de tipo espago, equivalentemente, 7 é de tipo

espago;

(ii) Se det Gy < 0, ou seja, um menor principal par Ay = det Gy é negativo que,
pelo Teorema de Sylvester, equivale a dizer que Gy ¢é indefinida. Dessa forma,
existem vetores de tipo espaco e tempo contidos em 7, consequentemente, 7 é de

tipo tempo;
(iii) Se det Gy =0, ou seja,

2 b2 2 b2 2 2
_at :():>1:at >a—2:>1—a—2>0.
C C C C

1

Assim os menores principais sao A; > 0 e Ay = 0 que, pelo Teorema de Sylvester,
equivale a dizer que det Gz é semi-positiva. Dessa forma, existem somente vetores

de tipo espaco e luz contidos em , logo, 7 é de tipo luz.
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Exemplo 3.44.

(i) Seja o plano m : x — 2y + 5z = 0. A matriz de Gram de m; na base V =

(@

oL 2 22
Cov=| o> 1254 -3 3
25 25 25 25

Dai,
504 4 500

det Gy = o = = =20 .
MY T 625 T 625 625

Dessa forma, m; é de tipo espago, ilustrado na Figura 12 (a);

(ii) Seja o plano my : 4x — 2y + z = 0. A matriz de Gram de 7 na base V =
{(1,0,-4),(0,1,2)} &

1-16 8 15 8
Gy = - .
2V ( 8 1—4) ( 8 —3)

det Gy = 45 — 64 = —19 < 0

Daf,

Dessa forma, 7 é de tipo tempo, ilustrado na Figura 12 (b);

(iii) Seja o plano w3 : 3z + 4y — 5z = 0. A matriz de Gram de 73 na base V =

(a3 Gy

9 12 16 12
Gryv = 1% e l=1 2 §°|
25 25 25 25
Dalf,
144 144
det Gy =~ — 2
LGV = 525 T 525

Dessa forma, 73 é de tipo luz, ilustrado na Figura 12 (c).
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Figura 12: Representacao dos planos 71, 5 e m3 em relagao ao cone de luz.

(2) (b) (©)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Outra forma de analisarmos o tipo causal de um plano é a partir do vetor normal:

Teorema 3.45. Sejam 7 C L3 um plano de equacao m : ax + by +cz = 0, ¢ # 0 e

n = (a,b,c) o vetor normal a w. Entao
(i) = é do tipo espago se, e somente se, n é de tipo tempo;
(ii) 7 é do tipo tempo se, e somente se, n é de tipo espago;
(iii) 7 & do tipo luz se, e somente se, n é de tipo luz.
Demonstragao:

(i) 7 é de tipo espago se, e somente se,

a? + b?
2

detGry =1— >0 E>d+ b 0>a 4+ - = (n,n)g,

ou seja, n é de tipo tempo;
(ii) 7 é de tipo tempo se, e somente se,

a? + b?
2

det Gry =1— <0<+ e0<a®+b - =(nn)p,

ou seja, n é de tipo espaco;
(iii) 7 é de tipo luz se, e somente se,

a? + b?
2

detGry =1— =0&elt=d+P s 0=a"+b"—-c=(nn)p,

c

ou seja, n é de tipo luz.
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Exemplo 3.46. Verificando o vetor normais aos planos do Exemplo 3.44, temos:
(i) Em 7, o vetor normal n; = (1,—2,5) é de tipo tempo;
(ii) Em 9, o vetor normal ny = (4, —2,1) é de tipo espago;
(iii) Em 73, o vetor normal ng = (3,4, —5) é de tipo luz.

Observacgao 3.47. Dado 7 : ax + by + cz = 0, falta-nos analisar o caso em que ¢ = 0.
Como 7 : ax + by = 0, entdo e3 = (0,0, 1) € 7, logo 7 é de tipo tempo.
Observe, por exemplo, o plano 7 : z +y = 0 em L3 é de tipo tempo e seu vetor

normal é n = (1,1,0) de tipo espago. Figura 13 ilustra o plano 7 em roxo.

Figura 13: Representacao do plano 7 : x +y = 0.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Vejamos agora a relagao causal entre um subespacgo U e o subespaco pseudo-ortogonal

aele, Ut.

Corolario 3.48. Em LL", um subespaco U & do tipo espaco se, e somente se, U+ & do

tipo tempo.

Demonstracao: O Corolario 3.24 afirma que um subespac¢o é nao-degenerado se, e

somente se, U+ o for. Assim:

e Suponha U C L™ de tipo espago. Como U é nao-degenerado, pelo Corolario 3.22,
vale L" = U®U". Podemos escrever um vetor v € " de tipo tempo como v = u+w,
onde u € U e w € U+, Dai

(v,v)p = (u,u), +2 (u, W), +(w, w), = (w,w), <O0.
0 0
> =
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Portanto, existe um vetor w de tipo tempo em U+, ou seja, U+ é de tipo tempo;

e Seja U de tipo tempo e u € U um vetor de tipo tempo. Note que U+ C {u}* e, pelo

Corolario 3.22, garantimos que {u}* nio ¢ degenerado, logo {u}* nao ¢ de tipo luz.

Supondo que {u}~ seja de tipo tempo, entao existe v € {u}* de tipo tempo. Porém,
isso asseguraria a existéncia de V' = [u,v] subespa¢o em L" de dimensdo 2 com

(-, )r|v negativo-definido, que contradiz a Proposigao 3.12.

Dessa forma, ut é de tipo espaco, que faz com que U+ também seja.

Exemplo 3.49. Seja o plano zy contido em L3 de tipo espaco. O subespaco pseudo-

ortogonal do plano é a reta r = [(0,0, 1)], ou seja, o eixo z, que é de tipo tempo.

Corolario 3.50. Em L™ nao existem dois vetores do tipo tempo pseudo-ortogonais e nao
existem vetores do tipo tempo ortogonais a vetores do tipo luz. Além disso, toda base
pseudo-ortonormal deve necessariamente conter um vetor do tipo tempo e os demais do

tipo espaco.

Demonstracao: Seja u € L™ um vetor de tipo tempo. Entao U = [u] é de tipo tempo
e, pelo Corolério 3.48, {u}* é de tipo espago.

Suponha que exista v € L." de tipo tempo pseudo-ortogonal a u. Logo v € {u}*, o
que contradiz a causalidade de {u}*, subespaco de tipo espaco que contém um vetor de
tipo tempo.

De forma anéloga, supondo que exista um vetor w € L™ de tipo luz pseudo-ortogonal
au, w € {u}t, que estaria em contradigao com o tipo causal de {u}+ novamente.

Portanto, nao existem vetores de tipo tempo e nem de tipo luz pseudo-ortogonais a

vetores de tipo tempo. 0

Corolario 3.51. Se U C L™ é um subespaco de tipo luz, entdao U+ também ¢ de tipo luz.

Demonstragao: Segue da contrapositiva do Corolério 3.48. 0

Vejamos agora algumas peculiaridades causadas pelos vetores e subespacos de tipo

luz.
Corolario 3.52. Se U C " é um subespaco de tipo luz, entao dim(U NU*) = 1.

Demonstragao: Sejam u,v € UNUL. Entao (u,u); = 0 = (v,v)r. Logo os dois sdo
de tipo luz, e (u,v);, = 0. Consequentemente, pelo Teorema 3.9, u e v sdo linearmente
dependentes, ou seja, dim(U N U+) < 1.
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Por outro lado, como U ¢é de tipo luz, entao dimU > 0 e existe v € U de tipo luz.
Pelo fato de (v,v) = 0, entdo v € U+. Consequentemente, dim(U N UL) > 1.
Portanto, pelas duas desigualdades, temos que dim(U N U+) = 1. U

Lema 3.53. Se U C R™ é um hiperplano do tipo luz, entdao U+ C U.
Demonstragao: Sejam uy, ..., u, € L" tais que U = [uy, ..., u,_1] € U+ = [u,]. Se U é
de tipo luz, entdao dim(UNU*) =1e

dim(U + U*) = dim U + dim U+ — dim(U NU+) =n — 1.

Assim, dim(U + U+) =n—1e U + U+ = [uy, ..., u,]. Como {uy,...,u,_1} é linear-
mente independente, logo conseguimos escrever u,, como combinacao linear de u, ..., u,_1,
ou seja, u, € U. Portanto, U+ C U. 0

Assim, uma consequéncia direta dos corolarios anteriores é a generalizacao do Teo-

rema 3.45 enunciado abaixo:

Teorema 3.54. Sejam II C L™ um hiperplano de equacgao geral
II:a127+---+a,x, =0

en = (ay,...,a,) o vetor Lorentz-normal a II. Entao
(i) II é de tipo espago se, e somente se n é de tipo tempo;
(i) II é de tipo tempo se, e somente se, n é de tipo espago;
(iii) IT é de tipo luz se, e somente se, n é de tipo luz.
Demonstracao: Analisando os trés possiveis tipos causais de n, temos:

(i) Se II ¢ de tipo espaco, pelo Corolario 3.48, II+ ¢ de tipo tempo e n € II+.

Mais ainda, pela nao-degenerabilidade de II e pelo fato de que dimIl =n — 1, o
Corolario 3.22 garante que dimII*+ = 1, ou seja, II*+ ¢ uma reta. Logo, n é de tipo

tempo;
(ii) Analogamente ao caso anterior, IT é de tipo tempo se, e s6 se, n é de tipo espago;

(iii) Caso II seja de tipo luz, I é degenerado, entao existe n € II tal que (v,n);, =0
para todo v € II. Logo n é de tipo luz. Mais ainda, como n é pseudo-ortogonal a

todos os vetores de II, pela definicao de vetor normal, n é o vetor normal a II.
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Exemplo 3.55. Seja m = {(z,y,2) € L";y = 2} um plano de tipo luz em L3, que pode
ser escrito como 7 = [(1,0,0),(0,1,1)]. Para encontrar o subespago pseudo-ortogonal a

U devemos encontrar os vetores u = (x,y, z) tais que
(i) (u,(1,0,0)), =0, logo x = 0;
(i) (u,(0,1,1)), =y —2 =0, ou seja, y = z.
Dessa forma, 7t = [(0,1,1)], como ilustra a Figura 14.

Figura 14: Representacao do plano 7 e da reta 7+ em L3.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Note que

i) O plano 7 de tipo luz e o subespaco pseudo-ortogonal 7+ também é de tipo luz,
G g

como garante o Corolario 3.51;
(i) A dimensao de 7 N7t é 1, pelo Corolario 3.52;
(iii) 7+ C m, pelo Corolario 3.53;
(iv) O vetor normal a m é n = (0,1, 1) que ¢ de tipo luz, como afirma o Teorema 3.54.

Observacao 3.56. Note que, como no espago de Lorentz-Minkowski é possivel que
U+ C U, como no Exemplo 3.55, evitamos o termo complemento ortogonal, utilizado

regularmente para espacos euclidianos, em que U @ U+ = R" ocorre.

Corolario 3.57. Sejam u,v € L™ vetores de tipo luz linearmente independentes. Entao

u+ v e u— v nao sao de tipo luz e tém tipos causais distintos.
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Demonstracao: Como (u+v,u+v)y = 2(u,v) e (u—v,u—v) = —2(u,v) . Entao,

cada vetor tem um tipo causal diferente. 0

Proposigao 3.58. Seja v € L™ um vetor de tipo tempo unitéario. Entao ||v||g > 1.

Demonstragao: Seja v = (vy,...,v,) € L™ um vetor unitéario do tipo tempo. Entao
(V)= 4+ .. +v: | —vi=—1=0i =14+ + ..+,
Logo,

(v, V) p=vi+ ..+ +v2 =) =0+ .. +02  + 1+ +.. +0v2 ) >1

O

3.3 | Isometrias que preservam causalidade

Apo6s o entendimento de norma, um caminho natural a seguir em geometria é o

estudo das Isometrias em R"”, aplicagoes da forma F': R™ — R" que satisfazem
|1F(z) — F(y)lle = llz — yllg, para todo z,y € R™.

Ou seja, aplicacoes que preservam a distancia dos pontos do dominio. Apesar disso,
em LL", a norma nao representa mais a distancia entre dois pontos. Logo, estender tal
nocao para o espaco de Lorentz-Minkowski muda seu significado. Além disso, como a
definicao de norma em IL" estd composta do médulo, a isometria, como é usada em R",
nao assimila a alteracao de tipos causais.

Dessa forma, tomando a equivaléncia
1F(x) = FWlle = llz —ylle < (F(z) = Fy), F(z) = F(y))e = ( =y, — y),

podemos definir uma isometria para espagos pseudo-euclidianos com precisao.

Definig¢ao 3.59. (Isometria pseudo-Euclidiana) Uma isometria pseudo-euclidiana em

R? é uma aplicacao F': R}, — R} tal que

(F(x) = F(y), F(z) = F(y)), = (x =y, — y)u,

para todo z,y € R}. O conjunto de todas as isometrias pseudo-euclidianas em R ¢é
denotado por E,(n,R).
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Definicao 3.60. (Transformagao pseudo-ortogonal) Uma transformagao linear A : R} —

R? ¢é dita uma transformacao pseudo-ortogonal se

(Az, Ay), = (z, ),

para quaisquer z,y € R”. O conjunto de todas as transformagoes pseudo-ortogonais em
R} é denotado O,(n,R).

Observacgao 3.61.

(i)

(i)

(iii)

Nos espacos euclidianos usuais, utilizaremos as notagoes:

Op(n,R) = O(n,R) e Ey(n,R) = E(n,R);

Para v = 1 as transformacgoes pseudo-ortogonais também sao chamadas transfor-

macgoes de Lorentz.

Na Definigao 3.60 de transformacoes pseudo-ortogonais, acrescentar a linearidade é
desnecessario, pois: se A : R} — R” preserva produto interno pseudo-euclidiano,

entao A é linear.

De fato, sejam u,v € R, como A preserva o produto interno, garantimos que, para

qualquer w € R}, vale

o (A(u+v),AMw)), = (u+v,w),;
o (A(u), Aw))y = (u, w), e (A(v), Aw)), = (v, w),.

Pela bilinearidade do produto interno, temos
(AMu+0), Mw))y = (u+v,w), = (u,w), + (v, w), =
= (A(u), AMw))y + (A(v), Aw))y = (A(u) + A(v), AMw)), =
(Au+v), A(w)), — (A(u)+Aw), A(w)), =0 = (Alu+v)—A(u) — A(v), A(w)), = 0.

Dessa forma, como tal igualdade vale para qualquer w, pela nao-degenerabilidade do
produto interno, vista na Observacao 2.10 (i), segue que A(u+v) —A(u) —A(v) = 0,
ou seja, A(u+v) = A(u) + A(v).

Analogamente, dado ¢ € R, temos
(A(cv), A(w)), = (cv,w), = c{v,w), = c(A(v), A(w)), = (cA(v), A(w)), =

(A(cv), Aw)), — (cA(v), A(w)), = 0= (A(cv) — cA(v), A(w)), = 0.
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Pelo mesmo argumento do caso anterior, A(cv) — e¢A(v) = 0, logo A(cv) = cA(v).

Portanto, A ¢ linear. n

Corolario 3.62. Toda transformagao pseudo-ortogonal é também uma isometria pseudo-

cuclidiana.

Demonstragao: De fato, dados z,y € R? e A € O,(n,R), temos

Az —y), Mz —y)) =(r -y, 2 —y)rL.

O

Exemplo 3.63. Em ", dado a € R", uma translacao 7, : L™ — L", da forma T,(z) =
x + a, € uma isometria bijetora.
De fato, dados z,y € L.

(1) (Ta(z) = Tuly), Tu(z) = Tu(y))r = ((x +a—(y+a),(x+a—(y+a))L =
((x—y), (z—y);

(ii) To(x) =Tu(y) =z +a=y+a= x =y, ouseja, T, ¢ injetora;

(iii) Para todo y € L", existe z =y — a € L" tal que T,(z) = (y — a) + a = y. Logo T,

sobrejetora.
Além disso, como T, ¢ bijetora, existe a inversa T, ' =T _,,.

Exemplo 3.64. Seja ¢ € R e R, : L — IL* uma rotagao hiperbolica por um angulo ¢,
dada por
h _
R (z,y) = (zcosh ¢ +y senh ¢,z senh ¢ + y coshp).

Podemos escrever a rotacao hiperbolica em forma matricial na base candnica:

Ri( ) coshyp senh ¢\ [z
x,Y) = .
Pty senh ¢ coshy Y

Rl & uma transformacao de Lorentz. De fato, dado (x,y), (a,b) € L?, temos

<R<};($v y)? RZ(CL, b)>L =

= ((x cosh o+y senh o, x senh p+y cosh p), (acosh p+b senh @, a senh p+bcoshp)), =
— za cosh? ¢ + zbcosh ¢ senh ¢ + ya cosh ¢ senh o + yb senh %p
—(xa senh ¢ + ya cosh ¢ senh ¢ + xbcosh ¢ senh ¢ + ybcosh? ) =

= za(cos® p — senh %) — yb(cos® p — senh *p) = xa — yb = {(z,y), (a,b)) L.
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Observacao 3.65. Note que RZ preserva os quatro ramos do conjunto

{(l‘,y) S Lz; <(ZE,y), (x>y>>L = :|:1},

ou seja, a rotagao hiperbodlica de um vetor unitario produz um vetor unitario, do mesmo
tipo causal e no mesmo ramo da hipérbole.

De fato, como R’J) ¢ uma transformacao de Lorentz, é imediato que o vetor rotaci-
onado tera velocidade unitaria e o mesmo tipo causal. Por fim, utilizando que cosh ¢ >
| senh |, para todo ¢ € R, vamos analisar, para cada ramo das hipérboles formadas pelos

vetores unitarios, qual o sinal da coordenada apos a rotacao:
(i) Seja (z,y) de tipo espago e 0 < |y| < . Como
x > |y| = xcoshy > |y|| senh | = |y senh ¢,

logo x cosh ¢ + y senh ¢ > 0 e o sinal da abscissa é preservado positivo;

(ii) Seja (x,y) de tipo espaco e x < 0 < |y|. Entao
r <0<yl = xcoshp <0< |y|| senh ¢| = |y senh ¢|,

ou seja, x cosh ¢ + y senh ¢ < 0 e a primeira coordenada preserva o sinal negativo;

(iii) Seja (x,y) de tipo tempo e 0 < |z| < y. Assim,
|z| <y = |z|| senh ¢| = |z senh ¢| < ycosh ¢,

logo = senh ¢ + ycosh ¢ > 0 e a segunda coordenada preserva o sinal positivo;

(iv) Seja (z,y) de tipo tempo e y < 0 < |z|. Entao
|z| >0 >y = |z|| senh ¢| = |z senh ¢| > 0 > y cosh ¢,

ou seja, x senh ¢ + ycosh ¢ < 0 e a ordenada preserva o sinal negativo.
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Figura 15: Rotagoes hiperbodlicas de u e v por angulos € e ¢, respectivamente.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

A Figura 15 ilustra os vetores u, de tipo espago com a primeira coordenada positiva,
e v, de tipo tempo com a primeira coordenada positiva, e suas rotagoes hiperbdlicas por
angulos 6 e ¢, respectivamente, que se mantém no mesmo ramo da hipérbole o qual

pertencem.

Exemplo 3.66. Em 13, dado 6 € [0,27) e ¢ € R, uma rotagao de um angulo 6 ou ¢ em

relacao a qualquer um dos eixos é uma transformacao de Lorentz.
(i) Uma rotagdo de um angulo 6 em relagao ao eixo z é da forma:

Ro(z,y,2) = (xcosh —y sen 6,z sen 0 + ycosb, z)

cosf —senf 0 T

=] senf cosf O
0 0 1 z

(ii) Uma rotagao de um angulo ¢ em relac¢do ao eixo y é dada por:

R,(z,y,z) = (xcoshp + z senh ¢, y,x senh ¢ + z cosh ¢)

coshep 0 senh ¢ x
= 0 1 0
senh o 0 coshyp z
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(iii) Uma rotagao de um angulo ¢ em relagao ao eixo x é dada por:

R,(x,y,2) = (x,ycosh o + z senh ¢,y senh ¢ + zcosh ¢)

1 0 0 x
=10 coshy senh ¢ Y
0 senh ¢ coshep z

Exemplo 3.67. Seja R : L" — L™ dada por R(zy,...,z,) = (€121,...,€,2y), onde
e; € {—1,1} para todo i = 1,...,n. R é chamada reflexdo generalizada e é uma
transformacao de Lorentz.

De fato, dados © = (21, ..., 2n), ¥y = (Y1, ..., Yn) € L", temos:
<R(CL’), R<y>>L = E%xlyl+‘--+€i_1xn—lyn—1_Eixnyn =Yt AT 1Yn—1—TplYn = <ZE, y>L

Exemplo 3.68. Seja o € S,,_1, uma permutacao de n — 1 elementos, e P, : L — L"

uma permutacao de eixos de tipo espago, ou seja, P é da forma:

P(l’l, ceey QZn) = (:{,’0(1), <oy Lo(n—1); .Tn)

P & uma transformacao de Lorentz. De fato, como os elementos s6 mudam de
coordenadas e a soma de nimeros reais é comutativa, entao (P(z), P(y))r = (z,y)L.

No entanto, caso ocorra uma permutacao com o eixo de tipo tempo, nao conseguimos
garantir a transformacao de Lorentz. Tome, por exemplo, P : L? — L2 dada por:
P(xy, 1) = (w9, 11), € (1,2),(1,1) € L. Assim,

<P<1a 2)7 P(lv 1)>L = <(27 1)7 (17 1)>L =1#-1= <(172)7 (17 1)>L'

Lema 3.69. Sejam A, B € M,(R) tais que z'Ay = x'By, para quaisquer z,y € R™.
Entao A = B.

Demonstragao: Tomando, para cada 7,5 =1,....,n, x = ¢; e y = ¢;, temos
el Ae.=e! Be; = a;; =Db;
i )T v 7 i — Yig-

Logo a;; = b;j, para todo 4, = 1,..,n. Portanto, A = B. 0

Proposigao 3.70. Seja A : R? — R” uma transformacao linear. Entao A é pseudo-

ortogonal se, e somente se, A'Id,_, A =1Id,_,,.

Demonstragao: Suponha A € O,(n,R) e z,y € R?, entdo

<A[L’, Ay>u = <:Ea y>1/ = (Ax)tldn—V,V(Ay> = xtldn—u,uy = xtAt[dn—V,VAy - xtldn—u,uy'
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Como vale para quaisquer z e y, pelo Lema 3.69, entdo A'Id,,_, ,A = Id,_,,.

Reciprocamente, se A'Id,,_, A = Id,_,,, para quaisquer x,y € R", vale que:
2 A'Id, ., Ay = 2'1d,_,,y = (Az,Ay), = (z,9),.

Dessa forma, A é pseudo-ortogonal. O

Corolario 3.71. Seja A € O,(n,R), entdo det A € {—1,1}. Em particular, A é um

isomorfismo e sua inversa sempre existe.

Demonstracao: Defina det(/d,_,,) = ¢, onde € € {—1,1}. Pela Proposicao 3.70, vale

que
AId, ., A =Id,_,, = det(A'Id,_,,\) = det(Id,_,,) = det(A)’c = ¢ = det(A) = £1.

Assim, como det(A) # 0, A é um isomorfismo e existe a matriz inversa que da origem

a transformacao inversa A~'. 0

Proposigao 3.72. O conjunto O,(n,R) é um grupo com a operagao de multiplicagao
usual de matrizes. Além disso, O, (n,R) contém a transposta de todos os seus elementos.
Denominamos O, (n,R) o grupo pseudo-ortogonal, O(n,R) o grupo ortogonal

e O1(n,R) o grupo de Lorentz.

Demonstracao: Seja O,(n,R) o conjunto das transformagoes pseudo-ortogonais. Va-
mos mostrar que O,(n,R) é um grupo. Dados A, Q2 € O,(n,R) e z,y € R?, como O,(n,R)

herda a propriedade associativa da multiplicacao de matrizes, temos
(A~ Dz, (A - Q)y), = (AQa), A(Qy)), = (Qz, Q) = (z,y)w.

Assim, A - Q € O,(n,R), ou seja, O,(n,R) é fechado para a multiplicagao. Além
disso, pela Proposigdo 3.70, para toda transformagao A € O, (n,R), existe A~! e

AId, , A=1Id, ,,= (N"AId, , , AN = (A"'1d, , , A" =

= Idy_yy = (A Td, A"

Logo, A™' € O, (n,R).

Por fim, como (Id,)'Id,_,,Id, = Id,Id,_,, = Id,_,,, novamente pela Proposi¢ao
3.70, Id,, € O,(n,R), que é o elemento neutro da operacao definida. Portanto, O,(n,R)
¢ um grupo.

Além disso, se A'Id,_, ,A = Id,_,,, multiplicando por (A~'1d,,_,,(A")™"), temos:

(A'Id, ., ,N) (A d,_,,(A)™Y) = (Id,_, ) (AN Tdy (AT =
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= Id, = (Id,_,,)(AN"'Id,_,,(AY™Y) = Id,_,, = Id,(AN"'Id,_,,(A)"!) =
= Ald,_, A\ = ANA'Id,_,,(A) DA = (AY'1d,_, A =1d, ,,.

Dessa forma, A* € O,(n,R), ou seja, O,(n,R) contém a transposta de seus elemen-
tos. 0

Corolario 3.73. Se A € O,(n,R), entdo as colunas (e também as linhas) de A formam

uma base pseudo-ortonormal de R7.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 3.72, O,(n,R) contém a transposta de seus elemen-
tos. Dessa forma, s6 precisamos mostrar que as colunas de A formam uma base pseudo-
ortonormal de R”. Pelo Corolario 3.71, A é um isomorfismo e, assim, suas colunas formam
uma base para a imagem, nesse caso o R. Mais ainda, podemos encontrar cada i-ésimo

elemento dessa base fazendo o produto Ae;. Dai,

0, se i # j;
(Aes, Aej)y, = (eiej)y =41, sei=j€{l,..,n—v}
—1,sei=j€{n—v+1,..,n}

Dessa forma, as colunas de A formam uma base pseudo-ortonormal de R. Por-
tanto, uma transformagao pseudo-ortogonal leva base pseudo-ortonormal em base pseudo-

ortonormal. O

Proposicio 3.74. Seja F' € E,(n,R). Se F(0) = 0, entdo F € O,(n,R).

Demonstragao: Para a prova utilizaremos a identidade de polarizagao para (-, -),,

definida como a igualdade:

<x,y>y = %(((L’,I)V + <yay>u - <I’ Y= y)u)a

para quaisquer z,y € R”. Assim, aplicando F'(x) e F(y) na identidade, temos que

Por hipotese, vale que

z))y = (F(z) - 0, F(z) = 0), = (F(x) = F(0), F(z) — F(0)), =

o (F(x), F(
z—0 —0), = (z,2),;

= (z -0,
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-,

(F(y) — 0, F(y) — 0), = (F(y) — F(0), F(y) — F(0)), =
Yo = YY)

o (F(y), F(y))y

=

Substituindo na identidade de polarizacao, temos que

(F(x), F(y), = %((iv,x)u + W)y — (v —y, v —y)) = %(2@, Y)v) = (@, y)v.

Dessa forma, F' preserva o produto interno pseudo-euclidiano. Logo, pela Observa-

¢ao 3.61, F' é uma transformacao pseudo-ortogonal. 0

Lema 3.75. A composicao de isometrias é ainda uma isometria.

Demonstragao: Dadas F,G € E,(n,R) e z,y € R? quaisquer, temos

(FoG)(x) = (FoG)(y), (FoG)(x) = (FoG)(y), =

Dessa forma, F'o G € E,(n,R). O

O proximo resultado nos fornece uma caracterizacao de isometrias, onde sao reescri-
tas como uma composigao de uma translagao (parte afim) e uma transformagao pseudo-

ortogonal (parte linear).

Teorema 3.76. Seja F' € E,(n,R). Entao existem e sao unicos a € R e A € O,(n,R)

tais que F' =T, o A, onde T}, é uma translacao de R.

Demonstragao: Sejam T p), F' € E,(n,R). Pelo Lema 3.75, T pg o F' € E,(n,R).
Mais que isso, como
(T-ro) © F)(0) = T_p)(F(0)) = F(0) — F(0) =0,
pela Proposicao 3.74, garantimos que 7' o I € O,(n,R). Assim, existe A € O,(n,R),
tal que F' = TF@ oA.

Suponha que existam T, o A, = F = T, o Ay, para a,b € R e A,, Ay € O,(n,R).
Note que

—, —,

a = T,(0) = Tu(Aa(0)) = Ty(As(0)) = T3(0) = b.

Dessa forma, T, = T}, e, como T, é bijetora, temos

T ,ol,0oN, =T s0T, 0Ny = AN, = Ay,
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como queriamos demonstrar. 0]

Corolario 3.77. Toda isometria F' € E,(n,R) é uma aplicagdo bijetora.

Demonstracgao: De fato, pelo teorema anterior, podemos escrever F' como a composigao
de uma translagao e uma transformacao pseudo-ortogonal, que sao fungoes bijetoras.
Logo, F' ¢ bijetora. 0

Proposigao 3.78. O conjunto E,(n, R) munido com a operagao de composigao de fungoes

€ um grupo.

Demonstragao: Primeiramente, F,(n,R) é fechado para composigao de fungoes, como
provado no Lema 3.74. Dai, dados F, G, H € E,(n,R) e z,y € R”, temos:

Fo(GoH)(x)=Fo(G(H))(z) = F(G(H(x))) = (FoG)(H(z)) = (FoG)o H)(x),

que garante a validade da associatividade.

Além disso, tome id : R — R” dada por id(x) = z, a func¢éo identidade. Como

(id(z) —id(y), id(z) — id(y)), = (* — y,® — Y)u,

entdo id € E,(n,R). Assim, existe elemento neutro no conjunto das isometrias.
Por fim, como consequéncia do Corolario 3.77, dado F' € E,(n,R), F admite inversa
F~!:R" — R”. Mais ainda, dados a,b € R, como F ¢é sobrejetora, existem z,y € R”

V)

tais que F(z) =a e F(y) =b, logo F~'(a) =z e F7'(b) = y. Assim,
(FYa)— F*b),FYa) - F'(b), =z —y,z —y), =

= (F(x) = F(y), F(z) = F(y))» = {a = b,a=b,),.

Dessa forma, F~! € E,(n,R) e toda isometria tem uma inversa que também é uma

isometria. Portanto, E,(n,R) é um grupo. OJ

Corolario 3.79. Seja F' € E,(n,R). Entao F' é derivavel e, para cada p € R”, a aplicagao

dF,, é uma transformacao pseudo-ortogonal, isto é, dF,, € O,(n,R).

Demonstracao: Pelo Teorema 3.76, podemos escrever F' =T, o A, para algum a € R}
e A € O,(n,R). T, e A sao derivaveis, pois sdo aplicacdo afim e transformacao linear,
respectivamente, entao I’ é derivavel.

Dado p € R}, para qualquer z € R}, podemos estudar a diferencial de £’ por meio

do caminho «a(t) = p +tx, onde t € (—e¢,€) C R, e, assim,
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d d d
AFya) = SF)0)| = S(Fp+tn)| = S(Ap) +1AE) +a)| = Ala)
t=0 t=0 t=0
Portanto, dF,(z) é uma transformacao pseudo-ortogonal. 0

Proposigao 3.80. Sejam p, ¢ € R e {vy, ..., v, }, {wy, .., w, } bases de R} tais que (v;,v;), =
(w;, w;), para todo 7,7 = 1,...,n. Entdo existe uma tnica isometria F' € E,(n,R) tal que

F(p) = q e dF,(v;) = w; para todo i = 1, .., n.

Demonstracao: Vamos determinar a € R e A € O,(n,R) tais que F =T, 0 A ¢ a
isometria procurada.

Defina a aplicagao A(v;) = w;, para todo i = 1,...,n. Essa é a tnica transformagao
pseudo-ortogonal que satisfaz as condi¢oes de F'.

De fato, suponha que existisse outra transformagao A; # A que continue satisfazendo
F. Como A; é um isomorfismo, pelo Corolario 3.71, leve base em base. Presuma que

A1 (v;) = wj, para alguns i, j = 1,...,m, com ¢ # j. Apesar disso, dado p € R}, temos
de(’Ui) = Al(Ui) = 'wj 7é Ww;,

o que contradiz um requisito de F'. Portanto, A é a unica transformacao pseudo-ortogonal

de F.
Por fim, tomando a = ¢ — A(p), temos F(p) = T.(A(p)) = Alp) + ¢ — Alp) = ¢.

Dessa forma, F' = T, ;) o A é a isometria procurada. U

Defini¢ao 3.81. O conjunto SO,(n,R) = {A € O,(n,R);det A = 1} é chamado grupo

especial pseudo-ortogonal.
Observacgao 3.82. Vejamos alguns propriedades do grupos especial pseudo-ortogonal:

(i) O conjunto SO, (n,R) é subgrupo de O,(n,R).
De fato, sejam A, Q € SO, (n,R) C O,(n,R), temos
e A associatividade dos elementos de SO, (n,R) é herdada de O,(n,R);
e det(Id,) =1, logo Id, € SO,(n,R);
o det(A-Q) = det(A) - det(2) = 1-1 = 1, entdo SO,(n,R) é fechado para a
operacao de composigao;
e det(A™') = det(A) = 1, o inverso dos elementos de SO, (n,R) também perten-

cem ao conjunto.
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(ii) Se v =1, SO;(n,R) é chamado grupo especial de Lorentz e seus elementos sao

chamados de transformacgoes de Lorentz proprias;

As proximas defini¢oes fornecem meios para estudarmos a distor¢ao que as trans-

formagoes pseudo-ortogonais podem criar na parte espacial e temporal de LL".

Definig¢ao 3.83. Um vetor v = (v, ..., v,,) € L™, de tipo tempo ou luz, é futuro-dirigido

se v, > 0 e passado-dirigido se v, < 0.

Defini¢ao 3.84. Dizemos que uma base pseudo-ortonormal & = {uy,...,u,} de L™, w,
de tipo tempo, é futuro-orientada se u, é um vetor futuro-dirigido. E dizemos que é

passado-orientada se u,, ¢ passado-dirigido.

Exemplo 3.85. A base 4 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é futuro-orientada, pois (0,0, 1)
é futuro-dirigido. Por outro lado, ¥ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)} é passado-orientada,
pelo fato de (0,0, —1) ser passado-dirigido.

Defini¢ao 3.86. Uma transformacao de Lorentz A € O;(n,R) é dita ortocrénica (isto é,
preserva a orientac¢ao do tempo) se, para toda base pseudo-ortonormal % futuro-orientada,
a base formada pelas colunas A - # também é futuro-orientada. O conjunto das transfor-

macoes de Lorentz ortocronicas sera indicado por OI(n, R).

Exemplo 3.87. Uma rotagao pura em L" é uma transformacao de Lorentz A =

(Xij)i<ij<n que fixa o tempo, ou seja,

A (AE o)j
0 1
onde A € SO(n — 1,R).

Dada uma base futuro-orientada Z = {vy,...,v,} de L™, temos que A - Z é uma

base e Av,, seu vetor de tipo tempo. Como

n—1
Air oo 0 (U g A1iUn,
. . . . i=1
A/UTL ey = v .

Un

n

e vy, > 0, pois v, é futuro-dirigido, entao Av,, é também futuro-dirigido.
Portanto, A - # é futuro-orientada e, assim, as rotagoes puras sao transformagoes

de Lorentz ortocronicas.
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Exemplo 3.88. A rotacio de um angulo 6 € [0,27) em relagao ao eixo z em L3, vista

no Exemplo 3.66 (i), ¢ uma rotagdo pura e a matriz associada a ela é:

cosf) —senf 0
Ry=1] senf cosf O
0 0 1

Logo, Ry ¢ uma transformagao de Lorentz ortocronica.

Exemplo 3.89. A rotagdao pura de um angulo 6 = g em relacdo ao eixo y em L*,

representada de forma matricial por

cos 0 sen? 0 0 010

R — 0 1 0 0 _ 0 100
2 —seng 0 cosg O -1 00 0]’

0 0 0 1 0 0 01

¢ uma transformagao de Lorentz ortocronica.

Proposicao 3.90. O conjunto das transformagoes de Lorentz ortocrdnicas OI(n, R) é um

subgrupo de O;(n,R).

Demonstragao: Seja % uma base ortonormal futuro-orientada de " e A, Q € O] (n, R),

entao

(i) Pelo fato de €2 - £ ser futuro-orientada, temos A - Q- Z = A(Q2 - ) também sera.
Logo, A - Q € OI(n, R). Dessa forma, OI(n,R) ¢ fechado para a operacao de

€cOmposicao;
(ii) A associatividade dos elementos de Ol(n,R) é herdada de O;(n, R);
(iii) Id% = A, ou seja, futuro-orientada. Logo, Id € O} (n,R);

(iv) Como O;(n,R) & grupo, existe A™' e Z = A1 (A - B).

Pelo fato de % e A - # serem futuro-orientadas, entdao A~! preserva a orientacao do

tempo, ou seja, A~ € OI(n,]R). Consequentemente, todo elemento admite inverso

em Ol (n,R).

O

Agora, com tal classificagao, vamos desenvolver uma equivaléncia para transforma-
¢Oes ortocrdnicas. Para isso, note que, se A = (\ij)1<ij<n € Oi(n, R), pelo Corolério 3.73,

a n-ésima coluna de A forma o vetor unitario (A1, Aon, ..., App). Assim,

Mo =X =1 =0 A 1= = A > L
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Teorema 3.91. (Caracterizacio de O](n,R)) Seja A = (Aij)i<ij<n € Oi1(n,R) uma

transformacéo de Lorentz. Entdo A € O] (n,R) se, e somente se, A, > 1.

Demonstracao: Supondo que A € OI(n, R), entao Ae,, é futuro-dirigido, tal como e,,.
Assim, A\, > 1.

Reciprocamente, tomando \,, > 1 e {uq,...,u,} uma base ortonormal futuro-
orientada de ", como A é uma transformacao de Lorentz, entao Au, é de tipo tempo e
unitario. Falta-nos mostrar que esse vetor é futuro-dirigido, ou seja, sua tltima coorde-
nada é positiva.

Para isso, vejamos que Ale; representa a i-ésima linha de A:

0
Ail
A1 An1
Ai2
Atei = 1 = .
)\ln : Ann )\ZN
0
Com isso, podemos escrever Au,, da forma:
Al A <At€1; Un) E
)\nl e )\nn <At6n7 un>E

Assim, devemos olhar o sinal de (A'e,,, u,,)p. Em primeiro momento, como os vetores
Ae, e u, sdo de tipo tempo, para u, = (Un1, ..., Uny ), t€moOs
n—1
2 42 2 2 2 .2 2 2
E A=Attt A <AL e E Up = Upy + oo H Uy, < Upy,

i=1

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz:

n—1
i=1

Dessa forma, como A\, uy,, ¢ positivo, pois as duas parcelas sao, entao (Ale,, u,)p €
positivo, consequentemente Au, é futuro-dirigido.

Portanto, A € OI(n, R), como queriamos demonstrar. O

Para finalizar esta sec@o, veremos um estudo algébrico do grupo O;(n,R) por meio
de classes laterais definidas pelo sinal de A,, e det A, ou a parte espacial de A. Tome

a decomposicao R} = R"™ x R”, isto é, dividindo R} na parte espacial e temporal.
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Podemos escrever A por meio da matriz em blocos:

A:AEB,
C Arp

onde Ap € M,,_,(R) e Ay € M,(R), ou seja, decompondo A em uma parte “espacial” e
outra “temporal”, respectivamente.

O proéximo teorema utiliza a escrita matricial em blocos de A e nos dé meios de
indexar o grupo O;(n,R). Embora tal teorema seja fundamental, sua demonstragao nao

é necessaria para o argumento desenvolvido nesta se¢ao; portanto, omitiremos sua prova,

que pode ser encontrada em (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

Teorema 3.92. Sejam 0 < v <ne A € O,(n,R). Entao vale a relacao
det(Ag) = det(Ar) - det(A).

Dessa forma, conseguimos indexar os elementos de O, (r, R) pelo sinal dos determi-

nantes da forma:

O (n,R) = {A € O,(r,R);det(Ag) > 0 Adet(Ar) > 0};
O (n,R) = {A € O,(r,R);det(Ag) > 0 A det(Ag) < 0}
O, T(n,R) = {A € O,(r,R);det(Ag) < 0 Adet(Ar) > 0};
O, *(n,R) = {A € O,(r,R);det(Ag) < 0 Adet(Ar) < 0}.

Diremos que um elemento de O}"(n, R) ou O}+(n, R) preserva a orientacio espacial;
em outras palavras, preserva a orientacao de todos os subespacos de tipo espaco em IL"™.
Enquanto isso, os conjuntos O, T(n,R) e O, *(n,R) preservam a orientagao temporal

Considerando v = 1, espago de Lorentz-Minkowski, podemos destacar as seguintes

caracteristicas de cada conjunto
e O/(n,R):

(i) det(A) > 0, logo det(A) = 1, ou seja, A € SO1(n,R);
(ii) preserva a orientagao espacial;

(iii) preserva a orientagao temporal, ou seja, A é uma transformacdo ortocroénica e

e 0¥ (n,R):

(i) det(A) < 0, logo det(A) = —1;

(ii) preserva a orientagao espacial;
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(iii) inverte a orientacao temporal.
e O;"(n,R):
(i) det(A) < 0, logo det(A) = —1;
(ii) inverte a orientagao espacial;

(iii) preserva a orientagao temporal, ou seja, A é uma transformacao ortocronica e

e O;*(n,R):

(i) det(A) > 0, logo det(A) = 1, ou seja, A € SO;(n,R);
(ii) inverte a orientagao espacial;

(iii) inverte a orientacao temporal.

Observagao 3.93. Note que O} (n,R) & subgrupo de Oy(n,R).
De fato, como OI(n, R) e SO;(n,R), sdo subgrupos de O;(n,R), provado na Obser-
vagao 3.82 (i) e na Proposic¢ao 3.90, e

O "(n,R) = Ol (n,R) N SO, (n,R),

entao O (n,R) é subgrupo. O

Desse fato, chamamos OTT(n, R) de grupo ortocrénico especial de Lorentz,
o grupo de transformagoes pseudo-ortogonais com determinante positivo que preserva a

orientagao temporal. Com isso, conseguimos o seguinte resultado:

Proposigao 3.94. Os conjuntos O+(n,R), O, T(n,R) e O, *(n,R) sao classes laterais de
1 0 -1 0 0
O;"(n,R) de representantes 7+ = Id,,_y,, 7T = ( ) ert=|0 Id, 5 0
ou seja,
Of*(n,R) = 7O (n,R) = Id,,—1,0/ " (n, R);

1
’ ) 071 (n,R);

0 n,R) = 7101 (n,R) =
,(n,R) =77107" (n, R) 0 Id. .

-1 0 0
O}, R) =740 " m,R)=| 0 Id,, 0 |Oi"(nR).
0 0 -1
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Demonstragio: Seja A = (\i;)1<ij<n € O7"(n,R), dada por

/\11 e )\1,7sz Aln
A B : . : :
A _ FE _ . . . 7
C )\'n,—l,l e >\n,—1,n—1 )\n—l,n
)\nl e )\n,nfl

onde det(Ag) > 0 e det(Ar) = Ay, > 0.

Assim, para cada representante temos:

Ap B
o T A=Tdy 1, A= ( " ) & det(Ag) > 0 Adet(Ar) = —Apn < 0

C =l

&7t A e Ot (n,R).

Portanto, Of*+(n,R) ¢ uma classe lateral.

1 0 _>\11 _)\ln

o 7T A= A= : : < det(Ag) > 0 Adet(Ar) <0
0 Id,_ \ \

nl e nn

7 1-Ae0,T(n,R).

Portanto, O, T(n,R) é uma classe Lateral.

—A11 r —Am
—1 0 0 Aot Aoy
eVt A=|0 Id, 3 0 A= : . :
0 0 -1 An—1,1 "0 An—in
N

& det(Ag) > 0Adet(Ap) = =N\, <0< 7V A €O, (n,R).

Portanto, O, *(n,R) é uma classe lateral.

O

Dessa forma, podemos esquematizar as caracteristicas que estudamos das classes

laterais das transformagoes de Lorentz pela Tabela 1.
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Tabela 1: Propriedades das classes laterais de O (n, R).

Caracteristicas o' m,R) O7*(n,R) O;'(n,R) O;*(n,R)
Representante T =1d, 1 T

det (A) 1 -1 -1 1

A >1 < -1 < -1 >1
Orientacao Espacial  preserva  preserva  inverte inverte
Orientagao Temporal preserva  inverte preserva  inverte
Ortocronica Ol(n,R)  sim nao sim nao
Contido em SO;(n,R) sim nao nao sim

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 3.95. Um impulso de velocidade v = (v,0,0) na dire¢do x, onde (v,v)p =

v? < 1, em L* ¢ uma transformacao da forma:

1 e 1 ]
V1= {(v,0)p 00 V1= {(v,0)p V1—12? 00 _m
A 0 1 0 0 _ 0 10 0
0 01 0 0 01 0
bl o, 1 b,
1—(v,v)p V1= (v,v)g V1—02 V1—v?

Note que, dados dois vetores p = (p1, pa, ps, p4), ¢ = (q1, 42, ¢3, q1) € L*, temos

(A = { (Pl ) (2 g g, )

P — |vp4)\q1 — |VIg P4 — |VIP1)\q4 — |VI4
bl =lle) L (s Do) Do)

1—12 1—12
P1q1 + v*pags — (pags + v°p1an
= 1 (2 )+p2Q2+p3CI3:
—
1—? 1—?
=P 5 + P2g2 + P3qs — Paa— 5 = P + P2G2 + D343 — Paqs =

= (P, q)r-
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Portanto, A é uma transformacao de Lorentz. O determinante de A é

1 v
- 00 ——_
V1—v2? V1—2?
0 0 0 1 2
det(A) =1 - det = S A
0 0 1 0 1—v2 1—29?
1
I U

Assim, A pertence ao grupo especial de Lorentz.
Mais que isso, dada uma base futuro-orientada % = {uy, ..., us}, onde

Uy = (u4x, Uy, Uiz, u4t) é de tipo tempo, temos

Ugy . U4t|U|
V1—v2  V1—1?
u
A'U4: v

U4gy
Uge | V] Uyt

- +
V1—12 1 —02

Como uy é de tipo tempo futuro-dirigido, entao uy > 0 e
2 2 2 2 2 2
uy, + uy, +up, —uy < 0= uy, <uy = [tge] < gy

Assim, estudando o sinal da tltima coordenada de A - uy, como ||v||% < 1, vale

Uy | V] Ugy Ug | V] Ugy

+ .
V1i—0v2 1 —0? V1—0v2 1 —22

Portanto, a base A- 2 é futuro-orientada, consequentemente, A é uma transformacao

de Lorentz propria ortocronica.
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CAPITULO 4

TEORIA DE CURVAS NO ESPACO
DE LORENTZ-MINKOWSKI

Neste capitulo, estudaremos o comportamento local de curvas em R}, por meio de
adaptagoes das definigdes e teoremas da Geometria Diferencial classica. Apresentaremos
exemplos em ", objeto principal deste texto, utilizando como referéncia fundamental
(COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

4.1 | Curvas Parametrizadas em R

Ao longo deste capitulo, utilizaremos a notagao I C R para um intervalo aberto.

Definicao 4.1. Uma curva parametrizada é uma aplicagao suave o : I — R}!. A
imagem «(/) é dita trago de . E, para cada t € I, a derivada o/(t) é chamada vetor
velocidade de o em t.

A Figura 16 ilustra um diagrama de uma curva parametrizada em R?.

Figura 16: Curva parametrizada em R].

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observacgao 4.2. Também podemos escrever a parametrizacao o como:

a(t) = (aq(t), ..., an(t)).

Além disso, o termo suave ¢ utilizado como sinénimo de infinitamente derivavel

ou de classe ¥*°. Consequentemente, aq, ..., a, € €°°.
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Definicao 4.3. Seja o : I — R} a parametrizacao de uma curva e ty € I. Dizemos que

o é de:

(i)
(i)
(i)

tipo espago em t, se /() for de tipo espago;
tipo tempo em ty, se o/(ty) for de tipo tempo;

tipo luz em ¢y, se o/(ty) for de tipo luz.

Se o/(t) tiver o mesmo tipo causal para todo ¢ € I, entao dizemos que « é de tal

tipo causal. Neste caso, se a nao for do tipo luz, definimos o indicador de a como sendo

o indicador do vetor velocidade, ou seja, se a é do tipo espago, €, = 1; caso contrério, «

é do tipo tempo e €, = —1.

Observagao 4.4. Seja o : I — R uma curva parametrizada.

(i)

(i)

Se « é de tipo espaco em t; e do tipo tempo em ¢, entao existe um intervalo aberto
em torno de t; em que todos os pontos sao de tipo espago e outro em torno de ¢,

que todos os pontos sao de tipo tempo.

De fato, tome f : I — R a fun¢ao dada por

f € continua em [, pois é a soma do produto de fungoes continuas, ja que o« € €.
Assim, como f(t1) > 0, pelo Teorema da Conservagao do Sinal, a continuidade de f
garante que existe um intervalo I; em torno t; tal que f é positiva para todos esses

pontos. Logo, a é de tipo espago em todos os pontos de I;.

Analogamente, pelo fato de f(t3) < 0, existe um intervalo I tal que f é negativa
em todos os pontos de I5. Consequentemente, « é de tipo tempo em todos os pontos

de [2.

Se «a é de tipo espago em t; e de tipo tempo em t,, entdo existe tg € (t1,t2) tal que

a(ty) é de tipo luz.

De fato, tomando f como no item anterior, f é continua, f(t;) > 0 e f(t3) < 0.

Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe tq entre t; e t5 tal que

f(to) = (' (to), &' (o)), = 0.

Dessa forma, « é de tipo luz em ty, ou seja, o tipo causal de uma curva nao da

“saltos” entre espaco e tempo.

Caso «a seja de tipo tempo em ", dizemos que « é futuro-dirigido ou passado-

dirigido conforme o vetor velocidade o/(t) o for, pela Defini¢ao 3.83.
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Exemplo 4.5. Sejam p € L™ e o : R — L™ dada por «(t) = p, um ponto no espago L",
como ilustra a Figura 17.

Note que /() = 0, ou seja, a é de tipo espaco para todo i € R. Logo « é do tipo
espaco.

Figura 17: Parametrizagao do ponto p pela curva o em L".

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 4.6. Sejam p,v € L" e o : R — L™ dada por a(t) = p + tv, uma reta em L".
Como o/(t) = v, o tipo causal de a é 0 mesmo tipo causal de v. A Figura 18 ilustra a

parametrizagao de o em IL™.

Figura 18: Parametrizacao de reta em L".

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 4.7. Seja « : [0,27] — L? dada por a(t) = (cost,sen t), o circulo euclidiano

S! no plano. Nesse caso, o vetor velocidade de o é o/(t) = (—sen t, cost) e
(o (t),a/(t)) = sen *t — cos® L.
Assim, «a é
(i) de tipo espago quando t € (%, %) U <5_7T 7_7r>7
(i) de tipo tempo quando ¢ € (—%, %) U (‘{%T’ %),

(iii) de tipo luz quando t € {
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A Figura 19 ilustra a parametrizacio do circulo euclidiano em LL? e indica seus diferentes

tipos causais.

Figura 19: Parametrizaciao do circulo euclidiano em L2

tipo espaco \ A

N\,

tipo tempo

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definicao 4.8. Uma curva o : R — R} ¢é dita plana, se existe um plano que contém seu

traco.

Exemplo 4.9. Sejam r > 0 e « : [0,27] — L3 dada por a(t) = (rcost,rsen ¢,0), um
circulo euclidiano contido no plano xy de raio r, como ilustrado na Figura 20.

Observe que o/ (t) = (—rsen t,r cost,0), entao
o o L =rsen“t +r“cos"t—0=7r">0.
(o (1), /(1)) = Psen’t 4 1% cos’t —0 =% > 0

Portanto, o ¢ uma curva plana de tipo espaco.

Figura 20: Parametrizagao de circulo euclidiano no plano zy.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 4.10. Sejam 7 > 0 ¢ o : R — L3 dada por a(t) = (0,7 cosht,r senh t), um

ramo de uma hipérbole contida no plano yz de raio r, como listra a Figura 21. Note que
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a/(t) = (0,7 senh ¢, 7 cosht), entao
((t),d (1)) = 0+ r?senh’t — r? cosh? t = —r? < 0,

Portanto, o é uma curva plana de tipo tempo.

Figura 21: Parametrizagao de um ramo de uma hipérbole no plano yz.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 4.11. Sejam 7 > 0 e o : R — L3 dada por a(t) = (0,r senh ¢, 7 cosht), um
ramo de outra hipérbole contida no plano yz de raio r, como listra a Figura 22.

Veja que o/(t) = (0,7 cosht,r senh t), entdo
(& (t),a/(t))r = 0+ r*cosh®t — r’senh?t = r? > 0,

Portanto, o ¢ uma curva plana de tipo espaco.

Figura 22: Parametrizagao de um ramo de uma hipérbole no plano yz.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observacao 4.12. Note que, as curvas planas dos Exemplos 4.9 e 4.10 estao contidas
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em planos do mesmo tipo causal delas. Porém isso nao ¢ uma regra, a curva plana do

Exemplo 4.11 tem tipo causal diferente do plano que a contém.

Exemplo 4.13. Seja o : R — L? dada por a(t) = (acost,a sen t,bt), a,b > 0, uma
hélice euclidiana, como ilustra a Figura 23. Analisando o vetor velocidade

a/(t) = (—a sen t,acost,b), temos que
(d(t),d(t))r = a® sen’t + a®cos’t — b* = a* — b*.
Dessa forma, « é
(i) de tipo espago se a > b;
(ii) de tipo tempo se a < b;

(iii) de tipo luz se a = b.

Figura 23: Parametrizacdo de uma hélice euclidiana em L3,

IL3

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definicao 4.14. Seja a curva o : R — R7'. A orientagao de « é o sentido de percurso do

traco de a.
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. ) Figura 24: Curva « e sua orientagao.
Exemplo 4.15. Seja o : R — L%, dada por

a(t) = (t3,th).

Observe que, a orientacao da curva para o

t € (—00,0) ¢ da direita para a esquerda,
ou seja, se aproximando da origem. Em con- / /
tra partida, para t € (0,00) a orientacao da
curva é da esquerda para a direita, ou seja,

se afastando da origem. A Figura 24 ilustra ILQ

o trago de « e as setas sua orientacao.
Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definicao 4.16. Seja  : [ — R” uma curva parametrizada. Dizemos que « é regular
se a/(t) # 0, para todo t € I. Se existe ty € I tal que o/(ty) = 0, dizemos que to é um

ponto singular desta parametrizagao.

Exemplo 4.17. Seja a hélice euclidiana « : R — L3, a(t) = (acost,a sen t,bt), onde
a,b> 0.
Como () = (—asen t,acost,b), entdo o/ (t) # 0, para todo ¢t € R. Dessa forma,

¢é regular.

Exemplo 4.18. Seja o : R — L2, dada por Figura 25: Caspide em L2,
alt) = (%,1%),

chamada cuaspide. A Figura 25 ilustra o
traco da cuspide a.

O vetor velocidade de o é da forma

o/ (t) = (2t,3t%)

e o/(0) = (0,0), logo 0 é ponto singular de «. Fonte: Elaboragio propria (2026).

Teorema 4.19. Seja o : [ — L™ uma curva. Se « é de tipo luz ou tempo, entao « é

regular.

Demonstragao: Tome a(t) = (ay(t), as(t), ..., an(t)), entdo o/ (t) = (a4 (t), ab(t), ..., al (1))

e, como « ¢ tipo luz ou tempo, temos
(@ (1), o ()1 = (1) + a5 (t) + ... + 04 (1) — () 0.

Suponha que exista t € I tal que o/, (t) = 0. Entao o) (t) = a(t) = ... = af,_,(t) = 0,

logo o/(t) = 0, ou seja, a ¢ de tipo espaco em t, que contradiz a hipotese.
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Portanto, o/ (t) # 0, para todo ¢t € I, consequentemente, o/(t) # 0 e, assim, a é

regular. 0J

Definicao 4.20. Uma curva suave « : [a,b] — R} é uma curva parametrizada fechada

se a e todas as suas derivadas coincidem nos extremos de seu dominio, ou seja,
a®(a) = a®(b), para todo k > 0.

Exemplo 4.21. A curva dada pela forma

polar Figura 26: Cardioide em IL2.

r(0) = 2a(1 — cos0),

para 6 € [0,27], a > 0, é chamada de cardi-
oide, ilustrada na Figura 26. Uma parame-

trizagao do cardioide é dada por:
a(t) = (2acost—acos2t—1,2a sen t—a sen 2t),

t € [0,27] em R2.

Analisando os valores de o nos extremos do

Fonte: Elaboragao propria (2026).

seu dominio, temos
a(0)=(2a—a—-1,0—-0) = (a—1,0) = a(27).

Agora, analisando as derivadas de « nos extremos de seu dominio, como as derivadas

das fungoes seno e cosseno sao periodicas, segue que

e Dado p € N par:
o (1) = (2a(—=1)% cost + 2°(—1)"*5 cos 2t, 2a(—1)? sen t 4+ 27(—1)'*3 sen 2t).

Assim, o (0) = ((=1)2a(2 — 27),0) = P (27), para todo p;
e Dado ¢ € N impar:

i41 143 i—1

oD (t) = (2a(—=1)"= sen t 4+ 2'a(—1)= sen 2t,2a(—1)"z

i1

2 cos2t).

cost + 2'a(—1)

i—1

Assim, oP(0) = (0, (=1)7 a(2 — 2°)) = a®(27), para todo i.

Portanto, o cardioide é uma curva fechada em R? e em L2,

Teorema 4.22. Nao existem curvas parametrizadas fechadas de tipo luz ou tempo em
L™
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Demonstracao: Seja « : [a,b] — L™, onde a(t) = (ay(t), as(t), ..., an(t)), satisfazendo
a*(a) = a*(b), para todo k € N.
Como « ¢é suave em [a, b] , entao «, é continua e derivavel em [a,b]. Assim, o, (a) =

a,(b) e, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b), tal que o/, (c) = 0. Dai
(d/(c),d(c))p = P (c) +a(c) + ... +a* (c) - 0> 0.

Se (c/(c),a’(c))r, = 0, entdo o/(c) = 0 e a(c) é de tipo espaco. Caso contrario, se
(/(¢),d/(¢)) > 0, entao, novamente, a(c) é de tipo espago.
Portanto, em ambos os casos, a tem um ponto de tipo espaco, logo nao é de tipo

luz nem de tipo tempo. O

Definigao 4.23. Seja o : I — R” uma curva parametrizada e a,b € I. O comprimento

de arco de « entre a e b é definido por:

b
l(a) = / ! (8) |, dt.

Se a é de tipo tempo futuro-dirigido em ", seu comprimento de arco é chamado
tempo proprio.

Definimos também a fungao comprimento de arco S : I — R dada por:

t
S(t) = / o ()l du, to € T.
to
Exemplo 4.24. Seja a curva contida no plano zy de L? parametrizada por
a(t) = (tcost,t sen t,0),t € R,

é chamada Espiral de Arquimedes, ilustrada na Figura 27. Analisando o vetor veloci-

dade de «, temos
(i) o/(t) = (cost —t sen t, sen t + tcost,0);

(i) ||’ ()], = (cos®t — 2t costsen ¢ + t2sent + sen2t + 2t cos tsen t + 2 cos? t — 0)z =
=1+
Assim, a fun¢ao comprimento de arco de a a partir de 0 é:

t

S(t) = /Ot o/ ()| pdu = /ot VT du= o (/T + I+ VIT18))

0

% (t\/l Y2+t +VIFe) —(0 +ln(1))> - % (t\/l T2 In(t+ V1 +t2)> .
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Figura 27: Espiral de Arquimedes no plano xy em L3.

NP

]L3

Visdo do Plano xy. Visdo em L3

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 4.25. A versao lorentziana da Espiral de Arquimedes no plano .2 é parame-
trizada por
a(t) = (tcosht,t senh t),t € R,

e seu trago esté ilustrado na Figura 28. Analisando v vetor velocidade de «
(i) &/(t) = (cosht +t senh ¢, senh ¢+ t cosht);

(i) ||’ (t)]]z = (cosh? t+2t cosh tsenh ¢+t2senh®t—senh?t—2¢ cosh tsenh t—t2 cosh? ¢)2 =

—VI-&

Assim, a fun¢ao comprimento de arco de « a partir de 0 é:

t

0

t t
1
S(t) = / ||0/(U)HLdU = / V1 —uldu = 5 (ux/l — u? + arcsen u)
0 0

1
=3 (t\/ 1 —t2 4+ arcsen u — (0 + arcsen 0)) = (t\/ 1 —t2 + arcsen t) :

1
2

Figura 28: Versao Lorentziana da Espiral de Arquimedes 2.

LQ

Fonte: Elaboragao propria (2026).




4.1 Curvas Parametrizadas em R} 82

Definicao 4.26. Sejam « : I — R} uma curva parametrizada e a,b € I. A energia de

« entre a e b é definida por:

Bla) = / %(a’(t),a’(t»l,dt.

Exemplo 4.27. Seja a hélice Euclidiana em IL?, parametrizada por a(t) = (acost, a sen t, bt),

onde a,b > 0 et € R. Assim, o comprimento de arco de « no intervalo [0, 27] é

2
V|a? — b2|dt = 27/ |a® — b?|.

Por outro lado a energia de a em [0, 27] &

E(a) = /0 ’ ;(a — b?)dt = n(a® — b%).

Proposicao 4.28. Seja o : I — R} uma curva parametrizada de tipo causal constante.

Entao, dados a,b € I, vale que:

@) < /2, E(a)(b—a),

entre a e b, e a igualdade é valida se, e somente se, o tem velocidade constante.

Demonstragao: Sejam f(t) = \/e.(/(t),a/(t)), e g(t) = 1 fungdes continuas. Assim,

utilizando a Desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos a seguinte identidade:

{(f:9) <A Tlgll =

:>/\/6a (/(t),a'(t)), - 1dt<(/b€a<o/(t) o' (1)), alt)m(/abahg)l/Q:>
:>/||a Hdt<\// b—a=

@) < /2, E(a)(b—a).

Por fim, se o/(t) é constante, temos que

V2. E(a)(b—a) \/ZGQ/ (t),dt(b—a) =

:\/2%%(0/(15),0/( ), /dtb—a Veala! (1), (1)), \/ (b — a)(b—a) =

a
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— @l = @) = 2@l [ de= [t = 1)

Definigao 4.29. Seja o : [ — R uma curva parametrizada. Uma reparametrizagao
de o é uma curva parametrizada 5 = a o h, onde h : J — I é um difeomorfismo entre os
intervalos abertos J e I. A funcao h é chamada mudanca de parametro.

A Figura 29 ilustra um diagrama de reparametrizagoes de curvas em R.

Figura 29: Diagrama de reparametrizacao de curvas em R7.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observagao 4.30. Sejam as curvas o : [ = R e f: J — R?, onde § é uma reparame-

trizagao de « pelo difeomorfismo h. Entao,

(i) Se B é uma reparametrizagdo de v por h, entao o € uma reparametrizacao de 3 por
ht,
B=aoh=pBoh'=aochoh™ =q;

(ii) A reparametrizacdo é dita positiva se h/(s) > 0, para todo s € J;

(iii) « é regular se, e somente se, /5 o for.

De fato, se a é regular, como 8 = a o h, entao

BF'(s) = o' (h(s))M'(s) # 0,

pois o/ (h(s)) # 0, ja que é regular e h'(s) # 0, pelo fato de h ser difeomorfismo,

logo injetora e mondtona. Assim, [ é regular.

Reciprocamente, se 3 ¢ regular, pelo item (i), a = 3o h~!. De forma andloga ao

caso ao anterior, o é regular.
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(iv) B(s) tem o mesmo tipo causal de «(t), onde h(s) = t.

Certamente, como f'(s) = o/ (h(s))h'(s), entao

(B'(5), 8'(8))u = (& (h())(5), & (h(s))1 ()} = ' (5)*(0 ((5)), & (h(s)))s-

Dessa forma, o sinal do produto pseudo-euclidiano de 5’ é igual ao de o/, ou seja,

as parametrizacoes tem o mesmo tipo causal nos pontos correspondentes. ]

Corolario 4.31. Sejam «, 7y : I — R} curvas parametrizadas. Se («(t),y(t)), ¢ constante,
entao (o/(t),v(t)), = —(a(t),7'(t)),, para todo t € I.

Demonstragao: Derivando a expressao (a(t),(t)), = ¢, para t € I qualquer, ¢ € R,

temos

O

Corolario 4.32. Seja o : [ — R} uma curva parametrizada. Se (a(t), a(t)), é constante,
entdo o(t) ¢ pseudo-ortogonal a a(t), para todo t € I, isto é, a(t) ¢ pseudo-ortogonal ao

vetor velocidade de o em ¢.

Demonstragao: Derivando a expressao (a(t), a(t)), = ¢, para qualquer ¢t € I, ¢ € R,
temos
((a(t), a(t))) = ¢ = 2(a/(t), a(t)), = 0 = ((t), (1)), = O.

O

Definicao 4.33. Seja o : I — R uma curva parametrizada. Dizemos que o tem velo-
cidade unitaria se ||d/(t)||, = 1, para todo t € I.
Além disso, é dito que « estd parametrizada por comprimento de arco se, para

todo ty € I, a fun¢ao comprimento de arco a partir de ¢y é dada por S(t) =t — t.

Observagao 4.34. As duas definicoes acima sao equivalentes. De fato, se a: I — R} é
uma curva com velocidade unitaria, entao a fungao comprimento de arco de « a partir de

um tg € Ié: . t
S(t) = / o ()] = / ldu—t—t,
to to

Portanto, « esta parametrizada pelo comprimento de arco.
t

Reciprocamente, se o esté parametrizada pelo comprimento e S(t) = | (w) ||, du
to
¢ a fun¢ado comprimento de arco de « a partir de t, € I, entdo, caso t > to, S(t) =

t to
/ l|o/(u)||, =t — to. Caso contrario, se t < tg, —S(t) = / | (w)||, = to — t.
to t
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Em ambos os S(t) =t — to. Derivando a expressao:
/@)l = 5'(t) = 1.

Portanto, o tem velocidade unitaria.

Teorema 4.35. Seja o : I — R uma curva parametrizada regular e que nao seja de
tipo luz. Entao a admite uma reparametrizacao com velocidade unitaria. Mais
precisamente, existe um intervalo J aberto e um difeomorfismo h : J — I, tal que

b = «a o h tem velocidade unitaria.

Demonstracao: Fixe ty € I e tome S : I — R a fung¢ao comprimento de arco a partir

de tg. Pelo Teorema Fundamental do Célculo

§'(t) = (/t: ||0/(U)||udu>, = [l (@[], > 0.

Logo S é crescente e, assim, injetora. Restringindo o contradominio de S sobre sua imagem
J = S(I) C R, temos que a aplica¢do entre intervalos S : [ — J é um difeomorfismo.
Considere S~ =h : J — I e 8 = a0 h, uma curva parametrizada regular, como provado

na Observacao 4.30 (iii). Entéao

18 ()] = [le"(A(s))P ()]l = [lo/ (R(s))I[. ' (s) = S"(h(s))'(s) = (S o h)'(s) = 1.

Portanto, § é uma reparametrizacao de o com velocidade unitaria. ([l
Exemplo 4.36. Seja a hélice euclidiana de tipo espaco ou tempo em L3 parametrizada
por «(t) = (acost,a sen t,bt), onde a,b > 0, a # b et € R. Vamos encontrar uma

reparametrizacao por comprimento de arco de a:

A fungao comprimento de arco, fixado ty = 0, é dada por:

S(t) = / o (w)||pdu = /] — 2.

Assim, a inversa de S é:

S7Hs) = h(s) = ——.

=7

Dessa forma, a reparametrizagao por comprimento de arco de « é:

s S bs
B(s) = a(h(s)) = (acos <\/ﬁ) (e <\/|a2 = b2|> Va? - b2|> |
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De fato, # é uma curva com velocidade unitaria:

2 2 2
' — a 2 5 a 2 i _ =
118" (s)]] el < |a2—62]> +a2—62 cos ( |a2—bz|> a2 _ b2

a? — b?
“Ne—r -t

Nos atentemos agora para o caso excluido pelo teorema anterior: a curva de tipo

luz. Nao podemos utilizar a mesma técnica com essa curva, pois ||a/(s)]|, = 0, para todo
t € I. Assim, estudaremos um paralelo para a reparametrizacao com velocidade unitaria
de curvas do tipo luz no espaco de Lorentz-Minkowski por meio da reparametrizagao

por arco-féton.

Teorema 4.37. Seja « : [ — L™ uma curva parametrizada regular de tipo luz, tal
que ||a”(t)||L # 0. Entdo o admite uma reparametrizacao por arco-féton, ou seja,
existe um intervalo J aberto e um difeomorfismo h : J — I, tal que f = « o h satisfaz
18" (s)||r. = 1, para todo s € J.

Demonstracao: Seh: R — I é uma funcao que satisfaz 5(s) = a(h(s)) e ||"(s)||L = 1,
derivando 3, temos que:
B'(s) = o/ (h(s))l'(s),
B"(s) = o (h(s))l'(s)* + o (h(s))R"(s). (6)

Como « é de tipo luz, (¢/(t),/(t))r, = 0, ou seja, constante. Logo, pelo Corolério
4.32, o/(t) é pseudo-ortogonal a o”(t). Além disso, ||o(t)||r # 0 por hipotese e vetores
de tipo luz sdo pseudo-ortogonais somente a vetores de tipo espago ou luz, entdo o’(t) é
de tipo espaco, para todo t € I.

Aplicando (-, 8”(t)) na Equacao (6), temos

L= (B"(s), 8"(t)r = (o (h(s))(5)* + o (h(s5)) " (5), & (h(s)) 1 (5)* + o/ (h(s))h" ()1

= (o (h(s))l(5)*, 0" (h())1 ()} + 2{a" (h(s))N'(5), &/ (h(s)) " (5)) L+
+(o/(h(s))h" (s), 0/ (h(s))h" (s)) -

Pela ortogonalidade entre as derivadas e o carater causal de «, segue que

[N

L= 1(s)(a"(h(s)), o (h(s)))r = h'(s) = || (h(s))]| .-

Assim, obtivemos uma equagao diferencial de primeira ordem para h. Fixado sy € R

e tg € I, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes de equagoes diferenciais,
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garantimos que existe um intervalo aberto J C R centrado em sy, e uma tnica fungao

h : J — I que satisfaz

N[

h(s0) = to e h'(s) = [[" (h(s))]].*.

Como h/(s) > 0, para todo s € J, entdo h é crescente e, assim, injetora. Mais ainda,
podemos supor sem perda de generalidade que h™'(I) = J. Logo h ¢é bijetora. Por fim,
como h'(s) # 0, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, h é um difeomorfismo.

Portanto, existe um intervalo aberto, J, e um difeomorfismo, h : J — I, que garante

Bls) = alh(s)) e [I8"L =1,

como queriamos demonstrar. O

Exemplo 4.38. Seja a hélice euclidiana em L parametrizada por a(t) = (acost, a sen t,at),
onde a > 0 e t € R, vamos encontrar uma reparametrizacao por arco-féton de «.

Estudando as derivadas de «, temos
(i) &/(t) = (—a sen t,acost,a);
(i) ”(t) = (—acost, —a sen t,0), logo o (t) # 0, para todo t € R;
(iii) (a”(t),a"(t))r = a® # 0, para todo t € R.
Assim, pelo teorema anterior, temos

1 1
2o o p(s) = =

Va Va

Portanto, a reparametrizacao por arco-féton de « é

H(s) = lla" (I,

B(s) = a(h(s)) = (acos %,a sen % \/Es) .

Exemplo 4.39. Seja a curva o : R — L3, dada por
a(t) = (6t — 2, 3v/2t%, 6t + %),
ilustrada na Figura 30. Estudando as derivadas de «, temos
e o/(t) = (6 — 3t%,6V/2t,6 + 3t%);
o |lo/(t)|]r = (36 — 3612 + 9t* + T2t — 36 — 362 — 9t4)? = 0, para todo t € R;

o o/(t) = (—6t,6v/2,6t) # 0, para todo ¢ € R;

o [|a"(t)||L = +/]36t2 + 36 - 2 — 362 = \/72, para todo t € R.
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Assim, « é de tipo luz e satisfaz as condigoes do Teorema 4.37. Entao

Logo, a reparametrizacao por arco-féton de « é

B(s) = a(h(s)) = ( Gs s3 3y2s* 6s $3 ) |

- ) ) +
VT2 VT3 T2 T2 el

Figura 30: Traco da curva a em L3,

BN

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definicao 4.40. Sejam o : I — R e 3 : J — R} duas curvas parametrizadas. Dizemos

que « e  sdo congruentes se existe uma isometria F' € E,(n,R) tal que = F o a.

Observacgao 4.41. O conceito de congruéncia apresentado é extremamente importante na
Geometria, pois nos permite estudar objetos geométricos de uma curva que independem

de sua posi¢ao no espaco.

Exemplo 4.42. Sejam as hélices euclidianas em L? a(t) = (cost,sen t,t) e
B(t) = (2 — cost,—sen t,t), onde t € R, ilustradas na Figura 31.
As curvas a e 3 sao congruentes, pois, tomando F' = T{9 )0 R, onde R, é arotagao

em relagao ao eixo z de um angulo 7 e T{5,0,0) a translagao do vetor (2,0,0), temos

-1 0 0 cost 2 2 —cost
Fla(t)) =1 0 -1 0 sent |+ 0| =] —sent | =p5(%).
0 1 t 0 t
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Figura 31: Hélices euclidianas congruentes em L3.

Trago da curva

{ |

Trago da curva B .

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Proposigao 4.43. Sejam «, 8 : I — R? duas curvas parametrizadas congruentes. Entao

(B'(t), B (L)), = (/(t),d/(t)), para todo t € I.

Demonstragao: Como « e [ sao congruentes, existe F' € F,(n,R) tal que f = F o «.
Além disso, o Teorema 3.76 garante que existem A € O,(R) e a € R” tais que F' = T, 0 A,
ou seja, F(a(t)) = T,(Ala(t))) = Ala(t)) + a.

Entao,

Corolario 4.44. Sejam o, : I — R} duas curvas parametrizadas congruentes. Entao

L(8) = L(a) ¢ E(8) = E(a).

Demonstragao: Utilizando a proposicao anterior, temos que

b b
L(g) = / VB, B @)t = / V@), Ot = La)

B(9) = [ 505 Ohit = [ 500 0)dt = Ela).
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4.2 | Curvas no Plano

Nesta se¢do, faremos um estudo aprofundado de curvas contidas no plano R2, ou
seja, em R? e 2. Para tanto, construiremos um referencial pseudo-ortonormal, ou sim-
plesmente ortonormal, em cada ponto da curva e, por fim, estudaremos o resultado mais

importante relacionado as curvas planas: o Teorema Fundamental das Curvas Planas.

Teorema 4.45. Seja f : [ — R uma fungao suave. Entao, o grafico da fungao suave f,

Graf(f), é o trago de uma curva parametrizavel regular em R2.

Demonstragao: Tome o : I — R2, dada por a(t) = (¢, f(t)). O traco de v &

a(l) ={(t, f(t);t € T)} = Graf(f).

Como f & suave, entdo v & uma curva suave. Além disso, o/ (t) = (1, f'(t)) # 0, logo

« € regular. O

Exemplo 4.46. Seja f : R — R, dada por Figura 32: Catenaria em R2.

f(z) = acosh <§) ,a € Ry,

A curva em R2 representada pelo grafico da

funcao f é parametrizada por

at) = (t,acosh (2)) ,teR,

]RZ

chamada catenéria, cujo trago ¢ ilustrado v

na Figura 32 Fonte: Elaboragao propria (2026).

Teorema 4.47. Seja « : [ — R? uma curva parametrizada regular. Para cada t; € [
existe um intervalo aberto J, uy € J e uma reparametrizacao 3 : J — R? de « tal que
a(ty) = B(up), da forma B(u) = (u, f(u)) ou S(u) = (f(u),u) para alguma fun¢ao suave
f. Ainda em L2, garantimos que a primeira possibilidade é sempre possivel se a é de tipo

espago, € a segunda se « ¢ de tipo tempo.

Demonstracao: Seja a(t) = (x(t),y(t)). Como « ¢ regular, entdo 2'(t) e y'(t) ndo
sao simultaneamente nulos. Suponha, sem perda de generalidade, que z'(ty) # 0. Pelo
Teorema da Fungao Inversa, existe um intervalo aberto J tal que z 7' : J — z7}(J) C I

¢ bijetora e suave. Tomando 3 = a o 2!, temos

Blu) = (z(a™ (), (™ () = (u,y(z™" (u))).
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Assim, f =yox~! é suave, pois é a composigao de fungoes suaves e ug = x(ty).

Para a segunda parte do teorema, em L2, nos atentemos as seguintes situacoes: se
a ¢ de tipo espago, garantimos que z'(ty) # 0, pois x*(ty) — y"*(ty) > 0. Entao, pela
demonstragao apresentada, existe J C R tal que f(u) = (u, f(u)), com u € J.

Por outro lado, se « ¢ de tipo tempo, garantimos que y'(ty) # 0, pois x"%(tg) —
y%(tg) < 0. Entao existe J C R tal que y=! : J — y~}(J) C I ¢é bijetora e suave.

Tomando 3 = aoy~!, temos

Blu) = (z(y~"(u), y(y ™" () = (2(y " (u), ).
Assim, asseguramos a existéncia de uma reparametrizagao de « da forma (u) = (f(u), u),

com f =z oy ! suave. O

Observagao 4.48. O Teorema 4.47 nos garante que, localmente, toda a curva pode ser

vista como grafico de uma fungao real suave.

Proposicao 4.49. Seja o : I — L2 uma curva de tipo luz. Entdo o traco de o esta

contido em uma reta paralela a um dos raios de luz de L2

Demonstragao: Tomando «(t) = (x(t),y(t)) de tipo luz, temos
2?(t) —y*(t) = 0 & |2/ ()] = |y (t)].
Suponha que 2'(t) = y/(t), entéo existe ¢ € R tal que x(t) = y(t) + ¢. Dai
a(t) = (y(t) + ¢,y(t)) = (¢,0) + ¢ ()(1,1).

Portanto, a é uma reta paralela ao raio de luz gerado por (1,1).
Por outro lado, se 2/(t) = —y/(t), entdo existe d € R, tal que x(t) = —y(t) +d e

Oz(t) = (d> 0) + y(t)(_lv 1)'

Assim, a ¢ paralela ao outro raio de luz de L2, gerado por (—1,1). A Figura 33

ilustra os dois casos comentados. O
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Figura 33: Curvas de tipo luz em L2

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definigao 4.50. Seja o : [ — R2 uma curva com velocidade unitaria. O Referencial

de Frenet-Serret, ou Diedro de Frenet-Serret, de c em s € I é

F = {ta(S), na(s)}7

onde t,(s) = /(s) é o vetor tangente & o em s e n,(s) é o vetor normal & a em s,

caracterizado por ser o unico vetor que torna % uma base pseudo-ortonormal positiva. E

usual denominarmos simplesmente Referencial de Frenet ou Diedro de Frenet.

(i)

Se a(s) = (z(s),y(s)) o vetor ny(s) é obtido da seguinte forma:

™

Em R?, n,(s) € a rotagao do angulo I no sentido anti-horario do vetor t,(s), ou

seja,
a(s) = (O ‘1) #(s) = (—'(s), 2'(5)),

ilustrado na Figura 34 (a).

Em L2, n,(s) é a reflexdo de t,(s) em relagao a um dos raios de luz dependendo do
tipo causal de o, para que a base seja positiva. Se « é de tipo espago, faz-se a reflexao
no raio de luz principal (y = ) e ny(s) = (v/'(s), 2/(s)). Enquanto que, se « é de tipo

tempo, faz-se a reflexdo no raio luz secundario (y = —x) e no(s) = (—=y'(s), —2'(s)).

De fato, se t(s) ¢ de tipo espago, 2’'(s)* > 1/(s)* e

det(t(s), n(s)) = det (“””/(S) y@) = 2/(s)2 —y/(s)2 >0,

y'(s) 2'(s)

ilustrado na Figura 34 (b).
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Enquanto que, se t(s) ¢ de tipo tempo, 2/(s)? < ¢/(s)* e

det(t(s), n(s)) = det (””,(S) _y,fi) = —2/(s)+y/(s)2 >0,

ilustrado na Figura 34 (c). Portanto, em ambos os casos, a base é positiva.

Figura 34: Representacao do Referencial de Frenet para curvas em R? e IL? relacionados
aos diferentes tipos causais do vetor tangente.

t(s,)

™,
'\

(04
n(s,) / ™

IL._

©)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observagao 4.51. Podemos deduzir uma férmula geral para o vetor normal da seguinte

forma: Vamos encontrar n(s) = (a(s), b(s)) que satisfaca

(t(s);n(s))y =0 '(s)a(s) + (=1)"/(s)b(s) = 0
det(t(s),n(s)) =1 ' (s)b(s) —y'(s)a(s) =1

Como €, = 2/(s)? + (—1)"y/(s)* = +1, entao a(s) = —e,(—1)"y'(s) e b(s) = €,2'(s),
isto é,

n(s) = ea((=1)"y/(5), 2'(s)).

Mais ainda, analisando o tipo causal de n(s), temos

Portanto, em IL?, o tipo causal de n(s) é diferente do tipo causal de #(s).

Nesse contexto, como [|t(s)|], ¢ constante, pelo Corolario 4.32 garantimos que ¢(s)
é ortogonal a t'(s). Por definigao, n(s) também é ortogonal a (s); logo, t'(s) e n(s) sao
paralelos. Essa conclusao motiva a seguinte definicao:

Definigao 4.52. Seja o : I — R? uma curva com velocidade unitaria. A curvatura

orientada de « é a funcao k, : I — R caracterizada pela relacao

t.(s) = Ka(s)na(s).



4.2 Curvas no Plano 94

O namero k, ¢ chamado curvatura de o em s.

Observagao 4.53. Podemos reescrever a relacao da defini¢ao anterior, ao aplicar (-, ny(s)),

na igualdade, para encontrar uma férmula geral da curvatura de «, dada por
(ta(s),na(s))y = (Ka(s)na(s), na(s))y & (to(s), na(s))y = Ka(s)(—1)"ca &

& Fals) = (1) €alto(s), na(s))v-

Proposigao 4.54. Seja o : I — R2 uma curva com velocidade unitéria. Sdo chamadas
de Equacoes de Frenet-Serret, ou simplesmente Equagoes de Frenet, as seguintes

igualdades:
t'(s) = r(s)n(s);
n'(s) = (=1)""K(s)t(s);

ou, em linguagem matricial,

(t’(s)>:< 0 m(s)> (t(s))
n'(s) (—a)’k(s) 0 ) \n(s)

Demonstragao: A primeira igualdade é imediata da definicao da fungao curvatura.
Como ||n(s)]||, é constante, pelo Corolario 4.32 garantimos que n(s) é pseudo-ortogonal a
n'(s) e consequentemente, n'(s) é paralelo a t(s). Tomando a projegao ortogonal de n'(s)

em t(s), pela Defini¢ao 3.4, temos

= o H(s) = €aln’(s), t(s))t(s). (7)

Exemplo 4.55. Sejam p,v = (a,b) € R?, onde ||v||, = 1, e a curva  : R — R? dada por
a(s) = p+ sv, isto é, uma reta.

Note que o/(s) = v, portanto « tem velocidade unitaria. Assim,

(i) t(s) =v = (a,b) e t'(s) = 0;
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(i) n(s) = ea((=1)""'b, a);
(i) r(s) = (=1)"*1eq(0,n(s)), = 0, para todo s € R.
Portanto, as Equacoes de Frenet de « :

t'(s) = On(s) = 0;
w'(s) = (=1)710t(s) = 0;

Exemplo 4.56. Sejam p = (x,,7,) € R? e 7 > 0. O conjunto

S'(p,r) = {(z,y) € R* (x — ) + (y — yp)* = r?}

forma a circunferéncia euclidiana centrada em p de raio r, isto é, os pontos que distam r

de p em R% Tomando a parametrizagao de S*(p,r) como:
s s
a(s) = (xp + 7 cos (—) ,Yp + TSEN (—)) .t €[0,2m].
r r

s s
Note que o/(s) = (—sen (—) , COS <—>> Portanto « esta parametrizada pelo com-
r r

primento de arco. Assim,
) 61 = (=sen (%) eos (2)) e 06) = (1 con (2) = sen (2) )
(i) n(s) = ((=1)" cos (2)  =sem (2)) = (=cos (2), =sem (2));

) 106) = (0 { (=L eos (£) = Foon (2}, (10 eon (2) sem (2))) =1

E

Dessa forma, as Equacoes de Frenet de « :

1 S s
t'(s) = — (— cos <—> , —sen <—>> :
r r r
, 1 S S
n'(s) = —-— (—Sen <—) , COS (—)) :
r r r
Ja vimos na Secao 2.3 que os objetos que “distam” r de um ponto p em L? nao

formam uma circunferéncia. Assim, vamos estudar o vetor tangente, normal e a funcao

curvatura desses objetos.

Exemplo 4.57. Sejam p = (z,,y,) € L? e r > 0. Definimos as linhas hiperbolicas

Ccomo

H, (p,r) ={(z,y) eL* (x —,)> = (y —y)> = —r* ey >y} e

H! (p,r) = {(z,y) € L% (x —2,)* = (y —9p)> = =1 e y < yp},


:

:
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isto 6, o conjunto dos vetores v = (z,y) € L2 Figura 35: Linhas hiperbolicas em L2

tais que (v — p,v — p)p = —r% As linhas
hiperbolicas estao ilustradas na Figura 35.

Tome a parametrizacao de ]HHr como

a(s) = (xp + rsenh (;) ,Yp + 7 cosh (;)) ,

teR.

Como o/(s) = (cosh (;) ,senh (;)) e

Fonte: Elaboragao propria (2026).

(o (s),d/(s)), = cosh? (;) — senh® (f) =1,

,
entao « estd parametrizada pelo comprimento de arco e é de tipo espago, logo ¢, = 1.

Podemos definir
166 = (cos (7)ot (3)) e #09) = (Foents (3) Jeo (7))
(i) n(s) = 1 ((=1)%senb (2 cosh (2)) = (seh (2 cosh (2)):
0 9= 071 (G 3] e (3 (onn ) con (), =

Assim, as Equagoes de Frenet de H
, 1 S S
t'(s) = — (senh <—) , cosh (—)) ;
gl 's 75
n'(s) = — (cosh (—) ,senh (—)) :
r r r
Por outro lado, uma parametrizacao de H ¢é

a(s) = (a:p — rsenh (;) ,Yp — 1 cosh (;)) ,teR.

s s
De forma similar & outra linha hiperbolica, o/(s) = (— cosh (—) , —senh (—))
r r
Logo, «a esta parametrizada pelo comprimento de arco e também é de tipo espago. Assim,

(i) t(s) = <— cosh (;) , —senh (;)) et'(s)= <—%senh (;) ,—%cosh (;)),
(i) n(s) = (—Senh (;) , —cosh (;)),
(iii) k(s) = <(%senh (;) ,%cosh (;)) , (—senh (;) , — cosh (;))> — %

L


:


4.2 Curvas no Plano 97

Dessa forma, as Equacoes de Frenet de H! :

t'(s) = %(—senh (;2 , — cosh (;2) ;
() = (—eosh (1) —sent (7))

Exemplo 4.58. Sejam p = (x,,7,) € L? e r > 0. Definimos as linhas de Sitter como

Si(p,r) = {(z,y) € L% (z — x,)* — (y —yp)* = 1*}.

Figura 36: Linhas de Sitter em L2

isto ¢, os vetores v = (z,y) € L? tais que
(v—p,v—p)r =r? As linhas de Sitter estao
ilustradas na Figura 36.

Tome a parametrizacao do ramo direito de

S{ por

a(s) = (:cp + r cosh (;) ,Yp + 7 senh (§)> ,

,
teR.
s s
Como o/ (s) = (senh (—) , cosh (—)) e
" " Fonte: Elaboracao propria (2026).
/ ! 2 (95 2 (98
(d/(s),a'(s))r = senh (—) — cosh (—> =—1,
r r
« esté parametrizada pelo comprimento de arco e é do tipo tempo, logo €, = —1. Defini-
mos

(i) t(s) = (senh (;) , cosh (;)) et'(s) = (% cosh (;) ,%senh (;)),
(i) n(s) = —1 ((—1)2 cosh (;) ,senh (;)) — (_ cosh (;) . —senh (;)),
(ili) w(s) = —(-1) <<% cosh (;) , %senh (;)) , (- cosh (;) , —senh (;>)> _ _%‘

L

Assim, as Equagoes de Frenet do ramo direito de Si :

t'(s) = —%1 (— cosh (j) ,—sen};(;)) :
n'(s) = - (senh (;) _cosh (;)> ‘

No entanto, uma parametrizacao do ramo esquerdo de S} é dada por

a(s) = (xp — rcosh (;) ,Yp — 7 senh (;)) ,teR.


:

:
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Como o/(s) = (—senh <f> , — cosh (f>> e

r r

(/(s),d/(s)), = senh? <§> — cosh? (§> = -1,

T T

« esta parametrizada pelo comprimento de arco e é de tipo tempo, €, = —1. Definimos

(i) t(s) = (—senh (;) , — cosh <;>) et'(s)= <—% cosh (;) ,—%senh <§)>,
(i) n(s) =—1 (—(—1)2 cosh (;) , —senh <§)> = (cosh (;) ,senh <§)>,
(iii) k(s) =—(-1) < (—%cosh (;) ,—%Senh (;)) , (cosh (;) ,senh <;>>> = _%'

L

Assim, as Equagoes de Frenet do ramo direito de Si :

t'(s) = —%1 (cosh <;> i:enh (;)) ;s
n'(s) = - <—senh (;> . — cosh <;>> ‘

Pelo fato das linhas hiperbolicas H. e das linhas de Sitter S{ em LL? compartilharem
a mesma propriedade que os circulos euclidianos S' em R?: os pontos dessas curvas
apresentam distancia constante até um ponto fixo, chamaremos HL e S de pseudo-

circulos.

Definigao 4.59. Seja o : I — R2 uma curva regular, que nao é de tipo luz. Tome
B :J — R? uma reparametrizacio de « por comprimento de arco, ou seja, 3 = a o h,
onde h é a inversa da fungdo comprimento de arco S de « para algum rg fixado. Assim,

definimos:
(i) O vetor tangente unitario & a em r como t,(r) = t3(S(r));
(ii) O vetor normal unitario a& a em r como n,(r) = ng(S(r));
(iii) A curvatura de o em 7 como k(1) = kg(S(r)).

Exemplo 4.60. Seja a Catenaria do Exemplo 4.46 em R? e a = 1, parametrizada por

a(r) = (r,coshr),r € R. Note que
o/(r) = (1,senh r) e (o/(r),d/(r)) g = 1 + senh?r.
Logo a é regular, mas que nio tem velocidade unitaria. Tome h(s) = senh™'s e

B(s) = a(h(s)) = a(senh™'s) = (senh™'s, cosh(senh™'s)).


:
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Pela inversa senh h = s e a Identidade Fundamental, temos:
cosh? h — s> = 1 = cosh h = cosh(senh™'s) = V1 + s2.

Portanto, 8(s) = (senh™'s,v/1+ s2), s € R, é uma reparametrizacio de . Além

disso,
1 s

Fls) = (\/32 +1'Vs2 + 1) e (Fe) Fl)e =1

Assim, 8 é a reparametrizada pelo comprimento de arco de a e

) _ Bi(s) = 1 5 o B"(s) — -5 1 '
0 66 = 10 = (g 7o ) 70 ((Szﬂ)g,(SQH) )

(i) ng(s) = ( \/S;i 1 \/321+ 1>;

, & 1 1
(111> ’iﬁ(s> - <tﬂ(3)’nﬁ(s)>E - (82 + 1)2 + (82 + 1)2 o s2 4+ 1’

Nlw

Assim, tomando h~'(s) = S(r) = senh r, podemos encontrar as informagoes de a:

1 senh r 1 senhr
() 1ulr) = 14(50)) = | - (g ),
\/ senh?r + 1 \/ senh?r + 1 coshr’ coshr

coshr " coshr

) ma(r) = ma(50) = (oot )

(i) a(r) = £5(S(r) = —

~ cosh?r’
O préximo resultado mostrara que a Definigcao 4.59 esta boa, isto ¢, nao depende da

reparametrizacao f3.

Proposigao 4.61. Seja a : I — R2 uma curva que nao ¢é de tipo luz, dada por
a(r) = (z(r),y(r)). Entao

L) W)
L) = s ™" = @ @,
o (t) = et/ 1).07 (1)

[l ()13
Demonstragao: Seja 3 :J — R? umaa reparametrizacao por comprimento de arco de

a, ou seja, B =aoh,onde h =S5"1:J— I. Temos:
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(iii) B"(s) = o/ (h(s))h"(s) + o (h(s))W'(5)%;
1 1
- S'(h(s)) e/ ()]l

Assim, utilizando os itens acima e a Definicao 4.59, temos

(iv) S(h(s)) =s= S"(h(s))h(s) =1=h'(s)

(D" (A(S(r))), 2" (h(S(r)) _ ((—1)”“3/’(7’),:1?’(7"))’

na(r) = ns(5(r)) = €a e/ (r)]

e, finalmente, temos
ka(r) = ka(S(r)) = (=1)"€a(B"(S(r)), np(S(r))), =

= (—1)7es (! (B(SA(S(r)) + o (SN (S(r))P s (S(1r))), =
= (1 e ()@ LA (S() + 0 (P (S (), =
- Ve e ((_1)7;}2;(;?7(7")) > -
- EROW D )
F () (N2'(r) _ det(a!(r), o’ (1))
LGl WE

Exemplo 4.62. Considere a pardbola a : R — L2, parametrizada por a(r) = (r,ar?),

onde a > 0. Note que
o (r) = (1,2ar) e {/(r),d(r))r = 1 — 4a*r?,
e assim a nao tem velocidade unitaria e nem tem tipo causal constante:

1
(i) « ¢é de tipo espago se 1 — 4a?r? > 0, isto ¢, |r| < %
a

1
(ii) « é de tipo tempo em 1 — 4a?r? < 0, isto é,|r| > %
a

1
(iii) « é de tipo luz se 1 — 4a?r* = 0, ou seja, |r| = %"

a
11

Pelo Teorema 4.61, definimos para r € R — {—5-, 5-
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(1,2ar)
\/|1—4a27‘2|7
. (2ar, 1)
i) ng(r) = eq(r) ——m———e
(i) (r) r) |1 — 4a?r?|

det((1,2 0,2 2
) gy = Q120 0.20) 20
|1 — 4a?r?|2 11— 4a?r?|2

(i) ta(r) =

Corolério 4.63. Sejam a, 3 : [ — R2 duas curvas regulares, congruentes e que nao sao
do tipo luz. Entao |k.(r)| = |ks(r)|, para todo r € I. Em particular, vale a igualdade sem
os modulos se a parte linear da isometria que realiza a congruéncia preserva a orientacao

do plano.

Demonstragao: Seja a isometria ' =T, 0 A € E,(2,R), tal que 8 = F o a, onde T,
¢ uma translagao em relagao ao vetor a e A € O,(2,R), uma transformagao de Lorentz.

Pela Proposicao 4.43, sabemos que f'(r) = Ad/(r). Assim,
det(B'(r), 8"(r)) = det(Ad/(r), A" (r)) = det(A- (&' (r), " (r))) = det A-det(a/(r), a"(r)).
Como det A € {—1,1}, entao

_ det(F'(r), 57(r)) _  det(/(r), a"(r))

Kkg(r) = = = £ko(T).
= B0 lorCo)TE v
Portando, |rs(r)| = |ka(r)|. Mais ainda, se A € O, isto ¢, preserva a orientacio
do plano, entdo det A =1 e kg(r) = Ko(r). O

Corolario 4.64. A funcao curvatura, a menos de um sinal, é invariante para reparame-
trizacao de curvas que nao sao de tipo luz. Em particular, a curvatura tem mesmo sinal se

estao orientadas no mesmo sentido, e sinal oposto se estao orientadas em sentidos opostos.

Demonstragao: Sejam a : I — R2 h : J — [ um difeomorfismo e 3 = a o h uma

reparametrizagao de « por h.
Como S'(r) = o/ (h(r))h'(r) e B"(r) = " (h(r))W (r)? + o (h(r))h" (1), entao

_ det(B'(r), 8"(r)) _ det(a’(h(r)h'(r), o"(h(r)) W' (r)* + o'(h(r))h"(r))

0= BmE () B -
(9 det(a/(h(r). o () _ det(/(h(r)). () )
ST WORGONE T e e )

dependendo do sinal de A/(r).
Mais ainda, se a e (3 estao orientadas no mesmo sentido, entao o'(h(r)) e '(r) tem
a mesma dire¢do, consequentemente h'(r) > 0 e kg(r) = Kq(h(r)). Por outro lado, se

estdo em sentido opostos, h'(r) < 0 e kg(r) = —kqa(h(r)) O
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Observe que os dois tltimos resultados mostram que uma reparametrizagdo e um
movimento rigido de uma curva preservam o valor da curvatura em moédulo. Seguindo no
estudo dessa funcao, vejamos a interpretacao geométrica do sinal da curvatura.

Seja a : I — R2 uma curva regular com velocidade unitaria, com a(0) = 0 e
k(0) # 0. Observe que o(0) aponta na diregdo da concavidade da curva a em 0.

De fato, seja a reta tangente & a em s = 0:
ro(s) = a(0) + (s — 0)a’(0) = st(0),s € R.

Tomando a Formula de Taylor de ordem 2 de « centrada em 0, temos

a(s) = a(0) 4+ sa'(0) -I—S;a”(O) + R(s), onde lim R(QS) =0,
—— s—0 8
ro(s)
logo, )
as) = st(0) = Sa"(0) + R(s) (8)

2
s
Assim, quando s é suficientemente pequeno, os vetores a(s) — st(0) e —a”(0) tem o

mesmo sentido: o da concavidade da curva. Em outras palavras, o”(0) aponta na diregao
do semiplano determinado pela reta tangente que contém localmente o trago de «.

Nesse contexto, pela Formula de Frenet de o em s =0,

Dessa forma, n(0) aponta na diregdo da concavidade da curva a se x(0) > 0, e

aponta na diregao contraria se £(0) < 0. A Figura 37 ilustra a interpretacao descrita.

Figura 37: Interpretacao geométrica da curvatura em IL2.

k(0) >0 KO

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Teorema 4.65. Seja o : [ — R2 uma curva regular e que nao ¢ de tipo luz. Suponha

que a curvatura de o é uma constante k € R. Vale que:
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(i) se K =0, o trago de « esta contido em uma reta;

1
(ii) se k # 0 em R?, existe p tal que o trago de « esta contido em S* (p, —);

K]

(iii) se x # 0 em L2, existe p tal que o trago de « esta contido em
1 1 . :
o H. | p, m , se a é de tipo espago;

1
o S} (p, m), se a & de tipo tempo.

Demonstragao:  Suponha, sem perda de generalidade, que o : I — R2 estd pa-
rametrizada pelo comprimento de arco. Pela primeira equacao do Diedro de Frenet

t..(s) = kna(s), logo

(i) Se k =0, entao
th(s)=a"(s) =0=d(s) =v=a(s) =p—+ sv,

para todo s € I. Portanto, o trago de o é uma reta;

(="

(ii) Se k # 0, tome p(s) = a(s) + na(s). Derivando a expressao:

o 5) = #1(5) = tal) + T

P'(s) = tals) + (—=1)""kta(s) = 0= p(s) = p,

para todo s € I, onde p € R%. Logo, a fungio que definimos é constante. Veremos

mais sobre essa fun¢ao no Capitulo 5.

Com a definicao de p, temos que

(a(6) =) = by = {als) = a(s) = S (s a9 - ale) = S (o)) =

(_1)(1/+1)~2 1

= T<na(3)ana(3)>u = —(=1)"¢.

Assim, restam-nos trés possibilidades:

e Se a € R? (v =0), entdo

(0(9) = p.0(s) =) = 25 (=11 = [Jas) —plle = o

1
Dessa forma, como a distancia de a(s) a p é constante igual a —, para todo

K]

1
s € I, entao o traco de o ¢ um circulo S! <p, ﬂ)’
K
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e SeaclL? (v=1) e éde tipo espaco, entao

<O€(S) —p,a(s) _p>L = _(_1)1 1= —F

1
Portanto, o produto lorentziano de a(s) a p é constante igual a —— bara todo
K
1
s € I. Entao o trago de « esté contido em linhas hiperbolicas H. (p, W),
K

e Por fim, se « € L? (v = 1) e é de tipo tempo, entao

(a(s) —p,a(s) —=p)r = —(-1)' - (1) = .

Consequentemente, como o produto lorentziano de «(s) a p é constante igual

1
a —, para todo s € I. Entao o trago de « esta contido em uma linha de Sitter
K

1

Para concluir esta se¢ao, veremos um dos teoremas mais importantes para curvas

O

planas em L?: o Teorema Fundamental das Curvas Planas. Esse teorema assegura
que, dada uma funcao diferenciével, existe uma curva de curvatura igual a tal funcao. Tal
como sua versao em R? (TENENBLAT, 2008), este teorema também garante que, dadas
duas curvas com a mesma curvatura e mesmo tipo causal, elas sao congruentes, ou seja,

diferem apenas pela sua posi¢ao no plano.

Teorema 4.66. (Teorema Fundamental das Curvas Planas) Dados p,v € L2, v unitario,
uma funcao continua k : I — R e sy € I, existe uma tnica curva regular o : [ — L2,
com velocidade unitaria tal que k,(s) = k(s), para todo s € I, a(sg) = p e /(sg) = v.
Além disso, se duas curvas com velocidade unitaria tém a mesma curvatura e o mesmo

tipo causal, entao sao congruentes.

Demonstragao: Sejam p = (x,,9,), v = (a,b) e a : I — L? dada por a(s) =

((s),y(s)). Vamos fazer um estudo de cada tipo causal separadamente.

S
(i) Para encontrar uma curva de tipo espago, definimos 6(s) = / k(u)du,
S0

S

x(s) = xp, + /8 cosh(0(t) — O)dt e y(s) =y, + / senh(0(t) — 6y)dt.

S0 S0

Dessa forma, a(s) = (z(s),y(s)) é uma curva parametrizada e suave. Como

o (s) = (cosh(A(s) — 6y),senh(0(s) — b)) # 0,
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para todo s € I, pois cosh(6(s) —6y) # 0, para todo (s) —6y € R, entdo « ¢ regular.
Além disso, (/(s),/(s))r = 1, entdo « é de tipo espago e esta parametrizada pelo

comprimento de arco.
Agora, vamos analisar a curvatura de a:

e o'(s) = (0'(s)senh(0(s) — by),0'(s) cosh(f(s) — bp)) =

= (k(s)senh(0(s) — bp), k(s) cosh(0(s) — 0y));

e n(s) = (senh(f(s) — 6y), cosh(0(s) — by));

o a"(s) = Ka(s)n(s) = Kals) = K(s).
Assim, garantimos que existe uma curva « com velocidade unitaria de curvatura
K(S).
Suponha, sem perda de generalidade, que a > 0 (o caso que a < 0 é anélogo) e tome

v = (a,b) = (cosh(fy),senh(fy)). Note que a(sg) = p, &’(sg) = v e pelo Diedro de

Frenet:

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes de sistemas de equagoes dife-

renciais, « € Unica.

Para uma curva de tipo tempo, definimos 6(s) = — / K(u)du e

S0

s

z(s) =z, + /S senh(6(t) — 6p)dt e y(s) =y, +/ cosh(6(t) — 6p)dt.

S0 S0

Novamente, a(s) = (z(s),y(s)) é uma curva parametrizada e suave. Como
o/ (s) = (senh(6(s) — 6y), cosh(6(s) — 6y)) # 0,
para todo s € I, o é regular. Além disso, (d/(s),d/(s)), = —1, entao « é de tipo
tempo e esta parametrizada pelo comprimento de arco.
Analisando a curvatura de a:
o o/'(s) = (0'(s)cosh(0(s) — by), ¢ (s)senh(0(s) — by)) =

(—£(s) cosh(0(s) — 0y), —k(s)senh(f(s) — by));
e n(s) = (—senh(0(s) — by), — cosh(f(s) — p));

o A"(s) = Ka(s)n(s) = Kal(s) = K(s).
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Assim, garantimos que existe uma curva « com velocidade unitéaria cuja curvatura

¢ K(s).

Suponha que b > 0 (novamente b < 0 ¢ anélogo) e tome v = (a, b) = (senh(6y), cosh(6y).
Note que a(sg) = p, &/(s¢) = v e pelo Diedro de Frenet

Logo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes de sistemas de equagoes

diferenciais, o é tnica.

Por fim, para a segunda parte do teorema, sejam a, 8 : I — L2 curvas regulares com
velocidade unitaria de mesmo tipo causal, a(s) = (24(5),ya(s)), B(s) = (x5(s),ys(s))
tais que K4(s) = Kp(s), para todo s € I. Defina a rotagio Ry : L* — L? de um angulo
0= Z((s0), ' (s0)), isto é, Ry faz com que o angulo do vetor 5'(sg) seja igual ao angulo

de o/(sg), e T : L2 — IL? a translagio que leva (Ry o (3)(so) em a(sg), da forma:
T(u) = u— Ry(B(s0)) + a(s0),u € L.

Dessa forma, definimos a isometria FF'= T o Ry € E1(2,R) ey = Fo 3 : 1 — L?

entao

(s)) =

B coshf senh 6 (s) cosh 0z 5(sg) + senh Oyz(so) N Tal(S0)\
senh 6 cosh@ (s) senh 0x3(sg) + cosh 8ys(so) Ya(S0)
[ coshOxp(s) + senh Oys(s) — cosh Bz s(sp) — senh Oyg(so) +
senh 0z 3(s) + cosh 0ys(s) — senh Oxg(sg) — cosh Oys(sg) +

Dai,
7'(s) = (cosh 0xs(s) + senh Oyj(s), senh Hay(s) + cosh fyj(s)) e
7"(s) = (cosh @z75(s) + senh Oyj(s), senh fxs(s) 4 cosh fyj(s)).
Assim, omitindo o pardmetro s, podemos calcular a curvatura de ~:
Ky = <_1)V€7<t/wn'y>L =
—e,((cosh Oxjg+senh Oy, senh Gaf5+cosh Oyy), e, (senh Gay+cosh Oy, cosh O)s+senh Oyj)) L
= —(a5y} cosh® 0 + yalsenh 0 — (afyjsenh 20 + yja; cosh®0)) =

= —epep(Tayp — Yats) = —€plts, ng)L = Kp = Fa.
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Logo, k,(8) = ka(s), para todo s € I. Mais ainda, vale que

(1) v(s0) = (zals0); Yals0)) = a(s0)

(ii) 7'(s0) = (coshfz(s0) + senh Oyj(so), senh Ox5(s0) + cosh Oyj(so)) =
= Ry(x3(s0), Y5(50)) = (26,(50), Yals0)) = & (s0)-

Portanto, pela unicidade garantida no inicio da prova, v(s) = «(s), logo « e /5 sao

congruentes. 0

4.3 1 Curvas no Espago

3

1)

Nesta secao, vamos analisar resultados de curvas espaciais em R?, onde v = 0, 1.

Analogamente ao que fizemos na se¢ao de curvas planas, construiremos um referencial
ortonormal e estudaremos o resultado mais importante de curvas no espago, o Teorema

Fundamental das Curvas Admissiveis.

Definigao 4.67. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada. Diremos que o é admissivel

se:
(i) « ¢é bi-regular, ou seja, {/(t),a”(t)} ¢ linearmente independente para todo t € I;
(ii) o/(t) e [&/(t),a”(t)] ndo sao de tipo luz, para qualquer que seja t € I.

Observacgao 4.68. Ser admissivel é propriedade intrinseca da curva, ou seja, independe
da parametrizagao.
De fato, sejam « : I — R3 uma curva admissivel e 8 : J — R3 uma reparametrizagio

de a pelo difeomorfismo h : J — I. Como
B'(s) = I (s)a'(h(s)) e B"(s) = W' (s)*a"(h(s)) + h"(s)a’(h(s)),

temos que:

(i) Analisando a seguinte combinagao linear, onde a,b € R:
aB'(s) +b8"(s) = 0= ah/(s)a/ (h(s)) + b(R'(s)*a" (h(s)) + h"(s)a'(h(s))) = 0 =
= (ah'(s) + bh"(s))a/ (h(s)) + bh'(s)%a” (h(s)) = 0.

Por hipétese {/(t),a”(t)} é linearmente independente, entdo bh'(s)*> = 0. Como
R'(s) # 0, pois h é difeomorfismo, b = 0. Assim,

ah/(s) +bh"(s) =0=a=0.
=0
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Dessa forma, o conjunto {f’(s), 8”(s)} é linearmente independente;

(ii) Pela Observagao 4.30 (iv), B(s) tem o mesmo tipo causal de a(t) para todo s € J,
onde h(s) =t € I. Portanto, como &/ (t) nao é de tipo luz para nenhum ¢ € I, entéo

f'(s) também nao é de tipo luz, para qualquer s € J;

(iii) Supondo que [f'(s), 5"(s)] é de tipo luz, entao 5'(s) x f"(s) é de tipo luz, mas
B'(s) x1 B"(s) = M (s)a/ (h(s)) xr (W (s)*" (h(s)) + h"(s)e (h(s))) =

= I/(5)*(/ (h(s)) %1 " (h(s))).

Assim, o/(h(s)) x1 a”(h(s)) é de tipo luz e [a/(h(s)),a”(h(s))] também sera, que
contradiz a hipotese. Portanto, [5'(s), 5”(s)] nao é de tipo luz.

Dessa forma,  é uma curva admissivel.

Exemplo 4.69. Seja a curva o : R — L3 do Exemplo 4.10 dada por a(t) = (0,7 cosh,r senh t).
Sabemos que o/(t) = (0, r senh ¢, 7 cosht) é de tipo tempo. Assim, o (t) = (0, cosht,r senh t)
e

(a(t), " (t)), = 0+ r?cosh®t — r’senh®t = r* > 0.

Logo «(t) é de tipo espago e [/(t), o’ (t)] ndo é de tipo luz.

Por fim, se a,b € R, a combinacao linear:
ac!(t) + ba" (t) = 0 = (0, ar senh t + br cosht, ar cosht + br senh t) = 0

ar senh t + br cosht = 0; a senh t = —bcosh t;
=

=
ar cosht + br senh t = 0; acosht = —b senh t;
a cosht senh t
= - =— = — = senh?t = cosh®t.
b senh ¢ cosht

Mas ndo existe ¢t € R, tal que senh’t = cosh®¢. Portanto, a tnica solucio é
a=b=0,ouseja, {/(t),a”(t)} ¢ linearmente dependente. Consequentemente, o ¢ uma

curva admissivel.

Definigao 4.70. (Triedro de Frenet-Serret) Seja o : I — R? uma curva admissivel e com
velocidade unitaria. O vetor tangente & o em s € [ é t(s) = d/(s) e a curvatura de «
em s & r(s) = |[¢'(s)ll, = [la" (s)l],-

Definimos o vetor normal a a em s pela relagao t'(s) = k(s)n(s) e o co-indicador
de a, 714, como o indicador de n(s), isto &, 7, = €,, -

Finalmente, o vetor binormal & o em s é o tnico vetor b(s) que torna a base
{t(s),n(s),b(s)} pseudo-ortonormal e positiva. Essa base é chamada Referencial de

Frenet-Serret, ou Triedro de Frenet-Serret, ou simplesmente Triedro de Frenet.
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Observagao 4.71. Seja o : [ — R3 uma curva admissivel e com velocidade unitaria.

(i) A hipotese de curva admissivel na defini¢ao anterior garante que [&/(s), a”(s)] nunca
¢ de tipo luz e, se o ndo é uma reta, k,(s) > 0, para todo s € I, pois &’(s) nao

pode ser de tipo luz;

(ii) Para deduzir uma férmula geral para o vetor binormal, podemos encontrar um vetor

ortogonal a t(s) e n(s) da forma:
b(s) = At(s) x, n(s),

onde A € R deve garantir que a base seja positiva. Assim, pela Proposicao 2.24,
temos

det(t(s),n(s),b(s)) =1 = det(b(s),t(s),n(s)) =1 =
= Mt(s) x n(s),t(s) x n(s)), =1=

(t(5),t(5)). <t<s>,n<s>>y> o

n(s),t(s)) (n(s),n(s)),

= A(—1)" det (

€, O

= A(—1)" det (O > =AN—1)"€na =1= A= (—1)"€4Na.
Na

Dessa forma, b(s) = (—1)"€anat(s) X, n(s) e
(b(s),b(s))r = ((—1)"€aa)*(t(s) X, n(s), £(s) X, 7))y = (—1)"€aa.

Portanto, b(s) é um vetor unitario e seu tipo causal é determinado pelo produto

apresentado.

Definigao 4.72. Seja o : I — R3 uma curva admissivel e com velocidade unitaria. A

torgao de a em s, denotada por 7(s), é a componente de n'(s) na dire¢do b(s), isto é,
n(s) = 7(s)b(s).
Teorema 4.73. Seja o : I — R? uma curva admissivel e com velocidade unitéria. Vale

que:
t'(s) = r(s)n(s);
n'(s) = —€anari(s) + 7(s)b(s);
b(s) = (=1)"ear(s)n(s),

ou, em linguagem matricial,
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Demonstragao: A primeira equacao é imediata da Definicao 4.70. Dado s € I, pelos

Corolérios 4.31, 4.32, valem as seguintes identidades:
(i) (t(s),n(s))y = 0= ('(s),n(s)), = —(t(s),n'(s))u;
(i) (t(s),b(s))y = 0= (t'(s),b(s))y = —(t(s),V'(5))w;
(ii) (n(s),b(s))y = 0= (n'(s),b(s)), = —(n(s),0'(s))v;
(iv) #(s) = r(s)n(s) = (t'(s), n(s)), = r(s)(n(s), n(s)), = £(s) = nalt'(s),n(s));
(v) n'(s) = 7(s)b(s) = (n'(s),b(s))y = 7(5)(b(5), b(s)), = 7(s) = (=1)"€ana(n’(s), b(s))w.

Como {t(s),n(s),b(s)} formam uma base, vamos escrever n'(s) nessa base a partir

de suas projecoes ortogonais em cada uma das direcoes:

N R I L O R O N O R B
=Gy, O e, " o) sy,
(i) e (iv) =0, pois nLn’ (ii) e (v)

(—1)”%%7(8),)

e ) = —eanan(s)t(s) + T()b(s)

= _eana"i(s)ﬂs) +

que resulta na segunda equagcao.

Por fim, para a tltima equacao, note que

J/

= (=1)"¢a7a (t(S) X —€allaki(5)t(s) +1(s) X T(S)b(S))) =

-~
=0

= —(~D*eanam()(nan(s)) = (~1)" ean(s).

Exemplo 4.74. Seja a curva a : R — L3 dada por

- (oo (3) 2o (7).

parametrizada pelo comprimento de arco, cujo trago é um ramo de uma linha de Sitter

no plano y = —=, ilustrado na Figura 38.

V3



4.3 Curvas no Espago 111

Figura 38: Traco da curva a em L3,

]Lii

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Note que:

i e = (et () g vaet (7)) =10

1 s 1 s
ii) o”(s) = =cosh| — ) ,0,=senh [ — | | = ¥/(s);
0 00 = (e (G5) 0.5 () =19
(iii) (d/(s),d/(s))r =1, logo « é de tipo espago e €, = 1;
1
(iv) (&(s),a”(s))r = 9 entao ' é também de tipo espago para todo s € R.

Analisando o plano 7 = [d/(s), @"(s)], temos

1
G, = =>detGﬂ-:§>O.

1
0

Ol = O

Portanto, o plano ¢ de tipo espaco e, assim, a curva é admissivel. Logo,

1
(i) k(s) =||a"(s)||lL = 3 bara todo s € R;

(ii) n(s) = %t’(s) - (Cosh (%) ,0, senh ( \/g)) e, =1;

(iii) b(s) = (—1)'eanat(s) xr n(s) = (—%senh (\/§> ,—%, —% cosh <%)),
(iv) '(s) :2(—1)2 . 1L;T(s)n(s)2:> .
= (_5 c;)sh <ﬁ) ,0, —gsenh <%>

T(s) = 3 para todo s € R.
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Definigao 4.75. Seja a : [ — R3 uma curva regular admissivel e S a fungiao comprimento
de arco de a. Tome «(t) = B(S5(t)), os vetores tangente, normal e binormal a a em ¢

sao definidos por:

ta(t) = 5(S(t)), na(t) = np(S(t)) € ba(t) = bs(S(1))-

Definimos também a curvatura e a torgao de o em ¢t como

Ra(t) = Kp(S(1)) e Ta(t) = 75(S(1))-

Proposigao 4.76. Seja o : I — R3 uma curva regular admissivel. Dado ¢ € I, valem as

formulas: (8 (s
o x o’ (s)|],
Kals) =
e/ ()13

Demonstragao: Sejam S a fungdo comprimento de arco de a e a(t) = 5(S(t)), ou seja,

o (s) = 2@, 0), (1)
: [l (#) > a" ()]

[ é uma reparametrizacao por comprimento de arco de . Utilizando a defini¢ao anterior,

temos que

(i) /() = (B(S(®)) = 5" ()ts(S(1));
(i) (1) = S"(1)ts(S(t)) + 5'(1)*t5(S (1)) = S"()ta(S(1)) + S'(1)*ks(S(1)ns(S(1));
(iii) Omitindo o parametro t:

0" = §"E5(S)+S' S (S)+25'S" 5 (S)a(S)+S (S, (S)ns(S)+8ks(S)ny(S)) =
= (9" — S"Katala) ta + (358" ke + SPKa) N + S KaTa ba =
——

(. J . i

v~ v~

A B C
— At, + Bng, + Cb,;

(iv) o/(2) x, " (t) = (5" ()ts(S (1)) xu (S"(D)ta(S(1) + 5'(1)*ka(S(1))ns(S(1))) =
= rp(S(1))5"(1)*(t(S (1)) Xy ns(S(1))) = (1) Ka(t)(ta(t) Xu na(t)).

Assim, estudando a norma pseudo-euclidiana do vetor do item (iv), temos

1o/ () >0 o ()l = [1S"(t)*Ka(t) (ta(t) Xu na ()], = [S"()] |Ka(B)]- |[ta(t) X, na(®)]], =

~
=[la’ (®)]lv =1

lo'(t) %, 0"l _
o e

Para a segunda igualdade, omitindo novamente o parametro ¢, temos

det(a/,a”, ") = det(S'ty, S"tq + S KaNa, Aty + Bng + Cby) =

= det(Sta, S?KaNa, (S KaTa)ba) = Sk T4 det(ta, Na, bo) = SCK2Tq =
—_—

=1
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N det(a,, C\(,/, CY”/) det(a,, Oé”, O(,”) . (HO/H?/)2 det(a,, al/, a/l/)
Ta = = =
) S0kG 15 - Tl <y a”|[} o/ >, o[}

Exemplo 4.77. Seja a curva « : [0, 47| — L? dada por
t
at) = (1 + cost, sen t, 25en§) :

A curva a é chamada Curva de Viviani e é encontrada pela intersecao do cilindro
paralelo ao eixo z de raio 1 centrada em (1,0,0) e a esfera de raio 2 centrado na origem.
A Figura 39 ilustra o trago da Curva de Viviani a direita e a intersecao da esfera e do

cilindro que originam a mesma a esquerda.

Figura 39: Traco da Curva de Viviani e as superficies que a originam em L3.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Para encontrar o valor da curvatura e da torcao de a é necessario fazer o seguinte

estudo
t
(i) o/(t) = <—sen t,cost, cos 5),

1 t

i) o”(t) = ( —cost, —sen ¢, —=sen - |
(i) «"(t) (cos, sen t, 2sen2>,

1 t
(iii) ”(t) = <sen t,— cost, — ¢os 5),

t t
(iv) {(a/(t),/(t)) = sen?t + cos? t — cos? 5= 1 — cos? 3 > 0, para todo t € [0, 47].

Assim, o nao esta parametrizada pelo comprimento de arco, é de tipo luz em 0, 27

e 41 e é de tipo espago nos demais pontos do dominio.

1 t t 1 t t
(v) (/(t),a”(t)) =sen tcost —sen tcost — 5 CO8 5Sely = — Cos oseny;

1 t 1 t
(vi) (a”(t),a”(t))r = sen®t + cos*t — —sen2§ =1- Zsen2§;
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(vii) Seja m = [d/(t), " (t)], temos

1 — cos? o1 cos ES.enz

G — 2 27| L
7r 1 t t 1 1 ot
—— COS —sen— — —sen’—
2 2 2 4 2

1 1 t t 1 t
= det(G,) =1— Z—Lsen22 cos? 5 + 4sen2§ cos? 5~ 4sen2§ cos? 5=
3 t 3
:1—1—1c082§zz (1—0082—) >0,

para todo t € [0,47]. Dessa forma, 7 é de tipo espago para t diferente de 0, 27 e 4,

isto é, é a curva é admissivel em t fora desses pontos;

€1 €2 —€3
(viil) o/(t) x &”(t) =det | —sen t cost cos £ =

2
—cost —sen t —%sen %

1 ; t y t 1 y t ; t 1
f— —_—— —_— —_— —_—— —_—— —_— —_— .
= 5 cos tsen 5 + sen t cos 5 2sen sen 5 cost cos 5 ;

1 1
1 t t 2 3 t 31\?2
(ix) ||/(t) x " (t)||r = (’ZSGIPE + cos? 3 1’) = ('ZCOS2 3 ZD =
1 1
3 1 31\2 3 31\ ? 3
:(‘1-5(1+cost)—z‘) :(‘gcost—gb :% |cost — 1;
—sent cost cos &
_ 1 _
(x) det(a/(t),a”(t),a"(t)) = det | —cost —sent —gsen: | =
sent —cost —icosi
1 t n t 3 t
= ——C0S = 4 COS = = — COS —.
4 2 2 4 2

Dessa forma, para cada t € (0,47) — {27}, temos

') xp ot @), VIeost=1 3

all) = O o g7 1—cost
L (|§(1 —COSt)|)2
_det(d/(),0"(t),a"(t) 7008 3 _ cosy  cosy 4 ¢
er(t) = llo/(t) xp " (D)|)2 2 ] —cos2t  gen2t COt§CSC§'
L L (\/73 | cos? & — 1‘) 2 2

Definigao 4.78. Seja o : [ — R3 uma curva regular admissivel e ¢y € I.

(i) O plano osculador a « em t; é o plano gerado por t,(ty) e ny(to), passando por

a(ty), denotado por m,;

(ii) O plano normal a a em t, é o plano gerado por n,(ty) e ba (%), passando por a(ty),

denotado por m,;
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(iii) O plano retificante a a em ¢, ¢ o plano gerado por t,(to) e ba(to), passando por

a(ty), denotado por 7.

A Figura 40 ilustra os planos 7,, 7, e 7, da curva a em a(s).

Figura 40: Planos gerados pelo Triedro de Frenet de uma curva o em L3,

Plano normal Plano retificante

]L3 Plano osculador

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Proposigao 4.79. Seja « : I — R? uma curva regular admissivel. Entao o traco de «

esta contido em um plano se, e somente se, 7(t) = 0, para todo t € I.

Demonstragao: Suponha sem perda de generalidade que o tem velocidade unitaria e
que seu traco esta contido em um plano.

Afirmagao: O plano oscular 7, = [t,, ns] € 0 plano contém o trago de a e independe
de s.

De fato, seja v € R3 unitario e ortogonal ao plano de contém o trago de a. Fixado
sg € I, temos

(a(s) — a(sp),v), =0, para todo s € I.

Derivando a igualdade duas vezes:
({als) — afso), v),)" = 0" = (t(s), v}, =0

({t(s),v))" = 0" = (#'(s), v}y = (K(s)n(s), v}, = 0.

Dessa forma, v é ortogonal a t(s) e n(s), assim, b(s) = +v e, consequentemente, o
plano que contém o trago de a é m,. Mais ainda, essas propriedades de v valem para todo

s em I, logo o plano oscular independe de s. A Figura 41 ilustra a afirmacao.
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Assim, pela afirmacao, o C 7,. Da tltima Equacao de Frenet, temos

0="V(s) = (=1)""7(s) ean(s) = 7(s) = 0, para todo s € I.
—
£0

Figura 41: Representacao da curva a no plano oscular, o vetor v e o vetor binormal a a.

b(s)

) -ag

Tlo
Fonte: Elaboragao propria (2026).

Reciprocamente, se 7(s) = 0 para todo s € I, novamente pela ultima Equagao de
Frenet, temos
V(s) =0, para todo s € I = b(s) =b,b € R>.

Fixado sy € I, tome f : I — Rdada por f(s) = (a(s)—a(sg),b),. Geometricamente,
f mede o quanto a(s) se afasta do plano ortogonal & b(s) passando por «a(sg), ou seja, o

plano osculador, ilustrado na Figura 42. Derivando f:

Dessa forma, f é uma fungao constante, porém, como f(sg) = (0, b), =0, entdo f é
identicamente nula, isto é, o nao se afasta do plano.
Portanto, o trago de a esté contido no plano ortogonal a b passando por sq, ou seja,

o plano osculador & a em sg.

Figura 42: Representacao geométrica da fungao f em relacao a curva a.

Fonte: Elaboragao propria (2026).
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O

No contexto desse teorema, notamos que a torcao da curva a mede o quanto uma

curva se afasta de ser plana.

Observacao 4.80. Nesse caso, a hipétese de admissivel é essencial, pois, caso a curva
nao fosse admissivel, ela pode nao ser plana, mas ter tor¢ao nula.

De fato, seja o : R — L3 dada por:

(, 0,6_%2), set>0;
at) = 1 (t, e_t%,O), se t <0
(0,0,0), set=0.

Note que
2 _1

1,0, e 2 ), set > 0;
13

2

o(t) = )
1,—e 2,0, set <0;
13

2 1 2 1
e lim o/(t) = lim (1,t—3€t2,0> =(1,0,0) = lim (1,t—36t2,0> = lim /().

t—0— t—0— t—0+ t—0+

Assim, « é regular.

Analisando a segunda derivada de «:

4 1+ 6 _1
0,0, —e 2 — —e |, set>0;
I 16 t4
a'(t) = 4 1+ 6 _1 ¢
0,—e ©¥ ——e 2.0, set <O0;
16 t4

lim o”(¢) = lim (0, deb Ee—ﬂ,o) =0 = lim (o,o, deb Ee—é) = lim o”(2).
t—0~ t—0~ t6 t6 t4 t—0+

Dessa forma, em t = 0, a”(t) = 0, logo as derivadas o/(t) e a”(t) sdo linearmente
dependentes. Consequentemente a curva « nao é admissivel.

Apesar disso, a parte da curva « para t > 0 esta contida no plano zz, logo 7(t) =
parat > 0. Analogamente, quando t < 0 a curva « esta contida no plano zy, logo 7(t) =
para t < 0. Por fim, como o(0) = 0, entéo 7(0) = 0.

Portanto, a torcao da curva « ¢é identicamente nula, mas o trago de « nao esta

contido em um tnico plano, como ilustra a Figura 43.
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Figura 43: Traco da curva a em L3,

Fonte: Elaboragao propria (2026).

O préximo resultado caracteriza os pseudo-circulos estudados na Secao 4.2 de curvas
planas, como curvas espaciais, por meio da curvatura e da torcao. A demonstracao deste
resultado pode ser encontrada em (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

Proposigao 4.81. Seja o : I — R? uma curva regular admissivel. Entao x(s) = k ¢é

1 1
constante e 7 = 0 se, e somente se, o é congruente a um pedaco de S (—) ,Hi (—) ou
K

K
1
St = .
()
Definigao 4.82. Sejam p € L3 e r > 0.

(i) O espago de Sitter de centro p e raio r é o conjunto
Si(p.r) ={v e L’ (v —pv—p) =1}
(ii) O espago hiperbélico de centro p e raio r é o conjunto
Hi(p,r) ={vel®{®w—-pv—p=—r*A{v—pes) <0}
Analogamente, definimos a secao
H2 (p,r) = {v €L (v —p,v—p)r=—1"A{—p,es) >0}

Quando p = 0 e r = 1, tais parametros serao omitidos.
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Figura 44: O espaco de Sitter e o espaco hiperbélico em L3,

St

Fonte: Elaboragao propria (2026).

A Figura 44 ilustra os espacos S? e H2. Note que essas superficies sio andlogas as
esferas no espaco euclidiano R?, pois distam um valor constante de um ponto fixo, que

também estudamos durante a Segao 2.3.

Teorema 4.83. Seja o : I — R3, v = 0,1, uma curva admissivel com velocidade unitéria
e tor¢ao nao nula. Se o traco de a esté contido em S*(p,r), Si(p,r), HZ(p,r) ou CL(p),

entao valem:

_ “falla . iyt e 1 / s
al9) == a0 () o

g oren (B ()

para todo s € I. Por outro lado, se a tultima relagao ¢é satisfeita e k(s) é ndo constante,

existe p € R? tal que o traco de « esta contido em S?(p,r), S¥(p,r), HZ (p,r) ou CL(p).

Demonstragao: Suponha sem perda de generalidade que p = 0. Omitindo o parametro
s € I, os vetores t, n, b formam uma base ortonormal do espaco. Assim, podemos escrever
«a como combinacao linear desses vetores e, pelo Lema 3.1, segue que:

{a.t)y,
@i
) : (o, m),
(i) proj,a = (o)

(i) proj,a = = e (a, t),t;

n = ne{a,n),n;

(o, b),
(0,b),

Dessa forma,

(iii) proj,a = b= (—1)"€analc,b),b.

a(s) = ex{a, t),t +nala,n),n + (—=1)"eana{a,b),b, Vs € 1. 9)

Como o trago de «v esta contido em uma das superficies do enunciado, entao (a(s), a(s)),

é constante. Logo «a(s) é ortogonal a t(s) e, para cada s € I,

(a,t), =0= (t,t), + {a,t'), = 0= (a,n), =
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Derivando novamente a expressao:

({an)y) = (‘;a)' > o = <, (1) N

1\ € (1 !
= <Oé’ —€allakl + Tb)'/ =—€ |- | = <C¥7b>1/ =—— 4\ -
K
Aplicando essas identidades na Equacao (9), temos

_606

= n(s —1)%€ (=€a) L , S
a9 =04 1= n(s) + (1 eomn " () 0o =

que garante a primeira igualdade.

Para a segunda, temos que

7(s)
- (:7(2;&)2 (n(s),n(s)) + ((—1)”+IT’ZZ) (%))2 (b(s): b(s))w =

=p (<1> <<1>)) (1)"€aflo:

Reciprocamente, se k(s) nao é constante e a segunda igualdade é satisfeita, vamos

mostrar que p(s), o “centro” da curva, é constante. Reescrevendo a primeira equagao e
derivando, temos que

a'la « 1 '
p=a+ oy 4 (ol (—) b=
K T K

€allo €ala)’ T 1 ! 1/1 "\
p/:t+Tn'+< - ) n—i—(—l)”T (E) V' 4 (=1)"na <— (—)) b
60/’7&

1Y’ o (1) 1/1\"Y
_ - -1 viae [~ -1 v+1 -1 v I
o (—€aNakt+Tb)+€aMa (/i) n+(—1) - (H) (1) eamn+(—1)"1q (7_ </€) ) b

€alla

= Tb+(—1)”na(

t+

R
Y
x| =
~
~~
S
I
P
Q

(G o3t () w0 Siene + 285 (i) 9), -
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1 . . -
para simplificar a notagao:

Escrevendo p(s) = ) -
k(s
o= n. [M +(=1)"p"o + (—1)”0’0'} b. (10)

Derivando a igualdade satisfeita por hipdtese, temos

oy (2 e (L (1)) ) =

0 = 20app’ + 2(—1)"€anaca’ p® + 2(—1)"eanac?p p’ =
0= 2¢exnap'o (% +(=1)"p'o’ + (—')”p”a) =
L\ o
20
Eap (_1)l/p/0_/ _"_ (_/)l/p//O_.

=0="C4
g

Aplicando na Equacio (10), p/(s) = 0, para todo s € I. Portanto, p é constante.

Dessa forma,
2

e (5 5 -

" Ka(s)?

(a(s) = p,a(s) = py

isto ¢, o trago de « esté contido em S?(p,r), S?(p,r), HA (p,7) ou Cr(p).

Exemplo 4.84. Seja a curva a(t) = (e cost,e’sen t,e'), t € R, em LL3. Note que o/(t) =

(€' cost — e'sen t,e' cost + e'sen t, ') e

(d(s),d/(s))p =e* +e* —e* = >0, Vt €R,

entao « é regular, de tipo espaco e nao esta parametrizada pelo comprimento de arco. A

fungao comprimento de arco de « é

t t
S(t) = / || (w)||Ldu = / e'du=e"' —1 = h(s) =t =In(s+1).
0 0
A reparametrizacao com velocidade unitaria de o é

B(s) =a(h(s)) = ((s+1)cos(In(s+ 1)), (s+ 1)sen (In(s +1)),s +1),s € (—1,00).

Assim, definimos

(i) B'(s) = t(s) =
(cos(In(s + 1)) —sen (In(s + 1)), cos(In(s + 1)) +sen (In(s + 1)), 1);
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(ii) (t(s),t(s))L=1e ez =1;
(i) t’(s)lz 1
( (—cos(In(s + 1)) —sen (In(s + 1)), (cos(In(s + 1)) —sen (In(s + 1))), 0);

s+1 s+1

(iv) K(S):Htl(S)HL:\/( L + ! —0= V2 seR—{-1}

s+1)2  (s+1)2 s+ 1

(cos(In(s + 1)) —sen (In(s + 1))), 0);

X
E
>
K
Sl

(s)r="1ens=1;

(vii) b(s) = g—l)legngt(s) X n(s) = 1 ,
— (——(cos(ln(s +1)) —sen (In(s + 1))), E(— cos(In(s + 1)) —sen (In(s + 1)), ﬁ)j

2
i) b'(s) = L —cos(In(s —sen (In(s cos(In(s —sen (In(s ;
() 1(s) = - (= eosCnfs -+ 1)) = sem (s + 1) cos(ln(s + 1) = sen (In(s +1)),0);
. 1
(ix) 7(s) = ST

Mais ainda, note que

ot e (5 () ) =5 () = w

Dessa forma, como a Equagao (11) é verdadeira com r = 0 e a curvatura de § nao

é constante, pela volta do Teorema 4.83, garantimos que o trago de 3 esta contido em no

cone CL(6), como ilustra a Figura 45. Além disso, pela ida do Teorema 4.83, podemos
parametrizar § da forma:

O M e e (LY
B9) = p = W) + (1 () bGs) =
. s+1 s+1
#5(5):5(3)—0:—\/571(3) ﬁb(s).
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Figura 45: Traco da curva em LL3.

]L.'i

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definigao 4.85. Uma curva « : [ — R admissivel com velocidade unitaria é chamada

hélice se existe um vetor v € R3, v # 0, tal que (t(s),v), é constante. Dizemos ainda,

1284

em L3, que a hélice é:
(i) hiperbdlica, se v for de tipo espago;
(ii) eliptica, se v for de tipo tempo;
(iii) parabélica, se v for de tipo luz.
A direcao determinada por v é chamada eixo da hélice.

Exemplo 4.86. Seja a curva o em L? do Exemplo 4.84 e 8 uma reparametrizacao de o

por h(s) = In(s + 1) dada por
B(s) = a(h(s)) = ((s + 1) cos(In(s + 1)), (s + )sen (In(s + 1)), s + 1), s € (=1, 00).
Note que, o produto de t(s) e e5 = (0,0,1) &
(t(s), es), = =1, Vs € (=1,00).

Portanto, a é uma hélice e e3 é a direcao de seu eixo.

Teorema 4.87. Seja  : I — R? uma curva admissivel com velocidade unitéria. Entao
, T 7(s) .
«a é uma hélice se, e somente se, ﬂ ¢ constante.
k(s

Demonstragao: Seja a uma hélice cujo eixo ¢ determinado por v, o/(s) = t(s) e
(t(s),v), = ¢, c € R. Entao
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Derivando novamente a equacgao:

(n'(s),v), = 0= (—enar(s)t(s) + 7(s)b(s),v), =0 =

= —€anak(s)(t(s),v), + 7(s)(b(s),v), =0 = 7(s) __—CallaC

Pela terceira Equacao de Frenet, temos

V(s) = (—=1)eqt(s)n(s) = (V'(s),v), = \((—l)yeaT(s)n(s),v)V =0.

~
=0 (Equagéo 12)

Dessa forma, (V'(s),v), é constante e, consequentemente, % ¢ também constante.
k(s

Reciprocamente, suponha que 7(s) = ck(s),c € R.

Se ¢ =0, entao 7(s) =0, a curva « é plana e

—

V(s)=0=b(s)=beR3 Vsel.

Como (t(s),b(s)), = 0, pois sdo vetores ortonormais, entdo b ¢ o vetor procurado.

Se ¢ # 0, vamos procurar v € R3 tal que (¢(s),v), = c¢. Escrevendo v na base
{t(s),n(s), b(s)}:
v = v,(s)t(s) + vy(s)n(s) + v.(s)b(s). (13)

Pelo Lema 3.1, a componente de v na diregao de t(s) é (v, t(s)),, que por hipotese

¢ constante. Entao v,(s) = v, € R. Assim, a derivada da Equacao (13) é

0 = v,t'(s) + v, (s)n(s) + vy (s)n'(s) 4+ v(5)b(s) 4 v.(s)b'(s) =
= vahi()n(8)+vy (s)n(s) vy (5)(—€atlari()t(s)+7(5)b(s)) +0L(s)b(s) +v:(s) (—1)" T eaT(s)n(3)
= —vy(s)€atlaki(s)t(s)+(vari(s)+),(s) 02 () (1) eat(5))n(s)+ (v, (5)7(s)+v.(5))b(s) =
)
)

= —0y()€anati(s)t(s)+(vari(s)+v (5) 02 (5)(—1)" eacki(s))n(s)+(vy(s)cr(s)+0.(5))b(s)-

Pela independéncia linear de t(s),n(s) e b(s)

—vy(8)€anaki(s) =0 (i)
vek(8) + U;(S) + v, (8)(=1)" eqer(s) =0 (ii) -
vy (s)cr(s) +vi(s) =0 (iii)

De (i): v, = 0. Aplicando em (iii), temos

Ve (s) + 0+ v, (s)(—1)" Meqcr(s) = 0= v.(s) = (—1)”m = (—1)”ea?.
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Assim, v = v,t(s) + (—1)”eav—xb(s) é tal que
c

Portanto, ¢ uma hélice na direcao v. 0

Teorema 4.88. (Teorema Fundamental das Curvas Admissiveis) Sejam x,7 : [ — R
fungoes continuas, com k positiva, pg € R3, so € I e {tg,ng, by} uma base pseudo-
ortonormal positiva de R3. Entdo existe uma tnica curva « : I — R3 admissivel e com
velocidade unitaria tal que a(sg) = po, {ta(50); a(50), ba(S0)} = {to, 70,00}, Ka(s) = K(S)
e To(s) = 7(s), para todo s € I.

Demonstragao: Vamos mostrar que existe um referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)}
que satisfaz as Equagoes de Frenet e, em seguida, definir uma curva «a(s) com torgao e
curvatura procuradas.

Sejam € = €, N = €,,, t(5),n(s) e b(s), tais que

(

t'(s) = r(s)n(s);

n'(s) = —enr(s)t(s) + 7(s)b(s);
b(s) = (=1)"er(s)n(s);
((50),n(50),0(50)) = (to, 70, bo)-

\

Dessa forma, podemos escrever esse sistema a partir das seguintes equagoes diferen-

§) L ((1(s). 13))0) = 2(){1(5). n(s)):
(1) - ((n(s) n())) = ~26(3){1(5), n(s))s — 27(5){bls). n(s):
() 2 ({b(s). b)) = 27(5) () b(s)):
() “L((b(s), n($))0) = w(5) (). () — () {1(5), (5D — 7(5){1(5), b(s)):
d

(v) 2= ({t(5),5(5))2) = K()(bLs), )}y + () t(5), )

(vi) d%(@(é‘), n(s))y) = 7(s)(n(s),n(s)), — £(s)(t(s), b(s))y — 7(s5){b(s), b(s))w,

com condig¢oes iniciais

(t(50), 1(s0))v = € (n(s0), n(s0))» = 1, (b(s0), b(s0))r = (=1)"en
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e (t(s0), n(s0))v = (t(s0), b(s0))v = (n(50), b(s0))» = 0.

Do Teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes de sistemas de equagoes diferen-
ciais, fixado sg, existe uma unica solugao {t(s),n(s),b(s)} do sistema, onde, para cada
sel,

(t(s),t(s))v = € (n(s),n(s))y =, (b(s), b(s)), = (—1)"en (14)
e (t(s),n(s))y = (t(s),b(s))y = (n(s), b(s)), = 0. (15)

Portanto, as Equagoes (14) e (15) sdo a tnica solu¢ao para o PVI e {t(s),n(s),b(s)}

¢ o referencial ortonormal procurado. Por fim, defina o : I — R? da forma:

a(s) =po + /S t(u)du.

S0

Nesse caso, temos

e a(sg) = po;

e o/(s) = t(s), um vetor unitério, para todo s € I;

[/ (s),a”(s)] = [t(s),n(s)] ndo é de tipo luz, pois b(s) nao é de tipo luz, logo a curva

¢ admissivel;

Ra(s) = [la” ()]l = [[t'(s)]l, = llx(s)n(s)ll = [w(s)] - lIn(s)ll, = K(s);

o (—1)"ler(s)n(s) =V (s) = (—=1)"ler,(s)n(s) = 7a(s) = 7(s).

Portanto, existe uma curva com a mesma curvatura, tor¢cao e Referencial de Frenet
dados.

Suponha outra curva 3 : I — R2 admissivel com velocidade unitaria tal que a(sq) =
B(sp), com o mesmo referencial de Frenet que o em sg, kg(s) = Ka(s) e 73(s) = Ta(s),
para todo s € I. Como elas tem o mesmo referencial, {t,,na,b.} = {ts, ng, bz}, sdo
ambas solugoes para o mesmo PVI, logo, pela unicidade da solugdo, t,(s) = t5(s), para
todo s € 1.

Dessa forma, a e 8 diferem por uma constante. Apesar disso, a(sg) = [(sg), logo

« = (. Portanto, a curva procurada é tinica, que conclui a prova. ([l

Por fim, de forma analoga ao encontrado no Teorema Fundamental das Curvas Pla-
nas, se duas curvas tem a mesma curvatura, torcao, referencial de Frenet em um ponto e
mesmo tipo causal, entao elas diferente apenas pela posicao no espaco. O Corolario 4.89
formaliza tal conceito e sua demonstragao pode ser encontrada em (COUTO; LYMBE-
ROPOULOS, 2018).
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Corolario 4.89. Duas curvas admissiveis com velocidade unitaria, mesma curvatura e
mesma tor¢ao, cujos referenciais de Frenet possuam o mesmo tipo causal diferem por uma

isometria positiva de R3.
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CAPITULO 5

CONTATO EM L"

Neste capitulo, estudaremos o contato de curvas com objetos “padrao”, buscando
entender o quanto elas se assemelham. Esses objetos “padrao” sao as retas, os circulos e
os pseudo-circulos. A escolha de tais curvas nao é aleatoria, visto que poderiamos estudar o
contato com qualquer tipo de objeto. Apesar disso, além de serem as curvas com curvatura
constante, quando pensamos no caso euclidiano usual, ao comparar uma curva a um circulo
ou uma reta, conseguimos extrair informacgoes sobre o quanto curvada ela é, o que justifica
sua escolha e, de forma andloga, a dos pseudo-circulos. Para tanto, desenvolveremos
muitas demonstracoes somente para o L2, mas tais resultados no espaco euclidiano usual
podem ser encontrados em (RIUL; BARRETO; MOREIRA, 2022), (BRUCE; GIBLIN,
1992) e (IZUMIYA et al., 2015).

5.1 | Equivaléncias de funcoes reais

Inicialmente, vejamos os primeiros objetos de estudo ligados a teoria de contato,
os germes e a R-equivaléncia. Seja sop € R, denotamos por f : (R,s)) — R uma
funcao definida em alguma vizinhanca de sy. Dizemos que duas fungoes sao iguais se
elas coincidem em alguma vizinhanga, possivelmente menor, de sy. Essa igualdade define
uma relagdo de equivaléncia no conjunto de funcgoes definidas em uma vizinhanca de
sg. Chamamos as classes de equivaléncia de germes de f em sg. Mais detalhes em
(GIBSON, 1979). Quando também desejamos fixar a imagem de sq, escrevemos
f (R, s0) = (R,p), onde f(sg) = p.

Exemplo 5.1. As fungoes fi(s) = s e fa(s) = |5 Figura 46: O germe |s| em so.
estao no mesmo germe em sy, para todo sg > 0.

De fato, se sp > 0, em uma vizinhanga V' C (0, 00) f(s)=ls|

de sg, temos fi(s) = s = fo(s), para todo s € V. A
Figura 46 ilustra o grafico das fungoes f; e f, proximas

a algum sy > 0.

De agora em diante, ao citar um germe f : (R, sg) —

R como uma fungao, nos referimos a um representante
da classe de equivaléncia de f. Fonte: Elaboragao propria (2026).

Defini¢ao 5.2. Sejam f; : (R,s;) = Re fy: (R, sy) — R fungdes suaves. Dizemos que

f1 em s; é R-equivalente & f, em s, se existem intervalos abertos Vi, V, C R tais que
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s1 € V1, 89 € Vo, um difeomorfismo h : Vi — V5, e uma constante ¢, tais que h(s;) = sg e
fi(s) = fa(h(s)) + ¢, para todo s € V;.

Dessa forma, a fun¢ao f;, em uma vizinhanca de s;, é obtida de f;, em uma vi-
zinhanca de sy através de uma mudanca de coordenadas e da adicao de uma constante

¢ = fi(s1) — fa(sz2), de modo que o diagrama a seguir seja comutativo.

%LR

) lmfc

%LR

Observagao 5.3. A R—equivaléncia é uma relagao de equivaléncia.

(i) Reflexiva: f; é R—equivalente a fi.
De fato, tome h(s) = s a fungdo identidade e ¢ = 0, temos fi(s) = f1(h(s)) + 0;

(ii) Simétrica: f; ¢ R—equivalente & f; se, e somente se, fo ¢ R—equivalente & fj.
Se fi é R—equivalente a f,, existe um difeomorfismo h e uma constante ¢, tal

que fi(s) = fo(h(s)) + c. Tomando o difeomorfismo h™1 e —c, vale que fo(s) =

f1(h7'(s)) — c. Portanto, f, ¢ R—equivalente a f; e a reciproca é analoga;
(iii) Transitiva: Se f; é R—equivalente a fy e fo é R—equivalente a f3, entdo f; é
R—equivalente a f.

De fato, sejam h, g difeomorfismos e ¢, d € R tais que

fi1(s) = fa(h(s)) +c e fa(s) = f3(g(s)) +d.

Entdo, fi(s) = (f3(g(h(s))) +d+ ¢, logo f1 é R—equivalente & f3, pois g o h é

difeomorfismo.

Exemplo 5.4. As fungbes fi(s) =s+5e fa(s) = |s]
sao R-equivalentes em s; =6 e s, = 1.

De fato, tome s; € Vi = (5,7), s € Vo = (0,2)
e h(s) = s — 5, um difeomorfismo definido em V;. BAQEN

Assim,

Figura 47: Gréafico de f; e fs.

fa(h(s)) +5=]s—=5[+10=5s—-54+10 =
~——

>0

=s+5=fi(s), Vse V.

Portanto, f; em s; é R-equivalente & fy em s,. A

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Figura 47 ilustra o grafico de f; em s; e fy em $5.
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Exemplo 5.5. Seja k € N, fi(s) = s¥ em s, = 0 e fo(s) = —s* em s, = 0 sdo R-
equivalentes se, e somente se, k é impar.

De fato, para que f; e fy sejam R-equivalentes em s; = s; = 0 é necessario que
exista um difeomorfismo h: Vi — Vo e ¢ = fi(s1) — fa(s2) = f1(0) — f2(0) = 0, tais que

fi(s) = fa(h(s)) + 0 = s = —(h(s))*.

Se k & par, entdo a unica solugao é s = h(s) = 0, ou seja, nao conseguimos definir
intervalos tais que h seja difeomorfismo. Portanto, as fung¢oes nao sao R-equivalentes.

Se k ¢ impar, entao h(s) = —s, para todo s em um intervalo centrado em 0. Portanto,

Fa(h(s)) + 0= —(=s)" = s" = fi(s),

isto é, as fungoes sao R-equivalentes. A Figura 48 ilustra as relagoes discutidas por meio

dos gréficos das funcoes s2, —s2, 5% e —s3.

Figura 48: Comparacao do grafico das funcoes £s? e %53

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Lema 5.6. (Lema de Hadamard) Seja f : (R, s9) — R suave, e suponha f®)(sy) = 0 para
todo p =1, ..., k. Entao, existe uma funcao f; : (R, sg) — R tal que

f(s) = f(s0) + (s = 50)""* fu(s) (16)
para todo s em alguma vizinhanca de s,. Mais ainda, se f*+1(s0) # 0, entdo f1(so) # 0.

Demonstragao: Inicialmente, suponha sp = 0 e f(sg) = 0. Para tanto, considere a
funcdo suave F' : (R,0) — R tal que F®(0) = 0, para todo p = 1,...,k. Queremos
mostrar que

F(s) = F(s0) + (s — s0)" " Fy(s) = s"™ Fy(5),

para todo s em uma vizinhanca de 0, onde F; é suave. Vamos desenvolver a prova por

indugao em k.
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Se k =0, temos F'(0) = 0 e buscamos F(s) = sFj(s). Pelo Teorema Fundamental

do Célculo, temos

/0 %F(su)du = F(s) — F(0) = F(s),

portanto,

Fls) = /0 1 d%F(su)du: /0 S (su)du = s /0 P (su)du

1
de onde podemos tomar Fi(s) = / F'(su)du, suave, como querfamos. Mais ainda, se
0
F'(0) # 0, entao
0 # F'(0) = 0F((0) + F1(0) = F1(0).

Suponha o resultado valido para k € N qualquer, ou seja, se F® = 0, para todo
p=1,..,k, existe F}(s) suave, tal que F(s) = s*"1F(s) (Hipotese de Indugao).
Assim, tomando seu sucessor, k + 1, quando F?(0) = 0, para todop =1,....,k + 1,

temos que, pelo caso k = 0, F(s) = sFy(s). Derivando a igualdade repetidas vezes
FO(s) = pFP V(s) + sF\P(s),¥p=1,... k + 1.
Avaliando em s = 0:
F®0) = pFP0) +0FP(0) =0= FP0)=0,vp=1,...k+ 1.

Aplicando a hipétese de indugdo em Fy(s), temos Fy(s) = s**1F(s). Consequente-
mente, F(s) = s*2F(s).
Por fim, se F®*D(0) # 0, a k + 1-é¢sima derivada de F é

k+1
FED(s) = (k+ DA (s) + (k j 1) e k(i T i)!m SR (),

Logo, em s = 0, F 1 (0) = (k + 1)!F1(0) = F1(0) # 0, que finaliza a prova para
so = 0.

Para o caso geral, o desenvolvimento segue de modo anédlogo. Tome s em uma
vizinhanga de sq e F(s) = f(s+ o) — f(s0), como ilustra a Figura 49. Como F®(0) = 0,
para 1 < p < k, segue que F(s) = s*" [ (s). Logo f(s+ s9) = f(s0) + s*™1Fy(s), onde
s + sp estd em uma vizinhanca de sg.

Fazendo s+ sop = u e fi(u) = Fi(u — s¢), segue que

fu) = f(s0) + (u—s0)"*" f1(u),

onde, se u = s, a prova segue com 0s mesmos argumentos usados no caso particular.
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Figura 49: Representagao da funcao F(s).

F(s)As t50)/(so)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

O

Exemplo 5.7. Seja f(s) =sen(s) —s. Como f’(s) = cos(s) —1 e f"(s) = —sen(s), entdo
f(0) = f(0) = f”(0) = 0. Dessa forma, pelo Lema de Hadamard, existe uma fungao f;

suave definida em I C R em torno de 0, tal que

f(s) = f(0) + (s = 0)*"" fi(s) = sen(s) — s = 5" fu(s) =

sen(sg)’ —s, se 5 40
s se s = 0.

Na posse do Lema de Hadamard, desenvolveremos um método simples para iden-
tificar fungoes R-equivalentes a mondmios no proximo teorema. Note que aproximar
localmente fungoes a mondmios é significativo, ja que conseguimos estudas funcoes que,

em sua forma original seriam trabalhosas, por meio de simples polinémios.

Teorema 5.8. (Classificagao de Fungoes) Sejam f : (R, sg) — R suave e k > 0. Suponha
que f®(sy) = 0 para todo p = 1,...,k, e que f*+D(sy) # 0. Entdo f é R-equivalente a
g: (R,0) — (R,0) definida por g(s) = ¥+, sendo o sinal positivo quando f*+Y(sq) > 0

e o sinal negativo quando f*+1(sy) < 0.

Demonstragao: Seja a fun¢ao f enunciada. Pelo Lema de Hadamard, existe f; tal que
f(s) = f(s0) + (s — 50)*" 1 f1(s). Defina a fungao h(s) = (s — 50)(if1(s))%+1, onde o sinal
¢ o mesmo de fi(sp). Observe que h(sp) =0 e

1 1

H(s) = ()P + (s = s0) 7 (E(9) 77

de modo que h'(sg) = (£ fl(so))k%l # 0. Assim, h é um difeomorfismo em uma vizinhanga
de so. Note ainda que f*+(sg) = (k+1)!f1(s0), e uma vez que (k-+1)! é sempre positivo,

o sinal de f*+1)(s) coincide com o sinal de f(so).
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Temos que para g como no enunciado,

1 ]k+1

g(h(s)) = [(S = so)(£f1(8))=T| = (s = 50)"" fuls).

Como fi(s) = %, para s # so, segue que g(h(s)) = f(s) — f(so), ou seja,

f(s) = g(h(s)) + f(s0),

sendo ¢ = f(sg). Logo, f(s) em sy é R-equivalente & g(s) em 0. O

Exemplo 5.9. A funcdo f(s) = sen(s) — s em s = 0, estudada no Exemplo 5.7, ¢ R-

equivalente a g(s) = —s® em s = 0. A Figura 50 ilustra o grafico das duas fungoes em

torno de 0.

Figura 50: Comparagao do grafico das fungoes sen(s) — s e -s°.

f(s)=sen(s)-s

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observagao 5.10. A reciproca do Teorema 5.8 também 4 valida, isto é, se f : (R, sy) — R
é R-equivalente & g(s) = £s"!, entdo f®)(sy) =0, para todo p = 1,..., k, e f*1(s9) # 0.
De fato, se as fungoes sao R-equivalentes, existem abertos Vi,V, C R, sq € Vi,

0 € V3 e um difeomorfismo h : V; — V3, tais que h(sg) =0 e
f(s) = g(h(s)) + ¢ = £h(s)"" +c.

Analisando as derivadas de f, temos que f®)(sy) = 0, para todo p = 1,..., k, pois
todos os termos acompanham h(s). Por outro lado, f* 1 (sy) = (k + 1)!h/(s0)* ! # 0,

pois h é um difeomorfismo, logo h'(sg) # 0, que conclui a prova.

Dessa forma, a poderosa equivaléncia estudada entre fungoes e monémios motiva a

seguinte nomenclatura das classes R-equivalentes:
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Definigao 5.11. Seja f : (R, sy) — R R-equivalente a +s*1. Neste caso, para k > 0,
dizemos que f tem uma singularidade do tipo A, ou uma singularidade A, em s,.
Mais ainda, dizemos que f tem singularidade do tipo As; quando f®)(sy) = 0 para
1<p<k.

Exemplo 5.12. A funcdo f(s) = sen(s) —s em s = 0, estudada no Exemplo 5.7, tem
singularidade de tipo A,.

Apesar disso, podemos nos perguntar: toda funcao f possui singularidade do tipo
Ay para algum k7 Para que isso ocorra, é necessério que a derivada de f de alguma ordem
seja nao nula. Se f é uma funcao analitica, ou seja, que pode ser escrita como uma série

de poténcias convergente

f(S) = Z ap(s - So)pv

basta tomar o menor p tal que a, nao se anule e, assim, f teria singularidade do tipo
A,_1. No entanto, nem todas as fungoes suaves sao analiticas. As que nao satisfazem essa
propriedade sao chamadas fungoes flat. No decorrer deste texto, nao serao consideradas

funcgoes flat.

5.2 | Contato de Curvas Planas

Durante esta secao, estudaremos a teoria de contato em R, onde v = 0, 1. Devemos
ressaltar que algumas defini¢coes serao feitas para n = 2,3, porém estamos interessados
somente no contato de curvas planas, logo os exemplos apresentam curvas de 2. As refe-
réncias principais durante essa se¢ao sao (SALOOM; TARI, 2012), (FRANCISCO, 2019)
e (RIUL; BARRETO; MOREIRA, 2022). Para mais detalhes da teoria de contato no
espago euclidiano R™ consultar (BRUCE; GIBLIN, 1992) e (IZUMIYA et al., 2015). Mais
informacoes sobre a teoria de contato desenvolvida em L3 também podem ser encontradas
em (IZUMIYA et al., 2015).

Seja F': R? — R, uma aplicagao diferenciavel e suponha que 0 é um valor regular de
F, isto ¢, ndo existem pontos criticos no nivel 0, ou seja, se F(z) = 0, entdo VF(x) # 0.
Assim, o conjunto

F710)={z ¢ R": F(x) = 0}

¢ uma hiperficie. Quando n = 2, temos que F~1(0) é uma curva regular e quando n = 3,
F~1(0) é uma uma superficie regular. O conceito de hiperficie ¢ discutido com mais
detalhes em (LIMA, 2004).

Exemplo 5.13. Sejam v = (v1,...,v,), p = (p1,...,Pn) € R tais que v # p, v # 0 e
F: R} — R ¢ uma funcao.
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(i) Seja F(z) = (z —p,x —p), — (v—p,v —p),, onde x = (x1,...,x,), entdo 0 é valor
regular de F'.

De fato, como

VF(z) = (g—i(m),...,g_i(x)) _

B Y T D

=2z —p,e1),, - (x—Dp,en),) =2(x1 —p1,.... (—1)" (2, — pn)).

Entao VF(z) = 0 se, e somente se, z; = v;, para todo i € {1,...,n}, mas neste
caso F(v) = —(v —p,v —p), # 0, se v — p ndo é de tipo luz. Portanto, 0 é valor

regular de F'.

Em R? F~1(0) ¢ o circulo centrado em p passando por v. Enquanto que, em L2,
F~1(0) ¢, ou um pseudo-circulo centrado em p passando por v a depender do tipo

causal de v — p. Observe que se v — p é de tipo luz, entao 0 nao é mais valor regular.

A Figura 51 ilustra o circulo S' em R? e os pseudo-circulos HL, onde v — p ¢ de

tipo espaco, e Si, onde v — p é de tipo tempo, em L2

Figura 51: Representagao do conjunto F~'(0) em R? e em L% nos diferentes tipos causais
de v — p.

Espaco Eulidiano R’ Espaco de Lorentz-Minkowski L2

F0) F(0) ) 2 (0))

Xpyvp),>0

Fonte: Elaboragao propria (2026).

(ii) Se F(x) = (x —p,v),, com & = (z1,...,2,), 0 também ¢é valor regular de F.

De fato, pois
OF OF
VE(z) = (8—331(33),---,8—%(@) =

() e} ) -
— ({1, 0y oons (€n, 0)) = (v1, .y (1) ) # 0.

Portanto, 0 ¢ valor regular. Neste caso, F'~1(0) ¢ a reta passando por p ortogonal &

~—

v. A Figura 52 ilustra uma reta passando por p ortogonal & v em R? & direita e em
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L2 & esquerda, onde v & de tipo luz. Nesse caso, a reta ortogonal & v passando por

p tem a mesma direcao que v.

Figura 52: Representagao do conjunto F~1(0) em R? e em IL?, onde v ¢ de tipo luz.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definigao 5.14. Seja a: I — R, n = 2,3 uma curva regular e F' : R? — R uma funcao
diferenciével tal que 0 ¢ um valor regular. Dizemos que o e F~!(0) tem contato de

ordem k em s = sy (ou em p = «(sg)) se a fungao suave

9(s) = F(a(s)) = F(au(s), ..., an(s)) (17)

satisfaz ¢ (sg) = 0, para i € {0,...k — 1} e g®(s9) # 0. Dizemos que o contato ¢ de

ordem pelo menos k se retirarmos a condigio g (sy) # 0.

Teorema 5.15. Sejam o : [ — R, n = 2,3, uma curva regular e F' : R} — R uma funcao
diferenciavel tal que 0 é um valor regular. Entao, a e F'=1(0) tem contato de ordem k > 0

em sy se, e somente se, a fungdo g = F o o tem singularidade do tipo Agx_; em sg.

Demonstragao: De acordo com a Definigao 5.14, a e F~1(0) tem contato de ordem k

em Sg se, e somente se, a funcao g = F o « satisfaz as seguintes condigoes:

’

g(s0)=...= g(k_l)(so) =0e g(k)(so) # 0.

No entanto, pela Definicao 5.11, isso é equivalente a dizer que a funcao g tem singularidade

do tipo A,_; em sq. O

Exemplo 5.16. O gréfico da funcio fi(s) = s*, k € N, tem contato de ordem k com o
eixo coordenado x na origem.

De fato, seja a(s) = (s,s*), s € R, a parametrizacio do grafico da funcio s* em
R? ¢ F(r,y) = y uma aplicagdo em R?, tal que F~'(0) representa o eixo z. Pelo fato de

VF(zx,y) = (0,1) # 0, para todo (z,y) € R, entdo 0 é valor regular de F.
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Tomando g(s) = F(a(s)) = s, temos
g(s) =ks" 1, ¢"(s) = k(k —1)s"2, ..., g®(s) = kL

Para tanto, em s = 0, ¢'(0) = ¢"(0) = ... = ¢g*~Y(0) = 0, mas g™ (0) = k! # 0. Dessa
forma, g tem singularidade de tipo A;_; em s = 0. Portanto, pelo Teorema 5.15, o grafico

de s* tem contato de ordem k com a reta y = 0 em s = 0. A Figura 53 ilustra o grafico

2 .3 4 k

das funcoes s, s°, s® e s* e, conforme k cresce, a funcao s* se aproxima mais da reta y = 0

proximo da origem.

Figura 53: Grafico da funcio fi(s) = s*, para k =1,2,3, 4.

£(s)=s
f(s)=s
fs)=s

F(0)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Definicao 5.17. Sejam « : I — R”, n = 2,3 uma curva regular e v € R}’ um vetor nao

nulo.

(i) A funcao distancia ao quadrado de « a v é a fungao

deI—>]R

s — fuls) = {als) - v,a(s) - o).
(ii) A funcgao altura de « na diregdo v ¢ a fungao

th[—)R

s —> fu(s) = (a(s),v),.
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Observe que, quando v é unitario e nao do tipo luz, Figura 54: Interpretagao de .

a fungao altura f,, calcula a componente de «(s) na
dire¢do de v, isto é, a “distancia” de a(s) a reta que

passa pela origem pseudo-ortogonal & v:
proj,a(s) = ~——=—v = (a(t), v),v = fu(a(s))v.

A Figura 54 ilustra a componente de a(sg) em L? na

direcao do vetor de tipo tempo v.
Fonte: Elaboragao propria (2026).

2

122

Proposigao 5.18. Seja o : I — RZ, uma curva regular e «a(sg) um ponto que nao é de

tipo luz.

(i) A curva a tem contato de ordem k, em s = sy com o circulo (¥ = 0) ou com o
pseudo-circulo (v = 1) de centro v € R", passando por «(sg), se, e somente se, a

funcao distancia ao quadrado f; de a & v tem singularidade do tipo Ax_; em sq;

(ii) A curva « tem contato de ordem k com a reta ortogonal & v em s = s se, e somente

se, a fungao altura fj, de a na direcao de v tem singularidade do tipo Ay, em sq.

Demonstracao: O circulo ou pseudo-circulo de centro v € R™, passando por a(sg) e a
reta ortogonal & v em s = s sao dados pelas equagoes F'~1(0), onde Fj, Fy : R2 — R sdo

expressas, respectivamente, por:
Fy(z) = (x — v,z —v), — (a(so) —v,a(sg) —v), e Fp(z) = (x —a(sy),v),
com z € R2, estudadas no Exemplo 5.13. Dessa forma, as fungoes g; = Fyoa e g, = Fjoq,

ga(s) = {a(s) = v, a(s) = v), = {a(so) = v,als0) = v}y e ga(s) = (als) = a(so),v)y

medem os contatos de a com os respectivos conjuntos F~!'(0) em s = sy3. Por fim,
determinar o ntumero de derivadas da funcao g; que se anulam em s = sy, ou seja,
determinar a singularidade de tipo A, de g4, é equivalente a determinar o ntimero de
derivadas da funcao distancia ao quadrado, f;, que se anulam no mesmo parametro, uma
vez que o fator constante —(a(sg) — v, a(sg — v)), nao interfere. De maneira anéloga, o
namero de derivadas da fungao gy, e da funcao altura f,(s) = (a(s),v) que se anulam em

s = 89 € o mesmo. Portanto, do Teorema 5.15, o resultado segue imediatamente. O

Além disso, podemos classificar um ponto de uma curva « pela ordem de contato

do ponto com um circulo ou pseudo-circulo, por meio da seguinte defini¢ao:
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Definigao 5.19. Sejam « : I — R2 uma curva regular e p = a(sp) um ponto que nao ¢

do tipo luz.

(i) Dizemos que p é um vértice ordinario (respectivamente degenerado) se existe
um circulo (¥ = 0) ou um pseudo-circulo (v = 1) que possui contato de ordem 4

(resp. pelo menos 5) com « em Sp;

(ii) Dizemos que p ¢ uma inflexao ordinaria (respectivamente degenerada) se existe

uma reta que possui contato de ordem 3 (resp. pelo menos 4) com « em sg.

Definigao 5.20. Se a : I — R2 é uma curva regular tal que x(s) # 0 para todo s,

|5 (s)]

1
pseudo-circulo de raio p(s) e centro ¢(s) = a(s) — ——n(s) é chamado circulo osculador
k(s

¢ denominada raio de curvatura de @ em s. O circulo ou

a quantidade p(s) =

e ¢(s) é dito centro de curvatura. A Figura 55 ilustra as duas definigoes em R? e em
L2

Figura 55: Raio de curvatura e centro de curvatura em R? e 2.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Observagao 5.21. O termo circulo osculador é um abuso de linguagem, ja que os pseudo-
circulos de IL? ndo sao circunferéncias (COUTO; LYMBEROPOULOS, 2018).

O préximo resultado esquematiza tudo o que foi estudado sobre contato no plano
2. A tabela apresentada é baseada na tabela de (RIUL; BARRETO; MOREIRA, 2022),

onde também é feito um estudo detalhado de contato no espaco euclidiano .

Teorema 5.22. Sejam o : I C R — L2 uma curva com velocidade unitaria e v € L2 um

vetor.

(i) A Tabela 2 apresenta condigbes geométricas sobre a curva a e o tipo Ay de singu-
laridade da funcao distancia ao quadrado para que tenhamos contato de ordem até

5 entre a e um pseudo-circulo centrado em v, passando por «(s).
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Tabela 2: Funcao distancia ao quadrado para curvas em L2

Singularidade Condigao Interpretacao geométrica

Ay v=ua(s)—An(s), AeR v pertence & reta normal & o em s e o
contato de o em s com qualquer pseudo-

circulo com centro em n(s) ¢ de ordem 2.

1
Ay v=a(s) — ﬁn(s), O tmnico pseudo-circulo passando por
k(s
k(s) #0 a com contato de ordem 3 com a
curva em s ¢ o circulo osculador.
1 )
As v=a(s)— ﬂn(s) O circulo osculador tem contato
k(s
k(s) #0, K'(s) =0 de ordem 4 com « em s e
o tem um vértice ordinério em s.
1 )
Ay v=a(s) — —n(s) O circulo osculador tem contato

K (s)

k(s) #0, k'(s) =kK"(s) =0 deordem 5 com a em s e «

tem um vértice degenerado em s.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

(ii) A Tabela 3 apresenta condigdes geométricas sobre a curva « e o tipo de Ag-singularidade
da funcao altura para que tenhamos contato de ordem até 4 entre « e a reta orto-

gonal a v, passando por «(s).

Tabela 3: Funcao altura para curvas em L2

Singularidade Condicao Interpretacao geométrica

Ay t(s) Lo A reta tangente ¢ a tnica que tem

contato de ordem (pelo menos) 2.

Ay k(s) =0 a possul uma inflex@o ordinaria em s e

contato de ordem 3 com a reta tangente.

Az k(s) = K'(s) =0 « possui uma inflexdo degenerada em s e

contato de ordem 4 com a reta tangente.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Demonstragao: Vamos demonstrar este resultado utilizando as Formulas de Frenet-
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Serret para curvas planas e estabelecendo as condigoes para diferentes ordens de contato

da curva com pseudo-circulos e retas.

(i) Para o contato com pseudo-circulos, estudaremos os tipos de singularidade da fungao

distancia ao quadrado fy(s) = (a(s) —v,a(s) —v)r.

o fi(s) =2(t(s),a(s) —v)L. Dessa forma,
fi(s) =0 & a(s) —v=An(s), A € R.

Logo, v pertence a reta normal & o em s. Sendo assim, o contato de a em s
com qualquer pseudo-circulo cujo centro pertence a reta normal da curva é de
ordem pelo menos 2 e f; tem singularidade do tipo A>1, sendo exatamente A,

se o contato for exatamente de ordem 2.

o fl(s) =2(k(s)(n(s),a(s) —v)r + €). Temos fi(s) = f7(s) =0 se, e somente

se, a(s) —v = An(s) e

K(s)(n(s),a(s) —v)L = —€q < K(S)A(—€a) = —€a S X = %

1
Sendo assim, v = a(s) — ﬁn(s) Portanto, o circulo osculador é o tnico
k(s

pseudo-circulo passando por a(s) que tem contato de ordem pelo menos 3 e fy
com singularidade A, com a curva em s;

o f1(s) = 2(K'(s)(n(s),a(s) — v + K(s)*{t(s),a(s) — v)1). Neste caso, temos
fi(s) = fi(s) = fi'(s) = 0 se, e somente se, v = a(s) — ——n(s), k(s) #0 e

k()

K'(s) <n(s), @> + K(s)? <t(s), @> =0=r'(s) =0.
k(s)/ k(s)/
Nessas condicoes, a funcao fy ter singularidade de tipo A3 e @ em s contato de
ordem 4 com o circulo osculador, isto ¢, a(s) é um vértice ordinario;
o Fi(5) = 2+ () +r(s)*){n(s), als)—0) L3k (s)R (s){t(s), a(s) —v) L —Cari(5)*
Finalmente, para f)(s) = f/(s) = f]'(s) = f(§4)(s) = 0, ¢ necessario e suficiente
1
que v = afs) — ——=n(s), k(s) #0, '(s) =0 e

K(s)

n
(K"(s) + K(s)*) <n(s), —> —eak(5)? =0= —eam—(s) =0=k"(s) =0.
L K(s)
Dessa forma, a fungao f; ter singularidade de tipo A4 e a contato de ordem 5

em s com o circulo osculador, ou seja, a(s) é um vértice degenerado.
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(ii) Para o contato com retas, estudaremos as singularidades da fungao altura f,(s) =

{a(s),v)r.

o fi(s) = (t(s),v)r. Temos que f;(s) = 0 se, e somente se, t(s) ¢ ortogonal a v,
ou seja, n(s) = v, A € R. Logo, a reta tangente & o em s é a unica reta que
tem contato de ordem pelo menos 2 com a curva no ponto. Neste caso f; tem

singularidade do tipo As;

o f(s) = k(s)(n(s),v)r. Dessa forma, f;(s) = f//(s) = 0 se, e somente se,
n(s) = v e, consequentemente, k(s) = 0. Assim, o contato de o em s com a
reta tangente é de ordem 3 e f, tem singularidade de tipo As. Portanto, a(s)

¢ uma inflexao de ordinéria;

o f"(s) = K'(s)(n(s),v)r + r(s)*(t(s),v)r. Neste caso, fi(s) = f/'(s) = f"(s) =
0 se, e somente se, n(s) = \v e k(s) = 0 k(s) = k/(s) = 0. Logo, o contato de
a com a reta tangente é de ordem 4 e f;, tem singularidade de tipo 3. Dessa

forma, a(s) é uma inflexao degenerada.

Exemplo 5.23. Seja a curva a(s) = (s, s?), s € R, estudada no Exemplo 4.62 com a = 1.

Ses € (—3,3). aé de tipo espao e se s € R—[1, 4

se s € {3,—3}, @ ¢ de tipo luz. Para s € R — {3, —3}, definimos

|, @ é de tipo tempo. Caso contrario,

(1,2s) na(s) = €a(2s,1) e hial(s) = 2

€a(1 —4s2) (1l — 4s2) fea(l — 432)3‘

Pelo teorema anterior, para que « tenha o maior contato com um pseudo-circulo, o

ta(s) =

vetor v deve ser da forma:
3
1 veq(l — 482 o(2s,1
na(s):(s,s2)— E( S) 6(3 )
2 €a(l —4s?)

1
(2s,1) = (S—S+483,82 ~3 +252)

(1 — 4s%)
2

1
= (433, 3 + 332) .

Assim, o circulo oscular que tem contato de ordem pelo menos 3 com « em

. 1 ) 1 N
(i) s =0 tem centro de curvatura v = | 0, —5 ), raio de curvatura p(0) = 5 © equagdo

1> 1
implicita: H : 2% — (y+ 5) =_—_,
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) , raio de curvatura p(1) = —— e equagao

(ii) s =1 tem centro de curvatura v = (4 5

5
2
2
. . 5 27

implicita S : (x —4)> — (y— =) = —.
2 4
A Figura 56 ilustra a direita o trago de o com relagao aos circulos osculadores H
e S, destacando os centros dos pseudo-circulos, e a esquerda as trés curvas proximas dos

pontos (0,0) e (1,1), que mostra o quanto os circulos osculadores tem comportamento

aproximado ao de « localmente.

Figura 56: Trago da curva « e os circulos osculadores H e S.

a

(1.1

(0,0

Fonte: Elaboragao propria (2026).

5.3 1 A evoluta em L2

Nesta secao, estudaremos a evoluta de uma curva o em IL2. A evoluta ¢ construida
a partir dos circulos osculadores da curva, ou seja, ela contém informacoes dos pseudo-

circulos de maior contato com cada ponto de a.

Defini¢ao 5.24. Seja o uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e k(s) # 0,
para todo s. Variando o parametro s, o centro de curvatura c(s) descreve o trago de uma

curva € : [ — R2, chamada de evoluta de a, dada por

Mas, especificamente em L%, se a(sg) é um ponto do tipo luz, ndo conseguimos

definir a curvatura k de a em sg, pois ||a/(so)|| = 0. Assim, é impossivel determinar a
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evoluta de um ponto de tipo luz. Apesar disso, em (FRANCISCO, 2019) e (SALOOM;
TARI, 2012) esse problema é contornado com o uso de causticas, que nao estudaremos.
No entanto, veremos alguns resultados sobre evolutas apresentados nesses trabalhos fora

dos pontos de tipo luz.

Exemplo 5.25. Seja a curva a(s) = Figura 57: Trago da curva « e e.
(s,5%), s € R, do Exemplo 5.23, onde calcu- o
lamos os centros de curvatura dos circulos

osculadores de . Assim, a evoluta de « é:

1 11
e(s) = <453, —3 +352> S € R_{_ﬁ’ 5} .
.v.

A Figura 57 ilustra o trago de a e sua evo-

luta e. Fonte: Elaboragao propria (2026).

Proposicao 5.26. Sejam « : [ — LL? uma curva com velocidade unitaria e sg € I um
ponto que nao é de inflexao de a. Entao localmente em sy, a evoluta de o esta contida

no semiplano determinado pela reta tangente & o em sy, que nao contém a curva a.

Demonstracao: Note que, como a(sp) nao é ponto de inflexdo, entao x(sg) # 0. Dessa
forma, a evoluta de « esta bem definida e, como x(s) ¢ uma fungao continua, pelo Teorema
da Conservacao do Sinal, existe um intervalo Iy C I, sy € Iy, tal que o sinal de k(s) é
constante em Ij.

Além disso, pelo que foi discutido na Equagao (8), o”(s) aponta na direcdo da
concavidade da curva o. Mais ainda, se x(s) > 0, entao n(s) e a’(s) apontam na diregdo
do mesmo semiplano determinado pela reta tangente a o em sy, 0o semiplano que contém
o trago de a. Caso contrario, se k(s) < 0, entdo n(s) e ’(s) apontam em dire¢oes
contrarias. Nesse contexto, vamos analisar a localizagao do traco da evoluta € de o em s

com relagao a reta tangente a o em sg, por meio de

e(sg) — a(sg) = — n(sg). (18)

K(s0)

Se k(sp) > 0, entdo e(sg) — a(sp) aponta na dire¢do contraria a de n(sp), conse-
quentemente, contraria a a’(sg). Caso contrario, se k(sg) < 0, entdo (sg) — a(sg) e
n(sp) apontam na mesma diregao, que é contraria a diregdo o’(sp). Em ambos os casos,
£(sp) — a(sp) aponta para o semiplano que nao contém o trago de a.

Portanto, em um intervalo Iy C I, sy € Iy, tal que o sinal de x(s) é constante em
s € Iy, o trago da evoluta € esta contido no semiplano determinado pela reta tangente a
a em Sy que nao contém o trago de a.

0
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Proposicao 5.27. Seja o : I — L2 uma curva com velocidade unitaria sem pontos de

inflexao.

(i) A evoluta de uma curva de tipo espago (resp. tempo) é uma curva de tipo tempo

(resp. espago);

(ii) A evoluta de uma curva de tipo espago ou tempo é singular precisamente em seus

vértices;
(iii) Toda curva de tipo tempo ou espago conexa nao intercepta sua evoluta.

Demonstragao: Seja a evoluta de a: £(s) = a(s) — —

(i) O vetor velocidade de € em s é

0 a0

Assim, (£/(s),£/(s)), = (ﬁ(8)2)2<n<s>,n<s>>L - (<)) Dessa forma, o

tipo causal de € é contrério ao tipo causal de «;

(ii) Se a(sg) € um vértice de «, pelo Teorema 5.22, k/(sg) = 0. Logo, pela equagao do

vetor velocidade de € descrita no item anterior:

K'(0)

K(s0)?

£'(s9) = n(se) = 0.

Ou seja, € é singular em sg;

(iii) Suponha que « intercepte sua evoluta. Assim, existem sy, sy € I, suponha s < $a,

tais que

Defina g(s) = a(s) — a(s2), s € [s1, 2], uma fungdo continua. Pelo Teorema do

Valor Médio, existe s3 € (s1, $2) tal que

g(s3) = (s3) = —(a(s1) — afs2)) _ afs1) — afsz) N

= (81 — $2)t(s3) = a(s1) — alsqe) = R<181)n(51). (19)

Visto que « tem tipo causal constante, t(s) tem o mesmo tipo causal para todo

s € I. Consequentemente, n(s) também tem mesmo tipo causal para qualquer
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s € I contréario ao de t. Apesar disso, da Equagao (19), a(s;) — a(sz) é paralelo a
t(s) ean(s). Assim, a(sy) —a(s2) deveria admitir dois tipos causais, que é absurdo.

Portanto, o nao intercepta sua evoluta.

Exemplo 5.28. Seja a elipse em L? parametrizada por
1 1
a(s) = (2coss,sen s),s € [ = [ —m + arctan 3 + arctan 5 )
Vamos encontrar a evoluta da elipse.
Note que o/(s) = (—2sen s, coss) e (o/(s),a/(s))r = 4sen’?s — cos? s. Assim, a é de
tipo:

1 1 1 1
(i) espago se s € (—7? + arctan >~ arctan 5) U (arctan > T — arctan 5),
.. 1 1 1 1
(ii) tempo se s € | — arctan 3 arctan 3 U | m — arctan 3 + arctan 5);

1 1 1 1
(iii) luz se s € M = { — arctan 1 arctan 3T~ arctan 3 + arctan 5[

Figura 58: Traco da elipse o em IL? com os pontos de tipo luz destacados.

T -arctan % o o arctan %

-TC +arctan% o O _arctan %

\
Fonte: Elaboragao propria (2026).

A Figura 58 ilustra o trago de elipse a e os pontos em que ela é de tipo luz. Fore

desses pontos, pela Proposicao 4.61, definimos

F(s) = (—2sen s, cos s)

€a(s)(cos 5, —2sen s)
= ) na(s) =
V/ €a(s) (4sen?s — cos? s)

B V/ €a(s) (4sen?s — cos? s)

det(a/(s),a”"(s)) B 2

\/€a(s)(4sen?s — cos? s)3 \/ei(s) (4sen?s — cos? 8)3‘

e Kols)
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Dessa forma, a equacao da evoluta de « fora dos pontos de tipo luz é dada por

——ny(s) =

3
\/Ea(s) (4sen?s — cos? 5) €a(s)(cos s, —2sen s)
= (2cos s,sen s) — =
2 \/€a(s)(4sen?s — cos? s)

(s (4sen’®s — cos? s
:(2coss,sens)—e()( )

€a(s)(COS 5, —2sen s) =

2
4 24 2
= (2cos s,sen s) — ven 82 s S((cos s, —2sen s)) =
4(1 — 2 _ 2 4 2. 2 1
= (2coss — (1 = cos” 5) — cos Scoss,sens— sen’s — (sen’s + )(—2sen s)) =
2 2
5cos® s

:(20085—20038—1— ,sens+5sen3s—sens>:

5 3
= < COQS S,5sen3s) ,sel— M.

Vamos estudar agora a evoluta da evoluta de «, 9. Como ¢ é definida somente nos

pontos de tipo tempo e espago de «, entdo, pela Proposigao 5.27 (i), temos que

15
(i) e.(s) = (—7 cos? s sen s, 15sen?s cos s);

15
(i) €/(s) = (—7(—2 cos s sen’s + cos® s), 15(2sen s cos? s — sen3s)) ;

255
(iii) (e(s),€.(s))r = v cos? s sen?s — 255 cos® s sen’s;

1 1 1 1
(iv) &, € de tipo tempo se s € (—’N + arctan >~ arctan 5) U <arctan 3 T — arctan 5) ;

1 1 1 1
(V) €4 € de tipo espago se s € (— arctan > arctan 5) U (71' — arctan > T + arctan 5),

T 37
72727

/

' (s) = 0 se, e somente se s € N = < 0

(vi) e 7'('}, logo &1 é singular nesses pontos,

que sao precisamente os vértices de a.

Novamente, pela Proposi¢ao 4.61, definimos

b (3) (—22 cos? s sen s, 15sen?s cos s) (s) (15sen?s cos s, —22 cos? s sen s)

a Ss) = ; n o S)=¢€ o

: lea(s)lle ) e lea(s)lle
det(el(s),ek(s))  —255 sen®s cos® s

© Kl = T Gl 2lleals)IE
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A equagao da evoluta de ¢, para s € [ — (M U N) é:

1
6(8> - 661(8) - /{aa(s) Te, (8) -

_ 5cos® s ssen’s | 4+ 2||ea(s)13 (15sen?s cos s, — 22 cos? s sen s) _

2 255 sen2s cos?s llea(s)]|L

5 cos® 2lea(s)]]? a(8)|I7

_ (5cos’s " ||e (S)||L,5sen3s ety leals)IL ) _
2 15cos s 15sen (s)
5 cos® 15 15
= ( CO; i + 5 cos® s sen’s — 30 cos s sen's, 5sen’s — vy cos? s sen s+ 15cos? s sen3s> =

 cog? 15
( CO; 8(1 + 3sen?s) — 30 cos s sen’s, 5sen®s(1 4 3 cos? 5) — T cos’ s sen s) .

A Figura 59 ilustra o traco de o, &, e € em L2

Figura 59: Traco da elipse o, sua evoluta ¢, e a evoluta de sua evoluta e, em L2

!

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 5.29. Seja a curva parametrizada por a(s) = (s,s*),s € R em L2 Vamos

estudar a evoluta de a proxima de a(0) = 0. Observe que
(i) f(s) = s* tem singularidade de tipo Ay em 0, logo «(0) ¢ um ponto de inflexao;
(ii) o/(s) = (1,3s) # 0, logo a & regular para todo s € R;
(iii) «"(s) = (0,6s);

(iv) {(a/(s),a/(s))r =1 — 9s%;
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(v) (/(0),0/(0)) = 1, ou seja, a(0) ¢ de tipo espago.

Do item (iii), garantimos que existe um intervalo I C R, em torno de 0, tal que «

11

¢ de tipo espago em todo s € I. Como, por exemplo, I = (-3, 3). Pela Proposicao 4.61,

para s € I, definimos

t(s) = (1,352) : (1,3s%) n(s) = (3s2,1) _ (1,352)
Vel =95 V=950 Vea(l=9st)  V1-09s*
e i(s) = det((1,35%), (0,65)) _ det((1,3s%),(0,6s)) 65

(1 —951) (1—9s%)3 V(=953

Note que x(0) = 0 (ponto de inflexdo), entao

nao conseguimos definir a evoluta de o em 0. Figura 60: Trago da curva a ¢ sua
Dessa forma, para s € I — {0}, a evoluta de « evoluta proximos da origem.

em s ¢é escrita como

€

(1-9s%) (3s%,1)
Gs VI—0st
_ (s (1 —-9sY)s 3 (1— 934))

= (s,8%) —

2 ’ 65

B s+9s° 155t —1
n 2 7 6s '

A Figura 60 ilustra o gréafico de a em comparagao com

Fonte: Elaboragao propria (2026).
o traco de sua evoluta e, proximos do 0.
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APLICACOES FiSICAS

Neste capitulo, estudaremos algumas interpretagoes fisicas dos conceitos vistos du-
rante todo o trabalho. Para tanto, nos centraremos no espaco ", n = 2, 3,4, onde as
primeiras dimensoes sao espaciais e a ultima é temporal, mas ,no contexto fisico, o tempo é
associado a primeira coordenada. Hermann Minkowski, matematico que desenvolveu uma
formalizacao matematica da Relatividade e grande divulgador da teoria, nomeia o espago
quadridimensional em que vivemos de “mundo” ou “universo”, conhecido atualmente como

espago-tempo, o L* (EINSTEIN; PEREIRA, 2021).

6.1 | Transformacoes de Lorentz

No fim do século XIX, foram desenvolvidas as equagoes de Maxwell (MAXWELL,
1865), que descrevem o comportamento de ondas eletromagnéticas. Essas equagoes, além
de revolucionarias, mostravam as limitagoes da fisica da época. Isso porque, elas nao eram
compativeis com as transformagoes de Galileu (TIPLER; LLEWELLYN, 2017).

As transformacoes classicas, ou transformacoes de Galileu, eram equagoes que pos-
sibilitavam mudar de um sistema de coordenadas de um referencial inercial para outro,
da seguinte forma: Sejam K e K’ dois referenciais inerciais (nao acelerados) do espago-
tempo com coordenadas x,y, z,t e x’, 1.2’ t/, respectivamente. Suponha que, inicialmente,
as origens dos dois referenciais coincidam em ¢t = t' = 0 e que K’ se mova com velocidade
constante v na direcao do eixo x, em relagao a K, como ilustrado na Figura 61. Entao, as

coordenadas de K’ podem ser escritas em funcao das coordenadas de K pelas equagoes:
(

' =x — vt ) .
’ Figura 61: Representacao de K e K’ em
Y =y t=toet =t
2=z
t'=t. 2 K

\
Mas, o estudo de objetos que se mo-
viam com velocidades mais altas reve-

lava que tais transformacgoes eram in-

suficientes para explicar seus fendme-

y

nos, como ocorreu com as equa(;()es de

Maxwell. Assim, uma nova teoria era Fonte: Elaboracio propria (2026).

necessaria.
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Em 1905, Albert Einstein publicou o artigo Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em
Movimento, originalmente Zur Elektrodynamik bewegter Korper (EINSTEIN, 1905), onde
desenvolveu a Teoria da Relatividade Restrita (SANTOS, 2009). Essa teoria é baseada

em dois postulados:

(i) As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais;

(ii) A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢ em todas as diregoes e em todos
os referenciais inerciais (TIPLER; LLEWELLYN, 2017).

Em (EINSTEIN; PEREIRA, 2021), Einstein enuncia o primeiro postulado, também
conhecido como principio da relatividade, para dois referenciais inerciais K e K’, da

seguinte forma:

Se K’ ¢ um sistema de coordenadas que efetua um movimento uniforme e
sem rotagao em relacao a K, os fendmenos da natureza que se desenrolam
em relacao a K’ obedecem exatamente as mesmas leis que em relacao a

K. (EINSTEIN; PEREIRA, 2021, p. 19)

Ou seja, nao existem referenciais privilegiados, nem leis particulares que devem ser for-
muladas a cada referencial. Vejamos alguns conceitos necessarios para o prosseguimento

da teoria:

Definicao 6.1. Um evento é um acontecimento no universo, que pode ser descrito como
um ponto em relagao a um sistema de coordenadas desse universo. Um observador é um

objeto ou uma pessoa, relacionado a um referencial, que registra e descreve um evento.

A formalizacao do registro de eventos no espago-tempo é feita a partir da construgao
de um complexo sistema de réguas e relogios que pode ser encontrada em (WALKER,;
HALLIDAY; RESNICK, 2009) e (EINSTEIN; PEREIRA, 2021), que omitiremos neste
trabalho.

Exemplo 6.2. Sejam as amigas Ana e
Bruna, a primeira parada em uma calcada Figura 62: Ana, Bruna e o aviao de papel.
e a outra em movimento retilineo uniforme
em um skate na outra calcada. As duas
observam um aviao de papel voando entre

elas, como ilustrado na Figura 62.

Nesse contexto, a calcada e o skate
sao referenciais inerciais, Ana é uma obser-

vadora em repouso em relacao a calcada,

Bruna é uma observadora em repouso em
relacao ao skate e o aviao voando ¢ um Fonte: Elaboragao propria (2026).

evento.
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Note que o evento é registrado pelas duas observadoras, mas nao “pertence” a ne-
nhuma delas, ou seja, eventos ocorrem no espago-tempo sem necessariamente se relacionar
com um referencial.

Observe que as transformagoes de Galileu nao respeitam o segundo postulado da
relatividade. De fato, tome os referenciais K e K’ como descritos anteriormente, e um
raio de luz com velocidade ¢ em relagao a K, caminhando na dire¢ao do eixo x positivo,

como ilustra a Figura 63. A velocidade do raio de luz relativa a K’ deveria ser
cgr=c—v<c.

Logo, a velocidade nao seria constante para todos os referenciais inerciais. Consequente-
mente, uma nova transformacao de referenciais era necesséria de tal forma que a velocidade
da luz fosse constante para todos os referenciais, mas, para corpos com baixas velocidades,

as transformacoes de Galileu deveriam seguir validas.

Figura 63: Raio de luz com velocidade c e referenciais K e K.

K K —

3
4

ZAZ 3
C
o B
B’
b
Y.y

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Em 1904, o fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz, formulou transformagoes para
referenciais inerciais que conservaram a velocidade da luz, alterando os comprimentos
e o tempo e considerando a existéncia do éter (LORENTZ, 1904). Nos trabalhos de
Einstein de 1905, ele chegou as mesmas transformacgoes propostas por Lorentz, a partir
dos postulados da relatividade e sem considerar a existéncia do éter (BERENDS, 2009).

Dessa forma, esse modelo de transformacao é conhecido atualmente como transfor-
magoes de Lorentz, em sua homenagem, porém sao as interpretacoes de Einstein que
utilizamos, ou seja, sem considerar o éter. Tal modelo é descrito a seguir: Tome K e K’

os referenciais inerciais nas mesmas condig¢oes descritas anteriormente. As coordenadas
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de K’ podem ser escritas em termos das coordenadas de K, pelas seguintes equagoes:

(

' =~v(x —vt);
Y =y;
(20)
7=z
=~ (t—22).
ren (- ),
d L ¢ conhecid fator de Lorentz e 8 — - é o parametro d
onde 7 = —————= € conneciao como iator e orentz ¢ = — € O parametro a
V1= c

velocidade (WALKER; HALLIDAY; RESNICK, 2009).

Note que, quando v é muito menor do que ¢, 8 =~ 0 e v~ 1. Assim, 2’ = x — vt
e t' = t, que satisfazem as transformagoes classicas. Um raciocinio analogo pode ser
feito para v com componentes em mais direcoes. Mais detalhes podem ser encontrados
em (TIPLER; LLEWELLYN, 2017). Omitiremos a demonstragao das transformacoes de
Lorentz, mas ela pode ser encontrada em (EINSTEIN; PEREIRA, 2021).

Observacgao 6.3. No Capitulo 2, definimos transformacoes de Lorentz como as transfor-
macoes pseudo-ortogonais quando v = 1, isto é, transformacoes lineares que preservam
o produto interno lorentziano. E, surpreendentemente, a transformacao de Lorentz vista
nesse capitulo é uma transformacao pseudo-ortogonal.

De fato, demostramos essa afirmacao no Exemplo 3.95, que chamamos de impulso,
também conhecida em textos fisicos como boost, onde também apresenta a forma matri-
cial da transformacgao de Lorentz definida nesse capitulo. O primeiro a estudar o conjunto
das transformacoes de Lorentz como um grupo, o grupo de Lorentz, foi Poincaré em
(POINCARE, 1924). Apesar disso, ele trabalhou com ¢ = 1 e automorfismos definidos
em R? x iR, que preservavam o produto interno usual (SANTOS, 2009), diferente da

abordagem deste trabalho.

6.2 | O Invariante no Espaco-tempo

Nesta secao, veremos fendmenos que sao consequéncias diretas da Teoria da Relati-
vidade e que justificam seu nome. Isso porque, tais fenomenos revelam que intervalos de
tempo e espaco dependem diretamente do observador e nao sao universais. Porém, nem
tudo é relativo. No final da se¢ao, encontraremos uma medida que é invariante a qualquer
referencial e, mesmo sem saber de sua importancia, ela foi estudada desde o comeco deste
trabalho.

Inicialmente, vamos analisar a variacao espacial entre referenciais inerciais. To-
mando novamente os mesmos referenciais K e K’ definidos no comeco deste capitulo,
duas observadoras, Ana (A) e Bruna (B), estdo em repouso em relagdo a K e K, res-

pectivamente. Uma régua esté em repouso em relacdo ao referencial K’ e, medida em
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relagdo a K’, tem comprimento L'. Bruna mede as extremidades da régua z/ e ), tais
que L' = 2}, — 2. Ana decide medir a régua. Em um tempo ¢ ela mede as extremidades
r1 e xo da régua. Assim, pela transformacdo de Lorentz, os pontos x| e 74, sdo escritos

em relacao as coordenadas de K como
'y = y(x1 — vt) e xfy, = y(xg — vt).

Logo,
L/
xy— 1) =vy(re —x1) = — = L.
Y
1
Dessa forma, como — = /1 — 32 < 0, entao L' > L, ou seja, a régua medida pelo
referencial K é menor do que o medida do referencial K’. Esse fenomeno é conhecido como
contragao dos comprimentos, ou contracao das distancias. A Figura 64 ilustra a

situacao e o fenémeno da contragao.

Figura 64: Ana e Bruna medindo a mesma régua em repouso em relagao a K'.

Fonte: Elaboracao propria (2026).

Para uma analise de um intervalo temporal, seja o seguinte experimento: uma lan-
terna é posicionada na origem dos sistemas K e K’ e um espelho esta afastado a uma
altura L da lanterna. A lanterna e o espelho estdo em repouso em relacao ao referencial

K. A lanterna é ligada e ocorrem dois eventos:
p: Um raio de luz é emitido da lanterna e até o espelho;
¢: O raio de luz é refletido pelo espelho até a lanterna.

Ana observa os eventos e descreve a trajetoria do raio de luz como retas verticais,
enquanto Bruna descreve uma trajetoria diagonal. A Figura 65 ilustra a descri¢ao de cada

evento em relagao a cada observadora.



6.2 O Invariante no Espago-tempo 155

Figura 65: Ana e Bruna observando os eventos p e q.

(4) (B)

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Vamos estudar a distancia temporal e espacial de p e ¢ na visao de cada uma delas.
Respeitando o segundo postulado da Teoria da Relatividade, no qual a velocidade da luz é
constante igual a ¢ para qualquer observador, Ana e Bruna medem as seguintes distancias

espaciais e temporais entre os eventos:

rAa::O—():O; (Am’:vAt’;
Ay=0—-0=0; Ay =0-0=0;
(4) = e m)={"
Az=L—L=0; A =L—-L=0;
A 2L ! !
At==2 222 ar = 282K
\ c C \ C C

O movimento do raio de luz observado por Bruna forma dois triangulos retangulos
/

de catetos L,

observada por ela da seguinte forma:

212+ (JoAr)2  2,/(3eAt)? + (JoAr)?
At = = = (21)

e hipotenusa L’. Para tanto, podemos reescrever a variacao de tempo

C C

QAt/Z 2
S A2 = A2+ Y — = At’Q(l—U—>:At2:>

c c?
At? At
= A= — =5 A= ——— = A
-z 1-4

Portanto, At # At’, ou seja, Ana e Bruna percebem duracoes de tempo diferentes
entre os eventos. Mais ainda, como v > 1, entao At < At’, ou seja, Bruna acredita que
a separacao temporal entre os eventos é maior do que Ana. Esse fenémeno é chamado
dilatacao do tempo.

Dessa forma, concluimos que as medigoes espaciais e temporais sao relativas a cada
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observador. Assim, uma pergunta natural surge: existe alguma grandeza que é invariante
ao referencial no espago-tempo?
Voltamos as medi¢oes de Ana e Bruna do raio de luz incidindo em um espelho. Pela

Equacao (21), temos que:

24/ L% + (uAt)? 1 2 2
At = = cAt' =2 (§CAt) + <§Ax’> =

= A(A)? = A(A)? + (A7) = —2(At)? = (AZ)? — A(AY)2

Como Az = Ay = Az = Ay = A2 =0, entédo
(A2) + (Ag)* + (A2)? — (AL = (A2')? + (Ay)? + (M) — H(AL),

Dessa forma, essa soma é uma grandeza mensuravel entre dois eventos que é in-
variante para qualquer referencial inercial. Além disso, essa grandeza é exatamente o
produto pseudo-euclidiano de indice 1 definido no Capitulo 2. Portanto, o intervalo no
espago-tempo, ou a métrica de Minkowski, ¢ um invariante do espago-tempo, que revela
a importancia de seu estudo.

Originalmente, Minkowski modelou a coordenada temporal como uma quantidade
imaginéria ict = /—1lct (EINSTEIN; PEREIRA, 2021). Mas, para um estudo mate-
matico, podemos utilizar ¢ = 1, mensurando tempo como uma unidade de distancia, a

distancia que a luz percorre em um determinado tempo (O’NEILL, 1983).

6.3 | Diagrama espaco-tempo

Nesta secao, veremos uma nova forma de esquematizar o movimento de particulas
no espago-tempo baseadas em (CARROLL, 2019) e (WALKER; HALLIDAY; RESNICK,
2009). Observe que as figuras apresentadas nas outras se¢oes sdo como fotos, chamadas
instantaneos, onde visualizamos a parte espacial de um experimento em um tempo
t = ty. Porém, existe outra representacao de experimentos onde enxergamos a passagem
do tempo, chamada diagrama espago-tempo. O diagrama espaco-tempo ¢ o plano L2,
ou o espaco L3, onde a coordenada x é espacial e a coordenada y = ct é temporal, ou
as coordenadas z e y sao espaciais e a coordenada z = ct é temporal. Note que, pela
limitagao ao tridimensional, a tinica desvantagem do diagrama é que perdemos uma ou
duas coordenadas espaciais.

Conforme uma particula se movimenta no espago-tempo, o lugar geométrico de suas

posi¢oes produz uma curva em ", n = 2, 3,4, chamada linha de universo da particula.
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Figura 66: Linha de universo de um féton.

Dessa forma, podemos utilizar o estudo do
Capitulo 4 para entender as linhas de uni- I

verso de particulas no espago-tempo.

linha de universo

Exemplo 6.4. Seja um féton se movendo no P ton
universo na velocidade da luz ¢ na direcao

positiva do eixo z. A linha de universo desse

foton em L2 é representado pela raio de luz

H"

principal ilustrado na Figura 66.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 6.5. Seja uma particula bidimensional que se move do evento p ao evento ¢
com velocidade constante. A linha de universo da particula é uma reta que passa pelos
pontos p e ¢ de L3, ilustrada na Figura 67.

Figura 67: Linha de universo da particula em IL3.

L\
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linha de universo
da particula

><V
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Fonte: Elaboragao propria (2026).

Exemplo 6.6. Sejam duas particulas bidimensionais A e B, tais que a particula A esta
em repouso e a particula B orbita A em um movimento circular. A linha de universo
de A é a reta paralela ao eixo ct, pois sua posicao espacial nao se altera com o passar
do tempo. Por outro lado, a linha de universo da particula B é uma hélice euclidiana.
A Figura 68 ilustra o movimento bidimensional das particulas, a esquerda, e, a direita,
o diagrama espago-tempo das duas particulas. Observe que, como o movimento de B é

acelerado, pois é circular, sua linha de universo nao é mais uma reta.
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Figura 68: Movimento bidimensional e diagrama espaco-tempo em L3 de A e B.
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Fonte: Elaboracao propria (2026).

Examinaremos a interpretacao fisica dos tipos causais, fundamentada por (COUTO;
LYMBEROPOULOS, 2018). Sejam dois eventos, p e ¢, no espaco-tempo L. A linha de

universo que relaciona os dois eventos é definida como o vetor
v=gq—p=(Ax,Ay, Az, cAt).

Se At = 0, entao os eventos sao simultaneos para o referencial inercial relacionado

ao sistema de coordenadas. Se At # 0 e v* é a velocidade espacial entre p e ¢, ou seja,

. [(Ar Ay Az ;
v'=\Ap Ap Ap ) temos que

(v,v)p = (A2)* + (Ay)? + (Az)* — F(At)?

(34 () (3) )
= (At (||v7[[z = )
= (A (Ilv7[l + O (Ilv7[]e = o).

Dessa forma, o tipo causal de v é determinado pelo valor de (||[v*||g — ¢), o que

resulta na seguinte interpretacao

(i) Sew é do tipo tempo, entao ||v*||g < c. Isto ¢, a velocidade necessaria para interligar
os eventos é menor do que a velocidade da luz. Quando At > 0, o evento p pode
influenciar o evento ¢q. Caso contrario, At < 0, o evento p pode ser influenciado pelo

evento q;

(ii) Se v ¢é do tipo luz, entao ||v*||g = ¢, ou seja, a velocidade necessaria para interligar
os eventos é a velocidade da luz e a relacao de influéncia entre p e ¢ é determinada

pelo sinal de At como no caso anterior;
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(iii) Se v ¢ do tipo espago, entdo ||[v*||g > ¢, ou seja, a velocidade necessaria para

relacionar os eventos é maior do que a velocidade da luz.

Dessa forma, a classificagao causal definida no Capitulo 2 nos revela a velocidade
espacial necessaria para se relacionar dois eventos. Quando o vetor v é de tipo espaco,
nao é possivel relacionar os dois eventos, pois a velocidade da luz é uma velocidade limite
(CARROLL, 2019). Dessa forma, a separac¢ao entre os eventos é espacial.

Por outro lado, se a velocidade necesséria para relacionar os dois eventos for menor
do que ou igual a velocidade da luz, entao é possivel que um corpo acelere o suficiente
para que eles se relacionem. O sinal de At pode ser interpretado como a ordem em
que ocorreram os eventos para o referencial inercial nessa relagao. Isto é, como o sinal
expressa a influéncia entre eles, se At > 0, o evento g ocorre depois de p e o vetor v
esta direcionado para o futuro de p. Caso contrario, At < 0, entao ¢ ocorre antes de p
e o vetor v esta direcionado para o passado de p. Note que, tal interpretagao esclarece a
Defini¢ao 3.83, justificando os termos futuro-dirigido e passado-dirigido. Motivados por

essas ideias, definimos:
Definicao 6.7. Seja p € L™, n = 2,3,4. Definimos os conjuntos

(i) cone de luz futuro centrado em p:

C(p) ={q€L"”q— p é de tipo luz futuro-dirigido};
(ii) cone luz passado centrado em p:
Cr (p) ={q € L";q — p é de tipo luz passado-dirigido};
(iii) cone de tempo futuro centrado em p:
Cf(p) ={q € L" q— p é de tipo tempo futuro-dirigido};
(iv) cone de tempo passado centrado em p:
Cr(p) = {q € L";q — p é de tipo tempo passado-dirigido}.

Dizemos que C(p) = C} UC; e Cr(p) = Cf U Cy sdo os cones de luz e de tempo

centrados em p, respectivamente. A Figura 69 ilustra os conjuntos em IL3.
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Figura 69: Cones de luz e de tempo em L3.

Fonte: Elaboragao propria (2026).

Com tais cones, podemos estudar a relacao causal de todos os pontos de L. com p.
Assim, um evento ¢; contido em C ou C} esté no futuro de p e eles podem se relacionar
com um corpo que viaja com velocidade espacial menor do que ou igual a velocidade da

luz.

Figura 70: Eventos q1, ¢2 e g3 relacionados a
Um evento gy contido em C ou C; esta p em L3,
no passado de p e a velocidade espacial
necessaria para que eles se relacionem é )
menor do que o igual a velocidade da luz. <
Por fim, caso um evento g3 esteja fora
de Cr(p) ou de CL(p), entdo os even- q

tos nao conseguem estabelecer influéncia

entre si, pois a velocidade espacial ne-

cessaria para que se relacionem é maior
do que a velocidade da luz. A Figura

70 exemplifica alguns eventos ¢, ¢ € g3

descritos, em L3.

Fonte: Elaboragao propria (2026).
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CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa explorou a estrutura algébrica e geométrica de curvas nos es-
pacos pseudo-euclidianos, concentrando-se no espago de Lorentz-Minkowski. Por meio da
Algebra Linear, formalizamos matematicamente o espaco pseudo-euclidiano e observamos
suas principais diferencas com o espaco euclidiano usual, que contestam nossa intuigao.
Mais ainda, examinamos a teoria de Geometria Diferencial classica desenvolvida para
curvas em espagos pseudo-euclidianos. Para tanto, estudamos resultados paralelos aos
estabelecidos para espagos euclidianos usuais, como o Referencial de Frenet-Serret, o Teo-
rema Fundamental das Curvas Planas e o Teorema Fundamental das Curvas Admissiveis.

Além disso, investigamos a teoria de contato de curvas e objetos padrao do espaco
de Lorentz-Minkowski: os pseudo-circulos e as retas. Nesse contexto, estabelecemos con-
di¢oes para existéncia de contato e um método para classificacao da ordem do mesmo.
Além do mais, definimos a evoluta e examinamos sua rela¢gao com a curva original, por
meio do tipo causal e pontos singulares.

Por fim, analisamos os postulados da Relatividade Restrita e suas consequéncias,
que motivam e justificam a pesquisa do espaco de Lorentz-Minkowski. Desse modo, o
trabalho interliga areas como Algebra Linear, Estruturas Algébricas, Calculo Diferencial,
Geometria Diferencial, Singularidades e Fisica Teorica, analisando como se correlacionam.
Essa integragao é fundamental, pois o produto interno pseudo-euclidiano de indice 1 surge
como um invariante do espago-tempo, e as modelagens de movimentos de particulas como
curvas parametrizadas impulsionam o estudo geométrico.

Apesar da ampla investigacao de curvas que desenvolvemos, tal trabalho ainda con-
tém diversas perguntas e areas nao exploradas. Alguns exemplos de perspectivas de
estudos futuros sao: o desenvolvimento da Geometria Diferencial de superficies no espago
de Lorentz-Minkowski, o estudo do contato de curvas espaciais com objetos padrao (es-
feras, planos, espagos de Sitter e espagos hiperbdlicos) e a formalizagdo matematica da
relatividade geral.

De um ponto de vista mais pessoal, vejo que este trabalho foi fundamental para
minha formacao. Isso porque uniu e aprofundou diversas areas que estudei durante a
graduagao. Também pude desenvolver minha escrita matemética e académica de forma
mais completa, estruturando um texto longo. Além disso, durante a produgao deste texto,
percebi que poderia trabalhar com pesquisa e seguir uma carreira académica, que sempre

foi um sonho para mim.
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