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“Cada dia € uma chance pra ser melhor que ontem.”
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Resumo

Este trabalho apresenta uma andlise de alguns sistemas dinamicos discretos, com um foco
especial nas dinamicas das aplicacoes shift, mapa tenda e um automorfismo hiperbélico em
T2. Inicialmente, apresentamos propriedades importantes que esses sistemas devem possuir,
acompanhadas de alguns exemplos, visando facilitar a compreensao geométrica da dinamica.
O foco principal é demonstrar, por meio de anélises rigorosas, que essas aplicacdes definem
sistemas dinamicos cabdticos nos espacgos em que sao definidas, sendo eles, respectivamente, o

espaco de sequéncias {0, 1}Y, o intervalo real [0, 1] e o toro bidimensional T2,

Palavras-chave: sistemas dinamicos, caos, shift, tenda, automorfismo hiperbolico.



Abstract

This study presents an analysis of some discrete dynamical systems, with a special focus on
the dynamics of the shift map, the tent map, and a hyperbolic automorphism on T?. Initially,
we present important properties that these systems must possess, along with examples, aiming
to facilitate the geometric understanding of the dynamics. The main focus is to demonstrate,
through rigorous analyses, that these maps define chaotic dynamical systems on the spaces
where they are defined, which are, respectively, the sequence space {0,1}", the real interval

[0,1], and the two-dimensional torus T?.

Palavras-chave: dynamical systems, chaos, shift map, tent map, hyperbolic automorphism.
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Introducao

Os sistemas dinamicos constituem uma area da Matematica que oferece ferramentas muito
uteis tanto para a compreensao quanto para a modelagem de fenémenos que evoluem ao longo
do tempo. Esses sistemas podem ser classificados em continuos e discretos. Enquanto os
sistemas dinamicos continuos modelam fenomenos cuja evolucao ocorre de maneira ininterrupta
no tempo, frequentemente descritos por equacoes diferenciais, os sistemas dinamicos discretos
— foco deste trabalho — estudam a evolucao em instantes de tempo separados, isto é, de forma
discreta.

A histéria dos sistemas dinamicos tem suas raizes no século XVII, quando Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) desenvolveram o Calculo Diferencial e
os fundamentos da Mecanica. Tais ferramentas foram posteriormente utilizadas para mode-
lar sistemas fisicos que evoluiam no tempo por meio de equagoes diferenciais. Embora essas
equagoes fossem suficientes para determinar o comportamento de diversos sistemas, segundo
(ALLIGOOD et al. 2022), havia uma limitacao: muitas vezes era impossivel expressar suas
solucoes de forma analitica simples. Em alguns casos — como no estudo das érbitas planetarias
— os periodos eram extremamente dificeis de determinar.

Foi somente no final do século XIX que Henri Poincaré (1854-1912), conforme discutido
em (DEVANEY] 2018) e (STROGATZ, 2015), revolucionou o estudo dos sistemas dinamicos
ao introduzir técnicas qualitativas voltadas para a compreensao do comportamento geral das
solucoes, em vez de solucoes particulares. Poincaré defendia que o entendimento global da
dindmica era mais relevante do que a determinacao explicita e analitica de uma tnica solucao.

No inicio do século XX, surgiu um grande interesse pelo estudo de sistemas dinamicos
nao-lineares, impulsionado, entre outros fatores, pela teoria de Edward Lorenz sobre previ-
soes meteorologicas. Em seus estudos, Lorenz observou que o sistema atmosférico apresenta
extrema sensibilidade as condi¢oes iniciais, tornando previsoes de longo prazo praticamente im-
possiveis — um comportamento caracteristico de sistemas caoticos. Essa sensibilidade é uma
das principais propriedades associadas ao caos, como descrito em (HIRSCH et al., [2013).

Os sistemas dinamicos discretos desempenham um papel significativo na area, pois per-
mitem modelar fenémenos cuja evolucao no tempo ¢é naturalmente discreta, como destacado

em (ALLIGOOD et al., 2022). O desenvolvimento dessa vertente da teoria forneceu podero-



sas ferramentas matematicas e aplicagoes em diversos campos, como apresentado em (ELAYDI,
2008)). Além disso, observou-se que muitos sistemas dindmicos discretos exibem comportamento
caodtico.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma introdugao a teoria dos sistemas dinamicos
discretos por meio da andlise de trés aplicacoes classicas: o shift, a aplicacao tenda e um
automorfismo hiperbélico no toro bidimensional. Mostraremos que essas aplicacdes definem
sistemas caoticos, destacando as propriedades que, segundo (DEVANEY] 2018), caracterizam
0 caos em sistemas dinamicos.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo [T, apresentamos conceitos,
resultados e definicbes fundamentais que servirao de base para a compreensao da dinamica
discreta e das propriedades principais que desejamos demonstrar. No Capitulo [2] estudamos
algumas propriedades do espago de sequéncias {0, 1} e aplicamos os resultados do Capitulo
1 para entender a dinamica do shift. No Capitulo [} analisamos a dinamica de aplicagdes em
intervalos reais, com foco na aplicacao tenda definida em [0, 1]. Por fim, no Capitulo |4, inves-
tigamos, no toro bidimensional T?, a dinamica de um automorfismo hiperbolico e finalizamos

o trabalho com consideragoes finais e referéncias.
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Capitulo 1

Definicoes basicas

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e defini¢oes basicas importantes para com-
preensao deste trabalho, assim como alguns resultados e alguns exemplos envolvendo esses
resultados. Ao longo do trabalho, utilizaremos nocoes bésicas da Teoria de Espacos Métricos,
baseadas em (77?), pois os espagos que trabalharemos, em sua maioria, admitem uma métrica.
Vale destacar mais uma vez que na Teoria dos Sistemas Dindmicos o tempo pode ser observado
de maneira continua ou discreta, neste trabalho o tempo sera observado apenas de maneira

discreta.

1.1 A dinamica discreta

Para evitar ambiguidades, estabeleceremos que ao longo do texto o conjunto dos ntmeros

naturais inclui o zero, ou seja,

N=1{0,1,2,3,4,--- }.

O conjunto dos naturais que nao inclui o zero sera denotado por,
N*={1,2,3,4,...}.

Defini¢ao 1.1.1. Um sistema dinamico é um par (X, f), onde X é um conjunto chamado
de espago de fases, e f: X — X é uma regra ou, mais precisamente, uma aplicacao, que nos

diz como os pontos de X se movem com o passar do tempo.

A dinamica, que é a passagem do tempo, é vista como a iteracdo dessa aplicacdao. Deste
modo, se no instante zero comegarmos com um ponto z € X, no instante 1 ele estard em f(x),

no instante 2 em f(f(x)) e assim sucessivamente. Para evitarmos escrever expressdes muito
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longas denotaremos as iteradas de uma aplicacao f da seguinte forma,

e, de maneira geral,

f'(@) = (fo--ofof)z)

n vezes

Definicao 1.1.2. Chamamos de 6rbita de um ponto x o conjunto das iteradas de = e denota-

mos como,

O(x) == [J{f" @)} = {x, f(2), f2(2), f*(x), f' (@), .}

neN

Exemplo 1.1.3. Seja f : N* — N* a aplicacao,

f, se x € par;
fla) =42

- .
2% se x é impar.

Vamos analisar as possiveis 6rbitas de um ponto de x € N*.

Se x for impar, entao sua imagem é 2%, que é par. Assim obtemos que a orbita de = é,
O(z) = {z,2,2"71, 272 ... 1,2,1,... }.

Ja se x for par, pela decomposicao em fatores primos, podemos escreve-lo como = = 2¥p onde

k € N e p é um nimero impar. Assim obtemos a seguinte érbita de x,
O(x) = {2%p, 2" 1p, 2" 2p, ... 2p,p,... }.
Note que p é impar, assim essa Orbita continua como a 6rbita acima, e assim,
O(x) = {2Fp, 28 1p, 2" 2p, ... 2p,p, 2P, 2071 . 1,2,... }.

Dessa forma, dado qualquer z € N*; O(x) serd de um dos dois tipos acima, ambas sempre

terminando com a repeticao infinita de 1 e 2.

Observacao 1.1.4. Quando f possui uma aplicacdo inversa f~! : X — X, ou seja, ¢ uma
bijecao, podemos também considerar os iterados de f para o passado. Nesse caso, dado n € N,

7" significa iterar f~! n-vezes, ou seja,

e = (e d oo f )

n-vezes
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Nesse caso, a orbita de x é dada por,

O(z) = |J{/" (@)}

nel

Mesmo que f: X — Y nao seja bijecao, é possivel definir a pré-imagem de um conjunto,

que consiste de todos pontos de X que sao levados em Y pela aplicacao f, ou seja,
[lY)={zeX: f(z)eY}.
Exemplo 1.1.5. Para a aplicacao ilustrada pela Figura temos.

[N y) = {z1, 25} fHy2) = {x2, 23} f(ys) = 0; S ) = {aa}-

Figura 1.1: Aplicacao usada no Exemplo . Fonte: Autor.

Note que o conjunto f~1(Y") pode conter varios pontos, um tinico ponto ou mesmo ser o conjunto

vazio.

Definicao 1.1.6. Seja f : X — X. Dizemos que um conjunto A C X ¢ invariante se
FA) = A

Exemplo 1.1.7. Seja f : R — R dada por f(z) = 2z. A = {0} e B = {R} sdo conjuntos
invariantes por f.

De fato, note que f~1(0) = {0}, logo f~1(A) = A. Dado z € B como f(z) = 2z € B, temos
que z € f~1(B), logo B C f~'(B). Agora, dado z € f~1(B), temos f(z) =2x € B =R

entdo 2z -+ =z € R = B, logo x* € B e assim f~}(B) C B. Pelas duas inclusoes, segue que

1
2
f~Y(B) = B. Portanto A e B sao invariantes por f.

Definicao 1.1.8. Seja f : X — X. Dizemos que =z é um ponto periddico de f se existe

n € N* tal que f"(z) = z. Nesse caso, seu periodo é o menor p € N* tal que fP(x) = z.

A Figura ilustra a orbita de um ponto p de periodo 4.
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flay flx) f*(x) f*(x)

Figura 1.2: Representacao da 6rbita de um ponto periédico de periodo 4. Fonte: Autor.

Observacao 1.1.9. Algumas observagoes sobre essa definigao:
i) Caso p = 1, dizemos que x é um ponto fixo de f.

ii) Quando z & um ponto periddico de periodo p, sua orbita se resume ao conjunto finito,
O(x) = {z, f(z), f*(x),---, [/~ () }.

iii) Denotamos o conjunto dos pontos periddicos de f como Per(f).

Exemplo 1.1.10. Observe, no Exemplo|1.1.3] que os tinicos pontos peridédicos sao 1 e 2, ambos
de periodo 2.

Exemplo 1.1.11. Seja f : X — X onde X é o conjunto finito, X = {1,2,3,...,n — 1,n}.
Entao, para todo ponto x € X temos que O(z) é uma 6rbita periddica.

De fato, note que a orbita de z é o conjunto O(z) = {z, f(z), f3(z), f3(x),...}. Como
o contradominio de f é o conjunto X, temos que f"(z) € X,Vn € N. Em particular,
O(z) C X e, portanto, O(z) também é um conjunto finito. Por outro lado, as iteradas,
f(x), f3(x),... f*(x),... sdo infinitas. Assim alguma das iteradas de x tera que se repetir, ou

seja, existem k € {1,2,...,n} el € N tais que
i) = [ ().
L0g07 O(.T) = {I7 f(x)v te fk(«r); fk+1($), e ,fk'H_l}‘

Apo6s as definicoes de orbitas e pontos periddicos é natural se perguntar também sobre
pontos de acumulagao e limites de uma oOrbita, ou seja, pontos em torno dos quais a orbita
ird passar uma infinidade de vezes. A partir de agora, alguns assuntos que serao abordadas
fazem mais sentido quando X possui uma certa estrutura, assim, abordaremos o conjunto X
como espaco munido de uma métrica d. Assim, a partir de agora, a menos que mencionemos o
contrario, o espaco de fases (X, d) ou simplesmente X, quando nao houver perigo de confusao,

sera sempre considerado um espago métrico, como definido em (?7?).
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Defini¢ao 1.1.12. Seja f : X — X. Dada uma orbita O(z) de um ponto z, chamamos de
w-limite de x o conjunto,

w(z) = {z € X;3(ni)ien C N crescente, com f"(x) ARALN z}.
Em palavras, o conjunto w—limite de um ponto x sao os pontos de X cuja sua orbita é atraida

e passa infinitas vezes.

Exemplo 1.1.13. Seja f : N* — N* dada por

T+ 2, se x é primo ou se r = 1;
flz) =

menor fator primo na decomposicao de x, caso contrario.

Vamos estudar suas orbitas, conjuntos w-limite e analisar a existéncia de pontos periddicos.

Observemos inicialmente que,
0O(1) ={1,3,5,7,9,3,5,7,9,... } = {1,3,5,7,9} e O(2) ={2,4,2,4,2,...} ={2,4}.

Se x é um nimero par maior do que 2, o menor fator primo na sua decomposicao é 2. Portanto
f(z) =2eassim, O(z) = {x,2,4,2,4,2...}. Agora, note que O(3) = {3,5,7,9,3,5,7,9,...} =
{3,5,7,9}.

Se p é um primo gémeo, isto é, um primo tal que p + 2 também é primo, e p # 3, entao
p + 1 é multiplo de 3. De fato, p # 3 implica que p + 1 ou p + 2 é miltiplo de 3, como p + 2
também é primo, entao segue a afirmagao.

Note agora que, sendo p um primo gémeo, f(p+2) =p+4 = (p+ 1)+ 3 é um maltiplo de
3. Assim,

Op) ={p.p+2,p+4,3,57,9,...}

Se p é impar maior que 3 temos dois casos:

e p é primo ndo gémeo: isso implica que f(p) = p+ 2 onde p+ 1 ou p + 2 sdo multiplos de
3. Se p+ 2 é maltiplo 3, entao O(p) = {p,p+2,3,5,7,9,...}. Se p+ 1 é maltiplo de 3,
entdo f(p+2) = ¢, onde ¢; é um primo impar menor que p. De fato, pela decomposi¢ao
em fatores primos, p + 2 = qlfl . q§2 o-g*, onde ¢y < qu < -+ < ¢, sdo primos e k; € N*¥,
para i € {1,2,...,r}. Note que ¢, < p pois, caso contrario, ¢, > p=2-¢. >2-p>p+2
e,como 2 < q <qg<---<gq,entaop+2< qfl -q§2 .-+ g" o que é um absurdo. Assim,
f(p) = 1. Por processo anélogo, para f(q1) = ¢1 + 2 temos que ¢; + 1 ou ¢; + 2 sdo
multiplos de 3. Se ¢; 42 é miltiplo de 3, segue que O(p) = {p, p+2,¢1, 1 +2,3,5,7,9, ... }.
E se ¢; + 1 é maltiplo de 3, entdo pelo mesmo processo acima f(q;) = a1, onde a; é um

primo impar menor que ¢;. Sucessivamente, em algum momento obteremos um primo da
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orbita periddica {3,5,7,9}. Portanto,

o) ={p.p+2,q1,¢1 +2,a1,...,3,5,7,9,...}.

e p nado é primo: por definicdo f(p) é primo, logo, voltamos ao caso anterior.

Por fim, pela andlise feita acima, podemos observar que 2 e 4 sao os tnicos pontos pe-
riodicos de periodo 2 e que 3,5,7 e 9, sdo pontos peridédicos de periodo 4. Assim, Per(f) =
{2,4,3,5,7,9}. Note também que, se z par, o conjunto w(z) = {2,4}, pois sdo os pontos que

a orbita de z passa uma infinidade de vezes. Analogamente, se z é impar w(x) = {3,5,7,9}.

Definicao 1.1.14. Dizemos que um conjunto A C X é um atrator de f : X — X se existe

um conjunto aberto U C X tal que:
i) AcCU,
i) f(U) CU;
i) A=,en f"(U).

O conjunto aberto U é chamado de trapping region (regido de captura), pois uma vez que a
6rbita de um ponto entra numa trapping region ela nao sai mais. A bacia de atragao de um
atrator A é definida como

B(A) =] ),
neN
onde U & uma trapping region para A. A bacia de atracao de um atrator é formada pelos pontos
que sdo atraidos para A no futuro. Quando B(A) = X, isto é, todos os pontos tém sua orbita

atraida para A no futuro, dizemos que A ¢ um atrator global.

Exemplo 1.1.15. Seja f : R — R dada por f(z) = 5. A = {0} ¢ um atrator global. De

T

fato, note que f"(r) = 7. Dado z € R temos que 5 220 0. Assim, O(x) é atraida por 0,
Vo € R.

Exemplo 1.1.16. No Exemplo[1.1.3] o conjunto A = {1,2} & um conjunto atrator global, pois,

a oOrbita de todo x € N* é atraida para os pontos 1 e 2.

Exemplo 1.1.17. No Exemplo[1.1.13] os conjuntos A = {2,4} e B = {3,5,7,9} sdo atratores,

pois as 6rbitas dos pontos pares sao atraida para A e dos impares sao atraidas para B.

Observacao 1.1.18. i) Note que conjuntos atratores podem apresentar variadas estrutu-
ras, podendo ser conjuntos distintos dentro de um mesmo espaco e até mesmo um nico

ponto.
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ii) Se f: X — X & um aplicagao invertivel, entdo um conjunto R C X é dito repulsor de f

se ¢ um atrator para f~'. Por exemplo, considere g : R — R dada por g(z) = 2z, entao

R = {0} é um repulsor, pois R &€ um atrator para g~ '(z) = f(z) = £.

Os conjuntos que apresentaremos agora desempenham um papel fundamental no estudo dos
sistemas dinamicos, como veremos de forma mais aprofundada no Capitulo [4] desse trabalho.

Eles sao os conjuntos estaveis e instaveis de um ponto.

Definicao 1.1.19. Sejam f : X — X invertivel e x € X um ponto arbitrario. Os conjuntos

estavel e instavel de x sao definidos, respectivamente, por

W) = {y € X : d(f"(@), ")) "= 0}

W) = {y € X : d(f (@), /() == 0.

De maneira informal, o conjunto estavel de z sao todos os pontos de X cuja 6rbita se
aproxima da 6rbita de x quando olhamos para o futuro das 6rbitas. Analogamente, o conjunto
instavel de x sao todos os pontos de X cuja orbita se aproxima da o6rbita de x quando olhamos
para o passado das orbitas. Geometricamente a interpretacao de pontos desse conjunto pode

ser vista na Figura|l.3]

Yy Yy

\im fﬁlﬂ/
Nre v S
L] f f_ [
~_ 1Y . rw T R

I

s
B A €) @)

re (@) F73 (@) .
/f—;(r) 7 2%(2)

Figura 1.3: Representacao dos conjuntos estével e instavel de x. Fonte: Autor.

Lema 1.1.20. Seja f: X — X invertivel e x € X. Vale que:
i) f(Wilz)) = Wi(f(x));
i) fTH W () = WE(f (@),
n——+o0o

Demonstragdo: i) Sejay € Wi(z) entdo d(f"(x), f*(y)) —— 0e f(y) € f(W;(z)). Note que
W) = ) e fr(f(2) = 7 (z). Assim,

d(f"(f(@)), M (f () = d(f" (@), f7 (y) >0,
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logo, £(4) € Wi(f(x)). Agora, seja y € Wi(f(x)). Entao d(f*(f(x)), *(y)) "= 0, como f
¢ invertivel, temos que 3z € X tal que z = f~!(y). Assim, f"(z) = f"!(y) e

AP (@), () = (" (@), 27 0) = A0 (@) 7 () 25 0

logo, z € W}(z) o que implica y € f(W}(z)). Portanto, f(W;(z)) = W;(f(z)).
i) Seja y € Wi (x) entao d(f"(x), f"(y)) 2% 0 e fi(y) € f7H (Wi (x)). Note que
FU ) = ) e f(f (@) = f 0D (). Assim,

A(f (7M@), f () = ) (), f M (y) S 0,

logo, [~ (y) € W (f~(x)). Agora, sejay € Wi(f~*(x)). Entdod(f"(f~*(z)), f"(y)) =
0, como f~! & invertivel, temos que 3z € X tal que z = f(y). Assim, f7"(z) = f""(y) e

d(f"(x), f(2) = d(f (@), f ) = AN @), f T ) S 0

logo, z € Wi(x) implica y € f~'(W}(z)). Portanto, f~" (Wi (x)) = Wi(f(x)). O

1.2 Propriedades dinamicas

Agora, veremos propriedades extremamente importantes para o estudo da dindmica das

principais aplicagoes que trabalharemos de maneira mais aprofundada ao longo desse trabalho.
Utilizaremos como base (BACKES et al., 2023).

Definicao 1.2.1. Dizemos f : X — X é transitiva quando existe x € X tal que O(z) = X,

ou seja, quando f possui alguma 6rbita densa em X.

Observacao 1.2.2. Em outras palavras, f é transitiva quando existe z € X tal que dado
um ponto a € X qualquer e qualquer ¢ > 0, existe n € N tal que f"(x) € B(a,e) = {z €
X;d(a,x) < e} (chamada de bola aberta de centro a e raio €).

Exemplo 1.2.3. Seja f : N — N dada por f(z) = z + 1. A orbita O(0) ¢ densa em N. De

fato, note que O(0) = {1,2,3,4,...,n,...} =N, logo, O(0) = N.

O resultado a seguir fornece uma condicao equivalente para que uma aplicacao f: X — X
seja transitiva. Sua demonstragdo utiliza resultados provados em (LIMA| [1993)) e (LIMA,
2009b), que utilizaremos aqui sem demonstrar, mas fornecendo as referéncias de onde encontra-

los.

Teorema 1.2.4. Seja f : X — X uma aplicagdo continua em um espa¢o métrico (X, d) de
Hausdorff localmente compacto e conexo. Entao f é transitiva se, e somente se, para todo par
de abertos U e V existe algum n € N tal que f*(U)NV # (.
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Demonstracao: (=) Se f é transitiva, entao existe z € X, tal que O(z) = {f"(z);n € N}
é densa em X, ou seja, dados U,V abertos em X, existem ni,n, € N tal que f"(z) € U
e f"(x) € V. Supondo, sem perda de generalidade que n; < ng, tome n = ny — ny, assim
frifm@)) = (™ (x) = f*2(x) € V, como f™(x) € U, entao,

U NV £ 0.

(<) Suponha f™"(U) NV # @ para algum n € N, entao existe x € f*(U)NV. Como
x € f*(U) existe y € U tal que x = f"(y) e assim y € f~"(fWU)), ou seja, y € UN f~(f(U)).
Note que, como z € V e f~(V) é um conjunto de pré-imagens dos elementos de V', f~"(V)

contém todas as pré-imagens de x, incluindo y. Logo, y € UN f~"(V), ou seja, UN f~™(V) # .
Dai, U N (U f"(V)) #10.

neN

Como U é um aberto qualquer de X e U N (U f"(V)) # (), segue que, U vy e

neN neN
denso em X.

Como V' é um subconjunto aberto de X e f™ é continua para todo n € N (pois é composta

de continuas), segue que f~"(V) & aberto de X para todo n € N. Logo, U f7™(V) é um

neN
subconjunto aberto e denso em X.

Como X é um espaco métrico localmente compacto, pelo Exemplo 11 e a Proposicao 3 do
Capitulo 9 do livro (LIMA] |1993), segue que X ¢é um espago métrico separavel. Utilizando o
Proposigao 4 do Capitulo 8 do livro (LIMA] 2009b)), obtemos que X tem uma base enumeravel

de conjuntos abertos, vamos denoté-la como a familia {V;};en. Logo, U f7"(V;) é aberto e

neN
denso para todo j € N.

Como X é um espaco de Hausdorff, pela Proposicao 19 do Capitulo 7 do livro (LIMAL

2009b), X é um espaco de Baire. Dai, como enunciado na Segdo 6 do Capitulo 6 do livro

(LIMA} 2009b), Z = ﬂ (U f”(%)) ¢ um subconjunto denso em X (pois é a interse¢ao de
JEN \neN

uma familia enumeravel de abertos densos em X), em particular, é nao vazio, ou seja, existe

x € U f7"(V;) para todo j € N.

neN
Provemos agora que a orbita de x é densa em X. Dado a € X qualquer, para todo aberto

G de X tal que a € G, existe V; € {V}},en tal que a € V; C G. Como z € U f7(V;) existe

neN
um n € N tal que z € f7(V}), logo f"(z) € V;.

Portanto, para todo aberto G em torno de a, existe um ponto da orbita de O(z) contido

nele, ou seja, O(x) = X. O
A Figura ilustra o Teorema [1.2.4, Para quaisquer dois conjuntos abertos U e V de X,
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existe n € N tal que a iterada f"(U) intersecta V.

Figura 1.4: Representacao da transitividade. Fonte: Autor.

Definicao 1.2.5. Seja f : X — X uma aplicacao. Dizemos que f é expansiva se existe £ > 0
tal que, se d(f™(x), f"(y)) < &,Vn € N, entao z = y.

Caso [ possua inversa, dizemos f é expansiva se existe ¢ > 0 tal que, se d(f"(x), f"(y)) <

e,Vn € Z, entao x = y.

Observacao 1.2.6. Em outras palavras, f ser expansiva significa que dados dois pontos dis-
tintos x e y, entdo para todo € > 0 existe k € N (ou Z), tal que d(f*(x), f*(y)) > e.

Exemplo 1.2.7. Seja f : R — R, dada por f(z) = 2z e d a métrica usual de R. A aplicacido
f é expansiva.
De fato, dados z,y € R com z # y, temos que f*(x) = 2"z e f*(y) = 2"y. Dai,

d(f" (@), f"(y)) = 2"z —yl.

Logo, dado qualquer ¢ > 0, basta tomar n € N suficientemente grande de modo que 2" >
[y Visto que 2" 2T oo, Assim, d(f"(x), f(y)) = 2"z — y| > e.

Uma definicao extremamente importante para este trabalho, que ¢ uma consequéncia da

definicao anterior, é a de ter sensibilidade as condicoes iniciais, descrita abaixo.

Defini¢ao 1.2.8. Seja (X, d) um espa¢o métrico e f : X — X uma aplicacdo. Dizemos que
f tem sensibilidade as condigoes inciais se existe € > 0 tal que, para todo x € X e todo
d > 0, existem y € B(z,d) e n € N tais que,

d(f™(x), f"(y)) = .

Observacao 1.2.9. Algumas observacoes para entendermos um pouco melhor a defini¢ao

acima;:
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i) Geometricamente, isso significa dado um = € X existe um ponto y € X em qualquer

vizinhanca de x tal que em algum momento as iteradas de x e y tornam-se distantes.

ii) A grande diferenca entre expansividade e sensibilidade as condigoes iniciais esta no fato
de que, na primeira, as orbitas de todos os pontos (distintos) por mais proximos que
estejam, devem eventualmente se separar. Enquanto que, na segunda, basta que para
todo © € X, exista algum ponto perto de x cuja a o6rbita eventualmente se separa da

orbita de z.

iii) Da observagao anterior, concluimos que se uma aplica¢ao é expansiva, entao tem sensibi-

lidade as condicoes iniciais. Porém, reciproca nao é verdadeira.

Essa diferenca entre expansividade e sensibilidade as condicoes iniciais pode ser interpretada
geometricamente como nas Figuras [I.5] e respectivamente.

f) ° ——

(=)

Figura 1.5: Representacao da expansividade. Fonte: Autor.

Na Figura [I.5], vemos as orbitas de todos os pontos de uma vizinhanca de z se afastarem
da orbita de x, enquanto na Figura (1.6| existe apenas um ponto da vinhanca cujo a Orbita se

afasta da 6rbita de z.

f(z) e

. (@)

l\
l\

Figura 1.6: Representacao da sensibilidade as condigoes inciais. Fonte: Autor.

Definicao 1.2.10. Um sistema dinamico f : X — X é dito cadtico se:

i) o conjunto dos pontos periodicos de f é denso em X, isto é, Per(f) = X;
ii) f é transitiva;
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ili) f tem sensibilidade as condigdes iniciais.

Observacao 1.2.11. Cabe ressaltar que existem diferentes definicoes sobre o que significa um
sistema ser caotico, porém a mais utilizada atualmente é a definicdo acima que provém dos
trabalhos de Devaney (DEVANEY] 2018)). Existem trabalhos onde se mostra que, sob certas
hipoteses, as condigoes i) e ii) implicam a condicao iii). Vide (ELAYDI, [2008)), p. 137-162.

Por fim, apresentaremos a definicdo de conjugacao que é uma mudanca de coordenadas
que relaciona duas dinamicas distintas. Ela sera utilizada para facilitar a demonstracao de

propriedades dinamicas para fungoes mais complexas.

Definicao 1.2.12. Sejam f: X — X eg:Y — Y. Uma conjugacao entre f e g ¢ uma
aplicagao h : X — Y, continua e com inversa também continua, ou seja, h ¢ um homeomorfismo,

que satisfaca
hof=goh.

Proposicao 1.2.13. Sejam f: X - X, g:Y =Y eh: X — Y uma conjugacao entre f e g.

Entao:

i) x é um ponto periddico de periodo n de f se, e somente se, h(x) é um ponto periddico de

periodo n de g.

ii) f € transitiva se, e somente se, g € transitiva.

iti) Per(f) =X se, e somente se, Per(g) =Y.

iv) f tem sensibilidade as condigoes iniciais se, e somente se, g tem sensibilidade as condigoes

IMICLaLS.
Demonstracao: i) Primeiramente, note que como h é uma conjugagao, segue da definicdo que
f=htogoh.
Deste modo,

fzzfof:(hflogoh)o(hflogoh):hflogoz'dogoh:hflogzoh.
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Logo f? é conjugada a g®. Sucessivamente obtemos que,

fr=fofo - of
—(h'ogoh)o(hlogoh)o---o(hogoh)
—htogo(hoh™)ogo(ho---oh™)ogoh
=hlogoidogoido---oidogoh
—hlogogo---ogoh
=hlog"oh,

ou seja, g"o f = ho f, para todo n € N. Dai, p € X é um ponto periddico de periodo k de f,

se, e somente se,
p=f"p)=(h""og" o h)(p) & hip) = " (h(p)),

se, e somente se, h(p) € Y é um ponto periddico de periodo k de g.
i1) Queremos mostrar que O(z) = X se, e somente se, O(h(x)) =Y.
(=) Seja V um aberto qualquer em Y ey € Y. Como h : X — Y é um homeomorfismo

sabemos que,

e 1 & continua, entdao h~!(V) é aberto;

e h é bijetiva, particularmente, existe um unico x € X tal que h(z) = y.

Deste modo, como h™' (V) ¢ aberto em X e O(z) é densa em X, existe ny € N tal que
fro(x) € h=Y(V), logo h(f™(x)) € V. Pelo item i), h(f™(x)) = g™ (h(z)) € V. Assim, existe
no € N tal que g™ (h(x)) € V. Portanto, O(h(z)) ¢ densa em Y e g ¢ transitiva.

(<) Analogamente, dado um aberto U € X e x € X. Como h é um homeomorfismo, segue
que h~1 & continua e bijetiva e (h=1)"1(U) = h(U) é aberto em Y. Como O(h(x)) ¢ densa em Y,
existe n; € N tal que g™ (h(z)) € h(U), assim h=(g™ (h(z))) € h™*(h(U)) = U. Novamente,
pelo item ), temos h~!(g™ (h(x))) = f™(x) € U. Assim, exixte n; € N tal que f™(x) € U.
Portanto, O(z) ¢ densa em X e f ¢é transitiva.

ii1) (=) Seja V aberto em Y, como h é homeomorfismo, h=!(V) & aberto em X. Como
Per(f) = X existe z € Per(f) tal que z € h™'(V), logo h(z) € V. Note que h(Per(f)) =
{h(z) € Y;x € Per(f)} e, pelo item i), se x é um ponto peridédico de f, h(z) é um ponto
periodico de g, logo h(Per(f)) C Per(g). Ou seja, dado um aberto V em Y, existe h(z) €
Per(g) tal que h(xz) € V. Portanto, Per(g) =Y.

(<) Agora, dado U aberto em X, como h ¢ um homeomorfismo, h(U) é aberto em Y e como

Per(g) =Y existe y € Per(g) tal que y € h(U), onde y = h(z) para algum = € X. Deste modo,
h='(y) = x € h"*(h(U)) = U. Note que h™*(Per(g)) = {z € X;y = h(z) € Per(g)} e, pelo
item 7), se y ¢ um ponto periodico de g, x ¢ um ponto periddico de f, logo h=*(Per(g)) C Per(f).

Logo, para todo U aberto em X, existe x € Per(f) tal que x € U. Portanto, Per(f) = X.
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iv) (=) Sejay € Y e §, > 0 quaisquer. Note que, como h é homeomorfismo, existem z € X
e 6, > 0 tais que h(x) = y e, a bola aberta de centro x e raio d,, B(x,d,) = h™'(B(y,d,)),
bola aberta de centro y e raio J,. Como f tem sensibilidade as condicoes inicias, existe €, > 0
tal que existem n € N e z € B(z,d,) tais que d(f"(2), f*(z)) > €,. Pelo demonstracdo do
item 1), temos que h(f"(x)) = g"(h(x)) e h(f"()) = g"(h(=)). Como ["(z) # f"(2), entio
g"(h(z)) # g™(h(2)), assim existe g, > 0 tal que d(¢"(h(x)),g"(h(2))) > €,. Note que, como
z € B(z,0,) segue que h(z) € h(B(z,0,)) = h(h~1(B(y,d,)
gy > 0 tal que, para y € Y e §, > 0 quaisquer, existem h(z) € B(y,d,) e n € N tais que

)) = B(y,d,). Ou seja, existe

d(g"(h(2)),9"(y)) > €,. Portanto, g tem sensibilidade as condigdes iniciais.

(<) Agora, dado z € X e ¢, > 0 quaisquer. Como h é homeomorfismo, existem y € Y e
9y > 0 tais que h(z) = y e B(h(z),6,) = h(B(z,0,)). Como g tem sensibilidade as condi¢oes
inicias, existem ¢, > 0, h(z) € B(h(x),d,) e n € N tais que d(¢"(h(z)), g"(h(z))) > ¢,. Pela
demonstragiao do item 7), temos que A~ (¢g"(y)) = h= (g"(h(x))) = f*(x) e h 1 (g"(h(z2))) =
f"(2), assim existe ¢, > 0 tal que d(f"(x), f*(z)) > €,. Note que, como h(z) € B(y,J,) segue
que h™*(h(z)) = z € h{(B(y,d,)) = h*(h(B(z,0,))) = B(z,d,). Ou seja, existe ¢, > 0 tal
que para x € Y e J, quaisquer, existem z € B(x,0,) e n € N tais que d(f"(2), f*(x) > &,.
Portanto, f tem sensibilidade as condicoes iniciais. O

Observacao 1.2.14. Como dito anteriormente, a conjugacao é uma importante ferramenta
dos sistemas dindmicos, pois a partir dela ganhamos que funcoes compartilham propriedades
dindmicas, incluindo transitividade, sensibilidade as condi¢oes iniciais e Per(f) denso. Isso nos
auxilia pois, como veremos mais tarde neste trabalho, existem aplicagoes com uma dinamica
complexa e dificil de se analisar. Assim, podemos estudar a dindmica de uma aplicacao mais

simples conjugada a ela.
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Capitulo 2

O shift

No capitulo anterior, vimos exemplos de sistemas dindmicos, em maioria, definidos no con-
junto dos nimeros naturais. Neste capitulo, apoiados em (RESENDE, 2024) e (BACKES et
al., 2023)), estudaremos um sistema dindmico em que o espaco de fases se quer é enumeravel.
Esse exemplo, muito conhecido na teoria de sistemas dinamicos, se trata da aplicacao chamada
de shift, que é definido em um espacgo de sequéncias. Ele ¢ bem interessante, pois a nocao de
distancia se torna um pouco diferente da usada nos ntimeros reais. Veremos primeiro algumas

propriedades sobre essa aplicacao e em seguida estudaremos suas propriedades dinamicas.

2.1 O espaco de sequéncias

Considere o conjunto,
{0, 13N = {(20, 21, 23, 24, ... ); 2; € {0,1} para todo i € N},

formado por sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. Dizemos que cada z; é uma coordenada da

sequéncia (zg, T1, T3, T4,...). Um elemento desse espaco tem a forma, por exemplo,
(0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,1,...),
que serda também representado por,
0110011110011 ....

Observacao 2.1.1. Algumas explicacbes sobre o espaco de sequencias

i) O conjunto {0, 1} é também chamado de espago de palavras, as sequéncias de {0, 1}

de palavras e 0 e 1 de letras.
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ii) Para simplificar a notagao, usaremos os seguintes simbolos:

e 07> corresponde a uma sequéncia infinito de 0’s, ou seja, 07°° = 000000. . .
e 17> corresponde a uma sequéncia infinito de 1’s, ou seja, 17°° = 111111. . .;
(0110)*™>° = 0110011001100110.. . .;

00001(1011)*™>° = 000011011101110111011 . ...

Conforme dito no capitulo anterior, varias propriedades dinadmicas podem ser melhores
compreendidas quando o espaco de fases possui uma estrutura, deste modo, vamos definir uma
métrica para o conjunto {0, 1}V,

Inicialmente, dadas duas sequéncias x = (zo,x1,22,23,...) € ¥ = (Yo, Y1,Y2,Y3,-..) €m
{0, 1}, vamos considerar N : {0, 1} x {0,1} — N dada por

N(z,y) := min{k > 0 : z1 # yr}.

Ou seja, N(z,y) nos diz qual é a primeira coordenada em que as sequéncias z e y diferem. Por
exemplo,
N(011101(1)**°,011100(0)*>) =5

pois a primeira coordenada em que estas sequéncias diferem é a coordenada cinco. Note que
N(z,y) = N(y,z) e N(z,x) = 400. Mais ainda, se N(x,y) = 400, entdo necessariamente
todas as coordenadas das palavras x e y coincidem, ou seja, r = y.

Agora, fazendo uso dessa nogao, podemos definir uma distancia em {0,1}" da seguinte
forma: dados z e y em {0, 1}, seja d : {0,1}" x {0,1}" — R dada por,

1 N((E,y)
d(z,y) = (5) :

O que a defini¢ao diz é que a distancia entre as sequéncias x e y depende da coordenada que
elas deixam de coincidir. Assim, quanto maior for N(z,y), menor é d(z,y), ou seja, quanto

mais proximas as sequéncias forem, em mais coordenadas elas coincidem.
Exemplo 2.1.2. Alguns exemplos para entendermos melhor a nocao de distancia.

a) Considere z = 17 e y = 017*°. Como elas diferem na primeira coordenada, segue que
N(z,y) =0, logo d(x,y) = d(17°°,017°>°) = 1 (a maior distancia possivel).

b) Agora, considere z = 1017 e y = 11017>°. Elas diferem na segunda coordenada, logo
N(z,y) =1 ed(z,y) = d(1011>,1101+>) = L.

Proposigao 2.1.3. A aplicagio d : {0,1}N x {0, 1} = R, d(x,y) := (%)N(I’y) ¢ uma métrica.
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Demonstra¢ao: Vamos provar que d cumpre as propriedades de uma métrica segundo (LIMA|
1993)). Sejam z,y e z € {0, 1} quaisquer.

1 omo para todo n € N, (5) & positivo, segue que d(x,y) = (5 Y > 0 para todos
i) C d N, (3)" & positi d LN@y) > 0 d
z,y € {0, 1}

ii) Como N(z,y) = N(y,x) para todos z,y € {0, 1}, segue que,

1 N(.’E,y) 1 N(yvm)
d(x,y) = (5) = (5) =d(y, ).

ili) d(z,y) =0« N(x,y) = +00 & x = y.

iv) Para todos z,y,z € {0,1}", se:
e Se d(x,z) < d(z,y), segue que d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) e ndo ha nada a fazer.
e Sed(z,2) > d(z,y) entdo (V@) > (L)N@W) = N(z,y) > N(z, 2), isto é, as sequéncias

x e y coincidem por mais coordenadas do que x e z. Assim, temos,

1 =Y, T2 = Y2, - s TN(zy)—1 = YN(z,y)—1 € TN(z,y) 7& YN(z,y)»

Ty = 21,02 = 22, ., TN(,2)—1 = ZN(2,2)—1 € TN(z,2) 7 ZN(,2)-
Dai, como N(x,z) < N(z,y), segue que,
1= 21,92 = 22, -, YN(z,2)—-1 = ZN(z,2)—1 € YN(z,2) # ZN(z,z)
Logo, N(y,z) = N(x,z) e assim d(y, z) = d(z, z). Dai
d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2).

Portanto d é uma métrica em {0, 1}. O

As definicoes a seguir no futuro, nos vao nos ajudar a compreender melhor o espaco de

sequéncias e posteriormente a provar suas propriedades dinamicas

Definicdao 2.1.4. Chamamos de espago de palavras de comprimento n em {0,1} o

conjunto,
W, = {(x()axla L2y -+ 7‘%71*1) LT € {0’ 1}}

Definicao 2.1.5. Dada uma palavra w € W,,, dizemos que o conjunto,
[w] = [wowywy - - - wy 1] = { € {0,1} 20 = wo, -+~ Tp1 = wy 1},

27



é um cilindro.
Observagao 2.1.6. Algumas observagoes importantes:

i) Dada uma palavra w € W, um cilindro [w] contém as sequéncias de {0, 1} que coincidem

as n primeiras coordenadas com w.

ii) Se w € W, e as sequéncias z,y € [w], entdao N(z,y) > n. Assim, pela definigdo de

distancia, d(z,y) < (3)", ndo sendo estritamente menor pois z e y podem coincidir em

mais coordenadas, isto é N(x,y) > n.

iii) Cilindros podem ser vistos como bolas abertas, pois
[w} = {Z S {07 1}N : d(zawﬁwl .- -w7z—10+oo> < (%)n + 5}, onde ¢ € R,g > 0.

Como mencionamos na introducao deste capitulo, uma das principais diferencas do espago
que estamos estudando agora, dos exemplos do capitulo anterior, esta no fato de que ele nao
é enumeravel. Veremos que, mesmo nao sendo enumeravel, conseguimos definir uma aplica-
cao para este espago e estudar sua dinamica. Para a demonstragao usaremos uma técnica
introduzida por Georg Cantor no final do Século XIX.

Proposigao 2.1.7. {0,1}Y ¢ ndo enumerdvel.

Demonstragdo: Suponha que {0, 1} seja enumeravel, isto é, e que exista uma bijecdo h : N —

{0, 1}, Deste modo, é possivel montar uma lista com os elementos de {0, 1},
Tog = h(0>,l‘1 == h(l),ﬂfg == h<2), e

Mas cada x; dessa lista ¢ uma sequéncia de simbolos 0’s e 1’s, logo

h(0) =z0 = (w00, To1, To2, T3, - - )
h(l) =T = ($10,$11,$12,I13,'--)
h(2) =T = (51320, T21, X22, L23, - - )
h(3) = (5530, T31, T32, T3g, - - -)

onde z;; € {0,1},Vi,j € N.
Por h ser uma bijecdo, particularmente, h é sobrejetiva, ou seja, {0,1} = h(N), mas o
elemento y € {0, 1} dado por,

y=(1—mp0,l — 11,1 — 99,1 — 33,...),

nao pertence a f(N). De fato, y ndo pode ser o elemento zg, pois a primeira coordenada de y

¢ diferente da coordenada xgy de x(; y também nao pode ser xy, pois sua segunda coordenada
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também é distinta de x1;. Sucessivamente, podemos notar que y # x, para todo n € N e,
portanto, y nao pertence a lista acima. Logo, existe y € {0,1}" tal que y ¢ h(N) o que

contradiz, h ser bijecao. Portanto, concluimos que {0, 1} é nao enumeravel. ]

2.2 A aplicacao shift

Agora, vamos apresentar a aplicagdo principal deste capitulo: o shift. Seja f : {0, 1} —
{0, 1}, dada por,

f(ﬂfo,l‘l,l‘g, .. ) = (l’l,[Eg,ZL‘g, Ce ),

ou seja, essa aplicacao "apaga'a primeira coordenada e desloca as demais para a esquerda, por

isso recebe o nome de "shift", que significa deslocamento, em inglés.
Proposicao 2.2.1. A aplicagio f: {0,1}N — {0, 1} ¢ continua.

Demonstracao: Vamos mostrar que f é uniformemente continua, ou seja, dado ¢ > 0,36 > 0
tal que d(x,y) < § = d(f(z), f(y)) < e. Primeiramente, vamos considerar e = (3)" para algum
n € N. Dados =,y € {0,1}, se d(f(z), f(y)) < € entdo por defini¢io

1 n
d((‘xh‘r%x?n"')7(y17y27y37"')) S <§) )

isto é, x; = y; para todo i € {1,2,...,n}. Tome § = (%)nﬂ. Deste modo, se d(z,y) < (%)HJrl

temos que x; = y; para todo i € {0,1,2,...,n,n + 1}. Dessa forma, concluimos que se

d(z,y) < 4, entdo d(f(z), f(y)) < (3)" = e. Por fim, dado ¢ > 0 qualquer, basta tomarmos
n € N suficientemente grande de forma que (%)n <eced = (%)nﬂ. Dai, segue do caso anterior

Y

que, se d(z,y) < 4§, entdo d(f(x), f(y)) < (%)n < e. Isto mostra que o shift é uma aplicacio

uniformemente continua e, portanto, continua. ]

Nosso objetivo principal neste capitulo é mostrar que o shift possui uma dinamica cadtica,
vamos conhecer quais sao seus pontos periodicos. Faremos esse processo por partes, determi-
nando primeiro seus pontos fixos.

Observe que um elemento = (zg, 7,72, 23,...) de {0,1} ¢ um ponto fixo de f se, e

somente se,

(zo, 71, T2, T3, .. .) = f(T0, T1, T2, T3, . ..) = (T1, T2, T3, . . .).
Ou seja, x é ponto fixo de f se, e somente se, rg = xy, T| = T9, Ty = T3,..., OU Seja,
To =1x1 =T = x3 = .... Note que as duas sequéncias em que isso ocorre sao:

07> =(0,0,0,...) e 17°=(1,1,1,...).
Portanto esses sao os dois tinicos pontos fixos do shift.
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Vamos agora determinar os pontos peritdicos de periodo 2 de f (ou pontos fixos de f?), ou

seja, as sequéncias x em {0, 1} tais que,

(x(]?xh Lo, T3, .. ) = f2(x07'r17 Lo, T3, .. ) == (x27‘r37'r47 Ty, .- )

Nesse caso temos, rog = X2, T1 = T3, To = T4, T3 = Ty, Ty = Tg,..., que equivale a ter

Tg =Ty =24 =2Tg=...€T] =Tg=2Ts5=..., assim existem os 4 pontos fixos de f2, sao eles:
(00)™>° = (0,0,0,0,...); (11)F° =(1,1,1,1,...);

(01)** =(0,1,0,1,...) e (10)™ =(1,0,1,0,...).

Note que os dois primeiros sao os pontos fixos de f. De maneira andloga, para determinar os
pontos periddicos de periodo n (ou pontos fixos de f"), basta tomar uma palavra de compri-

mento n, b = (bob1bs ... b,_ob,_1) € W, assim a sequéncia ,
(b)*>° = boby ... by_obp_1boby . . . by_ob,_1bobibs .. . by _oby_ 1 ...

dada pela repeticao dessa palavra, ¢ um ponto fixo de f", desde que biby...b,_1 nao tenha
repeticao periddica. Note ainda que, para cada coordenada de b temos apenas dois valores

possiveis, como b tem n coordenadas, f™ possui 2" pontos fixos.

2.3 A dinamica do shift

Agora que entendemos um pouco sobre a dindmica do shift, mostraremos que ele cumpre

as trés condicoes da Definicao [1.2.10] sendo assim um sistema dinamico caotico.
Teorema 2.3.1. O conjunto dos pontos periodicos do shift sao densos em {0, 1},

Demonstragao: Dados x = (zg, 1, Ta,...) € {0, 1} e € > 0 quaisquer, existe ng € N tal que

(3)™ = 505 < e. Assim, seja y = (20,21, ..., Zn,) " ™. Observe que f™(y) =y, ou seja, y ¢

periodico de perfodo ng e d(z,y) < (3)™ < e. Logo, para todo z € {0,1}", existe y € Per(f)

tal que d(x,y) < e. Ou seja, B(z,e) N Per(f) # 0 e assim que Per(f) = {0, 1}". O
Teorema 2.3.2. O shift é uma aplicacao transitiva.

Demonstra¢do: Vamos mostrar agora que existe algum z € {0, 1}V que possua érbita densa.
Tomemos = € {0, 1} dado por,

x=0100011011000001010100110101 111 ..,
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ou seja, x é construido pela concatenagao de todas as palavras de comprimento 1, seguida de
todas as palavras de comprimento 2, todas as palavras de comprimento 3 e assim sucessiva-
mente.

Considere um ponto qualquer y = (yo, y1,¥2,...) € {0,1}. Note que o primeiro simbolo
de y, 1o, s6 pode ser 0 ou 1. Dessa forma, a primeira coordenada de y coincide com o proprio
z ou coincide com f(z). Assim, ou d(z,y) = 3 ou d(f(x),y) = 3, isto ¢, existe um elemento da
orbita de x tal que sua distancia para y ¢ menor que ou igual a %

Agora note que como z é formado por todas as palavras de comprimento 2, existe al-
guma iterada de x que coincide com as coordenadas yoy; de y. Assim, existe n; € N tal que
d(f™(z),y) < (%)2 Por um processo sucessivo, podemos concluir que, como x é composto por
todas as palavras de comprimento n, sempre existe n, € N de modo que d(f™(z),y) < ()™
Portanto, dado € > 0 qualquer, existe n € N tal que (3)" < € e assim d(f"(z),y) = (3)" <,
ou seja, ¥ possui orbita densa em {0, 1} O]

Observacao 2.3.3. O elemento z definido na demonstragao do Teorema nao é o unico

que possui Orbita densa, modificando a ordem dos termos de x como por exemplo,
2'=1000011011000001010100110101 111... .,

ou,
2" =0101001110000001010100110101111 ...,

que sao distintos de x, podemos notar que pelos mesmos argumentos usados para demonstracao
do Teorema esses pontos também possuem oOrbita densa em {0, 1}.

Teorema 2.3.4. O shift tem sensibilidade as condicoes iniciais.

Demonstracao: Queremos mostrar que existe ¢ > 0 tal que, para todo x e para todo 6 > 0
existe um y € B(z,J) tal que d(f"(z), f"(y)) > € para algum n € N.

Sejam z = (z9,71,72,23,...) € {0,1}N ¢ § > 0 quaisquer. Note que existe n € N tal
que (3)" < 0. Tome y = (To, L1, Tp—1, Yns Ynt1,---) € {0,1} tal que, 2 # y. Note que
d(z,y) < (%)” < 0, pois x e y com certeza coincidem até a coordenada n — 1. Por defini¢ao,
como x e y sao sequencias distintas, existe k € N tal que a coordenada .y # Yni+x. Assim as

sequéncias,

fn+k($) = ($n+kz, Tptk+1) Tntk+2 - - - ) € fn+k (y) = (yn+k;7 Yn+k+1s Yntk+2 - - - )7

diferem na primeira coordenada, isto &, d(f"**(z), f**(y)) = 1.
Tome entdo ¢ = 1. Dai d(f""*(z), f"**(y)) > 1 = ¢. Portanto, o shift tem sensibilidade as

condigoes iniciais. O
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Teorema 2.3.5. O shift é cadtico.

Demonstragao; Pelo Teorema [2.3.1] Per(f) ¢ denso em {0,1}", pelo Teorema o shift
é transitivo e pelo Teorema [2.3.4] possui sensibilidade as condicoes iniciais. Portanto, pela
Definicao [1.2.10] o shift é um sistema dinamico cadtico. [
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Capitulo 3

A tenda

Nos capitulos anteriores vimos sistemas dinamicos definidos em N e em um espago de sequén-
cias. Neste capitulo, com alguns resultados apoiados em (BACKES et al., 2023), vamos tra-
balhar com sistemas dinamicos definidos em intervalos de R, mais especificamente, duas apli-
cagoes famosas no estudo de sistema dinamicos, uma delas é a aplicagao T : [-1,1] — [—1,1],
T(z) =1 —2|z|, chamada de tenda e a segunda, se trata de uma familia de func¢oes, conhecida
por familia quadrdtica, definida por f, : [0,1] — [0,1], fu(x) = az(l — z). Primeiramente, ve-
remos como a dinamica se comporta em intervalos por meio de alguns exemplos. FEm seguida,
estudaremos a dinamica da tenda analisando seus pontos periddicos e algumas propriedades
din&micas definidas na Secao[1.2} E, ao fim, mostraremos a existéncia de uma conjugagao entre
a tenda e o caso a = 4 da familia quadratica e que essas aplicacoes definem sistemas dinamicos

cadticos.

3.1 A dinAmica em intervalos

Comecaremos analisando o comportamento de fungoes continuas na vizinhanca de pontos fi-
x0s, utilizando algumas ferramentas do Célculo Diferencial e Analise Real, apoiados em (LIMA/
2009a)).

3.1.1 Pontos fixos com derivadas menor que 1

Nesta se¢ao, mostraremos o que acontece na vizinhanca de um ponto fixo que possui deri-

vada, em modulo, menor que 1.

Proposicao 3.1.1. Sejam f : I — I uma aplicacio de classe C, e p € I um ponto tal que
f(p) =p elf'(p)] =X < 1. Entao, existe uma vizinhanga V, = (p —e,p+¢) C I tal que,

lim f"(z) =p, paratodo x €V,

n—-+o00
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Particularmente, p € um ponto fizo atrator. Mais ainda, dado X € (N, 1), a vizinhanga V, pode

ser escolhida de forma que,
|f"(z) — p| < A*|x —p|, para todo x € V,, en € N.

Demonstragao. Como |f'(p)] = Ao < 1 e f'(z) é continua, dado A € (Ao, 1) existe ¢ > 0 tal
que |f'(z)] <A< 1, paratodozr €V, = (p—e,p+¢c) C I Como f éderivavel em V), segue,
do Teorema do Valor Médio (TVM), que pode ser encontrado em (LIMA, 2009a)), que dado
x € V,\{p} existe ¢ € (z,p) (ou ¢ € (p,z)) tal que

Logo [f(z) = f(p)| = |f'(¢)] |z — p|. Note que ¢ € (x,p) (ou (p,x)) C V;, logo [f'(c)| < Ae,
consequentemente,

[f(z) = f(p)| < Alz—pl.

Como p é ponto fixo e A < 1, a igualdade acima implica que |f(z) — p| < |z — p| < ¢, ou
seja, f(x) € V,,. Pelo mesmo processo, segue do TVM que existe d € (f(x),p) (ou (p, f(x))) tal

que
_ A=) - fp)
flz)—p

e como d € V), temos |f'(d)| < A, o que implica,

f(d) = (@) —pl- |f (d)| = |f*(=) = ()]

[fA(@) —pl = 1f(d)] - [f(x) —pl < Af(z) = ()] < N2 —pl.

Ou seja, f2(z) € V,. Repetindo esse processo n-vezes, obtemos que,

/" (x) — p| < X'z — pl.

Como A € (0, 1), segue que A" 7T ) e, consequentemente, |f"(z) — p| D70, isto 6,

lim f"(x)=p, paratodozx eV,

n—-+00
como queriamos demonstrar. O

Observacao 3.1.2. O que Proposicao nos diz é que f"(z) se aproxima exponencialmente
de p.

Exemplo 3.1.3. Seja f: (0,1] — (0, 1] dada por f(z) = y/z. Entao 1 é atrator global.
De fato, observe que 1 é ponto fixo de f pois v/1 = 1, além disso, f'(z) = ﬁi = f'(1) = %
Logo, segue da Proposicao que 1 é um ponto fixo atrator de f e que todos os pontos de
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(0, 1] sdo atraidos para 1. (Vale a pena observar que f™(z) = {/x, assim ja sabfamos, de Andlise
Real, como em (LIMA] [2009a)), que f"(x) — 1).
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Figura 3.1: Representacao da orbita de x = 0.1 para f(z) = y/z. Fonte: Autor.

A Figura nos mostra como a orbita de z = 0.1 converge para 1. A interpretacao é feita
obtendo a imagem de x por f, em seguida, com o auxilio da reta y = x, identificamos esse o
ponto sobre o eixo x. Repetindo esse processo sucessivamente, obtemos uma representacao de

como O(x) se aproxima de 1.

3.1.2 Pontos fixos com derivadas maior que 1

Agora, analisaremos o que acontece na vizinhanca de um ponto fixo que possui derivada,

em moédulo, maior que 1.

Proposicao 3.1.4. Sejam f : I — I uma aplicagcdo de classe C* e p € I um ponto tal que
f(p) =p el|f'(p)] = Ao > 1. Entao, existe uma vizinhangca V, = (p —e,p+¢) C I tal que
para todo x € V,\{p}, existe ng € N tal que, f"(x) ¢ V, Particularmente, p é um ponto fizo

repulsor. Mais ainda, dado X € (1, X\o), a vizinhanga V,, pode ser escolhida de forma que,
|f"(x) —p| > A"z —p| para todo x € V,\{p}.

Demonstracao. Semelhante 4 Proposicao como |f'(p)] = Ao > 1 e f'(x) é continua, dado

A € (1, )) existe e > 0 tal que |f'(z)] > A > 1, paratodox € V, = (p—¢e,p+¢) C I. Como

[ & derivavel em V,, dado = € V,,\{p} segue do TVM que existe ¢ € (z,p) C V, (ou (p,x)) tal

que,

_ f@) = f(p)
r—p

Como ¢ € V), segue que |f'(c)| > A, e como f(p) = p, segue que,

= |f(z) = f(p)| = |f" ()| |z = pl.

|f(z) —pl = Az —p|.
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Se f(x) ¢ V,, a demonstracao est4 completa. Caso contrario, f(z) € V,, e podemos repetir o

processo trocando x por f(z) e usando que p = f(p). Assim, novamente segue do TVM que
existe d € (f(z),p) (ou (p, f(z))) tal que,

_ A=) - fp)
f(z)—p

Como d €V}, temos que |f'(d)] > A, e assim,

f(d) = |f*(@) = f) = @] |f (=) —pl.

[f2(@) = f) = 1] |f(@) —pl = A f(2) —pl = N[z —p|.

Se f*(z) ¢ V,, basta tomarmos ny = 2 e a demonstragao esta concluida. Caso contrario,
podemos repetir o argumento e, recursivamente, obteremos que, para n > 1, ou f”_l(:c) ¢ Vi
completando a demonstragiao, ou " '(z) € V, e |f*(z) — p| > A"|z — p|. Note que como
A > 1,A" 222 400, Dai, como |z —p| > 0 (pois 2 # p) segue que N'|z — p| =% +o0.
Logo, |f(x) — p| IO 100, ou seja, existe n € N tal que f*(x) ¢ V,, como querfamos
demonstrar. O]

Observacao 3.1.5. O que a Proposicao nos diz é que f"(x) se afasta exponencialmente
de p.

Exemplo 3.1.6. Seja f: [—1,1] — [—1,1] dada por f(x) = sin(27z). 0 é um repulsor global.
De fato, note que f(0) = sin(0) = 0, ou seja, 0 é ponto fixo de f e além disso, f'(x) =
21 cos(2mx) e f'(0) = 27 > 1. Assim, pela Proposi¢ao 0 ¢ um ponto fixo repulsor e, em
particular, existe € > 0 tal que para todo = € (—¢,¢), Ing € N tal que f™ ¢ (—¢,¢).

Figura 3.2: Representacao da orbita de x = 0.05 para f(x) = sin(27z). Fonte: Autor.
A Figura representa como a 6rbita do ponto z = 0.05 se afasta de 0. Semelhante ao

Exemplo [3.1.3] obtemos a imagem de z por f, em seguida, com o auxilio da reta y = x,
identificamos o ponto sobre o eixo x e repetimos o processo para o ponto f(x).
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3.1.3 Pontos fixos com derivadas iguais a 1

Para pontos fixos com derivadas, em modulo, iguais a 1 nao existem resultados gerais como
nas Proposicoes e Nesse caso, o comportamento pode ser bastante variado, como

veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.1.7. Seja f : R — R dada por f(z) = z. Note que f(0) = 0e f/(0) = 1. Além

disso, todo ponto x € R é um ponto fixo de f, logo 0 nao atrai nem repele nenhum ponto.
Nosso proximo exemplo, representado na Figura [3.3] ¢ um caso onde x = 0 é um repulsor.

Exemplo 3.1.8. Seja f: R — R dada por f(z) =z + 3.

Figura 3.3: Representagoes de dinamica para f(r) = z + x3. Fonte: Autor.

Note que f(z) =x &z +a23 =2 23 =04 2 =0, ou seja, 0 & o Gnico ponto fixo de f.
Além disso, f é diferenciavel e f’(0) = 1. Vamos analisar a dinamica de f para uma vizinhanca
de 0.

Se x > 0, entdo f(z) = x + 2> > z, isso implica que (z, f(x), f?(x),...) é uma sequéncia
estritamente crescente. Logo, a 6rbita de = se afasta do ponto fixo 0.

Se z < 0, entdao f(x) = z+2> < x e, portanto, a sequéncia (x, f(z), f*(z),...) é estritamente
decrescente e também se afasta de 0. Logo 0 é um repulsor.

Para o préximo temos que x = 0 é um ponto atrator, ilustrado na Figura (3.4}

Exemplo 3.1.9. Seja f: R — R dada por f(z) =z — 2.
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Figura 3.4: Representagoes de dinamica para f(z) = x — 2. Fonte: Autor.

Novamente 0 é o tnico ponto fixo de f, pois f(z) =z -2 =z <z =0e f/(0) = 1. Agora,

dado = € (—15,0) obtemos que 2* < 0= 2° <2 —2 = z < z —a* logo f(z) > x. Além

1
10°

diz é que a sequéncia (x, f(x), f?(x),...) é estritamente crescente e limitada superiormente por

0. Analogamente, se € (0, 15) obtemos que f(z) = x —2® < z e que f(z) > 0, implicando

disso, temos que ¥ < 23 = x — 23 < 0, ou seja, v < f(x) < 0,Vx € ( 0). O que isso nos

que 0 < f(z) < z, isto é, a sequéncia (z, f(x), f%(z),...) é estritamente decrescente e limitada

inferiormente por 0. Portanto, 0 é um ponto fixo atrator.

Vamos observar agora um exemplo dado pela combinac¢ao dos dois anteriores, representado
na Figura|3.5

. r+a23, sex<O0;
Exemplo 3.1.10. Seja f: R — R dada por f(z) =

r—a3, sex >0
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Figura 3.5: Representagoes da dinamica da aplicacao do Exemplo [3.1.10, Fonte: Autor.

Pelas analises feitas nos exemplos anteriores, temos que: f(0) =0, f/(0) =1 e, para x <0

1

a dinamica se afasta de 0 enquanto para z € (0, {;) a dinAmica se aproxima de 0. Portanto, 0

nao nem atrator, nem repulsor nesse exemplo.

O que esses exemplos nos mostram é que para pontos fixos com derivada igual 1 a dinamica

pode apresentar um comportamento variado, podendo ser atrator, repulsor ou nenhum dos dois.
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3.2 A dindamica da tenda

Agora, nos concentraremos na segunda aplicacao ponto de destaque desse trabalho, conhe-
cida como tenda, nome bem explicativo dado seu grafico. Seja T': [-1,1] — [—1, 1] dada por

T(x) =1 — 2|z| que também pode ser escrita como,

1—2x sexz>0
T(ZL‘): )
1+2x sexz <0

o grafico de T' é dado na Figura [3.6

—1 +

Figura 3.6: Gréafico da tenda T'(z) = 1 — 2|z|. Fonte: Autor.

A primeira caracteristica que diferencia a tenda das aplicacOes anteriores é que ela nao
possui derivada em todos os pontos do intervalo em que estd definida. De fato, a derivada
T'(x) nao existe em 0, é igual a —2 para todo x > 0, e 2 para todo x < 0. A seguir, veremos

dois lemas que nos ajudarao a provar sua caoticidade.

Lema 3.2.1. Se um intervalo nao degenerado I C [—1,1] € tal que 0 ¢ I, entio T'(I) tem o
dobro do tamanho de I.

Demonstra¢ao: Considere I = [a,b] C [—1,1] que ndo contém 0, os outros casos sao analogos.
Temos que T'(z) é derivavel nesse intervalo, logo, pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € [a, b],

com |T'(c)| = 2 tal que,

T(b) —T(a)

T'e) = b—a

= |T(b) = T(a)| = |T"(c)| b — a| = |T'(b) = T(a)| = 2|b—al

concluindo que T'([a,b]) tem o dobro do tamanho de [a,b]. Na Figura [3.7 temos um exemplo
com I = (—1,0) e T(I) = (3,1). O

2
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1 T'(a)

x

25 —025 025 05

Figura 3.7: Representacao do Lema [3.2.1, em I = (1,0) e T(I) = (3,0). Fonte: Autor.
Lema 3.2.2. Dado a € (—1,1], considere o intervalo da forma [—1,a]. Entdo, existe n € N tal
que, T"([-1,a]) = [-1,1].

Demonstragao: Seja [—1,a] um intervalo como no enunciado. Se a > 0,[—1,0] C [-1,qa] =
[—1,1] = T([1,0]) € T([-1,a]). Logo T'([-1,a]) = [-1,1]. Se a < 0, como —1 ¢é ponto fixo,
pois T'(—1) = —1, temos, T([—1,a]) = [-1,b] onde b € (—1,1]. Pelo Lema [3.2.1] [—1,b] tem o
dobro do tamanho de [—1,al, e assim existem duas possibilidades:

e se 0 € [—1,b], isto é, b > 0, voltamos ao primeiro caso e a prova esta concluida;

e se 0 ¢ [—1,b], aplicando T sucessivamente, dobrando o tamanho do intervalo iterado.
Assim, existe n € N tal que T"(|—1,a]) = [—1, ] onde ¢ > 0, voltando novamente ao primeiro

caso, onde T""1([—1,a]) = [-1, 1], concluindo a prova. O

Os proximos resultados provam que a tenda satisfaz as propriedades para ser um sistema

dindmico cadtico.
Teorema 3.2.3. A tenda é transitiva.

Demonstracao: Para essa prova utilizaremos o Teoremall.2.4] ou seja, vamos mostrar que dados
UV C [-1,1],U,V abertos, existe n € N tal que T"(U) NV # . Sendo U aberto, existe um
intervalo I C U. Se 0 € I, temos que T?(0) = T(1) = —1 e assim [—1,a] C T*(I) C T?*(U) para
algum a € (—1,1]. Segue pelo Lema [3.2.2] que existe n € N, tal que [—1,1] = T"([—1,q]) C
T 2(U), em particular T"2(U) NV # ), para qualquer aberto V C [—1,1]. Se 0 ¢ I, segue,
do Lema que T'(I) tem o dobro do tamanho de I. Deste modo, existe n € N tal que
0 € T"(I) e retornamos ao caso anterior. Portanto, concluimos que a tenda ¢ uma aplicacao

transitiva. O

No proximo resultado vamos provar que o conjunto dos pontos periodicos Per(T') sao densos
em [—1, 1]. Para isso, faremos uma anélise das iteradas T" para entender quais sdo os seus pontos

periodicos.
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Primeiramente, analisaremos os pontos fixos (pontos periodicos de periodo 1) de T', dada
por,
142z, sex <0
T(x) = :
1—2z, sex >0

Noteque1—2x2x<:>x:%el+2x:x<:>:c:—1assimx:%ex:—lséoos

tnicos pontos fixos de T'. Podemos observar na, Figura que os pontos fixos de T'(x) sao as
intersecoes com a reta y = x.

Figura 3.8: Representacao dos pontos fixos de T'. Fonte: Autor.

Agora, analisaremos os pontos fixos de T%(z) (pontos periodicos de periodo 2 de T'). Note
que,

r<0el+2x>0 x<Oe$2—% —%§x<0
T(x)>0< & < ;
r>0el—22>0 r>0ex<1i 0<z<i
e
r<0el+2xr<0 x<Oex<—% —1§x<—%
T(x) <0< & &
r>0el—22<0 tr>0ex >4 s<z<1
Assim,
( 1 ( 1
1+2(1+21), se —1<w<—3 3+4xr, se —1<w<—3
() 1—2(1+ 2x), se—%§x<0 -1 — 4z, se—%§x<0
xXr) = g
1—2(1—2x), sengS% -1+ 4x, seogxgé
1 1
(1+2(1—-22), sez<a<1 (3 —4z, sez<z<1

Analisando caso a caso temos T?(z) =z < v € {—1, —%, %, g}, ou seja, existem 22 pontos fixos
de T2,

41



Utilizando o mesmo raciocinio anterior, obtemos a seguinte expressio para T°:

(7+8x, se —1§x<—%
—5 — 8z, se—%§x<—§
3 + 8z, se—%ﬁ:pg—}l
T3(z) = —1—8x, se —le<x1<0
—1+8x, se0<zx<y
3 — 8z, seiﬁxﬁ%
—5 + 8z, se§<x§%
\7—895, se%<x§1

Assim, T3(z) =z & x € {-1,-2,-2,—3,1,3 2 T} ou seja, existem 2% = 8 pontos fixos

de T3. Na figura apresentamos os graficos de T2 e T® e seus pontos fixos localizados nas

interseccoes com a reta y = .

AL ‘ N SR I |
Nos| L Vo fas) (LT
) e RN AUTIE
-1/ —05 0,5 1 —1/ ko5 } !
- -0 | 0 |
S | Y |

Figura 3.9: Graficos de T?%(z) e T°(z). Fonte: Autor.

Para T, vamos analisar, através de um processo indutivo, que sua expressao é dada por:
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( _anl

(2" — 1)+ 2"z, se —1=2 <z< 2 A

_on—1 _on—1
—(2" = 3) — 2"z, se 22",1“ <zr< 22n,1+2

n—1 n—1
(2" —5) + 2"z,  se L2 << 2
3+ 2"x se =2 <1 < L
9 on—1 — 9n—1
T"(z) =< —1 — 2"z, 362;—,11<x<0
—142"x, 560§x<2n%1
1 2
3—2"x, S€ 5ot ST < gt

n—1 n—1
—(2"=3)+ 2"z, se <z < it

n—1,1 271,—1

\(2”—1)—1—2’%, se i <r< =1

Para n = 1,2, 3, ja4 mostramos que a expressao acima é valida. Agora, supondo que vale para
T™, mostraremos para alguns intervalos que vale para 7"
. _on—1
Para o intervalo —1 < x < 22n,1+1 :

eSeTr(z)=(2"—1)+2"2 < 0= -1 <z < =2H dai

T 2) = T(T™(z)) = 14+2((2" — 1) + 2"2) = 1 + 2" — 2 4 on¥lp = (2nF 1) 4 2" Hiyg,
eSeTm(z)=(2"—1)+2"z > 0= =2+ <z < =212 dai

T o) =T(T"(z) =1-2((2" = 1) +2"z) =1 — 2" 2 - 2"Plgp = —(2n*! — 3) — 2"Fiy,

—2n"141 —2n—1l42 |
on—1 S T < on—1 .

eSeT(x)=—(2"-3)—2"z>0= % . _2;,:1“ = _22”n+2 <z< _22nn+3, dali,

Para o intervalo

T 2) =T(TM(x)) =1 —2(—(2" = 3) — 2"x) = 1 + 2" — 6 4 2"H1g = (21! — 5) 4 271y,

_9on _on _on—1 .
eSeT(z)=—(2"-3)—2"x < 0= ZE <o < =ZH =2. 222 daf,

T 2) =T(T"(z) =1+2(—(2" = 3) —2"2) =1 - 2" + 6+ 2""p = (=2"*! —7) — 2"F1g,
E para o dltimo intervalo, 27;;—1,]1 <x < g:—j :

e SeT(z)=(2"—1)—2"0 > 0= 2. 251 = 222 < ; < 221 da,

Tn+1<l,) — T(T"(:c)) -1 — 2((2n o 1) o an) -1 2n+1 + 2 4 2n+1x — _<2n+1 o 3) 4 2n+1x_
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oSeT”(x):(2”—1)—2”:U<O:>-27;:1 =2 <z < & =1, dai,
T x) =T(T"(z)) =1+ 2((2" = 1) = 2"z) = 1+ 2" — 2 — 2"Flgp = (2"F! — 1) — 2"Hlg,

Os demais casos sao feitos de maneira analoga e, portanto, a expressao de T" acima vale
para todo n € N.

. n __ n__ n__ n__
Assim, T" = 2z & z € {-1,-223 25 28 2l

: n :on
P m,...,m,m}7 ou seja T PoSssul 2 pOIltOS

fixos.

Como ilustrado na Figura para os casos n = 2,3, vemos que os graficos de T2 e T3
sdo, respectivamente, 4 retas com inclinacdo +22, cada uma contida em intervalos da forma
1+, -1+ 51 i € {0,1,2,3} ¢, 8 retas com inclina¢do £2° cada uma contida em intervalos
da forma [—1+ 2%, —1+ 1], i € {0,1,2,...,2° — 2,23 — 1}. Para o caso geral, T" com n € N,
o grafico é descrito por 2" retas com inclinagao +2", cada uma contida em intervalos da forma

[—1—1—#, -1+ ;,f[ll], comi € {0,1,2,...,2"—2 2" —1}, cada um deles contendo um ponto fixo

de T™. Isso nos diz que podemos particionar o intervalo [—1,1] em 2" intervalos de tamanho

(=1 + 5251) — (=14 255)| = 55, onde cada intervalo contém um ponto fixo de 7.

Teorema 3.2.4. O conjunto dos pontos periodicos de T é denso em [—1,1].

Demonstra¢ao: Dados a € [—1,1] e ¢ > 0 quaisquer. Seja I, = (a — &,a + €) em torno de a,
como ¢é sempre possivel conseguir n € N tal que % < g, segue que o intervalo (a — %, a+ %) C I,.
Particionando o intervalo [—1,1] em 2" intervalos (como feito acima para T™), obteremos 2"
intervalos da forma I; = [-1 + 2,1%1, -1+ ;j—}l] com i € {0,1,2,...,2" — 22" — 1}. Assim,
existe i9 € {0,1,...,2" — 1} tal que —1 + Qi(ll <a< -1+ ;f[}, ou seja, a € I;,. Como para
todon € N*, n > 2, 2n1_1 < %, segue que:

0 ) 1 i+ 1 1 1 i+ 1 1
_1+2n,1 <a= —1+2n—1+2n71 =—1+ on1 SOL—I—QTF1 <a+ﬁ = -1+ o <a+ﬁ’
e
o n-l = o= -1t 2n—1 _2"71 B _1+2n71 Za_anl >a_ﬁ = —1+ on—1 >a_ﬁ.

o < —1+;2L—ﬂ <a~|—%, segue que, [;, C (a—%,oH—%) C I, para

1
Logo, como a — = < =1+ 5

todo n € N.
Como visto acima, cada intervalo da forma I; contém um ponto fixo de T, particularmente,
o intervalo [;, contém um ponto fixo de T". Portanto, dado a € [—1, 1] e € > 0 quaisquer, existe

um ponto periédico T nessa vizinhanca. Consequentemente, Per(7T) é denso em [—1,1]. O

Teorema 3.2.5. A tenda tem sensibilidade as condicoes iniciais.
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Demonstra¢ao: Queremos mostrar que existe € > 0 tal que, para todo x € [—1, 1] e todo § > 0,
existe y € B(x,0) N [—1,1] tal que d(T™(x),T"(y)) > € para algum n € N.

Seja e = %. Dado um z qualquer em [—1, 1], tome o intervalo [ = (z — 15, 2 + 75) N [—1,1].
Se 0 ¢ I entao I C [0,1] ou I C [-1,0]. Se I C [0,1]. Note que T(I) = (T'(z) — &,T(z) +
2

15), ou seja, existe T'(y) € T(I) tal que y € I, assim d(T'(z),T(y)) > %0 com d(z,y) <

1
10°
Analogamente, temos o mesmo resultado se I C [—1,0].

Se 0 € I, supondo sem perda de generalidade que z < 0 segue que T(I) = (T(x) — 1%, 1) e,
assim, também existe T'(y) € T(I) tal que |T'(z) —T(y)| > 55 com y € I. Portanto, dado um x
qualquer em [—1, 1] e 6 > 0 qualquer, existe y € B(z,d) tal que d(T(z),T(y)) = |T(x) =T (y)| >

1—10, concluindo que T'(x) possui sensibilidade as condi¢oes inciais. O

Teorema 3.2.6. A tenda é uma aplicacao cadtica.

Demonstragao:  Pelo Teorema [3.2.4] Per(T) é denso em [—1,1], pelo Teorema T é
transitiva e pelo Teorema T possui sensibilidade as condigoes iniciais. Portanto, pela
Defini¢ao [1.2.10} T" define um sistema dinamico cadtico em [—1,1]. O

3.3 A familia quadratica

Nesta parte do trabalho, estudaremos a familia de fun¢oes conhecida como familia quadrd-
tica, definida da seguinte forma: dado a € [0,4], f, : [0,1] — [0,1], fo(z) = ax(l — z). Na
Figura |3.10| exibimos alguns graficos de f, para diferentes valores de a.

yl n yl K yl yl
. . )
0.5 0.5 fa 0.5 0.5
iy
0.5 lx 0.5 lx 0.5 lax 0.5 lx
Figura 3.10: Graficos de f, para a = %, a=2a= g e a = 4, respectivamente. Fonte: Autor.

Essa familia ¢ bem famosa no estudo de sistemas dinamicos, pois conforme o valor de a se
altera no intervalo [0,4], a dinAmica ganha diferentes propriedades, sendo o mais interessante
para este trabalho o caso a = 4. Mostraremos que existe uma conjugagao entre a tenda e a
f1, como enunciado na Observacao fornecendo propriedades dinamicas da tenda a fj.

Em particular, as propriedades provadas na Proposicao|1.2.13| mostram que f; ¢ uma aplicacao
caodtica.
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Observacao 3.3.1. Sobre os outros casos a € [0,4), existem analises em (BACKES et al.|
2023) e (DEVANEY] |2018]) que descrevem o comportamento de f, conforme a se altera. Abaixo
citamos brevemente alguns casos.

1. Quando 0 < a < 1, 0 é um atrator global e a 6rbita de qualquer ponto = € [0, 1] converge
para ele, como ilustrado na Figura [3.11

Y
1

0.5

AT (@) i
01/ 05 ° lx

Figura 3.11: Representagao da dinamica de f, para a = % € (0,1]. Fonte: Autor.

2. Quando 1 < a < 2, com auxilio das Proposi¢oes e obtemos que 0 é um
ponto fixo repulsor, enquanto r = 1 — i é um ponto fixo atrator, dando a dindmica o
comportamento parecido com o da Figura |3.12]

Y
1

0.5 - _fe

0 05 1z

Figura 3.12: Representacdo da dinamica de f, para a = 2 € (1, 2]. Fonte: Autor.

3. Quando 2 < a < 3, f, ainda tem z = 1 — % como ponto fixo, que é um atrator, com

B(A) = (0,1), onde a orbita de um ponto x € (0,1) ¢ atraida para z = 1 — < com suas
iteradas se acumulando ora a esquerda, ora a direita de v = 1 — % Sua representacao é

feita abaixo na Figura |3.13
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fs(n)
4 2
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2 N 2
o
B RRRTEEELEEEE
AT D
0 H 2 1lx

Figura 3.13: Representagao da dinamica de f, para a = 2 € (1, 2]. Fonte: Autor.

4. Quando 3 <a <4,z =1-— % se torna um ponto fixo repulsor tornando a dinamica a

partir dai mais detalhada e complexa.

Nos proximo lema vamos mostrar a existéncia de uma homeomorfismo entre uma aplicagao
auxiliar () e a fy, em seguida, vamos mostrar que também existe uma conjugacao entre ) e T,
e mostraremos que a composicao dessas duas conjugacoes ¢ um homeomorfismo entre fy e T,

ou seja, sao conjugadas.

Lema 3.3.2. Seja Q(x) : [—1,1] — [-1,1] dada por Q(z) = 1 — 22*. Entio Q e f; sio

conjugadas.

Demonstra¢ao: Vamos provar que existe uma transformacao h : [—1,1] — [0,1] continua,
bijetiva e com inversa continua, tal que ho ) = fy o h.

Tome h : [—1,1] — [0, 1] dada por h(z) = %+, Note que:

e h(x) é continua, pois ¢ a soma de fungoes continuas, 5 e %;

e N(z) é injetora, pois dados z,y € [-1,1],se h(z) = h(y) = T = =24+l =y+1=

T =Y,

e h(x) ¢ sobrejetiva, pois h([—1,1]) = [0, 1];

h(zx) tem inversa dada por A : [0,1] — [~1,1], h~'(x) = 2z — 1, que é continua.
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Além disso, dado = € [—1, 1], temos

ff%ﬁUWﬂDZJfl(ﬁ(wgl)>

() ()
=h Y1 —2?)
=2(1—a* -1

=1— 222
= Q(z).

Consequentemente h o () = f, o h, e portanto () e f; sao conjugadas. O
Lema 3.3.3. As aplicacoes T e () sao conjugadas.

Demonstragdo: Seja H : [—1,1] — [~1,1] dada por H(x) = sin(5z). Mostremos que H ¢ uma

conjugacao entre T' e (). Note que:

e H(x) é continua, pois é a composi¢ao de fungoes continuas;

™

e H(x) & bijetiva, pois se x € [—1,1], segue que & < x < 7, intervalo onde sin(§x) &

27
bijetora com inversa H!(z) = 2 arcsin(z) ¢ H~'(z) ¢ continua.

Além disso, dado = € [—1, 1], vale que:

sin (5 stel) = sin (5) cost—rel) + sn(sfel) cos 5

= cos(—m|z|) = cos(m|z|).

Agora, como cos(—2z) = cos(2z) = 1 — 2sin® z, obtemos que, cos(r|z|) = 1 — 2sin*(3z). Logo,

sin (g(l — 2[:)5\)) = sin (g — 7r\x]> = cos(m|x]) = 1 — 2sin® <g$> .
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Por fim, obtemos que, para todo = € [—1, 1],

H™H(Q(H ()))

7 (@(sn(5)))
H <1 — 2sin? (g:p))
i <sin (gu . 2@\)))

2 arcsin (sin <g (1-— 2|I|)>>

7
=1-=2z| =T(x).
e, consequentemente, H o T'= () o H. Portanto () e T sao conjugadas. ]

Combinando os Lemas e obtemos o seguinte resultado
Teorema 3.3.4. As aplicacoes f, e T sdo conjugadas.

Demonstragio: Considere ho H : [—1,1] — [0,1], dada por h(H(z)) = 5 (sin (%£)). ho H ¢é
bijetora e continua, pois ¢ a composta de funcoes bijetoras e continuas, com inversa H 1o h™!

também continua, pois também é a composta de aplicagoes continuas. Além disso,
fio(hoH)=(fioh)oH=(hoQ)oH=ho(QoH)=ho(HoT)=(hoH)oT

ou seja, h o H é uma conjugacao entre T e fj. [

Sendo assim, segue da Proposi¢ao[L.2.12]que como T e f; sdo conjugadas, elas compartilham
diversas propriedades dinamicas, particularmente, f; é uma aplicacao transitiva, o conjunto de
seus pontos periddicos é denso e também tem sensibilidade as condigoes iniciais. Portanto, fy
¢ um caso da familia quadrética que é cadtico.

Esse exemplo mostra a importancia da conjugacao em sistemas dinamicos, dado que é
mais simples entendermos o comportamento da tenda por ser uma funcao afim, do que o
comportamento de f;, que apresenta certa complexidade em sua dindmica, devido & sua nao

linearidade.
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Capitulo 4
As transformacoes hiperboélicas no toro

No dltimo capitulo deste trabalho, nos concentraremos em uma aplicacao que ¢ um exemplo
de um automorfismo hiperbdlico do toro T2. Inicialmente, com base em (BACKES et al., [2023),
entenderemos alguns conceitos e propriedades sobre a dinamica de uma matriz hiperbolica A
em R2 Em seguida, nos concentraremos no toro bidimensional, onde definimos uma meétrica
e uma projecao m : R? — T2, Ao fim, analisaremos a dinimica da composicao dessas duas

aplicagao que é o que chamamos de automorfismo hiperbélico no toro.

4.1 DMatrizes Hiperbdlicas

Comecemos essa secao definindo o que é uma matriz hiperbdlica.

Definicao 4.1.1. Dizemos que uma matriz A : R® — R” ¢ uma transformacao hiperbélica

quando todos os seus autovalores valores tem norma diferente de 1.

Daqui em diante, vamos considerar sempre que A é a matriz:
11
A= .
10

14 1—
A=
2 ¢ >
sdo autovalores de A. Em particular, |\“| ~ 1,618 > 1 e |[A*| ~ 0,618 < 1, ou seja, A é uma

Podemos observar que

S
=

AU =

matriz hiperbolica. Além disso, para v = (a,b) temos
A — Ny < 11 a _1—|—\/5 a N a+b B %‘F’a
a 10/ \b) 2 b a ) %5
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s 11 a _1—\/5 a a+b) %ga
e () -2

Tomando a = 2, obtemos para os autovalores A\“v e A\*v, respectivamente, os seguintes autove-

L 2 . 2
ot = (_1+\/5> e 0°= (_1_\/5>. (4.1.1)

Com o intuito de facilitar algumas manipulagoes, trabalharemos a partir de agora com os

tores

autovetores unitarios,
U TS

[

vt = e v’ = : (4.1.2)
||| [[v*]]
associados a \* e \°, respectivamente. Assim,
Avt = X" e Av® = A\%° (4.1.3)

No resultado abaixo apresentamos algumas propriedades, que serao muito utilizadas a frente e

que sao consequéncias direta da Algebra Linear.

Proposicao 4.1.2. Sejam v" e v° autovetores da matriz hiperbdlica A definida anteriormente.

Valem as sequintes propriedades:
i) AMo" = (A" e A = (N*)™®, para todo n € Z
ii) Os vetores v* e v® sdo linearmente independentes (L.I.).;

i) R? = B*@E*, onde E* = {t-v*; t € R} e E* = {t-v%; t € R} sdao chamados de autoespaco

instdvel e estdvel, respectivamente;

w) Fizado um X\ € (0,1) tal que |\*| < X e A1 < |\“|, vale que,
[A™ul] = A7 [Jul] e [[AM]] < A"][o]),

e também,
[AT ull < N[lul] e [JAT"0] = A7"[|o|

para todos u € E* ev € E* en € N.

Demonstracdo: i) Note que, por temos que A%v* = A(Av®) = A(M®) = A A\w¥) = A\2v¥,
ou seja, A2 = A\?v fazendo a multiplicacao por A n vezes obteremos que A"v = \"v e segue o
resultado.
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i1) Suponha que v® e v" sdo linearmente dependentes. Assim, existe a # 0 tal que v* = av".
Logo, A*v® = Av® = Aaw™ = Nav® = A\ = (A* = A*)v® = 0. Com v*® # 0, segue que \* = \%,
o que ¢ uma contradicdo, pois sao autovalores distintos. Portanto, v® e v" sao linearmente
independentes.

ii1) Como os autovetores v® e v* sao L.I., formam uma base para R?. Vamos considerar os
autoespagoes gerados por esses dois vetores , respectivamente, os conjuntos E®* = {t-v®; t € R}
e B = {t-v% t € R}. Assim dado um vetor v € R? podemos escrever v como combinagao

linear de v* e v¥, ou seja, R? = E* & .

iv) Como |A°| < A segue que para todo v € E*, [|[A™0|| = [|(A*)™v|]| = |A*]" - [|v]| < A™ - |]v]].
Analogamente, como A™' < |\¥| para todo v € E*, temos ||A"u|| = [|(A*)"u|| = [A“|" - ||u]| >
A7 - ||u||, e segue o resultado.

Agora, para as iteradas negativas temos que, para todo u € E*, ||[A™"u|| = ||(A*)"ul|
= e [Jull <A™ Jlul| e para todo v € B2, [[A™"0]| = [[(A°) 0]l = 5= - vl > 57 - [l
= A" o] O

Observagao 4.1.3. Como |\"| > 1, geometricamente, aplicar A n vezes expande o tamanho de
v por |A"|", ou seja, ha um crescimento exponencial. Analogamente, como |A°| < 1, a aplicacdo

de A n-vezes diminui o tamanho de v® por |A*|", ou seja, h4 um decrescimento exponencial.

Dizemos que v" tem diregao instavel e v° diregcao estavel.

Nos proximos resultados estudamos algumas propriedades para a dinamica de A : R? — R2.
Relembremos que como visto na Secao , dado um p € R?, os conjuntos estaveis e instaveis

de p € R? por A, sdo dados por

Wip) = {z € R ||A"p — A"af] "= 0},

Wip) = {z € R% |47 — A7"a]] 255 0}

O lema a seguir nos fornece uma visao geométrica dos conjuntos estaveis e instaveis de A. Ele

nos diz que W35(p) e W}(p) sao translagoes dos autoespagos E° e E, respectivamente.
Lema 4.1.4. Para todo p € R?, vale que

i) Wi(p) = {z € R}z = p+ v para algum v € E¥} := p + E°.

i) W4(p) = {zr € R*%; z = p+u para algum u € E*} := p + E“

Demonstragao: i) Seja X = {x € R? z = p + v para algum v € E*}. Mostraremos primeiro
que X C W5(p).

02



Seja r € X. Entao, x = p + v, onde v € E°. Podemos escrever v = p — x, assim, pelo item
iv) da Proposigao [4.1.2] segue que,

A" — A"z|| = [[A"(p — z)|| = [[A™[| < A™[]v]],

onde A € (0,1). Dai, como A\"[|v]| Z=22% 0, concluimos que |[A"p — A"z| 222 0. Logo,
x € Wi(p) e, consequentemente, X C W3(p).
Agora, seja x € Wi(p). Suponha que z ¢ X, ou seja, que o vetor x — p ¢ E°. Como

R? = E* @ EY, existem u € E* e v € E*, com ||u|| # 0, tais que * — p = u + v. Assim,
[A"p — A%z|| = |A"(p — 2)[| = [[A"(u + v)[| = [|A"u + A™0]].
Pela desigualdade triangular, obtemos a seguinte desigualdade, quaisquer que sejam u, v € R2,
[ull = llu+v—ol < Jlutol + [ = ol = fJull = [Jo] < flu+wo. (4.1.4)
Dai, segue do item v da Proposicao que,

[A"p — A"z = [|A"u + A™[| = [|[A"ul| — [[A™0]| = A7"[Jul] = A"||v][.
Logo, como A € (0,1), [lull # 0, A"|lull =22 400 e o) =225 0. Assim [|A"p —
Az 17H +00, contradizendo a hipotese que € W5 (p). Portanto, x € X, e consequente-
mente W5(p) C X.
Pelas duas inclusoes, segue que W3(p) = X.
ii) Considere Y = {z € R? x = p + u para algum u € E“}. Mostremos primeiro que
Y € W4(p). Seja x € Y, ou seja, © = p+ u, onde u € E*. Escrevendo u como u = p — x, segue

pelo item 4v) da Proposi¢ao [1.1.2] que
AT — A7"z|| = [A™"(p — z)|| = [[A"ul] < A" - Jlul.

onde A\ € (0,1). Dai, como \"|[u]| =25 0, segue que [[A™"p — A™"z| 222255 0. Logo,

x € W}(p) e, consequentemente, Y C Wj(p).

Agora, seja x € W¥(p). Suponha que = ¢ Y, isto &, o vetor x —p ¢ E*. Logo, como
R? = E° @ EY, existem u € E* e v € E*, com ||v|| # 0, tais que © — p = v + u. Dai,

|47 = A7l = A7 (p = )| = A7 + )| = A"+ A™].
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Pela desigualdade (4.1.4)), e novamente pelo item iv) da Proposicao [4.1.2] segue que

[A™"p = A™"a|| = |A™"0 + A7"l| = A0l = [[A™"ul] = A7 ol] = A"[Ju]].
Logo, como A € (0,1) e [|v]| # 0, segue que A™[|v]| 2225 fo0 e A™||ul| 222255 0. Assim,
|A="p — A"z| "= 400, contradizendo a hipotese que € W4(p). Portanto, z € Y, e
consequentemente WY (p) C Y, concluindo que Wi(p) =Y. O
A Figura ilustra para o leitor que os conjuntos W5(p) e W4(p) sdo as retas p + E° e

p + [E*, respectivamente.

Y

e
41/_1\2395—){11K3x

Figura 4.1: Representacao dos conjuntos W3(p) e Wi(p). Fonte: Autor.

Observacao 4.1.5. Segue dos resultados anteriores que z € W5(p), entdo ||A"p — Az|| <
A\"||p — x|| para todo n € N. Analogamente, se x € WY(p), entdo ||[A~"p— A "z|| > X\7"|p—z||
para todo n € N.

4.2 O toro T?

Nesta secao, apresentamos o espaco métrico onde serd definida a principal aplicacao deste
capitulo, o toro bidimensional T? e algumas propriedades sobre sua métrica. Esse espaco é
constantemente definido como T? = S' x S', ou o quadrado unitario [0,1] x [0,1] C R? com
os lados opostos identificados, isto ¢, (z,0) ~ (x,1) e (0,y) ~ (1,y). Intuitivamente,esta

identificacao significa “colar” os lados identificados obter o toro, conforme a Figura |4.2]
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Figura 4.2: Toro T?. Fonte: Autor.

A partir de agora utilizaremos T? apenas como [0,1] x [0,1] com lados identificados. O
primeiro passo visando provar as propriedades dinamicas definidas no Capitulo 1 é definir uma
métrica para o toro. Inicialmente, definiremos uma aplica¢do no intervalo [0, 1] com os pontos
0 e 1 identificados (que é homeomorfo & S') que nos auxiliara.

Seja d= : [0,1] — [0, 1] dada por d=(z,y) = min{|z — y|,1 — |z — y|}. Como o0s 0 e 1 sdo
identificados, 1 — |x — y| mede uma distancia que passa pela “fronteira” do intervalo, enquanto
|x — y| é a medida usual de R, como ilustrado na Figura

} { R 1 1 R
0 = y 1 0o =z y 1

Figura 4.3: Representagoes de d=(z,y) = 1 — |z — y| e d=(z,y) = |z — y|, respectivamente.
Fonte: Autor.

Observacao 4.2.1. A aplicacdo d= ¢ definida no intervalo [0, 1] com 0 e 1 identificados, ou
seja, dados quaisquer z,y € [0,1] temos 0 < |z — y| < 1. Assim,

o |x—y| > % sSl—|z—y| < %, ou seja, d=(z,y) = min{|lz—y|,1—|z—y|} = 1—|z—y| < %

e Analogamente, [z —y| < 3 & 1—|z—y| > 1, ouseja, d=(z,y) = min{|z—y|,1—|z—y|} =
z —y| < 3.

Portanto, d= < % para todos x,y € [0, 1].

Agora, seja dr : [0,1] x [0,1] — R, dada por,

dr((21,22), (Y1, y2)) = Vd=(w1,91)? + d=(22, 1)

Essa é a aplicacao que usaremos para medir a distancia entre dois pontos no toro. A Figura

nos mostra um exemplo de diferenga (geométrica) entre dr e métrica usual de R?.
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1 1
e
0.75 | 0.75
0.5 | 0.5
025| ¥ 025
0 025 05 075 1 = 0 025 05 075 1 =

Figura 4.4: Comparacao entre dy e métrica usual de R?. Fonte: Autor.

Proposicao 4.2.2. dp é uma métrica para T?.

Demonstra¢ao: Vamos provar que dp cumpre as propriedades de uma métrica. Sejam (xy, z5),
(y1,92) e (21, 22) € T? quaisquer.

i) Primeiramente, note que dr((z1,2), (y1,42)) > 0 & /d=(z1,y1)? + d=(22,12)2 > 0 &
d=(z1,y1)* + d=(z2,12)* > 0, 0 que é sempre verdade.

it) Note que, para todos z,y € [0,1], d=(z,y) = min{|z —y|,1 — |z —y|} = {min|y — x|, 1 —
ly — x|} = d=(y,x). Assim, temos que dy((x1,x2), (y1,y2)) = \/d5($1,y1)2+d5(z2,y2)2 =
\/dz(ylaxl)2 + dz(y% x2)2 = dT((yla y2)7 (x17$2))-

iii) Note que dr((z1,72), (y1,y2)) = 0 & /d=(x1,y1)? + d=(72,92)2 = 0 & d=(21,11) = O e
d=(z3,y2) = 0. Para quaisquer x,y € [0, 1], temos que d=(z,y) = 0 < {min |z—y|, 1—-|z—y||} =
0. Dai:

e Se d=(z,y) = |x —y| = 0 entdo =z = y.

e Sed=(z,y)=1—|z—y|=0,entdo |[x —y|=1,ouseja, rt=0ey=1louzxz=1ey =0,

como 0 ~ 1, entao z = y.

Portanto, 1 = y; e x3 = ys, ou seja, (v1,22) = (y1,y1)-

iv) Mostraremos primeiro que para todos x,y e z € [0,1], d=(x,y) < d=(z,2) + d=(z,y).
Se x =y, d=(z,y) = 0 e assim a desigualdade ¢ direta. Suponhamos entdo que = # y e, sem
perda de generalidade, x < y. Dividiremos a analise em 8 possiveis casos de distancia entre
esses pontos.

Caso 1: d=(z,y) = |z —y|; d=(z,2) = |z — 2| e d=(z,y) = |z — y|.
Segue da desigualdade triangular usual que d=(z, z) < d=(x,y) + d=(y, 2).

Caso 2: d=(x,y) = |z —y|; d=(z,2) =1 — |z — z| e d=(2,y) = |z — y|.
Como d=(z,y) = min{lz —y[ 1 -z —yl} = [z —y[<1-|o—yl=1-|z —z+z—y| =

o6



1 —|(x —2)+ (2 — y)|, pela desigualdade (4.1.4)), segue que,
I—lz-2)+GE-yl<l-(z-z-lz—yl) = A=z —z)) + |z -y = d=(2, 2) + d=(z,9).

Portanto, d=(z,y) < d=(z, 2) + d=(z,y).

Caso 3: d=(z,y) = |v —y|; d=(z,2) = |z — z| e d=(z,y) = 1 — |z — y|.
Analogamente ao caso anterior, d=(z,y) = |z —y| < 1l —-|z —y|=1—-|z — 24+ 2z —y| =
1 —|(z — 2) 4+ (2 — y)| e, pela desigualdade (4.1.4), segue que

L-|E-y+@-2)<t-(z—yl—lz—2)) = (A =]z —yl) + |z — 2| = d=(z,y) + d=(x, 2).

Portanto, d=(z,y) < d=(z,y) + d=(z, ).
Caso 4: d=(x,y) = |z —y|; d=(z,2) =1 — |z — z| e d=(2,y) = 1 — |z — y|.
Neste caso existem duas possibilidades: 2z < z < y ou * < y < z. Note que é impossivel
1 1

z € (x,y) pois, caso contrario, como d(z,y) = |z —y| < 3, obterfamos que |r — z| < 5 e

|z —y| < 4, contradizendo a hip6tese.
eSez<z<y=lz—yl=|z—zl+r—y|l=>|r—z =|2—y| — |r —y|l. Assim, por
hipétesea dE(ZE,Z) =1- |Z - ZEl =1- |Z - yl + |.T - y| = dE(Zay) + dE(x7y>7 ou Seja7
d=(z,y) < d=(z,z). Portanto, d=(v,y) < d=(, 2) + d=(z,y).
eSerx<y<z=lr—zl=lv—yl+ly—2z2=|y—2z2 =|r—2 —|r—y|. Assim,
dE(yaz) = 1_’y_Z| = 1—|$—Z|—|—|Z‘—y| = dE(x_Z)+dE(xvy>7 ou Seja7 dE(xvy> < dE(yJ Z)
Portanto, d=(z,) < d=(y, =) + d=(z, 2).

Caso b: d=(z,y) = 1— |z —y|; d=(z,2) = |z — 2| e d=(z,y) = |z — y|. Neste caso, z € d(z,y)
pois, caso contrario, terfamos z < x ou y < z), isso implicaria que d(z,y) = 1 — |z — y|
ou d(x,z) = 1 — |z — z|, contradizendo a hipdtese. Segue pela desigualdae triangular que
d=(z,y) < |x—y| < |z—z|+|z—y| = d=(z, z)+d=(z,y). Portanto, d=(z,y) < d=(z,y)+d=(z, z).

Caso 6: d=(z,y) =1— |z —y|; d=(x,2) = 1 — |z — 2| e d=(z,y) = |z — y|. Pela desigualdade

A14
d=(z,y)=1—|v—yl=1—|v—z+z—y| <1 — (v — 2| - |z —y|) = d=(z,2) + d=(z,y).

Portanto, d=(x,y) < d=(z,y) + d=(z, 2).
Caso T: d=(z,y) =1 — |z —y|; d=(z,2) = |z — z| e d=(2,y) = 1 — |z — ¢

Anélogo ao caso anterior,
d=(z,y) =1— |z —yl=1—|y —a[ <1 —(ly - z[ = [z — 2]) = d=(2,9) + d=(z, 2).
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Portanto, d=(x,y) < d=(z,y) + d=(z, z).

Caso 8: d=(z,y) =1— |z —y|;d=(z,2) =1 — |z —z| e d=(2,y) = 1 — |z — y|.
Note que esse caso ¢ impossivel pois supondo sem perda de generalidade que = < z < y, segue
pela Observacao que, [z —y| =|z — 2|+ |z —y| > L + 1 =1, ou seja, |z — y| = 1, assim,
segue que d(z,y) =1 —1=0, logo, x = y. Um absurdo pois,  # y por hipotese.

Agora, demonstraremos a desigualdade para dp. Primeiramente note que como d=(z,y) <
d=(z,2) + d=(z,y), temos d=(x,y)? < (d=(z,z) + d=(z,y))?. Assim,

dr((z1,22), (y1,92)) = \/d—(xl,y1)2 + d=(z2, 12)*
<V (d=(21, 21) + d=(21,11))% + (d=(2, 22) + d=(22,72))2.

Para facilitar a escrita, nessa parte da demonstracao, vamos denotar,

a = (d=(71,21),d=(22,22)) e b= (d=(y1,21),d=(y2, 22))

Note que a raiz acima é exatamente ||a + b||, ou seja,

dr((z1,22), (y1,92)) <V (d=(21,21) + d=(21,11))? + (d=(z9, 22) + d=(22,%2))2 = ||a + 0]

Por outro lado, temos

dr((x1,x2), (21, 22)) + dr((z1, 22), (Y1, y2)) =

Vid=(w1,21)? + d=(2, 22)% + /d=(21,41)? + d=(22,2)*.
Note que a soma das raizes acima é exatamente a soma das normas de a e b. Assim, segue que,

dr((z1,22), (Y1, 92)) < |la + 0[] < [|al| + [|b]] = dr((21, 22), (21, 22)) + dr((21, 22), (Y1, Y2))

concluindo a desigualdade.

Portanto, dr ¢ um métrica para T? e (T?,dr) ¢ um espago métrico. O]

Considere 7 : R? — T?, dada por,
m(x1,22) = (r17 mod 1,29 mod 1),

essa aplicacdo é chamada de projecao pois projeta pontos de R? no toro T?. Lembremos que,
caso x > 0, o nimero “x mod 1”7 é obtido a partir do nimero z, subtraindo sua parte inteira

deixando apenas a parte decimal. Como por exemplo, 326,789 mod 1 é igual a 0,789. Ja
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quando z < 0, temos que “x mod 1”7 é obtido fazendo “1 menos a parte decimal de |z|”. Por
exemplo, —141,34 mod 1 — 1 — 0,34 = 0,66. A Figura [4.5| ilustra a projecao dos pontos
p=(—1.7,0.3) e ¢ = (1.8,1.6) no toro, onde m(p) = (0.3,0.3) e 7w(q) = (0.8,0.6).

Y

2

p
1
7(p)
q m(q) °
-2 —1 1 2 T

-1

Figura 4.5: Representacao da projecao dos pontos p e gq. Fonte: Autor.

Observacao 4.2.3. i) Pela definicio de 7, temos que m(x1,23) = 7(y1,y2) se, e somente
se, vy mod 1 =y; mod 1 e xzys mod 1 =y mod 1. Ou seja, suas partes decimais sao

iguais, assim, (z1,x2) € (y1,y2) se diferenciam por nimeros inteiros.

i1) A projegao possui propriedade da linearidade em relac¢do a soma, pois:

(21 + Y1, T2 + y2) x1+y; mod 1,29 +y2 mod 1)

(

(1 mod 14wy mod 1,z mod 14y, mod 1)
(z1 mod 1,7, mod 1)+ (y; mod 1,y mod 1)
= 7(21,22) + (Y1, y2)

Lema 4.2.4. Dados x,y € R? vale que:

1) dr(m(z),7(y)) < |z -yl
ii) Se ||z —y| < 5 entdo dr(n(z),7(y)) = ||z — y|

Demonstracao: i) Suponha x = (z1,x2) e y = (y1,y2). Primeiramente, vamos analisar para x;
e y;. Para x5 e y5 a demonstracao é analoga.

Se 3 < |z1 — y1], entdo, pela Observagio , segue que d=(z; mod 1,7, mod 1) <
|z1 — w1l

Agora, analisemos quando |7 — y1| < % Note que com essa condicao existem dois casos:

o=

<

Caso 1: Quando z; e y; tem a mesma coordenada inteira, ou seja, a < z1 < y; < a + 1,
onde a € Z.

29



Sejam 71 = 1 mod 1 e r = y; mod 1 suas projecoes em [0, 1], temos que 1 = a + 7y e

Y1 = a + 7o, S€e 1 e Y1 sao positivos, assim,
|.7}1 —y1’ = |CL+T1 — (CL+7’2)‘ = |7’1 — T
Logo, como |21 — 41| < 3 segue que, [r; — 75| < 3 e

|zy —y1| = |r1 — 2] =d=(x; mod 1,3, mod 1).

(Note que se x1 e y; sao negativos, temos que z7 = a — (1 —r1) ey; = a— (1 —1ry) e
|ty —y1l = la— (1 —11) — (a — (1 —13))| = |r1 — 12| e demonstracao segue analoga ao caso
positivo.)

A Figura nos mostra uma comparagao das distancias de z,7 € R onde n(Z) = z e

7(g) = y quando T e § estdo na mesma coordenada inteira.

|Z — g d(z,y) = |z — y|
1 1 1 — R | | R
0 1 2z y 3 0 = vy o1

Figura 4.6: Representacao do caso 1 do Lema onde 7(Z) = x e w(g) = y. Fonte: Autor.

Caso 2: Quando a coordenada inteira de x; e y; diferem por 1, ou seja, a < xy < a+1 <y,
onde a € Z.
Sejam r1 = 1 mod 1 ery =y; mod 1 suas projegoes, temos que xr1 =a—+r ey =a+ 147y,

perceba que como 7 < y; < (21 + 1), podemos dividir o intervalo (z1, (1 + 1)) em yi, ou seja,
21— (w1 + D] = |21 — ya| + [y — (@1 + D).
Note que 1 = |21 — (z7 + 1)|. Dai, pela igualdade acima, segue que
lty —wp|=1—|ly1— (1 + )| =1—|a+1+reo—(a+r +1)|=1—|rg — 1],
e mais uma vez, como |x; — ;| < %, segue que
|zy —y1| = |r1 — 2] =d=(x; mod 1,1, mod 1).

(Note que se x; e y; sdo negativos, temos que x; = a— (1 —r) ey =a+1— (1 —ry) e
o1 —wpml =1—|jyr—(r1+ )] =la+1=-(1—=ry) —(a—(1—=r)+ 1) =1—|ra—1] e
demonstragao segue anéaloga ao caso positivo.)

A Figura nos mostra uma comparagao das distancias de ,7 € R onde n(Z) = x e

7m(g) = y quando ¥ e g diferem por uma coordenada inteira.
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1z — gl d(z,y) =1— |z —y|
1 1 —t— — R | | R
0 1 T2y 3 0 Yy o1

Figura 4.7: Representacao do caso 2 do Lema onde 7(Z) = x e w(g) = y. Fonte: Autor.

Assim, % < |xy — 1| = d=(z17 mod 1,y; mod 1) = |x; — y1|. Logo, pela junc¢ao dos dois
casos, para 1 e yp, segue que d=(z; mod 1,5, mod 1) < |z; — y;| sempre.
Analogamente, também obtemos que d=(zs mod 1,y mod 1) < |3 —ys| quando 1 < |z — |
e d=(ry mod 1,5, mod 1) = |z — ya| caso contrario, ou seja, para xs e ys, segue que d=(z
mod 1,y mod 1) < |z — yo| sempre.

Portanto,

dr(m(z),7(y)) = V/d=(z1 mod 1,41 mod 1)> +d=(z2 mod 1,y mod 1)?
< V0 — ]2+ |v2 — o2
= V(T — )2+ (22 — )2 = ||z — y]|.

i) Se ||z —y|| < 1 entdo \/|z1 — 1> + |zo — 1o]? < 2 = |z — i [P+ |22 — 2|® < § e assim,
|1 — 1| < % e |re —yo| < % Logo, segue diretamente o item i) que,

d=(z; mod 1,y; mod 1) = |r; —yi| e d=(r2 mod 1,y mod 1) = [z5 — 1].

Portanto,

dp(m(z),7(y)) = /d=(z; mod 1,y mod 1)2 +d=(z; mod 1,y, mod 1)2
= V(21— y1)? + (22 — p)? = ||z — yll.

]

Observacao 4.2.5. A aplicacdo 7 : R?> — T? ndo ¢é injetiva. Por exemplo, se z; = 3,1 e
xe = 4,1, temos, m(x1,4) = m(x2,5). No entanto, restringindo seu dominio, o lema seguinte

nos diz que 7 se torna injetiva.
Lema 4.2.6. Sejam c € R? ¢ B = B(c, %) C R?. Entdo m: B — T? € injetiva.

Demonstra¢ao: Dados x,y € B, onde x = (x1,23) e y = (y1,y2), temos que |z — y| < 1. Dali,
|z1 — 1] <1 e |za —ya| < 1. Agora, vamos mostrar que 7(z) = m(y) = = = y.

m(z) =m(y) = (r1 mod 1,25 mod 1) = (y; mod1l,y, mod 1).
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Sejar =27 mod 1=y, mod 1. Assim, zy =a+7rey, =b+r, onde a,b € Z, |xr1 —y1| =
la+r—>b—r|=|a—Db

Como a e b sdo inteiros e |a—b|—|z1 —y1| < 1 segue que a = b e, assim, |x; —y;| = |[a—b| = 0.
Logo, 1 = y;. Analogamente, tomando s = z; mod 1 = y; mod 1, podemos provar que
x9 = yo. Consequentemente, (1, x2) = (y1,y2), ou seja, x = y. Portanto, 7 restrita a uma bola
de raio % é injetiva. O

A Figura ilustra a injetividade provada no lema acima.

Yy Yy

2
c 1

1 2 T

Figura 4.8: Representacao da injetividade demonstrada no Lema m Fonte: Autor.

Lema 4.2.7. Dados x,y € T?, existem T,7 € R?, tais que n(T) =z e 7(y) = v,
dr(z,y) = ||z — 7.

Demonstragao: Sejam x = (z1,22),y = (y1,y2) € T? e a = (a1, a) € Z.

e Se |x; —yi| < %, pela Observacao , d(x1,y1) = |r1 — y1|. Tome 77 = a; + x1 e
Y1 = ay +y1. Logo, m(21) = z1, m(g1) = y1 e [21 — 41| = [ar + 21 — (@1 +y1)| = |21 — .
Logo, dz<x17y1> = |951 - Zfl‘-

e Se |y — Y| < %, pela Observacao , d(x9,Yy2) = |r3 — yo|. Tome Ty = as + x5 €
Yo = ag + ya. Logo, m(72) = o, T(%2) = Y2 € [T2 — Ga| = [az + 22 — (ag + ya)| = 2 — yal.
Logo, d=(72,y2) = |72 — #a|.

e Se |1 —yi| > %, pela Observacao d(z1,11) = 1 — |x; — y1|. Suponha sem perda
de generalidade que z; < y;. Tome 77 = a1 + 1+ 21 e 1 = a1 + y1. Logo, 7(21) = z,

y1 = y1- Note que y; € (1, (1 +1)). Dai,
|21 — (21 + 1) = |2y — | + [y — (21 + 1),

como |z — (x1 + 1)| = 1, segue que |y; — (z1 + 1)] = 1 — |z; — y1|. Logo, |21 — 11| =
lay + 1421 — a1 — | = (21 + 1) =] =1 — |11 — 3] Logo, d=(z1,41) = |71 — 11].
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e Se |y — yo| > %, pela Observacao d(z9,y2) = 1 — |x9 — y2|. Suponha sem perda
de generalidade que 73 < yp. Tome T3 = as + 1 + 22 € Yo = as + yo. Logo, 7(7) = 3,

U2 = y2. Note que y, € (29, (z2 + 1)). Dai,
|79 — (2 + 1) = |12 — ya| + [y2 — (22 + 1)

como |zg — (x9 + 1)| = 1, segue que |y — (xo + 1)] = 1 — |zg — y2|. Logo, |23 — 1] =
lag + 1423 —az — yo| = |[(x2 + 1) — 92| =1 — |2 — 32| Logo, d=(z2,92) = |72 — 152].

Ou seja, ¢ sempre possivel determinar & = (21, 22) e § = (Y1, ¥2) tais que m(Z) =x ew(y) =y e

dr(n(z),7(y)) = /d=(x1 mod 1,55 mod 1)2 +d=(z; mod 1,y, mod 1)2
= Vlor =y + o2 — e = V(@ — 1) + (@2 — 2)* = |17 — 7.

m
A Figura ilustra o Lema acima onde os pontos p; e ¢;, para i € {1,2} sdo exemplos de
pontos de R? tais que ||p; — ¢;|| = dr(p,q), onde p,q € T

Y
2
P11 q1
1
P2 q2 q b
-1 1 2 T

Figura 4.9: Representacao da projecao dos pontos p e ¢q. Fonte: Autor.

4.3 A aplicacao f4

Nesta secao, introduziremos a principal aplicacao deste capitulo, que serd dada pela com-
posicao de aplicacoes apresentadas nas Secoes e [4.2] Comecemos inicialmente definindo o

que é um automorfismo hiperbélico.

Definicao 4.3.1. Dizemos que f : T? — T? ¢ um automorfismo hiperbélico no toro se f é

induzida por uma matriz hiperbdlica.

A matriz A, definida no inicio deste capitulo, induz uma transformacao linear em R2, a qual

denotaremos também por A : R? — R2 Com essa matriz vamos induzir uma aplicacao em T2,
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fa:T? — T? dada por, f4 = 7o A, ou seja,

falwr,z2) = m(Awy,22)) = 7 ((1 cl)) | <i>>

=7 (xl * $2) = m(z + 29, 27)

T

= ((x14+22) mod 1,z; mod 1).

Essa aplicacao é o foco principal desse capitulo. Uma outra maneira de defini-la é como a

aplicacao que satisfaca,
fa(m(zy,29)) = m(A(x1, 22)) para todo (z1,75) € R%

Observacao 4.3.2. i) Como os coeficientes de A sdo inteiros, vetores com coordenadas inteiras

sdao levados em vetores com coordenadas inteiras, isto ¢, A(Z?) C Z*. Além disso, note que,

11
det(A) = =—1,
10
0 1
ou seja, A ¢ invertivel e A1 = ) ok também tem coordenadas inteiras. Logo, a transfor-

magao inversa A~! também satisfaz A~'(Z?) C Z*. Combinando esses dois fatos, concluimos
que Z? é invariante pela agdao de A, ou seja, A(Z?) = Z>.

ii) A aplicagao f4 estd bem definida. De fato, sejam (x1,23),(21,22) € R? sdo tais que
(21, 22) = (21, 22), assim z1 e z; se diferenciam por um inteiro (anélogo para =3 e z3), entao

podemos escrever (z1,72) = (21 +my, 22 +mo) = (21, 22) + (M1, M2), com (my, my) € Z*. Logo

fa(m(z1,32)) = w(A(21, 72))
T(A((21, 22) + (M1, m2)))
T(A(21, 22) + A(ma, ma)).

uma vez que A(my,my) € Z?, segue que m(A(my,ms)) = (0,0), e assim

fa(m(xy,x9)) = w(A(21, 22) + A(my, ms))
T(A(21,22)) = fa(m(21, 22)).

Portanto, f4 estd bem definida.

Fornecemos agora uma interpretacao geométrica do comportamento de f4. Primeiramente,
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note que A transforma o quadrado [0, 1] x[0, 1] no paralelogramo de vértices (0,0), (1,0), (1,1),(2,1),
como representado na Figura pois para x € [0, 1] temos,

A(z,0) = (z,z); A(0,z) = (2,0); A(l,z)=(r+1,1); A(x,1)=(x+1,z).

Yy Yy
2 2
A
1 — 1
0‘ 1 2 x 0 1 2

Figura 4.10: Representacdao da acdo da matriz A em T2. Fonte: Autor.

Como representado na Figura quando aplicamos a projecao m no paralelogramo obtido,

os pontos representados pela regidao verde sao novamente encaixados no quadrado [0, 1] x [0, 1].

Y Yy
2 2
™
1 —— - L
0 1 2 =z 0 1 2 =z

Figura 4.11: Representacao de f4 em T2, Fonte: Autor.

Aplicando A novamente no quadrado [0, 1] X [0, 1] obtida anteriormente, note que o triangulo
azul de vertices (0,0),(1,0) e (1,1) ¢ levado no triangulo azul de vértices (0,1), (1,1) e (2,1),
como representado na Figura [£.12] pois para x € [0, 1] temos que,

Aw,0) = (5,2); Alr,2) = (22,2); A(Lz) = (3 +1,1).

Note também que o tridngulo verde de vértices (0,0), (1,1) e (0,1) é levado no triangulo verde
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de vértices (0,0), (2,1), (0, 1), como representado na Figura pois para x € [0, 1] temos que,

A(z,z) = (2z,2);  A(x,1)=(z+ 1,2); A(l,z)=(z+1,1).

y y
2 2
A
1 SELEN 1
0] 1 2 0 1 2

Figura 4.12: Representagao da da a¢ao de A em f4(T?). Fonte: Autor.

Aplicando novamente a projecao m, como representado pela Figura [4.13] a regiao destacada
pela linha pontilhada, é novamente encaixada no retangulo [0,1] x [0,1]. Ela representa o
comportamento da segunda iterada de f4 no toro T? e mostra como ele é “embaralhado” por
sua iteracao. O que acontece quando continuamos iterando f4, ¢ um “embaralhamento” cada

vez maior dos pontos de T2,

Y Yy
2 2
™
1 — 1|
0 1 2 =z 0 1 2 =z

Figura 4.13: Representagao da agao de f3 em T2. Fonte: Autor.

2 1
Observagao 4.3.3. A f2 induzida pela matriz A% = L1 é uma aplicagao bem famosa

da teoria de sistemas dinamicos. Na literatura, essa aplicacao é conhecida como Arnold’s Cat
Cap, nome dado em reconhecimento ao matemético russo Vladimir Igorevich Arnold (1937 -
2010) que utilizou o esboco da imagem de seu gato para descrever tal aplicagao, em seu livro
(ARNOLD; AVEZ| 1968). Essa aplicacao ¢ definida em uma imagem, onde cada pixel é conside-

rado um ponto, assim ¢é possivel baguncar a figurar por meio dessa aplicacao. Essa ferramenta
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é muito utilizada em modelos fisicos, criptografia e computacao grafica. Na criptografia, por
exemplo, é usada para criptografar e descriptografar imagens. O trabalho (NASCIMENTO,

2020) traz mais algumas informacdes sobre o cat map.

Vimos que fa : T? — T? estd em bem definida. Agora, veremos porque f4 possui a nomen-
clatura de automorfismo hiperbolico. Note que f4 possui o mesmo conjunto como dominio e
contradominio, logo é um endomorfismo, como em (MATTOS, [2016). O que veremos a seguir

é que f4 também é um isomorfismo, ou seja, bijetiva e, além disso, € um homeomorfismo.

Lema 4.3.4. A aplicacio fa : T?> — T? dada acima é um homeomorfismo e sua inversa é dada

por fgl = fa-1.

Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar que f, é uniformemente continua, e portanto,
continua.

Dado € > 0. Tome § = ||,€T||' Sejam z,y € T? tais que dr(z,y) < d. Segue do Lema m
que existem pontos 7,7 € R? tais que m(z) = z e 7(§) =y e |7 — || = dr(z,y) < 6. Como

fa(z), fa(z) € T?, do Lema segue que,

dr(fa(), fa(y)) = do(fa(7(2)), fa(7(9))) = dr(7(AT), 7(Ag))
< [|AZ — Agll = [[A(Z — )l
<Al - |z = gll = [|A[l - dr(z,y)

9
<|[All-o = HAIIW =

g,

ou seja, f4 ¢ uniformemente continua e, portanto, continua.

Agora, vamos definir a aplicagao fu-1 : T? — T2, dada por fa-1(z1,22) = T(A (21, 22)).
Note que, por um argumento anélogo ao anterior, substituindo A por A~! obtemos que f-1
também ¢é continua.

Resta verificar que f;' = f4-1, ou seja, que f4-1 é a inversa de f4. Dados 7 € T? e & € R?

tais que 7(%) = z, temos que,

farr(fa(@)) = fa-r(fa(m(2))) = fa-r(7(AZ)) = 7(A7" - (AT)) = 7(2) = @

fa(fa-1(2)) = fa(fa-2(2)) = fa(r(A7'2)) = 7(A - (A7'2)) = () = =.

Assim, f;l = fu-1. Logo, f4 é continua, e possui inversa continua e, portanto, ¢ um homeo-
morfismo. u

Deste modo, f4 ¢ um homeomorfismo de T? em T2, particularmente, um automorfismo.
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O nome hiperbolico vem pois f4 é induzida por A, uma matriz hiperbdlica, assim f4 ¢ um

exemplo de automorfismo hiperbélico no toro T?2.

4.4 A dindmica de f4

Como nos capitulos anteriores, vamos mostrar que f, define um sistema dinamico cadtico
em T?, ou seja, é f4 transitiva, tem o conjunto dos pontos periédicos densos e tem sensibilidade

as condigoes iniciais.
Teorema 4.4.1. Os pontos periédicos de f4 sao densos em T2.

Demonstracao: Dado um numero natural k € N, consideremos os pontos de T? da forma

iy iy )
L 2)eT
(#8) <™

com iq,19 € {0,1,2,...,k — 1}. Vamos denotar esses pontos por Rac(k).

Afirmagao 1: Rac(k) ¢ finito com k? elementos.
De fato, para todo k € N, os valores de i; e i podem assumir valores de 0 ate k — 1 (k valores),

ou seja, um total de k - k = k? pares ordenados.

Afirmagao 2: fa(Rac(k)) C Rac(k).
De fato,

11 19 11 19 1+ 4 11 + 1o 5
w(e8) = (40 2)) = (55) = (= mang mon)

Note que como iq,19 < k, entdao ou iy + 19 < k ou k <11 + 19 < 2k.

e

° Seil—i-igSk’,tomej:il—i-izeentéo% modl =% modl=

N

o Se k < iy +iy < 2k, entdo 3j < k tal que j + k = iy +dp. Assim 2E2  mod 1 = £
mod 1= (£+1) mod1=2.

Em ambos os casos temos que 0 < 7 < k, assim,

i dg\ 1t 11
fa (E’E) = ( ? mod 1, p mod 1)

Logo, fa(Rac(k)) C Rac(k).

Assim, como Rac(k) ¢é finito e f4 : T> — T? uma bije¢ao, a restri¢ao fa|pac(r) ¢ uma permutacao

(% %) € Rac(k).

dos elementos Rac(k). Como existem infinitas iteradas de f4 e um nitimero finito de elementos

em Rac(k), pelo Principio da Casa dos Pombos, dado um ponto p € Rac(k) qualquer, existe
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n € N tal que f4(p) = p, ou seja, todos os pontos de Rac(k) sado periddicos. Logo, Rac(k) C
Per(f4) para todo k € N.

Deste modo, como U Rac(k) é o conjunto de todos os pontos com coordenadas racionais

keN
em [0,1] x [0,1] e Q? ¢ denso em R?, dado € > 0, para qualquer ponto p € T?> C R? existe um
q € U Rac(k) tal que ¢ € B(p,¢). Portanto, Per(f4) é denso em T2. ]
keN

A Figura nos mostra que dado um aberto U € T?, por menor que seja, é sempre possivel
tomar k € N de modo que exista p € Rac(k) tal que p € U, ou seja, dado U C T?, existe um
ponto p € U que seja periddica.

) )
\ \
I I
0.9
0.8
fa) i) fi(p)
— 0.7 'U .
0.6 o (e
A A 05)\ L A Y §
0.4
0.3
0.2
0.1
x N x
0 0l o1 0.20.30.40.50.60.70.80.9

Figura 4.14: Representacdao de uma oOrbita periodica para p = (%, %) € Rac(3) por fa, e dos
pontos p € Rac(10). Fonte: Autor.

Observacao 4.4.2. Para todo n € N, fi(z) = w(A"(x)), pois como fa(x) = 7(Azx), temos
fa(z) = falfazx) = fa(n(Ax)) = 7(AAx) = w(A%x)e , sucessivamente, obtemos que f%(z) =
m(A™(x)).

Proposicdo 4.4.3. Para todo p € T* C R?, W} (p) = n(Wi(p)) e W} (p) = 7(Wi(p)).
Demonstragao: Primeiramente, mostremos que m(Wi(p)) C W7, (p). Seja x € m(Wi(p)).

Assim existe y € W5(p) tal que 7(y) = x. Como p € T?, entao 7m(p) = p, logo, pela defini¢ao
de fa e pelo Lema |4.2.4] temos

dr(fi(p), fi(x)) = dr(fi(7(p), fi(7(y))) = dr(x(A"p), 7(A"y)) < [[A"p — A™y]|.

Agora, como y € W5(p), temos que || A"p — A"y 2= 0. Portanto, dr(f2(p), fi(z)) 22225
0, ou seja, z € W},. Logo, m(Wji(p)) C W7, (p).

Agora, mostremos que W3 (p) C 7(Wi(p)). Seja x € W}, (p), como
dr(f2(p), fi(x)) =225 0, para todo € > 0, existe ng € N tal que dp(f2(p), f2(x)) < &,VYn > ny.
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Tomemos ¢ = 4H T dai existe ng € N tal que dy(f%(p), fi(z)) < 4HAH’ Vn > ng. Agora, note
que f1°(p) = w(A™(p)) e f1°(z) = w(A™(x)). Assim, pelo Lemau 4.2.7, existem ag, by € Z, tais
que dp(m (A”O ), m(A™z)) = ||[(A™p + ag) — (A™x — by)|| < < 1, ¢ assim [|A"p — (Amox +
bo — ao)|| < 3.

Tome z = A"z + by — ag. Note que z € B(A™(p), }l), que ¢ uma bola aberta de raio

1

menor que ;. Segue do Lema que 7 é injetora nessa bola. Assim, z é o Gnico ponto de

B(A™(p), 1) tal que 7(z) = T(A™z + ng — mp) = m(A™z) = f1°(z).
Consideremos agora y = A7z, Assim, 7(y) = 7(A"™z) = f,"°(7(2)) = fi"(f™(x)) ==z
como ||z — A™p|| < 1, segue do Lemamque,

4IIAII

no — o - 5 4’ 1
2 = A = dr(r(=), m(A™p) = da(£3(2), [5°0) < o

Dai, obtemos que

| Az — A(A™p)|| < Allllz — A™p|| < || A] - = Az — A"l <

1
4lA] 4

Novamente, utilizando o Lema obtemos que

[Az = A(A™p)|| = dr(m(Az), 7(A(A™p))) = dr(fa(w(2)), fa(m(A™p)))

= dr(fa(13 (@), La(F5P)) = dr (3 (), 13'p)) < ﬁ

Seguindo esse processo, obtemos que,

1
4% = A" (A} = dr(F (@), £ () < gV € N

Como por hipotese, dp(f104" (), f207(p)) 22225 0, segue que [|Amz— A" (Amop) || 2222
ou seja, z € W5(A™p). Consequentemente, pelo Lema |1.1.20) segue que, y = A7z €
AT (WA (A™p)) = Wil(p). Logo, v = w(y) € m(Wi(p)) e assim, W7, (p) C 7(Wji(p)). Combi-

nando com a primeira parte, concluimos que W3, (p) = Wi(p).

n—>+oo

“ 77

A demonstracao para conjuntos instaveis pode ser feita de maneira aniloga trocando

por “—n” e usando que fA = f4-1 e a prova da proposicao estd completa. O]

A Figura representa a projecao do conjunto W5 (p) no toro. Note que projecao da reta
p + E° é feita com o auxilio de cada quadrado definido pelas coordenadas inteiras do plano

localizado & esquerda de onde a reta passa.
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-2
\ 0 1 =z

Figura 4.15: Representagao dos conjuntos Wi(p) e m(W3i(p)) = W}, (p). Fonte: Autor.

Lema 4.4.4. Dados p € T> e x € W} (p), existe um tnico ponto T € Wj(p) tal que x = 7(%).
Ou seja, Tlws ) : Wilp) = W3, (p) uma bijegao. Analogamente, mlwu) : Wi(p) — W¥ (p).

Demonstracao: Seja p = (p1,p2). Pela Proposicao para todo x € W7, (p) = m7(Wil(p))
existe & € W5(p) tal que 7(Z) = z, logo 7 é sobrejetiva. Agora, resta mostrar que tal ponto Z é
Ginico, provando assim sua injetividade. Vamos supor que exista 2 € W5 (p) tal que 7(z) = 7(Z2).
Provemos que = = Z.

Pelo Lemal[d.1.4)item ), como &, Z € W5(p) podemos escrevé-los como & = p+u; e Z = p+us,
onde vy, vy € E. Além disso, note que v; = A\v° e vy = \yv®, onde v° = (2, -1 — /5) é um
autovetor estavel de A dado em (£.1.1)), e Ay, Ay € R. Deste modo, temos que,

7(Z) = w(p+ v1) = 7(p + Mv®) = 7(py + 2M1,p2 + M (=1 — V/5)), e

7(2) = w(p+v2) = T(p + Mov®) = w(p1 + 2Xa, 2 + dao(—1 — V5)).

Como 7(2) = m(Z) segue que: p1+2X; = p1+2X2 mod 1, logo (p1+2A1—p1—2X3) = 2(A1— XAy
Z, e py+A(—1—=+5) = py+ Ao (—1—+/5) (mod 1), logo (pa+ A1 (—1—v/5) —pa—Ag(—1—+/5)
(A1 —X2)(—=1—+/5) € Z. Como (—1—+/5) é um ntimero irracional, para que (A; —Ay)(—1—

seja um numero inteiro, (A} — Ag) deve ser igual a zero, assim A; = s logo,

m

)
)

ot

)

T=p+Av=p+ v =2

Portanto 7|y € injetiva e assim é bijetiva. O
A
A demonstracao para W(p) e W, € analoga, por isso sera omitida.
O lema a seguir é um resultado auxilar que nos ajudara a provar que os conjuntos estaveis

e instaveis em relacdo a f4 sdao densos em T?.
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Lema 4.4.5. Seja r € R um ndmero irracional. Entao o conjunto S = {nr mod 1;n € Z} é

denso no intervalo [0, 1].

Demonstra¢ao: Consideremos a sequéncia bilateral (x,),ez C [0, 1] dada por x,, = nr mod 1.
Dado k € N podemos dividir o intervalo [0,1] em k intervalos da forma [%, %] onde i €
{0,1,2,...,k — 1}. Deste modo, como (z,) possui infinitos pontos e os intervalos da forma
[%, %} sao finitos, pelo Principio da Casa dos Pombos, existem nq,no € Z, distintos, tais que
Ty Tny € [%, %] para algum i € {0,1,2,...,k —1}. Supondo sem perda de generalidade que

Ty, < Tp,, temos que,

1+ 1 11
xmanQSTﬁogxm—xm<E—|—E—xm.

% — z,, <0, obtemos que, 0 < z,, — z,, < %—l— (i — xm) <

Pela defini¢do da sequéncia, temos que 0 < (rny mod 1) — (rny mod 1

Como T < xp, =

mod 1 < %, ouseja, 0 <z, pn, < %

Tome ny, = ny — ny. Deste modo, Vk € N, existe ny € Z tal que 0 < z,,, < +, como 7 é

L
irracional, nyr também ¢é irracional, logo x,, = n,r (mod 1) ¢é irracional, e portanto diferente

de 0 e de %, assim ,

Agora, dados € > 0 e a € [0, 1] quaisquer, vamos mostrar que existe um ponto da forma

x, =nr mod 1 no intervalo (a —e,a +¢). Tome k € N tal que % < ¢ e fixemos 0 <14, < k tal

que a € [%, %] Como observado existe z,, que satisfaz 0 < z,, < % Sejam = h;‘;J onde

[-] representa a funcdo teto. Pela defini¢do de fun¢io teto, por um lado,

Z.a ia
<m= — <mx,,.
kx,, k
Por outro lado,
i )
m < —= —|—1:mxnk§—a+xnk,
kx,,, k
e Como Ty, < 1, My, < %+ 1 =t ou seja, mz,, € [%, =] Particularmente, |a —
may, | < | — %| = % < ge. Como mx,, = mn,r mod 1, onde mny, € Z, entdo mzx,, € {nr

mod 1 :n € Z}. Portanto existe um ponto da forma nr (mod 1) em qualquer intervalo contendo

a, ou seja, que {nr mod 1;n € Z} é denso em [0, 1]. O
Proposicao 4.4.6. Sejam p,q € T%. Entdo:
i) Os conjuntos W3, (p) e W} (q) sdo densos em T?.

ii) O conjunto W3 (p) " W¥ (q) ¢ denso em T>.
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Demonstragao: i) Vamos fazer a prova para W7, (p), para W}‘A( ) é anéloga

Comegaremos mostrando para p = 0. Pelos Lema [{.4.3 e [£.1.4 WfA = m(W5(0)) = 7(0 +
E*) = w(E*). Como E* = {A0*; X € R}, e o vetor vy = (1, =5¥2) = £, segue que E* = {Avg; A €

R}. Tomando r = _15*/5, podemos escrever E* = {)\vo,)\ € R} = {\(1 ,_12‘[),)\ € R} =
{(A\, Ar); A € R}, que é uma reta de diregao r.

Agora, dado € > 0 qualquer e um ponto y = (y1,y2) € T? qualquer, vamos encontrar um
ponto em & € E* C R? tal que 7(Z) € By, (y,¢) (Note que 7(zZ) € W}, (0)). Considere y5 — y17
mod 1 € [0, 1] Pelo Lema [4.4.5] existe n € N tal que,

nr mod 1€ ((yo —yir) mod 1—e,(y2 —y1r) mod 1+¢).

Como feito na demonstracao do Lema [4.2.7] existe k € Z e tal que nr+k € ((ya —17) —¢, (y2 —
yir) +€) C R. Assim

nreyo—k—yr—cyp—k—yr+e)=nr—yr=wy+n)re€(ya—k—c,y2a—k+e¢),
logo,
(1 +n)r — (g2 — k)| <e.
Agora, o ponto T = (y; + n, (y1 +n)r) € W3(0), pois é da forma (A, Ar) e, além disso, T €

B((yl + n,Yyas — k)a 5)7 pOiS,

|2 = (1 +ny2 = B)|| = [[(y1 +n, (y1 +1)r) = (y1 + 1,92 — K)|
=V +n—(y+n)>+ (g +n)r— (g2 — k))?
=V +n)r— (@2 —k)? = +n)r— (2 — k)| <e.

Dai, segue, pelo item i) do Lema que,
dr(m(Z),m(y1 +n,y2 — k) < |Z — (1 +n,y2 — k)| <e. (4.4.1)

Como, n,k € Z, temos que y; +n mod 1 =y; e yo —k mod 1 = ys, logo (y; +n,ys — k) =
(y1,y2), ou seja, pela desigualdade (4.4.1), temos que

dr(m(Z), (y1,92)) <€

Logo, o ponto 7(%) € By, (y,¢), como T € W5(0) e tomamos y € T? qualquer, temos que
m(W5(0)) = W}, (0) é denso em T
Para o conjunto W73, (p) com p € T? qualquer, dado y € T?, tome o ponto y — p € T?. Note

que como 7(E®) ¢ denso em T?, entdo existe a € 7(E®) tal que a € By, (y — p,€), qualquer
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que seja ¢ > 0. Como a € w(E%), existe a € E*, com m(a) = a. Assim, obtemos que existe
T = a+p € E*+p, com 7(z) = w(a+p) = n(a)+7(p) = a+p € 7(E*+p). Como a € By, (y—p,e),
segue que 7(Z) = a + p € B(y,¢e) e, pelo Lema W (p) = n(W3(p)) = n(p + E®). Logo,
dado y € T?, existe x = 7(Z) € W}, (p), tal que x € B(y, ). Portanto, W} (p) ¢ denso em T?.

Os conjuntos T(W3i(p)) = W7, (p) e m(Wi(q)) = W¥,(q) cobrem o toro com as projegoes
das retas p+E® e ¢+ E", respectivamente. A Figura representa que dado qualquer aberto

em T? existe algum ponto desses conjuntos no aberto.

Yy Yy
1 > 1/
U 1%
. q
/N N /] N
? >
0 1 T 0 1 T

Figura 4.16: Representagao dos conjuntos W} (p) e W}, (q), respectivamente. Fonte: Autor.

ii) Queremos mostrar que dados ¢ > 0 e y € T?, existe v € W2 (p) N WE (q) tal que
x € By, (y,e) € T2

Primeiramente, note que W3, (p) "W} (q) # 0. De fato, sejam E* +p e E*+q os autoespagos
estaveis e instaveis de p e ¢. Tomando os pontos a € E°+pe b € E*, pelo Lemal4.1.4] escrevendo
r=—1—+5es=—1++/5, temos que,

a=p+ M0 = (p1+ 2\, p2 + \i7), €
b=q+ M0" = (g1 + 2Xa, @2 + \29),

onde A, Ay € R. Ou seja, a e b pertencem & retas com os vetores diretores (2,7) e (2,s),

respectivamente. Calculando o produto interno dos dois vetores, obtemos que
(2,7)-(2,8) =224+ (=1 =VB) - (=1 +V5) =4+1-5=0.

Ou seja, os vetores diretores das retas sao perpendiculares e assim as retas devem se intersectar
em algum ponto z, isto é, Z € (E*+p)N(E*+q). Assim, como Z € E¥+p = = = n(2) € n(E*+
p) =W;,(p), ecomo & € E*+q =z =7(Z) € m(E"+q) = W} (q). Logo, x € W} (p)NWF (q),
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ou seja, W¢, (p) N W¢ (q) é ndo vazio.

Agora, seja y € T2. Dado € > 0, pelo item i) dessa proposicao, existe a € Wi, (p) tal que
a € By, (y,e). Como a € T? pelo mesmo item, para § = % existe b € W} (q) tal que
b € By, (a,6) C By, (y,e).

Assinil, em R2, como b < Wt (q) = m(E* + q) e a € W}, (p) = m(E® + p), pelo Lema m
existem b € E* 4 ¢, com 7(b) = b e a € E* + p, com 7(a) = a, tais que

16— al| = dr(a,b) <4,

ou seja, b € B(a,d). Como be (g1 42X\, g2 + As) e a € (p1 + 2X, pa + Ar), retas ortogonais em
R?, elas devem se intersectar em um ponto Z. Note que, esse ponto , deve ser o ponto da reta
(g1 + 2X, ¢2 + As) mais proximo de a, ou seja, d(a,z) = min{d(a, z);z € (q1 + 2\, q2 + As)}.
Se b = &, segue que & € B(a,8) e b # &, e que d(a, ) < d(a, 5) < 6, ou seja, T € B(a,0).
Deste modo, em ambos os casos, temos que = € B(a,0) C B(y,e) e & € (E* + p) N (E* + q).
Assim z = 7(Z) € B(a,d) e (%) € W} (p) N W} (¢q). Portanto, para todo ¢ > 0, existe
x € Wi (p) "W (q) tal que x € B(y,e), ou seja, W}, (p) N W¢ (q) é denso em T?, como
queriamos demonstrar. L]

A Figura nos fornece uma representaciao de que dado um aberto V C T? qualquer, é

sempre possivel encontrar um ponto na intersecgio de W3 (p) e W¢ (q).

Yy
1 >
Wi, (P)
p % q
/N /N
Na
Wi (@)
\
Id
0 1 T

Figura 4.17: Representagao dos conjuntos W} (p) e W} (q). Fonte: Autor.

Teorema 4.4.7. A aplicacao f4 é transitiva.

Demonstracao: Primeiramente, vamos relembrar que como T? é um espaco métrico de Haus-
dorff, pelo Teorema [1.2.4, f4 é transitiva se, e somente se, para todo par de abertos U,V C T?
existe algum n € N tal que f"(U)NV # .
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Assim, sejam U,V C T? abertos. Pela Proposicao , existem pontos periddicos p € V
e ¢ € U, ou seja, existem my,my € N tais que f"(p) =p € Ve f,(q) = ¢ € U. Tome
m = mmec{my, ma}, assim fi'(p) =pe Ve f,"(q) =qeU.

Agora, consideremos € W7, (p) ﬁVV;{q(q)7 cuja existéncia é garantida pela Proposicao m
item di). Pelo Lema[L.120] f(W3, (p)) = W3, (£2(p)) e (W2 (@) = W, (F3"(a)) para todo
n € N, assim como x € W;A(p) segue que fi'(x) € fZ”(WJfA( ) = WfA(fA”(p)) = WJfA(p) e
como = € W}, (q) segue que f,;™(x) € ;™ (W}, (q)) = WfA(fA (9)) = W3, (q). Assim,

dr(FA(f7 (@), p) =50, e,

dr(f3*fim (@), q) E272% 0.

Como p € V e fE(f(x)) converge para p, existe k; € N tal que f* (f7(x)) = fRot™(z) e V,

Vk > k;. Analogamente, existe ky € N tal que f=*m(f,™(x)) € U, Vk > ky. Tome ko =
maz{ky, ky}. Assim, fTRm(z) € U = fhotmim(p=ko—m(z)) = fhotm(z) ¢ 7 (Rotm) (17} mas

2kom( f=kom(g)) = fhotm(z) € V. Logo, para n = 2(ko + m) temos que f*({U) NV # (.
Portanto, f4 é transitiva. A Figura ilustra a transitividade de f4 em T2.

Y

0.75

0.5

0.25

0 025 05 075 1 =z

Figura 4.18: Representacao da transitividade de f4 em T2. Fonte: Autor.

Teorema 4.4.8. A aplicacdo f4 tem sensibilidade as condicGes iniciais

Demonstracao: Para essa demonstragao, mostraremos que f4 é expansiva e por consequéncia
tem sensibilidade as condigoes iniciais. Deste modo, mostraremos que existe € > 0 tal que se
dr(f™(z), f"(y)) <e,Vn € N, entdo z = y.

Tome ¢ = %. Sejam z,y € T? tais que dr(f%(z), fi(y)) < % para todo n € Z. Pelo Lema
existem Z,§ € R? tais que 7(Z) =z e n(g) =y e |2 —g|| = dr(x,y) e como R? = E*HE",

existem u € E* e v € E? tais que T — y = u + v. Vamos provar que os vetores u e v sao nulos.
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Suponha que ||u| # 0, assim, pelo Lema [4.1.4]

[A™(Z = gl = A" (u +v)[| = [|A"u + A[| = |A"u]| = A" 0[] = A7 [Jul] = X*[|v]],

n—+00

onde A € (0,1). Dai, como A € (0,1) e |lu]| # 0, segue que A™"||u|| —— 400 e A"||v]|

n—-+00

0. Logo ||A™(Z — g)|| —— 4o0. Por hipotese dr(f%(x), f3(y)) < 15,Vn € Z, particularmente,

n—-4o00

dr(z,y) = ||Z — 7| < 75. Considerando que,

11
0

|All = =VI2+124+02+12=+3 <5,

segue entao que
- - . 1 1
1Az — Agl < [[A]l - Iz = gll <5- 75 = 5-

10
Dai, pelo Lema item i),
A2 — Ag| = dr(7(A(Z)), 7(A(9))) = dr(fa(7(2)), fa(7(9))) = dr(fa(z), fa(y)).

Novamente, como dr(f3(x), fi(y)) < +,Vn € N, particularmente, dr(fa(x), fa(y)) < ou

L
107 10°

seja, |AT — Agl| < {5. Assim,

1 1
|42 — A% < |A]|- | A7 - A7l <5+ 35 = 3

e novamente pelo Lema item i),

|A%E — A%g|| = dr(7(A%(2)), 7(A%(9))) = dr(fA(n(7)), fi(x(9))) = dr(fi(2), f3(y)) < 1—10-
Seguindo esse processo indutivamente, obtemos que Vn € N ||A"z — A"g|| = dr(f4(x), fA(y)) <
+, contradizendo [|A"Z — A"|| 22 0. Logo, |jul| = 0.
Supondo que [[v|| # 0, podemos seguir uma constru¢ido analoga, chegando a uma contra-
digdo. Logo, ||v|| = 0. Portanto, # —j=u+v=0+0=>30 =9 =2 =) =77 =y
e, consequentemente x = y, concluindo que f4 é expansiva, e assim pela Observagao [1.2.9, fa
tem sensibilidade as condigoOes iniciais.

m

Por fim, como ultimo resultado desse trabalho.
Teorema 4.4.9. A aplicacao f4 é cabtica

Demonstragao: Pelo Teorema [4.4.1, Per(f4) é denso em T?, pelo Teorema fa & uma
aplicacao transitiva e pelo Teorema fa possui sensibilidade as condigoes iniciais. Portanto,
pela Definicao [1.2.10, f4 define um sistema dindmico cadtico em T2, ]
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O que vimos nesta se¢ao para T?, como em (BACKES et al., [2023), pode ser replicado para o
espaco T" com n > 2. De acordo (BACKES et al., 2023)), o automorfismo que estudamos neste
trabalho, é apenas um exemplo de aplicacdes mais gerais. E possivel definir um automorfismo
para dimensoes maiores, onde A, ., ¢ uma matriz com coeficientes inteiros e possui inversa
também com coeficientes inteiros. Além disso, se A é uma matriz hiperbodlica, ela induz um
automorfismo hiperbolico em T". Para um estudo mais aprofundado deixamos como referéncia

(HASSELBLATT; KATOK] |1995).
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Consideracoes finais

Vimos ao longo deste trabalho uma breve introducgao aos sistemas dinamicos discretos, com
foco em trés aplicacoes classicas da teoria de sistemas dinamicos. Buscamos, por meio de
exemplos simples, apresentar conceitos e propriedades fundamentais no estudo da dinamica
discreta. Nosso objetivo principal foi analisar a dinamica das aplicacoes shift, tenda e de um
automorfismo hiperboélico no toro, estudadas nos Capitulos 2 [J]e [d Examinamos o comporta-
mento dindmico desses sistemas e demonstramos que eles sao transitivos, possuem o conjunto
de pontos periddicos denso e apresentam sensibilidade as condicoes iniciais — propriedades que,
de acordo com a definicdo de Devaney em (DEVANEY) 2018), os classificam como sistemas
dinamicos cadticos.

Do ponto de vista pessoal, este trabalho representou uma grande realizacdo. A maneira
como a passagem do tempo é tratada na dindmica discreta ampliou significativamente minha
visao sobre resultados em Matemética. Eu ja havia trabalhado com classificacao de sistemas di-
namicos continuos, porém a abordagem e as ferramentas utilizadas, sao completamente diferen-
tes. Compreender essa outra area no estudo de sistemas dinamicos contribuiu para aprofundar
ainda mais meu interesse na area. Mesmo precisando compreender novos conceitos, foi possivel
aplicar os resultados e conhecimento adquiridos em disciplinas que considerei fundamentais na
minha graduagao. A elaboracao deste trabalho foi, sem davida, essencial para minha formagao

como matematico.
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