Universidade Federal
de Sao Joao del-Rei

Maria Luiza de Lima Costa

O Teorema de Hahn-Banach

Sao Joao del-Rei - MG
Fevereiro de 2025



Universidade Federal
de Sao Joao del-Rei

Maria Luiza de Lima Costa

O Teorema de Hahn-Banach

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado a Coor-
denadoria do Curso de Matematica, da Universidade
Federal de Sao Joao del-Rei, como requisito parcial a

obtengao do titulo de Bacharel em Matematica.
Orientadora: Prof?. Dra. Rafaela Neves Bonfim

Sao Joao del-Rei, 4 de fevereiro de 2025.

Banca Examinadora

Documento assinado digitalmente

“b RAFAELA NEVES BONFIM
g Data: 28/02/2025 15:54:22-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Orientadora: Prof?. Dra. Rafaela Neves Bonfim

Documento assinado digitalmente

“b GHEYZA FERREIRA DA SILVA
g Data: 28/02/2025 17:58:11-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof?. Dra. Gheyza Ferreira da Silva

Documento assinado digitalmente

“b CARLOS ALBERTO DA SILVA JUNIOR
g Data: 28/02/2025 16:03:06-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Me. Carlos Alberto da Silva Junior



AGRADECIMENTOS

Gostaria de expressar minha sincera gratidao a todos que, de alguma forma, contribuiram
para a realizacao deste trabalho. Primeiramente, agradeco a minha orientadora, Dra. Rafaela
Neves Bonfim, pela paciéncia, orientacao e pelos valiosos conselhos ao longo de todo o desen-
volvimento deste estudo. Suas orientacoes foram essenciais para o crescimento académico e
pessoal que obtive durante o curso.

Agradecgo também aos meus familiares, especialmente Maria de Perpétuo Socorro de Lima
Costa, Haroldo Guilherme Anicio Costa e José Victor de Lima Costa, pelo apoio incondicio-
nal, compreensao e incentivo, que me deram forcas para superar os momentos de dificuldade
e alcancar este objetivo.

Nao poderia deixar de agradecer aos meus amigos, que estiveram ao meu lado durante
toda a jornada, seja com palavras de apoio ou com momentos de descontragao que tornaram
a caminhada mais leve e prazerosa.

Aos professores e colegas de curso, agradeco pela troca de experiéncias e pelo aprendizado
compartilhado. Cada um de vocés contribuiu para a minha formacao de maneira tnica e
significativa.

Por fim, agradeco a todos que, direta ou indiretamente, participaram deste processo,
tornando este trabalho possivel. Sem o apoio de todos, nao teria sido possivel concluir esta

etapa tao importante da minha vida académica.

"Hope is a dangerous thing for a woman like me to have, but i have”

— LANA DEL REY



RESUMO

Este trabalho tem como objetivos centrais estudar algumas versoes do Teorema de Hahn-
Banach, bem como estudar algumas aplicagoes desse Teorema em espacos separaveis. Na
primeira parte do texto estudaremos os pré-requisitos necessarios para compreender as varias
versoes do Teorema de Hahn Banach, tais como: definicao de espacos métricos; sequéncias
de Cauchy; espaco métrico completo; espagos normados; espaco de Banach; operador linear e
continuo; espaco dual; Lema de Zorn. Em seguida estudaremos o Teorema de Hahn-Banach
e sua demonstracao. Iremos considerar trés versoes deste teorema: a forma analitica, o
Teorema de Hahn-Banach em espacos normados e em espagos de dimensao finita. Finalizamos
o trabalho estudando resultados importantes em espacos separaveis, que sao consequéncias

do Teorema de Hahn-Banach.

Palavras-chave: Teorema de Hahn-Banach, espacos de Banach, espaco normado, espacos

separaveis.
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INTRODUCAO

Dentro da Analise Funcional existem teoremas classicos bastante importantes, dentre
eles, destacamos o Teorema de Hahn-Banach. O nome deste teorema é em homenagem
aos matematicos Hans Hahn (austriaco) e Stefan Banach (polonés), que mesmo sem terem
feito algum estudo juntos, seus conhecimentos avancados para a época fizeram com que seus
estudos na area da matematica aplicada fossem reconhecidos dentro de um mesmo teorema.
O primeiro resultado para o caso real foi obtido, em 1927, por Hahn, e de forma mais geral
por Banach em 1929.

O Teorema de Hahn-Banach é fundamental na analise funcional devido a sua versatilidade
e aplicacao em diversas areas da matematica, especialmente na teoria dos espacos vetoriais
normados. Esse teorema estabelece uma poderosa ferramenta para estender funcionais line-
ares e continuos definidos em subespacgos de um espaco normado para todo o espaco, sem
perder a sua continuidade e mantendo as propriedades desejadas.

Para cumprir o objetivo do estudo proposto para o Trabalho de Conclusao de Curso, no
Capitulo 1, estudaremos alguns resultados e conceitos basicos dentro da teoria de Espacos
Meétricos e da Andlise Funcional. Tais conceitos sao pré-requisitos necessarios para estudar o
resultado principal.

Iniciamos o Capitulo 2 com algumas defini¢oes necesséarias dentro da Teoria de Conjuntos
para entao compreendermos o Lema de Zorn. Em seguida, estudaremos quatro versoes do
Teorema de Hahn-Banach: o Teorema de Hahn-Banach em sua forma analitica para o caso
em que o espaco vetorial é real e o caso em que este é complexo, o Teorema de Hahn-Banach
em espagos vetoriais normados e em espacos de dimensao finita. Para demonstrar o caso
analitico real, usamos o famoso Lema de Zorn e a prova da versao deste Teorema em espacos

normados segue diretamente do caso analitico.
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Finalizamos no Capitulo 3, onde veremos importantes resultados dentro da teoria de
espacos separaveis, que sao demonstrados com o auxilio do Teorema de Hahn-Banach. Tais
espacos sao fundamentais na topologia porque permitem que conceitos intuitivos de separacao
entre pontos e subconjuntos sejam aplicados de maneira formal. Além disso, os espacos
separaveis sao uteis na construcao de teorias mais complexas, como as que envolvem espagcos
métricos, além de serem recorrentes em varias areas da matematica, como analise funcional

e teoria da medida.



CAPfTULO 1 L]

Preliminares

Neste capitulo apresentamos todos os conceitos e defini¢oes que sao pré-requisitos fundamen-
tais para compreendermos a prova do Teorema de Hahn-Banach. Dentre eles, veremos um
pouco sobre Espacos Métricos, algumas nocoes topoldgicas, Espacos de Banach e Operadores
Lineares Continuos. Ao longo de todo o trabalho, iremos utilizar a notacao K para denotar

o conjunto dos nimeros reais ou dos nimeros complexos.

1.1 Espacos Métricos

No inicio desta secao iremos introduzir um pouco sobre os Espagos Métricos. Vamos
apresentar uma série de defini¢oes e vamos estudar alguns resultados que nos serao necessarios

nos préximos capitulos.

Definigao 1.1.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que associa
a cada par ordenado de elementos z,y € M um ntumero real d(z,y), chamado a distancia de

x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢oes para quaisquer z,y,z € M :
1. d(z,z) =0;
2. Se x # y entdo d(x,y) > 0;
3. d(z,y) =d(y,);
4. (Desigualdade triangular) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Definigao 1.1.2. Seja M um conjunto nao vazio e d uma métrica em M. Um espaco métrico

é o par (M, d), onde a distancia entre quaisquer de seus elementos é definida.

Vejamos abaixo alguns exemplos de espacos métricos.
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Exemplo 1.1.1. Seja M um espago métrico, defina d : M x M — R por d(x,z) = 0 e
d(z,y) =1, se x #y. A funcao d define uma métrica que chamamos de métrica “zero-

um”.

Exemplo 1.1.2. Se (M, d) é um espago métrico, todo subconjunto S C M pode ser considerado
como um espagco métrico. Basta tomar a restricao de d a S X S, ou seja, usar entre o0s
elementos de S a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M. Neste caso,

dizemos que a métrica de S € induzida pela métrica M.

Exemplo 1.1.3. A reta, ou seja, o conjunto R dos nimeros reais € o ezemplo mais importante
de espago métrico. A distancia entre dois pontos z,y € R dada por d(z,y) = |v — y| € de
fato, uma métrica em R. Note que d(z,x) = |x — x| = 0. Além do mais, se x # y, entao

d(xz,y) = |x —y| > 0. temos também que

dz,y) =z —y|l=|(-Dy—z| =] - 1|ly — 2| =y — 2| = d(y, v),

e por ultimo wvale que d(z,z) = |v — 2| = |t —y+y— 2| < |z —y|+ |y — 2|, ou seja,

d(x,z) < d(z,y) + d(y, z). Esta é a chamada métrica usual da reta.
O exemplo a seguir generaliza o exemplo anterior.

Exemplo 1.1.4. (Espaco euclidiano R™) Considere os pontos de R™, ou seja, as n-uplas

r=(x1,...,2,) em que cada uma das n coordenadas x; € R. Existem trés maneiras de
definir a distancia entre dois pontos em R™. Dados x = (x1,...,2,) €y = (Y1,---,Yn),
temos:

d(z,y) = (@1 —y1)? + -+ (@0 — yn)? = [Z(w - yf] ;

d(x,y) = |1 — |+ + |20 — yal;

d”(l',y) = max{|x1 - y1|7 CIRE |xn - yn|} = mﬂgsz - yl|

As funcgoes d, d’'; d’ : R* x R™ — R cumprem todas as quatros condi¢oes para ser métrica.
A métrica d é chamada de métrica euclidiana ou métrica usual. Ela é usada para medir a

distancia entre dois pontos em um espaco Euclidiano. Por outro lado, as métricas d’ e d”
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sao mais simples e de facil manipulacao, assim, vale a pena considera-las. Além disso, as

métricas d’ e d” se relacionam com d, conforme mostra a proposi¢ao abaixo.
Proposicao 1.1.1. Sejam d,d',d” as métricas definidas no exemplo 1.1.4. Quaisquer que
sejam x,y € R", temos:

d'(z,y) < d(z,y) < d'(x,y) < nd"(z,y).

Demonstragao: Primeiro iremos provar que d’(z,y) < d(x,y). Note que,

Pela definigao de d”(x,y), existe ip € {1,2,...,n} tal que d"(x,y) = |x;, — yi,|. Assim,
d"(2,y)" = | — Yiol* <D (i — 1:)* = d(x,y)?
i=1

e logo,

|d"(z,y)| < ld(z,y)|.

Como estamos tratando de distancias, que sao nimeros nao negativos, temos entao que
d"(z,y) < d(z,y).

Agora provaremos que d(x,y) < d'(z,y). Observe que,

d(z,y)* = (xi—y)>+2>_ |wi —uil - |z — yl.
=1 =1
i

Como d(x,y)? = > (x; — y;)* temos entao que d(z,y)? < [d'(x,y)]?. Logo,
i=1

d(z,y) < d'(z,y).

Por fim, mostraremos que d'(z,y) < nd’(z,y). Como d"(z,y) = 177<za<a:\xl — y;|, temos que
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|z, — ;| <d"(x,y), parai=1,2,...,n. Logo,

d/(xvy) = |371 - y1| +...+ |l‘n - yn| < d//(l‘ay) +o+ d”(l‘,y) = n.d”(x,y).

! U
Portanto, d'(z,y) < nd’(x,y). O
Em espacos métricos, o conceito de norma, que veremos a seguir, é utilizado em contextos
onde a ideia de distancia é relevante, e permite medir o tamanho de elementos dentro do

espaco em questao. Vejamos a definicao formal de norma.

Definigao 1.1.3. Seja F um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungao real
||| : E — R, que associa cada vetor x € E o nimero real ||z||, chamado de norma de z, de

modo a serem cumpridas as condicoes abaixo para quaisquer z,y € F e ) escalar:

—_

-zl = 0;

2. Se x # 0, entao ||z|| # 0;

w

Azl = (AL

I

Myl < el +llyll-

Definigao 1.1.4. Seja E um espaco vetorial real. Um espaco vetorial normado é um par

(E,| - ]|) onde || - || é uma norma em E.
Vejamos alguns exemplos de espacos normados.

Exemplo 1.1.5. Considere os conjuntos dos R™ e C™, como espacos vetoriais, com a norma

1
n 2
ol = (zw) |
=1

onde x = (1,%a,....,x,). Nessas condigoes, temos que R™ e C" sdo espagos normados.
Chamamos esses espacos, respectivamente, de espaco real euclidiano e espaco complexo

euclidiano.
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Exemplo 1.1.6. Denotamos por cy o conjunto de todas as sequéncias de escalares convergentes
para zero, ou seja,

co={(ap)ie;:ar €K, keNe klz'mak =0}.
—00

E possivel mostrar que co € um espaco vetorial com as operacoes usuais de soma e multiplica-
¢cao por escalar de sequéncias. Além disso, co € um espaco vetorial normado com a sequinte

norma:
I(ax)iZillo = sup {lax| : k € N}.
De fato, vejamos que || - || satisfaz as condigdes para ser norma:
o [[(an)itilloc = sup {lax| - k € N} > 0 e [[(ar)iZilloc = sup {lax| : k € N} =0 se, e

somente se, |ax| =0, para todo k € N. Portanto a;, = 0, para todo k € N;

o || A ()2 lloo = sup {|Aag| : k € N} = sup {|\||ag| : k € N} = |Xsup {|ax| : k € N} =

Al (ar)7Zi llooi

o |[(ar+0bk)2llooc = sup {|ax +bi| : k € N} < sup {|ag| : k € N} +sup {|bg] : k € N} =
[(@r)7Zi lloo + 1l (0k) 71 oo

Todo espago vetorial normado (E, || -||) torna-se um espago métrico por meio da defini¢ao

d(z,y) = ||]r — y||. Chamamos essa métrica d de métrica induzida pela norma || - ||.

1.2 Nocoes Topolégicas

Nessa secao trataremos sobre as defini¢oes de bola aberta, bola fechada e esfera. Tais conceitos
sao fundamentais no estudo de espacos métricos. Em seguida, apresentaremos uma breve

nogao sobre conjuntos abertos e fechados.

Definicao 1.2.1. Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um nimero real r > 0,

definimos:

e Bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja a distancia

de um ponto x € M a a é menor que r. Ou seja,

B(a;r) ={x € M;d(x,a) < r}.
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e Bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla;r] dos pontos de M cuja a distancia

de um ponto x € M a a é menor ou igual a r. Ou seja,

Bla;r] ={xz € M;d(z,a) <r}.

e [Esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a;r) dos pontos de M cuja a distancia de

um ponto x € M a a é igual a r. Ou seja,

S(a;r) ={x € M;d(x,a) =r}.

Definigao 1.2.2. O diametro de um conjunto limitado X é o menor nimero k£ > 0 que satisfaz,

para quaisquer z,y € X, d(z,y) < k.

Exemplo 1.2.1. Se M esta munido da métrica zero-um entdao, para todo a € M, temos
B(a;r) = Bla;r] = M, ser > 1 e B(a;r) = Bla;r] = {a}, se r < 1. Por outro lado,
B(a;1) = {a} e Bla;1] = M. Consequentemente, S(a;r) = 0 se r # 1, enquanto S(a;1) =
M —{a}.

Agora, usando o conceito de bola aberta, vamos definir o interior de um espacgo métrico.

Tal conceito é a base da definicao de conjunto aberto.

Definigao 1.2.3. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Dizemos que a € X é um
ponto interior a X quando existe r > 0 tal que d(z,a) < r. O conjunto intX, formado por

todos os pontos interiores a X, é chamado de interior de X em M.

Note que, em outras palavras, a definicao acima nos diz que a € X é um ponto interior a
X se a é centro de uma bola aberta contida em X.

Com essas defini¢oes em mente podemos agora definir o que é um conjunto aberto.

Definicao 1.2.4. Seja M um espago métrico. Um conjunto X C M chama-se aberto quando

X =1ntX, isto é, se todos os pontos de X sao interiores a X.

Agora vejamos alguns exemplos de conjunto aberto.
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Exemplo 1.2.2. Em qualquer espagco métrico M, uma bola aberta B(a;r) é um conjunto

aberto. De fato, dado x € B(a;r) tome s =1 —d(z,a) > 0. Assim, se y € B(x;s), entdo

d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) < s+ d(z,a) =,

ou seja, y € B(a;r). Concluimos entdo que x € ponto interior de B(a;r). Logo, B(a;r) €

um conjunto aberto.

Exemplo 1.2.3. Em todo espago métrico M, o complementar de uma bola fechada Bla;r]
¢ um conjunto aberto. De fato, para todo x € M — Bla;r], temos d(x,a) > r. Tome
s =d(z,a) —r > 0. Queremos mostrar que B(x;s) C M — Bla;r]. Sejay € B(x;s), entdo
d(z,y) < s. Note que,

d(z,a) < d(z,y) +d(y,a) < s+d(y,a),

ou seja, d(xz,a) —s < d(y,a). Assim, d(z,a) — (d(xz,a) —r) < d(y,a) e dai seque que

d(y,a) > r. Portanto, B(x;s) C M — Bla;r] e, consequentemente, M — Bla;r]| € aberto.
Antes de prosseguir, vejamos o que é uma vizinhanca de um ponto.

Definigao 1.2.5. Em um espaco métrico, diz-se que o conjunto V' é uma vizinhan¢a do ponto

a quando a € int V.

A seguir, veremos o conceito de fronteira de um conjunto, que estd relacionado a pontos
que "limitem” esse conjunto em relacao ao espago como um todo. Em outras palavras, a
fronteira de um conjunto A em um espago métrico é o conjunto de pontos que podem ser

aproximados tanto por pontos dentro de A quanto por pontos fora de A.

Definigao 1.2.6. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. A fronteira de X em M
é o conjunto 0X, formado pelos pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém

pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar M — X.

O objetivo agora é definir conjunto fechado. Mesmo sem conhecer essa definicao é intui-

tivo afirmar que uma bola fechada é um conjunto fechado. Note que, no exemplo 1.2.3, o
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complementar de uma bola fechada é um conjunto aberto. Sera que isto vale sempre, ou seja,

sera que um conjunto é fechado quando o seu complementar é aberto? Veremos que sim.

Definigao 1.2.7. Seja M um espaco métrico. Um conjunto X C M diz-se fechado no espago

quando o seu complementar M — X for aberto.

Observagao: Cuidado! O contrario de fechado nao é aberto. Pode ocorrer de um conjunto nao
ser fechado e também nao ser aberto, como por exemplo, o conjunto dos niimeros racionais
Uma outra forma equivalente de definir um conjunto fechado é usando o conceito de fecho

de um conjunto. Para definir o fecho precisamos primeiro saber o que é um ponto aderente.

Definigao 1.2.8. Sejam X um subconjunto de um espago métrico M e d a distancia do ponto
ao conjunto. Um ponto a se diz aderente a X quando d(a; X) = 0. Isto significa que existem
pontos de X arbitrariamente préximos de a, ou seja, para cada € > 0, podemos encontrar

xr € X tal que d(a,z) < e.
Outras maneiras equivalentes de dizer que a é aderente a X sao:
1. Para todo € > 0, temos B(a;e) N X # 0;
2. Para todo aberto A contendo a, temos AN X # ();
3. Toda vizinhanca de a tem pontos em comum com X.

Exemplo 1.2.4. Todo ponto a € X € aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira 0X

também sao aderentes a X. Por exemplo, se X =[0,1) na reta R, entao 1 € aderente a X.

A seguir, iremos introduzir a definicdao de fecho, que esta intimamente relacionado a ideia
de limites e pontos de aderéncia. Esse conceito é crucial tanto em analise real quanto em
outras areas da matematica, pois ele permite estudar o comportamento dos conjuntos em

relacao a limites e continuidade.

Definigao 1.2.9. O fecho (ou aderéncia) de um conjunto X num espago métrico M é o

conjunto X dos pontos de M que sdo aderentes a X.
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Exemplo 1.2.5. Seja X wm subconjunto de uwm espago métrico M. Entio 0 =0, M = M e
X C X para todo X C M. Vale também que se X C Y, entdo X C Y. De fato, note que, se
a € X, entdo para todo € > 0, temos B(a;e)NX # (. Como X CY, entdo B(a;e)NY # 0,

para todo € > 0. Ou seja, a €Y e portanto, X C Y.

Se X é um subconjunto de um espacgo métrico M, vimos pelo exemplo 1.2.5 que X estd
contido em X. Sera que a inclusao contraria também ¢ valida, ou seja, X estd contido em

X7 O préximo resultado nos mostra quando essa inclusao é valida.

Proposicao 1.2.1. Sejam M um espaco métrico e F C M. temos F = F se, e somente se,

seu complementar M — F' ¢é aberto.

Demonstracao: Seja F' C M tal que F = F. Vamos mostrar que M — F é aberto. Dado
v € M —F, temos que v ¢ F = F, ou seja, ¥ ndo é aderente a F. Assim, existe 7 > 0 tal que
B(z;r) N F = (. Dai, concluimos que B(x;r) C M — F e logo z € int(M — F'). Portanto,
M — F =int(M — F), isto é, M — F' é aberto.
Suponha agora que M — F' é aberto. Note que,

sex€M—F,entaox ¢ F. (1.2.1)

De fato, dado x € M — F, existe r > 0 tal que B(x;r) C M — F, ou seja, B(z;r) N F = ).
Isso significa que = ndo é aderente a F', provando que x ¢ F. Assim, pela contrapositiva
da afirmacdo (1.2.1), conclui-se que se y € F, entdo y € F. Logo F = F, como queriamos
demonstrar. O

Usando a proposicao acima e a definicao 1.2.5 temos a seguinte defini¢ao equivalente para

conjunto fechado.

Definicao 1.2.10. Seja M um espaco métrico. Um conjunto X C M é fechado quando

coincide com o seu fecho, ou seja, quando X = X.
Antes de ir para o préximo capitulo, vejamos alguns exemplos de conjuntos fechados.

Exemplo 1.2.6. Como 0 =0elM = M, onde M é um espaco métrico, concluimos que o

vazio e o espaco todo € um conjunto fechado.



Capitulo 1 17

Exemplo 1.2.7. Num espago métrico M, toda bola fechada de centro a e raio r, Bla;r], é um

subconjunto fechado de M, pois seu complementar € aberto.
A seguir, apresentamos uma definigao que sera bastante utilizada no capitulo 3.

Definicao 1.2.11. Seja M um espago métrico e £ C M. Dizemos que E é denso em M, se
E=M.

1.3 Espacos de Banach

Nessa se¢ao, iremos estudar sobre os espacos de Banach, conceito bem importante dentro
da Anélise Funcional. Tais espacos é uma generalizacao dos espacos euclidianos finitos, que
sao familiares no estudo de Geometria e Algebra Linear. Em espacos de Banach, estamos
lidando com espacos vetoriais de dimensao potencialmente infinita, mas que possuem uma
norma que induz uma métrica. Isso permite estudar comportamentos geométricos e topolo-
gicos em contextos mais gerais. Para entendermos o que é um Espaco de Banach, precisamos

de duas defini¢oes: sequéncia de Cauchy e espaco métrico completo.

Definigao 1.3.1. Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M é chamada de sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = d(z,, z,) < €.

A definicao acima nos diz que, uma sequéncia é de Cauchy quando, a partir de um certo
indice, os termos dessa sequéncia ficam proximos uns dos outros. Pode-se mostrar que toda
sequéncia convergente é de Cauchy e que toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada, como veremos

nas proposicoes a seguir.
Proposicao 1.3.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao Seja (r,) uma sequéncia convergente no espago métrico M e suponha que

. . . €
lim z,, = a. Entao dado £ > 0, existe ny € N tal que para todo n > ng temos d(z,,a) < 3

Assim, para m,n > ng, temos
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Logo, (z,) é de Cauchy. O
Antes de enunciarmos o proximo resultado, relembre que o diametro de um conjunto £ é

dado por
diam(E) = sup{d(z,y);z € E ey € E}.

Proposicao 1.3.2. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragao Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado & = 1, existe
no € N tal que, para todo m,n > ny temos d(x,,, z,,) < 1. Logo o conjunto {z,,+1, Tny+2, -}

¢ limitado e tem diametro menor ou igual a 1. Segue entao que

{z1, 29, .., Tpy o} = {21, oy Tg } U {Zg 415 Trgt2s -

¢ limitado. O
Nao se engane! Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente e nem toda sequéncia

limitada é de Cauchy, como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.3.1. Tome uma sequéncia (x,) € Q convergindo para um nimero irracional, como
por exemplo 11 = 1, 19 = 1,4, x5 = 1,41, com lim z,, = V2. Temos que (x,) € convergente
em R, logo seque da proposicio (1.5.1) que € de Cauchy em Q, mas note que (x,) nao €

convergente em Q pois V2 ¢ Q.

Exemplo 1.3.2. Considere a sequéncia (1,0,1,0,...) na reta. Veja que essa sequéncia é limi-

tada, mas para todo n € N temos d(x,, x,+1) = 1. Logo nao é de Cauchy.

O préximo resultado nos conta que em sequéncias de Cauchy, a convergéncia de uma

subsequéncia implica na convergéncia da sequéncia toda.

Proposicao 1.3.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente.

Demonstracao Sejam (z,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M e (z,,) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Queremos mostrar que lim z,, = a. De fato,

€
dado € > 0, existe n; € N tal que ng > ny implica em d(z,,,a) < R Existe também ny € N
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€
tal que se m,n > ny entdo d(x,,, x,) < 3 Tome ng = max{ny,ny}. Logo, para todo n > ng
temos
e €
d(@p, a) < d(zn, Tn) + d(@y, a) < 92 + 9= €.

Portanto, lim z,, = a. O
Estamos quase prontos para definir espacos de Banach. Para isso, precisamos ainda da

definicao de espaco métrico completo.

Definicao 1.3.2. Um espago métrico M é completo se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.
Vejamos alguns exemplos de espacos métricos completos.

Exemplo 1.3.3. Todo espaco M com a métrica zero-um € completo, pois qualquer sequéncia

de Cauchy em M ¢é constante a partir de um certo indice, e portanto convergente em M.

Exemplo 1.3.4. O espaco Q dos numeros racionais nao € completo. Vimos no exemplo 1.3.1

que existe uma sequéncia de Cauchy (x,) € Q que nao converge em Q.

Exemplo 1.3.5. A reta é um espaco métrico completo. De fato, seja (x,) uma sequéncia
de Cauchy em R. Tomando, para cada n € N, os conjuntos X,, = {xp, xpi1,...}, temos
que X1 D X9 D ... D X,, D ... e além disso sao limitados pois (x,) € de Cauchy. Seja
a, = infX,. Entio a1 < ay < ... < a, < .. < b= sup Xy. temos que toda sequéncia
monotona de numeros reais é convergente, assim existe o nimero a = lim a,. Provemos que
a = lim z,. Para isso, de acordo com a proposi¢ao (1.8.3), basta mostrar que a € limite
de uma subsequéncia de (x,). Como a = lim x,, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que se
m > ng entao |a,, — a|l < g, em outras palavras, a — e < a,, < a+ &, sempre que m > ny.
Como a,, = inf X,,, seque da definicio de infimo que, para cada m, existe k,, > m tal que
Ay < Ty, < a+¢€, ou seja, |Tg, —a| < e. Isso prova que a subsequéncia (x,, ) converge para

a. Logo, (z,) converge em R e portanto R é completo.

Agora estamos aptos para introduzir os espacos de Banach. Esses espacos sao um dos
conceitos fundamentais na Anélise Funcional, desempenhando um papel central em varias
areas da matematica, incluindo andlise, algebra, teoria das aproximagoes, equacoes diferen-

ciais e teoria da probabilidade. Eles sao uma generalizacao dos espacos vetoriais normados
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que possuem a propriedade adicional de serem completos em relagao a norma, o que significa

que qualquer sequéncia de Cauchy converge para um ponto dentro do proprio espaco.

Definicao 1.3.3. Um espaco vetorial M é chamado de espag¢o de Banach quando M ¢ um

espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.3.6. Seja p € R tal que p > 1. Definimos
ly = {(a;)32, : a; € R (ou C), para todo j € N ez la;|? < oo}
j=1

O conjunto €, ¢ chamado de espago das sequéncias p-somdveis. Em (, definimos a

sequinte norma:

B =

I (a)7 1l = (Z Iaj|p>

Vejamos que £, € um espago de Banach. De fato, seja (z,)nen uma sequéncia de Cauchy em

¢,. Note que aqui, cada x,, € uma sequéncia x,, = (xgn),xgn), ...) € L,. Como (x,)nen € uma

sequéncia de Cauchy, para todo € > 0, existe algum ng € N tal que,

00 P
|2 — 20l = <Z ]xl(") - :c,gm)\p> < g, sempre que 1, m > Ng. (1.3.1)
i=1

o

Isso mostra que, para cada i € N, a sequéncia (:151("))71:1

¢ de Cauchy em K, e portanto

converge.

@

Defina a; = lzln x; " e seja x = (a;)2,. Vamos mostrar que x € {, e que lim x, = x. Seque
n—0oo

de (1.3.1) que

3=

k
(Z |z — xl(-m)]p) < e, para todo m,n > ng e k € N.
i=1

Fazendo m — oo, temos
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para todo n > ng e k € N. Logo,

1
0 P
(Z 2" — ai|p> < &, para todo n > ny.
i=1

Assim, x, —x € L, e ||z, — x|, < €, para todo n > ng. Dai, v = (x — x,) + x, € {, €

xn, — x|, = 0. Portanto, ¢, € espaco de Banach.
p p

Exemplo 1.3.7. Para p = oo, definimos {s, como 0s espacos das sequéncias de escalares

que sao limitadas, ou seja,
loo = {(a;)32; : a; € K para todo j € N e sup|aj| < oo} .

Em Uy, definimos a norma |[(a;)32,|lc = sup{|a;| : j € N}. Vejamos que l € espago de

Banach. Seja (2,)52, uma sequéncia de Cauchy em L. Defina (z,) = (ag.n));’il, para cada
n € N. Dado € > 0, existe ng € N tal que
I = oo = [1(05")321 = (05" lloe = sup {la;” — o™ : j €N} <,

para todo m,n > ngy. Observe que |a§-n) — agm)| < sup {|a§-n) — ag-m)| : j € N} < ¢, para todo

m,n > ng. Dai, (ag-n));'f:l ¢ sequéncia de Cauchy em K. Como K € completo, seque que

(n)

(a(»"))C>O converge em K. Digamos que lim a;

G lim a;"” = a;, para todo j € N, e seja x = (a;)52,.

Provemos que x € {y, e que lim x, = x. Sabemos que
n—oo

sup {|a§-n) — ™

;|1 j € N} <e,para todo m,n > ny.

Fazendo m — oo, temos

sup {|a§-n) —aj| 7 € N} <e, para todo n > ny.
Logo, x, —x = (a,(f) —aj) € ls € ||zn — 7|0 < €, para todo n > ng. Segue que T = (a;) =
(agn)) — (ag-n) — ) € loo. Assim, v = (a;)52) € L € |2y — T|oo — 0. Dad, concluimos que

ls € espaco de Banach.
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1.4 Operador Linear Continuo

Nesta secao veremos sobre os operadores lineares continuos, que sao fundamentais para o

estudo da Analise Funcional.

Definicao 1.4.1. Sejam E e F' espacos normados sobre K. Uma funcao T é um operador

linear continuo se é linear, ou seja, para todo x,y € E e a € K satisfaz:
1. T(x+y)=T(x)+T(y);
2. T(ax) = aT(x),

e ¢ continuo, isto é, para todo =, € E e € > 0, existe § > 0 tal que ||[T(x) — T'(x,)|| < €

sempre que © € E e ||z — z,| <.

Denotaremos o conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F' por
Z(E,F). Quando F =K, o espago Z(E,K) é chamado de dual topoldgico de E ou apenas
dual de E, e seus elementos sao funcionais lineares continuos. Nesse caso, podemos escrever
E'.

A seguir, veremos a definicao de um operador linear uniformemente continuo, que ao con-
trario da simples continuidade, que é um fenomeno local, a continuidade uniforme relaciona

com o comportamento da aplicagdo em todo o espago simultaneamente.

Definicao 1.4.2. Sejam FE e F' espacos normados sobre K. Dizemos que o operador linear T’
é uniformemente continuo se, sejam quais forem z,y € E e para todo € > 0, existe 0 > 0 tal

que [T(z) =T()ll <eellz -yl <o

O teorema a seguir nos fornece maneiras equivalentes para demonstrar quando um ope-

rador linear é continuo.

Teorema 1.4.1. Sejam E, F espacos normados sobre K e T : E — F linear. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. T € Lipschitziano, ou seja, existe um niumero real ¢ > 0 tal que para todo x,y € E,

d(T(x), T(y)) < c.d(z,y);

2. T ¢é uniformemente continuo;
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3. T € continuo;,

4. T € continuo em algum ponto de F;

5. T € continuo na origem;

6. sup{||T'(z)|| : x € E e ||z|| <1} < ooy

7. Existe uma constante C' > 0 tal que ||T'(z)|| < C||z||.

Demonstragao: As implicagoes (2 = 3) e (3 = 4) sdo imediatas! Provemos entao as demais
implicagoes.

(1 = 2) Seja T lipschitziano. Entao existe ¢ > 0 tal que, para todo =,y € E, temos
IT(x) =Tl < cllz =yl
Dado um ¢ > 0, tome § = s Dal, se ||z — y|| < ¢ temos
c
IT(z) =Tl <cllz -yl <cd=e.

Portanto, T' é uniformemente continuo.

(4 = 5) Suponha T continuo no ponto zy € E. Assim, dado € > 0, existe um § > 0 tal que

|T(x) — T(x0)|| < e, sempre que ||z — x| < 9. (1.4.1)
Tome x € E de forma que ||z — 0] = ||z]| < J. Entao
I(z + z0) — moll = [z — o + w0l = =[] < 4.

Dai, se ||z|| < d temos que ||(x + xg) — zo|| < I e, pela desigualdade (1.4.1), temos:

1T () = T(0)

| = 1T (z) = O} = [T ()]
= 17(x) + T(x0) — T(z0)|l

= |T(z + z0) — T(o)|| < e.
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Portanto, T é continuo na origem.
(5 = 6) Como T é continuo na origem, tomando ¢ = 1, existe § > 0 tal que ||T(z)| < 1,

sempre que ||z]| < 0. Considere z € F com |lz|| < 1. Assim:

ox o )
=2zl < = < 6.
%[ =3t < 5 <o
Além disso, note que
ox o )
I7(%)] = |57 = iz

Dai, como

ox
5 < 0, temos

~T'(z)

)
2

J
< 1, ou seja, §HT(SL‘)H < 1.

2
Dessa tltima desigualdade, segue que ||T'(z)|| < —, para todo € E com ||z|| < 1. Provamos

J

2
entao que 5 é uma cota superior do conjunto {||T(x)| : x € FE e ||z| < 1}.

2
Assim, pela definigao de supremo, segue que sup{||7(z)|| : x € E e ||z]| < 1} < 5 < 00 como

queriamos provar.

(6 = 7) Para todo x € E, x # 0, temos que T <1, logo

o]
I Gl =

IT(2) || < sup{lIT(y)ll -y € E e |yl < 1}{|]].

<sup{[[T(y)] :y € Eely| <1},

ou seja,

Assim, considerando C' = sup{||T'(y)| : y € E e |yl < 1}, temos ||T(x)|| < C|z|. Para
x = 0, a desigualdade é obviamente valida.

(7=1) Seja C' > 0 tal que ||T(x)| < c[|z||. Dados z1, 22 € F, temos:

1T (1) = T(2)l| = 1T (21 — w2)[| < Cllars — 2]

Portanto, T é lipschitziano com constante C. O
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O préximo resultado nos conta que o espago .Z(F, F') dos operadores lineares continuos
de £ em F é um espago normado, ou seja, conseguimos definir a norma de um operador

linear T'.
Proposicao 1.4.1. Sejam E e F' espacos normados.

1. A expressio |T|| = sup{||T(z)| : x € E e ||z]| < 1} define uma norma no espaco
Z(E,F);

2. T ()| <||T||-||x|| para todo T € L(E,F) e x € E;
3. Se F' € de Banach, entao L (E, F) também € de Banach.
Demonstragao:

1. Mostremos que [|T'|| = sup{||T(z)|| : = € E e ||z| < 1} é uma norma. Sabemos que
sup{||T(z)|| : @ € E e ||z|| < 1} > 0, portanto ||T]| > 0. Quando sup{||T'(z)| : = €
E e ||z|| <1} =0, temos ||T(x)|| = 0, para todo x € E com ||z|| < 1, que implica em
T(x) =0, para todo z € E. Além do mais,

[oT|| = sup{[[aT'(z)[| : = € E e |Jzf| < 1}
= sup{|e|[T(2)[| : x € E e [lx]| <1}
= [alsup{[|T(z)[| : 2 € E'e |[zf| < 1}

= [af|[T]]

Note também que

17+ S| = sup{|[(T"+ S)(@)[| : € E e |Jzf| < 1}
<sup{[[T(2)| + [[S(@)[| : = € E e [lz] < 1}
<sup{[[T(2)]| -z € E e [zf] <1} +sup{||S(@)| sz € E e [Jz] <1}
< 17 +1151]-

Logo, concluimos que a expressao ||T'|| = sup{||T(z)|| : * € E e ||z|| < 1} define uma

norma em Z(E, F).
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2. Como

IT@)I HT (ﬂ) H < sup{ITW)]l sy € B e flyll < 1},

temos entao que:

1T ()|l < sup{l|T(y)ll -y € E e [lyll < 1}]|]]

< 17l

3. Seja (T,,)22; uma sequéncia de Cauchy em Z(F, F'). Assim, dado ¢ > 0, existe ng € N

tal que ||T,, — T,,|| < & sempre que m,n > ng. Logo,
[T () = Ta(2)|| = (T — To)(@)|| < ([T — Tallll]| < efl]], (1.4.2)

para todo x € E' e m,n > ny. Dai, segue de (1.4.2) que para cada = € E, a sequéncia

e}

(T(x))22, é de Cauchy em F, e logo, como F' é de Banach, a sequéncia (7,(x))52, é

n=1

convergente. Defina entao

T:E—F, T(z)=lim T,(z).

n— oo

A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Fazendo m — oo em (1.4.2)

obtemos
(T = T)(2)|| = [[Tn(z) = T(2)]| <ellz], (1.4.3)

para todo z € E e n > ny.

Em particular, ||T,,,(x) — T(x)|| < ¢||z]|, ou seja, ||(T,, —T)(z)| < ¢||x|. Dai, segue do
ftem 7 do Teorema 1.4.1, que (T'—1T,,) ¢ continuo e logo pertence a Z(E, F'). Portanto,
T=(T-1T,)+T, € ZE, F). Como

[T = Tl = sup{ (T = T)(2)|| - v € Ee [lx]| <1}

= sup{|[Tn(x) = T(z) - x € E e [lzf| < 1},
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de (1.4.3) segue que

[T () = T(@)|| < [Tn = T[]l < el

e assim, ||T,, — T|| < e, para todo n > ng, que implica em 7,, - T em Z(E, F), ou
seja, Z(F, F) é de Banach. O



CAPITULO 2

Teorema de Hahn-Banach

Neste capitulo estudaremos, de fato, o tema central do nosso trabalho: o Teorema de
Hahn-Banach. A beleza do Teorema de Hahn-Banach reside em sua simplicidade e elegancia,
pois através de uma construcao que respeita as condigoes originais de um funcional, ele
permite a generalizagao e o estudo de propriedades mais complexas de espacos externos, com
implicacoes diretas em varias teorias. Trataremos de algumas de suas versoes, sendo elas: a
forma analitica, o Teorema de Hahn-Banach em espacos normados e em espacos de dimensao

finita.

2.1 Caso real do Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao iremos enunciar e provar o Teorema de Hahn-Banach, caso real. Para
demonstra-lo, é necessario conhecer o famoso Lema de Zorn. Considere as seguintes defi-

nicoes.

Definigao 2.1.1. Uma ordem parcial no conjunto P é uma relacao < em P que satisfaz as

seguintes propriedades:
1. x <z para todo x € P. (reflexiva)
2. Sex,y€e P,x<yey<ux, entdo x = y. (antissimétrica)
3. Sex,y,z€ P,x<yey<z entdo z < z. (transitiva)
Neste caso, diz-se que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado.
Definigao 2.1.2. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e ) um subconjunto de P.

(a) Uma cota superior de @, se existir, é um elemento p € P tal que ¢ < p, para todo

q € Q.
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(b) Um elemento mazximal de P, se existir, é um elemento m € P tal que se p € P e
m < p, entao m = p.
(c) Se, para todo p,q € P, temos p < q ou ¢ < p, dizemos que @ é totalmente ordenado.

Estamos prontos agora para enunciar o Lema de Zorn. A demonstragao pode ser vista

em [3].

Lema 2.1.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado, nao vazio e no qual todo

subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Vejamos agora a primeira versao do Teorema de Hahn-Banach que vamos estudar: sua

forma analitica no caso real.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Hahn-Banach(caso real)) Sejam E um espago vetorial sobre R

ep: E— R uma funcao que satisfaz:
1. plax) = ap(x), para todo a >0ex € E;

2. p(z+vy) <px)+p(y), para todo x,y € E.

Considere G um subespaco vetorial de E e ¢ : G — R um funcional linear onde
o(x) < p(z), para todo x € G. Entdo, existe um funcional linear ¢’ : E — R que estende ¢,

ou seja, ©'(x) = p(x), e que satisfaz ¢'(x) < p(z), para todo x € E.

Demonstragao: Considere P a familia de funcionais lineares nos subespagos de E que contém

G:

d:D(5) C E — R: D()) é subespago vetorial de E,
P =4 4§ élinear,G C D(9), 6(x) = p(x) para todo xr € G
e d(z) < p(x) para todo x € D(0)

Defina a seguinte relacao de ordem sobre P, onde

0 <0y < D(01) C D(d2) e b2 estende 6y, isto é, §;(x) = do(x) para todo x € D(d).

Esta é uma ordem parcial sobre o conjunto P, pois para todo 1, ds, 63 em P satisfazem

as seguintes propriedades:
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1. §; < 61, pois D(61) € D(d1) e 07 estende dy;

2. Se (51 S 52 e 52 S (51, entao D((51> Q D<52), D<(52) Q D(51)7 ou seja, D(51) = D((SQ), (52
estende 01, 07 estende do, logo d; = ds;

3. Se 1 < s e 09 < 43, entao D(61) C D(d2), D(d2) € D(d3), d2 estende §; e d3 estende
d2, 0 que implica que D(61) C D(d3) e 3 estende d;. Logo d; < 3.

Note que a familia P nao é vazia, pois ¢ € P.

Antes de aplicar o Lema de Zorn na familia P, é necessario verificar se todo subconjunto
totalmente ordenado de P admite uma cota superior.

Seja Q C P totalmente ordenado com a relacao < definida no conjunto P. Defina

dg : D(dg) — R por

D(dg) = U D(0) e dg(x) = 0(x), sex € D(6).
e
Observe que, dado y € D(dg), se y € D(6;) e y € D(#;) com i # j, como  é totalmente
ordenado, ou ¢; < 6; ou 6; < 0¢;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 8; < 0;.
Neste caso, D(6;) C D(0;) e 6;(x) = 0;(x), para todo x € D(6;). Em particular, como
y € D(0;), temos que 6;(y) = 0;(y). Assim, d¢ estd bem definida. Note que, por satisfazer as
propriedades da familia P, §g € P.

Mostremos agora que dg é cota superior para (). Para isso, devemos mostrar que para
todo ¥ € @, temos 1) < dg. Observe que a fungao dq estd definida em D(dq) = Uyeq D(0) e
Y € Q segue que D(y) C D(dg). Além disso, pela definigao de dg, é claro que d¢ estende .
Logo, ¥ < d¢g para todo ¢ € @, concluindo que d¢ ¢é cota superior de (). Aplicando o Lema
de Zorn, concluimos que P admite um elemento maximal ¢'.

Assim, como ¢’ € P, temos que ¢’ é linear, ¢'(x) = ¢(z), para todo x € G e ¢'(x) < p(z),
para todo x € D(¢’). Sé falta mostrar entao que D(¢’) = E.

Suponha por absurdo que D(¢’') # E. Entao podemos escolher um z, € E — D(¢) e
definir ¢’ : D(¢') — R, por

D(&") = D(¢) + [x,) e §'(x + tx,) = ' (x) + ta,
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onde « é uma constante escolhida de modo que ¢’ € P. Queremos que « satisfaca as desi-
gualdades abaixo:

Ox)+a=¥8@+x,) <plx+m,) e
P'(x) —a =0z —x) < plr— ),

para todo x € D(¢'). Para isso, devemos ter

a < p(x+1) = ¢'(x) e a 2 ¢ (z) — plw — x,),

para todo x € D(¢’). Isso implica que

a < inf{p(x +z,) —¢'(x) : € D(¢'(2))} e a = sup{¢'(x) — p(z — o) : w € D(¢'(x))},

ou seja, basta escolher o de modo que

sup{¢'(x) — p(x — o) 1 w € D(¢' (1))} < o < inf{p(x + o) — ¢'(w) : w € D(¢(x))}.

Essa escolha é possivel pois, para z,y € D(¢') temos

@) +¢'(y) = (v +y) <ple+y) =plr+y+z,—12,)
= ¢'(2) +¢'(y) < plx+x0) + ply — )
= ¢'(y) — ply — 20) < plr +2,) — ¢'(2).

Isto significa que podemos escolher « satisfazendo as duas desigualdades anteriores. Agora,

observe que
1. Parat >0,

8 (x+tx,) =0 <t<§ + xo>> = t5’(§ + xo) <

T
< tp(; + xo> = p(z + tx,);
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2. Parat <0,

3. Parat =0,

para todo z € D(¢').

Assim podemos concluir que §' € P, o' < § e ¢’ # ¢, contradizendo a hipdtese da maximi-

lidade de ¢'. Logo D(¢') = E. O

2.2 O Teorema de Hahn-Banach e suas consequéncias

No inicio desta segao, iremos enunciar e demonstrar a generalizacao do Teorema de Hahn-
Banach para o caso em que o espaco vetorial é complexo. Depois, estudaremos esse Teorema

em espacos normados e em espacos de dimencao finita.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago vetorial sobre K ep: E — R

uma funcao que satisfaca:
1. plaz) = |a|p(x), para todo a € Ke x € E,
2. p(x +y) < plx)+p(y), para todo x,y € E.

Se G C E é um subespago vetorial de E e ¢ : G — K um funcional linear tal que |p(x)| <
p(z), para todo © € G, entao existe um funcional linear ¢’ : E — K que estende ¢ a E que

satisfaz |¢'(x)| < p(x), para todo x € E.

Demonstragao: Primeiramente, veremos que p(z) > 0, para todo x € E. Pela propriedade 2

da funcao p, temos

p(0) = p(0 +0) < p(0) + p(0) = 2p(0).
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Logo p(0) > 0. Da propriedade 1, segue que p(—z) = | — 1|p(x) = p(x), e assim, para todo
r e F,

2p(x) = p(x) + p(—z) = p(z + (=) = p(0) = 0, ou seja, p(zx) > 0.

Mostraremos primeiramente o caso onde K = R. Por hipédtese, temos que p(z) < |p(x)] <
p(z), para todo x € E. Assim, pelo caso real do Teorema de Hahn-Banach, existe um
funcional linear ¢’ : E — R que estende ¢ a F e que satisfaz ¢'(x) < p(x), para todo = € E.

Da propriedade 1 da funcao p, segue que:

—¢'(z) = ¢'(=x) < p(—=x) = [ - Lp(z) = p(z).

Portanto, |¢'(z)| < p(z), para todo x € E. Provemos agora o caso em que K = C. Nesse
caso, E é um espaco vetorial complexo e ¢ assume valores em C. Defina ¢q,ps : G — R
por ¢i(z) = Re(p(z)) e pa = Im(p(z)). temos que p; e o sdo funcionais lineares e
o(x) = ¢1(x) + ipa(x). Agora, considere Eg e Gr 0s espagos vetoriais reais subjacentes a
E e G, ou seja, como conjunto o espaco respectivo é o mesmo, a adicao é a mesma, mas a
multiplicagao por escalar é feita apenas em R. Entao ¢; e 9 sdo funcionais lineares sobre

Gr. Para xz € Gg, temos

p1(r) < @1 (2)] < lp()] < p(z).

Pelo Teorema de Hahn-Banach (caso real), existe um funcional linear ¢} : Eg — R que
estende ¢ a Fg e que satisfaz ¢/ (x) < p(x), para todo € Eg. Mostremos o caso para ;.

Para cada x € G,

(1) +ipa(@)) = iip(x) = p(ix) = @1 (i) + igps (i),

Dai, ip1(x) — po(x) = p1(ix) + ips(iz). Logo, wo(z) = —p1(ix), para todo = € G. Defina
@'+ E — C, por ¢'(z) = ¢y (2) — i) (iz).
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Note que

¢ () =) (x) — i) (iz)
=p1(x) — i1 (iz)
=p1(x) + ips(iz)
=p().

Mostremos que ¢’ é um funcional linear em E. De fato, dados a +ib € Ce z,y € E :

¢ (x +y) =) (z +y) —ig)(i(z +y))
@) () + ¢ (y) — i() (i) + ¢ (iy))
=) (x) — i) (iz) + ) (y) — i) (iy)
@

"(7)+¢'(y).

Mais ainda,

¢'((a+ib)x) = (ax + ibx) — i) (i(a + ib)x)

=ay) (x) + by (ix) — iap) (iz) — bl (x))
=ap () + bl (iz) — dapy (ix) + ibe) ()
=a(p () — i) (iz)) + by} (iz) + ¥ (2))
=a(p) () — i) (ix)) + b((=i)ig) (iz) + i¥) (2))
=a((x) — i (ix)) + ib((—i)¢y (iz) + ¢} (7))
=(a +1ib) (¥} (z) — ¥ (ix))

)¢'(2).

=(a +1b

Falta provar que |¢'(x)| < p(z), para todo z € E. Se ¢'(x) = 0, a desigualdade é verdadeira
pois, como provamos no inicio da demonstracao, p(x) > 0. Tome z € E tal que ¢'(z) # 0.

Entdo, existe um 6 tal que ©'(x) = |¢/(z)]e?. Segue que |¢'(z)| = ¢'(z)e ¥ = ¢'(e""2).
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Como |¢'(z)| é real, pela equacao do ftem 1 do enunciado, obtemos

/(@) = ¢'(e7"2) < ple™x) = [ |p(x) = p(x). O

Veremos agora a versao do Teorema de Hahn-Banach em espagos normados. Essa versao
é uma consequéncia direta do caso geral do Teorema de Hahn-Banach. A beleza desse re-
sultado esta no fato de que em espagos normados, conseguimos estender um funcional linear

preservando a Sua norima.

Teorema 2.2.2. (Teorema de Hahn-Banach em Espacos Normados) Sejam G C E um subes-
paco normado sobre K e ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional

linear continuo ¢' : E — K cuja a restricio a G coincide com ¢ e

"Il = [lo]l-

Demonstragao: Sabemos que ||| = sup{|¢(x)| : x € Ge||z|| < 1} e que ||¢'|| = sup{|¢'(x)] :
reFEe|z|| <1}
Considere p : E — R definida por p(x) = ||¢]|.||z||. Observe que p satisfaz as propriedades

abailxo:
L p(ax) = [lo||-[|az| = [lell-lal-|z]| = |a| ¢l [|z]| = |a|p(z);
2. p(xz+y) = llellllz +yll < llell-(zl + 1yl = llellllzll + llell- vl = p(x) + p(y).

Mais ainda, dado x € G com x # 0, temos que

](x)\<|| I, ou seja, —— ()| < [lel
90 r—— ~ 90 s Ouseja, _SOQ'} ~ 90 .
fal Bl

Portanto [o(z)] < [lol].[[z]] = p(z).

Assim, como p satisfaz as propriedades (1) e (2), e |p(z)| < p(x), aplicando o Teorema
de Hahn-Banach, existe um funcional linear ¢’ : E — K que estende ¢ a FE e que satisfaz
|/ (x)] < p(x), ou seja, |¢'(z)] < ||¢|l-||z||, para todo x € E. Dai, se z € E e ||z|| < 1, temos

que |¢'(z)| < ||¢l|- Assim, ||¢]| é cota superior para o conjunto {|¢'(x)|: x € E e ||z| < 1}.
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Dai, como ||¢|| = sup{|¢'(z)| : * € E e ||z|| < 1}, temos que ||¢'|| < ||¢]|. Por outro lado,

para r € GG, temos

le@)Il = 11" (@)1l < lI&'[l- [l

Entao, pela definicao de ||| segue que ||¢|| < ||¢||. Portanto, ||¢|| = ||¢/||. O
Da versao do Teorema de Hahn-Banach em espagos normados, temos duas consequéncias

importantes que apresentaremos abaixo.

Corolario 2.2.1. Seja E um espaco normado. Para todo xq € E, xq # 0, existe um funcional

linear ¢ € E' tal que ||p|| =1 e p(xo) = ||zo]|-

Demonstragao: Tome G o espaco gerado por zg € FE, ou seja, G = [rg]. Defina

o(azxg) = al||zg||. Mostremos que ¢ ¢ linear. De fato, se azg, bzy € G, temos

o(axg + bxg) =p((a + b)xg)
=(a + b)||zoll
=al|zol| + b||zol

=p(axo) + (bxo),

e, para qualquer A € K, temos

p(Aaxo) =p((Aa)zo)
=(Aa)||zoll
=Aal|zol|

=\p(axy).

Além do mais, ¢ é continuo e, portanto, ¢ € E’. Pelo Teorema 2.2.2, existe ¢’ : £ — K tal

que [[¢'[| = llell. Veja que

€'l = llell = sup {lp(azo)l : azo € G e [lazo] < 1}

= sup {lal||zo : azo € G e |a||xo|| < 1}.
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Assim [|¢'|| = 1, pois 1 é cota superior do conjunto {|a|||zo|| : azy € G e |a|||xo|| < 1} e,
1
tomando a = ——, temos ||azo| = 1. O
2o

Corolario 2.2.2. Sejam E um espago normado, E # {0}, e x € E. Entao,

lzll = supfle(z) - o € E' e o]l < 1}

e o supremo € atingido.

Demonstragao: Para cada funcional ¢ € E' com ||¢|| < 1, temos que |¢(z)| < ||| ||lz] <
||z]|. Isso mostra que sup {|g(z)| : ¢ € E' e ||| < 1} < ||z]]. Agora, pelo Corolario 2.2.1,
existe ¢ € E' tal que ||¢|| = 1 e |¢(x)| = ||z||, ou seja, o supremo é atingindo em um funcional
linear de norma 1. Isso conclui a demonstragao. O

A dltima versao do teorema que veremos é o Teorema de Hahn-Banach em espacos de
dimensao finita. A conclusao é a mesma que nos outros casos, porém, como F é de dimensao

finita, conseguimos demonstrar de forma mais simples, sem utilizar o Lema de Zorn.

Teorema 2.2.3. (Teorema de Hahn-Banach em Espacos de Dimensao Finita). Sejam E um
espaco vetorial real de dimensao finita e p : E — R um funcional sublinear, ou seja, uma

fun¢ao que satisfaz:
1. p(z+y) < plx)+p(y), para todo x,y € E;
2. plax) = ap(x), para todo x € E e a > 0.

Seja ¢ : G — R um funcional linear onde G ¢ subespaco de E satisfazendo

o(x) < p(z), para todo x € G.

Entao, p tem uma extensio ¢ em E tal que

¢'(x) < p(z), para todo x € E.

Demonstragao: Seja ¢ : G — R um funcional linear onde G é subespacgo vetorial de E

e p um funcional sublinear definido em F. Suponha que G # E. Considere xg € E — G e
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Go = GO[xg] = {z+tzg : t € Rex € G}. Defina ¢f, : Gy — R tal que pj(x+tzg) = ¢(x)+tag
onde ag € R é escolhido de modo que ¢j(z) < p(x), para todo = € Gy. Assim, pj(z) = p(z)
se x € G, ¢ ¢ linear e ¢ < p(x), para todo z € Gy. Se Gy = E a demonstracao acaba.
Caso contrario, considere 1 € F — Gy e G; = Gy @ [r1] e defina ¢} : G; — R tal que
O (x + txy) = py(z) + tay, onde oy € R é escolhido de modo que ¢} (z) < p(x) para todo
r € Gy. temos que ¢ () = ¢i(x), se © € Gy, ¢ é linear e ¢| < p(z), para todo = € Gj.
Se G; = E a demonstragao acaba. Se nao, tome x5 € E — G e considere Gy = G @ [x3] e
prossiga com o mesmo raciocinio anterior. Como a dimensao de E é finita, existira um n € N

tal que G, = E.O



CAPITULO 3

Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach

em espacos separaveis

Estudaremos neste capitulo uma aplicacao do Teorema de Hahn-Banach em espacos separa-
veis. Conforme apresentado em [1], tais espagos sdo importantes pois gozam de uma teoria
bem mais rica que a teoria em geral, devido as propriedades especiais que possuem. Inicial-
mente veremos a definicao de espagos separaveis e alguns exemplos. Finalizaremos o capitulo

com alguns resultados que sao aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach.

3.1 Espacos Separaveis

Nesta secao estudaremos, de maneira breve, a teoria dos espacos separaveis. Iremos
apresentar a definicao e alguns exemplos classicos. Primeiro, relembre que, dizemos que um

subconjunto A de um espaco E é denso em E, se A = E.

Definigao 3.1.1. Seja E um espago normado. Se existe um subconjunto enumeravel e denso
em F, dizemos que E é separdvel. Mais geralmente, um espaco métrico M ¢é separavel quando

contém um subconjunto denso e enumeravel.

Exemplo 3.1.1. Espacos normados de dimensao finita sao separdveis. De fato, seja E um
espago normado de dimensao n. Escolha {z1, ...,x,} uma base de E e, no caso real, considere

o conjunto
n
A= {Z a;T; : Ay, ..., 0y € @}
i=1

das combinacades lineares dos vetores da base com escalares racionais. Mostremos que A €

denso em E e enumerdvel. Fixze x = rixy + ... + rpx, € E ec > 0. Como Q € denso em R,
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€
temos que para todo r; € R, existe a; € Q tal que |r;—a;| < —. Assim, y = ayx1+...+a,x, € A
n

€ tal que

lz = yll <[[(rzy 4o+ rpwn) — (@121 + o+ anzy,) ||
=[[(r1 —ar)zr + .. + (1o — an) |
<|ri —alllz1]] + .-+ |rn — an||za]l

€ €
<—=+..+—=c.
n n

Logo A € denso em E. Para mostrar que A € enumerdvel, considere a funcao

n

fQxQx..xQ— A, dada por f(ay,...,a,) = Zaixi.

i=1
Como f € bijetora, seque que A € enumerdvel. Portanto, A € separdvel.

O lema a seguir sera bastante 1til para a demonstracao de que alguns dos espagos no
quais estamos trabalhando sao separaveis. Para fixar notacdao, dado um subconjunto A de
um espago vetorial E, denotamos por [A] como o subespago de E gerado por A, ou seja, o

conjunto de todas as combinagcoes lineares finitas de elementos de A.

Lema 3.1.1. Um espag¢o normado E € separdvel se, e somente se, existe um subconjunto

enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.

Demonstragao: Seja E um espago separavel. Entao existe um subconjunto A enumeravel
e denso em E. Logo, E = A C m C FE e portanto, [A] é denso em E. Reciprocamente,
suponhamos que exista um subconjunto enumeravel A C FE, tal que m = FE. Chamemos
de B o conjunto formado por todas as combinagoes lineares finitas de elementos de A com

coeficientes em Qg, onde Qr = R e Q¢ = Q + iQ, ou seja,
B={az1+ ...+ apxy 1, .., € Ajay, ... a, € Qg e n € N}

E possivel ver que B é enumeravel. De fato, como Qg ¢é enumeravel, para cada n € N, o
conjunto das combinacoes lineares de n elementos de A com coeficientes em Qg é enumeravel.

Segue que B é enumeravel por ser a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Provaremos
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agora que B é denso em FE. Sejam x € E e ¢ > 0. Como W = E, existe yo € [A] tal que
|z —yo| < 5. Digamos yo = bizy + ... + bpxy, onde k € N, by, ....by € Ke xq,...,2;, € A

Como Qg ¢ denso em K, existem arq, ..., a; € Qg tais que

g
k

Tomando y = a1x1 + ... + axxy temos y € B e

la; — bj| < , para todo j =1, ..., k.

|z —yll =llz —yo + o — yll < |z —yoll + llyo — ¥l

g
<=+ ||(bl — CL1)271 + ...+ (bk — ak)ka

2
S
<z —
<5+ az by~ allleall + .+ el
k
5 £
2 (14 Zla) =
i=1
<E + ° =€
_2 2 - Y

o que prova que B = E. Assim, B C F é enumerével e denso, e portanto, E é separavel. O

Exemplo 3.1.2. O espaco ¢y, definido no exemplo 1.1.6, € separdvel. De fato, para cadan € N,
considere e, = (0,0,...,0,1,0,0,...) a sequéncia formada por 1 na n-ésima coordenada e 0
nas demais. Os vetores eq, s, ... sGo chamados de vetores unitdrios canonicos dos espacos de

sequéncias. Dado x = (a;)32, € co, temos

k
kl@m xr — E aje;|| = lim||(0,...,0, art1, Gkt2, -..) |l = limsupla;| = 0,
—00 - k—oo k >k
J=1 s
k -
pois lima; = 0, e seque que lim Y aje; = x em c¢o. Logo x € [ey,es,...], € seque do Lema

3.1.1 que cy € separdvel.

Exemplo 3.1.3. O conjunto {,, definido no exemplo 1.3.6, € separdvel. De fato, dado v =
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(a;)52, € €y, como

k p 00
lim SB—E aieill = lim||(0,...,0, art1, Qpra, ...)|[|E = lim E a;P=0
b0 ' 1% k—>oo||( 3 oeeey Yy WEHLY YE2) )Hp ko | ]| ’
Jj=1 p j=k+1
o
pois a série Y |a;|P € convergente. Assim, seque do Lema 3.1.1 que ¢, € separdvel.
Jj=1

Exemplo 3.1.4. O espaco (., definido no exemplo 1.3.7, nao é separavel. De fato, suponha

que U, contenha uma sequéncia (x,)5, densa. Para cadan € N, escrevamos x,, = (ag-n));?‘;l.
Seja y = (b;)32, a sequéncia definida por b; =0, se |a§j)\ >1,eb; = ag»j) +1, se |a§j)\ < 1.

>, emste

Veja que y € U pois |bj| < 2, para todo j € N. Da densidade da sequéncia (z,,)

no, € N tal que ||y — ol < 1. Mas

ly = @alloe = sup {|br — @i, e, |bw — al], s — allh ], o} > (b — al)].
Agora,
10— al"|, se lat”] > 1
b —anl =13 () (n) (n)
lan’ +1—ay’|, selan’| < 1.

Logo, teremos que

. a%n)|, se |a$ln)| > 1 ,
Iy = 2l > 16, — 2] = P o sein, - 2 1
1, selan’| <1.

para todo n € N, o que é uma contradicao. Portanto, seque que {o, nao é separdvel.

Por fim, da teoria de espacos métricos, temos que todo subconjunto de um espaco separavel
é também separavel. Esse resultado serd utilizado na proxima secao e sua demonstracao pode

ser encontrada na referéncia [5].

3.2 Aplicacoes em Espacos Separaveis

Nesta secao, estudaremos resultados importantes dentro da teoria de espagos separaveis,

que sao demonstrados com o auxilio do Teorema de Hahn-Banach. Para a prova desse
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resultado, utilizamos a proposicao abaixo. Antes, relembre que se A é um subconjunto de

um espaco normado F e x € F, entao

d(x, A) = nf{{lz —y|| - y € A}.

Proposicao 3.2.1. Sejam E um espaco normado, M um subespaco fechado de E, yo € E— M

e d=d(yo, M). Entao, existe um funcional linear ¢ € E' tal que

1 flel = 1;

2. (yo) = d;

3. o(x) =0, para todo x € M.
Demonstragao: Seja N = M @ [yo]. Entao, para qualquer z € N, existem tnicos a € K e
x € M tais que z = x + ayp. Defina

o : N = K, por ¢(x + ayo) = ad.

A unicidade de z e a garante que ¢q estd bem definida. Mostremos que g ¢é linear. Sejam

z1 = X1 + a1yp € 29 = To + asyy vetores em N. Entao,

wo(21 + 22) =po((21 + a1y0) + (T2 + azyo))
=po(w1 + 22 + (a1 + a2)yo)
=(a1 + a)d
=a,d + asd

=po(21) + po(22)-
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Agora, dado g € K,

eo(Bz1) =po(B(z1 + a1yo))
=po(Bz1 + Baiyo)
—Bayd
=p(a1d)
=Bpo(z1).

Portanto ¢q é linear. Note que se © € M, entdo ¢o(x) = @o(x + 0.y9) = 0.d = 0, ou
seja, p(M) = {0}. Além disso, é claro que ¢o(yo) = d. Vejamos agora que ||¢o]| = 1. Seja
z=1x+ayy € N. Para a # 0,

12l =llz + ayoll
B T + ayp
- o™t
T
= - — 3.2.1
al o — = (3.2.1)

Como d = inf{||yo — || : * € M}, temos que [[yjo — (=2 )|| > d. Portanto, segue de (3.2.1) que
llzIl > |ald = |ad| = |po(2)]. Se a = 0, a desigualdade ||z|| > |@o(2)| é ébvia. Assim, dado
z € N com [|z]] <1, temos que [po(2)] < [[z]| < 1, ou seja, 1 é cota superior do conjunto

{lpo(2)| : z € N e ||z|| < 1}. Dali, segue que [|¢o|| < 1. Agora, dado € > 0, da defini¢ao de d,

existe z. € M tal que d < ||y —z.|| < d+e. Seja z. = %. Entao, z. € N, ||zc|| =1 e
Yo — Te
d d
polzz) = > .
R T
Como ¢ > 0 é arbitrdrio, segue que |[@o|| > 1, e portanto, ||¢o| = 1. Pelo Corolario 2.2.1,

existe ¢ € E' que estende ¢y a E tal que ||¢|| = ||¢o|| = 1. O

Estamos prontos para apresentar as aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach.
Teorema 3.2.1. Se E’ ¢ separdvel, entao E € separdvel.

Demonstracao: Seja Sp a esfera unitaria de E’, ou seja, Sp = {p € E' : |¢|| = 1}
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Como vimos no final da segao 3.1, todo subconjunto de espaco métrico separavel é também
separavel, logo Sg é separdvel. Seja {¢, : n € N} um subconjunto enumeravel e denso
de Sp/. Para cada n € N, podemos tomar z, € Sg tal que |¢,(x,)| > % Chamemos
M = m Vamos provar que M = E. Suponha que M seja diferente de E e escolha
Yo € E — M. Pela Proposigao 3.2.1, existe um funcional linear ¢ € E’ com ||| =1 tal que

©(yo) = d = dist(yo, M) e p(z) = 0, para todo x € M. Entao,

Y

N | —

[ = @nll = sup [(p — wa)(@)] > (¢ — n)(@0)] = |on(2n)| >

r€BE

uma contradigao, pois {¢, : n € N} é denso em Sg/. Portanto M = E e a separabilidade de

E segue do Lema 3.1.1. O

Proposicao 3.2.2. Todo espaco normado separdvel é isomorfo isometricamente a um subespago

de ly.

Demonstracgao: Sejam E # {0} um espago normado separavel e D = {z,, : n € N} um
subconjunto enumerével e denso em E. Podemos supor que 0 ¢ D. Pelo Corolério 2.2.1,
para cada n € N, existe um funcional linear ¢, € E’ tal que ||p,|| = 1 e ¢n(z,) = ||z.]].
Considere o operador

T : E — ly definido por T'(z) = (pn(x))ol

n=1-*

Como

© (Hx—H>‘ < lell, entao |on(x)| < l|enll-llz|| = ||z]|, para todon € N ez € E. Temos
x

que T é linear e
|7 (2)|| = sup{|wn(z)] : n € N} < [|z]], (3.2.1)
o que prova, pelo Teorema (1.4.1), que T é continuo. Note que

1T (zx) || = sup{ln ()] : m € N} = [or(ae)| = [lzll, (3.2.2)

para todo k € N. Dai, de (3.2.1) e (3.2.2), segue que || T (zx)|| = ||zx||. Se z € E, da densidade

de D, existe uma sequéncia de pontos (yx)72; C D tal que Ilcim yr = x. Da continuidade da
—00
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fungao - € E— ||T(-)|| € R, segue que

]l = Tim [lyx[| = Lim [T (ye)]| = [T'()]]
—00 k—o0

Logo, T' é uma isometria. Mostremos que T é injetiva. De fato, sejam zi,2, € F, tais
que T(xy) = T(x3). Assim, segue que T'(z1) — T'(x2) = 0. Como T ¢ linear, temos
|T(x1 — 22)|| = 0. Logo, [Jz1 — 22|l = 0, 0 que implica que 1 = z,.

Tomando T : E — T(E) C {, temos que T é sobrejetiva, e portanto, bijetiva. Logo, T
¢ inversivel. Agora, dado y € T(E), existe € E tal que T'(z) = y. Assim,

1T~ W) = 1T T (@) = ll=]| = [T (@)]l = Iyl

Dai, segue que 7! é continua, pois dado € > 0, tomando § = ¢ e considerando ¥, v €

T(E), tal que |ly1 —y2|| < 6, segue que, || T (y1) =T (y2)|| = 1T (i —w2)|| = llr—wel <e.

Logo, T' é um isomorfismo isométrico entre F e T(E) C {,,. O



CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado um dos principais resultados visto na andlise funcional, o
Teorema de Hahn-Banach e algumas de suas versoes. Tal teorema é de extrema importancia
devido as suas inimeras aplicagoes.

Na versao analitica, o Teorema de Hahn-Banach afirma que, um funcional linear
v : G — K, onde GG é subespago de um espago vetorial F, pode ser estendido para o espago
todo, preservando a linearidade e continuidade do funcional. Se E é um espaco normado,
o Teorema de Hahn-Banach nos permite estender o funcional para o espago todo preser-
vando ainda a sua norma. Além disso, essa versao também garante a existéncia de funcionais
lineares continuos e nao nulos.

Por fim, com o auxilio do Teorema de Hahn-Banach, estudamos dois resultados impor-
tantes em espacos separaveis. Verificamos que se E' é um espaco vetorial normado e E’ é
separavel, entdao F também é separavel. Além disso, provamos também que todo espaco

normado separavel é isomorfo isometricamente a um subespaco de £,.
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