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Resumo

Este trabalho consiste no estudo das Pl-algebras, ou seja, dlgebras que satisfazem identi-
dades polinomiais nao nulas. Denotamos por Id(A) o conjunto das identidades polinomiais
de uma Pl-algebra A. Seja UTy(F) a algebra das matrizes triangulares superiores de ordem
2 x 2 sobre um corpo F de caracteristica zero. O objetivo principal é mostrar que o conjunto
das identidades polinomiais da UTy(F) ¢é gerado, como T-ideal, por [z, z3][x3,z4], ou seja,
Id(UT(F)) = ([z1, o] [x3, 4]) -

Palavras-chave: Identidade polinomial, PI-algebra, T-ideal.



Introducao

O estudo da PI-Teoria, se comparado a outras investigacoes da matematica, é relativamente
novo. Embora polinémios nao comutativos se anulando em algebras ja tivessem sido citados por
Dehn e Wagner nas décadas de 1920 e 1930, respectivamente, a PI-Teoria teve, de fato,
o seu inicio na década de 1940, mais especificamente em 1948, com um artigo de Kaplansky@,
dedicado ao estudo de uma PI-4lgebra primitivas, no qual se observou que as identidades dessa
algebra influenciam de maneira direta em sua estrutura. Apenas dois anos depois, no ano de
1950, Amitsur e Levitzki[l] utilizaram métodos combinatorios para mostrar que o polindémio

Ston (1, ,xp) = Z sgn(0)Ts(1) - * - To(2n), chamado de polinémio Standard de grau 2n, é
0ESan
uma identidade polinomial de M,,(F) para qualquer corpo F.

Existem ainda alguns exemplos classicos de Pl-algebras. Um deles é a &lgebra comutativa
A cujo comutador de Lie de peso 2, isto é, f(x1,z2) = [21, x2], ¢ uma identidade polinomial de
A, e portanto, A é uma Pl-dlgebra. Um importante exemplo é a UTy(F): éalgebra das matrizes
triangulares superiores 2 x 2 sobre um corpo (F), que possui uma identidade polinomial dada
por f(xy, 29, x3,14) = |21, T2][T3, 4], Ou seja, a UTy(F) é uma PI- dlgebra. Além disso, de uma
maneira mais geral, podemos dizer que toda algebra de dimensao finita é uma PI-dlgebra, uma
vez que, toda algebra de dimensao n satisfaz o polinomio St,, .

Dados esses exemplos, é valido definir também o conjunto das identidades polinomiais sa-
tisfeitas por uma dada algebra A, denotado por Id(A), sendo um ideal invariante por endo-
morfismos de F(X). Um ideal com esta propriedade é chamado de T-ideal e, neste caso, Id(A)
é dito T-ideal de uma algebra A. Também, em 1950, Specht conjecturou que, sobre um
corpo de caracteristica zero, o T-ideal de uma algebra associativa é finitamente gerado, como
T-ideal; porém, somente em 1987, Kemer [7] conseguiu provar tal conjectura.

Poucas algebras possuem o T-ideal conhecido. Em particular, o nosso interesse consiste em
estudar o T-ideal da algebra UTy(F) com o intuito de mostrar que Id(UTy(F)) = ([z1, x2][z3, 24]) T,
como demonstrado em 1971 por Malcev .

Os resultados citados anteriormente serao apresentados no decorrer deste trabalho, que seréa
dividido em trés partes. Assim, no decorrer dos capitulos, faremos uma construcao dos conceitos
a partir da concepcao de grupos até o T-ideal de uma algebra A para facilitar o entendimento

do leitor.



No Capitulo [I} faremos uma breve revisao de alguns conceitos fundamentais para o estudo
das PI-algebras, como os grupos, os anéis e as algebras. A partir desta apresentacao, iniciaremos
o Capitulo [2 explorando as algebras com identidades polinomiais, trazendo primeiramente a
definicao e alguns exemplos de polinémios.

Os dois capitulos iniciais culminam no Capitulo [3] no qual mostraremos os conceitos de
T-ideal e o Processo de Multilinearizacao. Tal processo é uma importante ferramenta para que
os polinémios sejam escritos de maneira multilinear. Dessa forma, para finalizarmos o capitulo,
serd demonstrado o T-ideal da UTy(F), uma vez que este é o objetivo central deste trabalho.

Por fim, concluimos este estudo fazendo alguns comentarios a respeito do T-ideal das ma-
trizes triangulares superiores com ordens maiores do que 2 X 2, em que é possivel estender os
resultados obtidos da UTy(F) para a UT, (F).



Capitulo 1

Conceltos Basicos

A matematica é a partir dos conceitos. Desse modo, neste capitulo traremos algumas
defini¢oes que serao de grande importancia para o entendimento deste estudo. Sao os grupos,

anéis e algebras.

1.1 Grupos

Nesta secao apresentaremos a definicao e os exemplos de grupos e subgrupos. Além disso,

mostraremos alguns tipos de grupos, como o abeliano e os de permutacoes.

Defini¢ao 1. Dado um conjunto nao vazio G munido com uma operagao *, definimos (G, %)

como um grupo se satisfaz as condicoes:
e Associatividade: a* (b*c) = (axb) x ¢, para todos a, b, c € G;
e Elemento neutro: existe um elemento e € GG tal que axe = exa = a, para todo a € G,

¢ Elemento simétrico, ou inverso: para cada a € G, existe um o' € G tal que

axa t=alxa=e.

Note que o elemento neutro e o elemento inverso sao tnicos para cada grupo.
Definigao 2. Um grupo (G, x) é chamado de grupo abeliano se axb = bxa, para todos a,b € G.

Exemplo 1. Os conjuntos Z,Q, R, C munidos com a operagao adi¢ao usual tém estrutura de
grupo. Neste caso, denotamos por (Z,+), (Q,4), (R,+) e (C,+). Além disso, observe que tais

grupos sao grupos abelianos.

Exemplo 2. Seja Z; = {1,2,3} o conjunto da classe de restos inteiros mddulo 4. Note que

75, munido com o produto usual, ndo é um grupo, pois 2 -2 =0 & 7.



Proposicao 1. Seja (Z,,-) o conjunto da classe de restos mdodulo m > 1 munido com a

operagao produto usual. Entao, (Z7%,,-) € um grupo se, e somente se, m € primo.

Demonstracao. Considere que (Zf,,-) ¢ um grupo. Suponhamos que m ndo é um ntmero
primo. Como, por hipétese m > 1, entao existem 1 < a,b < m € Z tais que ab = m. Observe
que, modulo m, temos ab =m = 0 ¢ Z*. Uma contradicdo. Portanto, m é um ntimero primo.

Agora, queremos mostrar que, para m primo, Z;, é um grupo munido com o produto usual.

*

»., entao mostraremos que existe b e Zy, de modo que @ - b=1. Sea

Para isso, seja a € Z
pertence ao conjunto Z , entao a nao é multiplo de m. Como, por hipétese, m é primo, entao
mdc(m,a) = 1. Temos que, pela identidade de Bezout, mzg + ayy = 1, para certos o, yo € Z.
Assim, médulo m, mzg + ayo =M - To+a- Yo = a- Yo = 1. Isto nos mostra que 7, € Z*, ¢ o

inverso de @. Portanto, temos que (ZF,,-) ¢ um grupo desde que m seja primo. |

Como o foco deste trabalho esta nas matrizes, precisamos identificar se as mesmas sao um

grupo munidas das operagoes adi¢ao e produto usuais.

Exemplo 3. Seja M,(F) o conjunto das matrizes de ordem n x n sobre F, onde F ¢ igual
Q,R,C, temos que (M,(F),+) é um grupo.

Para o proximo exemplo, é necessario destacar o conceito de matriz elementar. A matriz
elementar em M, (F), denotada por e;;, 1 <4,j < n é o elemento da linha 7 e coluna j é igual

a 1 e os outros elementos sao iguais a zero. Por exemplo, a matriz elementar ej; de My(F) é

01
dadapor612:<0 O).

Exemplo 4. Verificaremos que o conjunto (M, (F),-) nao é um grupo. Para isto, recordaremos
que uma matriz A = M, (F) possui uma matriz inversa se, e somente se, det(A) # 0. Observe
que o determinante das matrizes elementares sao iguais a zero, e assim, elas nao possuem

inversa em M, (F). Portanto, (M,(F), -) nao é um grupo.

Entretanto, restringindo as matrizes aquelas que possuem matriz inversa, podemos ter um

grupo.

Exemplo 5. Denotamos por GL,(F) = {A € M,(F) | det(A) # 0} o conjunto das matrizes
cujo determinante € diferente de 0. Deste modo, (GL,(F),-) € um grupo.

Definicao 3. O conjunto simétrico, ou conjunto de permutacoes, denotado por S, é formado
pelas bijegoes de um conjunto finito I,, = {1,2,...,n} sobre ele mesmo. Dizemos ainda que

um elemento de S,, é uma permutacao de n elementos.

Podemos representar os elementos de .S,, de forma matricial dada por
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P ( 1 2 ... n—1 n )
fy f2) ... fla=1) f(n) )
Exemplo 6. Em S denotamos a fungao f : I3 — I3 dada por f(1) =3, f(2) =1 e f(3) =2

1 2 3
como F = .
<3 1 2)

Proposicao 2. O conjunto S,, munido com a composi¢ao de fungoes tem estrutura de grupo.

Demonstracao. Considere f,g,h trés permutagoes em S,. Verificaremos que (S,,0) é um

grupo.

e Associatividade: pela propriedade de composigao, temos que (fog)(z) = f(g(x)). Assim,
folgoh)(x) = folg(h(x)) = flg(h(x)) = (fog)(h(x)) = (fog)oh(z);

e Elemento neutro: observe que a fungao identidade e € S,, dada por e(z) = z, para todo
x € I, é o elemento neutro de S,,. De fato, para f € S, (eo f)(z) = e(f(x)) = f(z) e,

por outro lado, (f o €)(z) = f(e(x)) = f(x). Logo, (foe)(z) = (eo f)(z) = f(x), para
todo x € I,;

e Elemento simétrico: para cada f € S, temos que, por hipdtese, F é bijetiva, entao F
admite inversa f~! € S, e, por definicao de fun¢io inversa, sabemos que (f o f~1)(x) =
(f~ro f)(z) = e(z), para todo z € I,,. »

Podemos reescrever as matrizes de permutacao de uma outra maneira que definiremos a

seguir.

Definicao 4. Seja f € S, uma permutacao. Dizemos que F é um r-ciclo de S, se, para um
n > 2, existem xy,Ts, - - , T, elementos distintos de I,, de modo que f(x1) = 9, f(x2) = w3,

oy flxe) = f(z), f(z,) =21 e f(j) = j, para todo j € I, — {1, -+ ,x.} e denotaremos a
notagao ciclica de F por f = (x1x9--- ).

Definicao 5. Dizemos que f € S,, é uma transposicao se F é um 2-ciclo.
Observacao 1. Uma permutagao pode ser expressa como um produto de transposi¢oes.

Definigao 6. Dizemos que uma permutacao é par se pode ser expressa como produto de uma

quantidade par de transposicoes. De maneira analoga, definimos uma permutagao impar.

A uma permutacio par f € S, associa-se um sinal positivo, que sera denotado por sgn(f) =

+1. De modo analogo, uma permutagao impar possui sgn(f) = —1.

1 2 3

3 21
f = (13). Observe que F € dada por uma transposicao e, portanto, F' é uma permutagdo impar.

Exemplo 7. Dada a permutacao f = ( > em Sz, temos que sua notacao ciclica €

11



123456

Exemplo 8. A permutacio g = € Sg tem a representagao ciclica g
32516 4

= (13564). Esta permutagao pode ser escrita como g = (14)(16)(15)(13). Assim, g € uma

permutacao par.

345 6 1 2
(135)(246). Podemos escrever h = (15)(13)(26)(24), ou seja, h é uma permutagao par.

1 23 456
Exemplo 9. A representacao ciclica da permutacdo h = ) € S¢ €h =

Proposicao 3. O grupo das permutagoes (S,,0) nao € abeliano para n > 3.

Demonstracao. Sejam f,g € S,, de modo que fog = (12) o (13) = (132). Entretanto,
go f=(13) 0 (12) = (123) nao é igual a f o g. Logo, (S,,©) ndo é um grupo abeliano, para
n > 3. [

Uma vez que estd compreendido o conceito de grupo, definiremos subgrupos.

Definigao 7. Sejam (G, *) um grupo e H C G um conjunto nao vazio. Dizemos que H é um

subgrupo de G se (H,*) tem estrutura de grupo.

Definigao 8. Chamamos por centro de um grupo G, e denotamos por Z(G), o conjunto dos

elementos de G que comutam com todos os outros elementos deste grupo, ou seja,
Z(G)={g € G| gr = xg, para todo x € G}.
Exemplo 10. O centro de um grupo G € um subgrupo de G.

Exemplo 11. Seja A = My(F), onde F é um corpo de caracteristica zero e H dado por

H—{ (a b),a,b,c,dER,a+d:O}.
c d

Mostraremos que H € um subgrupo de A munido da adi¢cao usual.
Os elementos da diagonal principal das matrizes que compoem H sao opostos entre si, devido

a restrigao a + d = 0. Considere as matrizes B, C, D € H, dadas por:

B(a b),C(T s)eD<u v>‘
c —a t —r w —Uu
Verificaremos que H satisfaz as condigoes da Defini¢ao [1] com a adicao usual:

e Associatividade: seque de forma imediata que B + (C' + D) = (B + C) + D;

12



€1 €2

b
) € H tal que B+e = B. Entao, ( “te te )

e FElemento neutro: sejae =
c+es —a—e

€3 —€1

c —a

00
mente, e = ;
0 0

a b .
= . Assim, a+e; =a,b+eys=b, c+e3=ce—a—e = —a e consequente-

e Elemento simétrico: seja S € H, onde S = ( z gf >, de modo que B+ S =e. Assim,
b
B+S = at/ T = 00 . Portanto, f = —a, g=—-b, h=—ce—f =a,
c+h —a—f 0 0

ouseja,S—(_a _b) = —B.
—c a

Logo, (H,+) é um subgrupo de A munido com a soma usual.

Observacao 2. Todo grupo possui pelo menos dois subgrupos. De fato, os subconjuntos H; =
{e} e Hy = G munidos com a mesma operagao de G sao subgrupos de G, chamados de subgrupos
triviais.

Agora, apresentaremos uma proposi¢ao importante que nos fornece uma condi¢ao necessaria

e suficiente para verificar se um subconjunto de um grupo G é um subgrupo de G.

Proposicao 4. Sejam (G, x) um grupo e H C G um conjunto nao vazio. Entao, (H, x) € um

subgrupo de G se, e somente se, axb~t € H, para todos a,b, € H.

Demonstragao. Suponha que (H, *) é um subgrupo de G. Tomando a,b € H, entao, pela
condicao de H ser um grupo, b' € Heaxb"! € H.

Agora suponha que axb™! € H, para todos a,b € H. Precisamos mostrar que H possui estrutura
de grupo com a operacio x. Para isto, seja h; € H, por hipotese, temos que hy xh;' =e € H,
onde e é o elemento neutro de H. Além disso, como e, h; € H, entdo ex hy' = h;' € H.

Portanto, (H,*) ¢ um subgrupo de G. n

Exemplo 12. Seja o conjunto A ={x € Q | x > 0}. Queremos mostrar que A é um subgrupo

de (Q*,-). Observe que dado um elemento a € A, temos que a~* > 0, portanto, A é um subgrupo

de (Q*7)

1.2  Anéis

Nesta secao, apresentaremos o conceito de anel e, de acordo com a sua estrutura, definiremos
anel comutativo, com unidade e anel de integridade. Além disso, no decorrer do texto, serao

apresentados alguns resultados e exemplos importantes.
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Definicao 9. Sejam R um conjunto nao vazio munido de uma operagao adi¢ao + e um produto

.. O sistema (R, +,-) é chamado anel se satisfaz as condigoes:
e (R, +) € um grupo abeliano;
e Associatividade da multiplicagao: a - (b-c¢) = (a-b) - ¢, para todos a, b, c € R;

e Distributividade: o produto ¢ distributivo em relagao a adicao, ou seja, dados a, b, c €
Ria-(b+c¢c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a.

Exemplo 13. Os conjuntos 7, Q, R, C sdo anéis munidos com a soma e a multiplicacdo usuais.
Exemplo 14. O conjunto M,(F), onde F é um anel, tem estrutura de anel.
Definicao 10. Seja R um anel. Entao R é um:

e anel comutativo se o produto em R for comutativo, ou seja, ab = ba, para todos a,b € R,

e anel com unidade se possui um elemento neutro para a multiplicacao definida sobre ele,
ou seja, se existe um elemento 1 € R, tal que 1g-a = a- 1 = a, para todo a € R.

Dizemos que 1 é a unidade do anel R;
e anel comutativo com unidade se possui multiplicacao comutativa e também unidade.

Exemplo 15. Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,) e (C,+,-) sdo anéis comutativos com uni-
dade.

Note que o anel das matrizes, apesar de possuir unidade, nao ¢ um anel comutativo para o

produto usual. Assim, M, (F) é somente um anel com unidade.

Definicao 11. Definimos por lei do cancelamento do produto se, para a,b,c € A e ab = ac,

entao b = c.

Definicao 12. Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos que R é um anel de in-
tegridade ou dominio de integridade quando vale a lei do cancelamento do produto para este

anel.
Exemplo 16. Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-) e (C,+,-) sdo anéis de integridade.

Definicao 13. Scjam (R, +, ) um anel de integridade e U(R) o conjunto de todos os elementos

invertiveis de R em relagao ao produto. Se U(R) = R—{0g}, entdo dizemos que R é um corpo.
Exemplo 17. Os anéis (Q,+,), (R, +,+) e (C,+,+) sdo exemplos de corpos.

Definicao 14. Sejam R um anel e a € R. Se para algum menor inteiro n > 0 temos que

n-a = Og, para todo a € R, chamamos n de caracteristica do anel e denotamos por n = char(R).

14



Se, ao contrario da definicao acima, o anel R possui pelo menos um elemento a € R tal que

n - a # Og, para qualquer inteiro n > 0, entao dizemos que a caracteristica do anel é zero.

Exemplo 18. Os anéis (Z,+,-),(Q,+,), (R, +,-) e (C,+,-) tém caracteristica zero. De fato,

dado m um inteiro positivo, temos que m -1 =m # 0.

Observacao 3. Seja F' um corpo. Entao char(F) = 0 ou char(F) = p, onde p é um nimero
primo. De fato, suponha que char(F) = n, onde n nao é um nimero primo. Entdo, n = xy,
para certos x,y € Z. Assim, para cada a € F, na = xya = yxa = 0, e portanto, char(F) = z

ou char(F) =y. Uma contradi¢io, pois n € o menor inteiro possivel.

Definigao 15. Sejam (R, +,-) um anel e L um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que L ¢é

um subanel de R se (L, +,-) é um anel.
Exemplo 19. O conjunto Z munido com a soma e produto usuais € um subanel de Q,R e C.

O proximo exemplo é muito importante, pois se trata do nosso objeto de estudo neste
trabalho.

Exemplo 20. Seja UT,(F) o conjunto das matrizes triangulares superiores n X n definido por
UT,(F) =A{aij | a;; =0 sei < j}. O anel (UT,(F),+,) € um subanel de (M,(F),+,").

Proposicao 5. Sejam R um anel e L um subconjunto nao vazio de R. Entdao L é um subanel

de R se, e somente se, a — b, a-b € L, para todos a,b € L.

Demonstracao. Considere L um subanel de A. Mostraremos que a — b, a - b € L, para todos
a,b € L. Por definicao, L é um subgrupo abeliano de A, entao a — b € L, para todos a,b € L.
Além disso, L é fechado para o produto, ou seja, a - b € L, para todos a,b € L.

Agora, suponha que a — b,ab € L, para todos a,b € L. Por hipotese, se a,b € L, entao
a — b € L. Deste fato, pela Proposicao , concluimos que L é um subgrupo de (A, +). Além
disso, como ab € L, para todos a,b € L, entao L é fechado pela multiplicacao. Se a,b,c € L,
entdo a, b, c € A. Desta forma, a(bc) = (ab)c, a(b+c) = ab+ac e (b+c)a = ba+ ca, para todos
a,b,c e L.

Exemplo 21. Seja L o subconjunto de R dado por L = {a+b\/§ | a,b,€ Z}. Mostraremos que
L € um subanel de R. Sejam z,y € L tais que t = a +bv/2 e y = ¢+ dv/2, para a,b,c,d € Z.
Entao:

ez —y=(a+b/2)—(c+dV2)=(a—c)+ (b—d)V2 € L, pois (a —c),(b—d) € Z;
o 7.y =(a+bv/2)(c+dv2) = (ac) + (adv2) + (bev/2) + 2bc = (ac + 2bd) + (ad + be)v/2.
Como (ac + 2bd), (ad + bc) € Z, entdo (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2 € L.
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Pela Proposicao |5, concluimos que L é um subanel de R.

Definicao 16. Sejam R um anel e [ um subanel de R. Dizemos que [ é:
e um ideal a direita de R se xa € I;
e um ideal a esquerda de R se ax € I;
e um tdeal bilateral de R, ou simplesmente ideal, se za,ax € I,

para todos x,y € I e para todo a € R.

Note que, se R é um anel, entdo {Og} e o proprio R sdo ideais em R, chamados de ideais

triviais.

Exemplo 22. Sejam R=7 e I =nZ = {0, £1n,+2n,...}. Mostraremos que nZ é um ideal
de 7.
Sejam a € 7 e x,y € nZ, onde x = nr e y = ns, para certos r,s € 7. Assim,

e x—y=nr—ns=n(r—s). Como (r—s) €Z, entaon(r —s) € I;
e ar = anr = nar. Assim, n(ar) € I.

Observe que ax = xa. Portanto, I € um ideal de R.

b
Exemplo 23. Seja [ = { ( g 0 ), a,be } um subanel de My(Z) tal que para x =

b
i, clem=|"" )¢ My(Z), temos
0 0 zZ w
b b b
rm = “ Ty ertor aytbw , logo I € um ideal o direita de R, mas
00 zZ w 0 0
Ty a b xa xb . L . .
mx = = ¢ 1. Assim, I nao € um ideal a esquerda de R
Z w 0 0 za zb

A seguir, definiremos anel quociente, ja que o usaremos no decorrer do trabalho. Para tal,

precisamos, primeiramente, do conceito de classes de equivaléncia.
Definicao 17. Sejam R um anel e I um ideal de R. Definimos uma relacao ~ em R como
r~y&sSr—yEel,

para todo x,y € R. Esta relagao ¢ uma equivaléncia em R e, portanto, é simétrica, transitiva
e reflexiva. Definimos ainda que, para todo a € R, temosa={r € R|x—a € I} =a+1

chamada classe de equivaléncia .
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Observagao 4. Seja R/I o conjunto das classes de equivaléncia ~ dado por R/I = {a + I |
a € R}. Temos que a+1 =0+ I se, e somente se, a —b € I.

Definigao 18. Definimos as operagoes soma e produto em R/I por:
e (a+I)+(b+1I)=(a+b)+1,
e (a+1)-(b+1)=(a-b)+1,

para todos a,b € R.

Observacao 5. Seja o conjunto R/I. Mostraremos que este conjunto € um anel, chamado de
anel quociente. Sejam a+ I, b+ 1 € R/I. Entao, (a+1)—(b+1)=(a—b+1€ R/l ¢
(a+1)-(b+1)=(a-b)+1€R/I.

Observacao 6. Note que em um anel quociente, Og/;; =1 e —(a+ 1) = (—a) + I, para todo
a € R.

1.3 Algebra

Ao longo desta secao definiremos a principal estrutura deste trabalho: a estrutura de algebra.

Contudo, antes de definirmos algebras, precisaremos de alguns conceitos prévios.

Definicao 19. Dizemos que um conjunto nao vazio V é um espaco vetorial sobre um corpo F

se as seguintes condicoes sao satisfeitas, para todos u,v € Ve o, € F:
e (V,+) é um grupo abeliano;

e para cada o € F', u € V, estd associado um tinico elemento au € V' que satisfaz:
(af)u = a(Bu);
(o + B)u = au + Pu;
a(u+v) = au+ av;

lu = ul = u.

Definicao 20. Uma combinac¢ao linear de um conjunto de vetores vy, vs, ..., v, de um espago

vetorial V' sobre um corpo F é dada por:
C1V] + CoUg + *+ - + CpUy

onde ¢y, o, ..., c, sao escalares do corpo F.
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De forma geral, um vetor v € V' é dito ser uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., v,

se existem escalares ¢y, cs,...,c, € F tais que:
U =101 + CoUy + -+ - + CpUy
Se esse conjunto de vetores gera todo o espago vetorial V', entao qualquer vetor em V' pode
ser escrito como uma combinacao linear desses vetores.

Definicao 21. Vetores vy, vy, ..., v, sao ditos linearmente independentes se a inica combinacao
linear desses vetores resulta no vetor nulo quando todos os coeficientes sao zero. Ou seja, os

vetores vy, Vg, ..., v, sao linearmente independentes se:
11 + ey + -+ cpu, =0
implica que ¢; = ¢y =---=¢, = 0.
Definig¢ao 22. Seja V um espaco vetorial. Chamamos de base o conjunto finito B = {vy,...,v,}

de V' tal que qualquer elemento de V' pode ser escrito como uma combinacao linear dos ele-
mentos de B.

Definicao 23. Seja V um espacgo vetorial. Dizemos que a dimensao de V é o nimero de

elementos de uma base para V' e denotamos por dim (V).

Dados estes conceitos bésicos, partiremos para a definicao de uma importante estrutura
para este trabalho.

Definicao 24. Dizemos que um espaco vetorial A sobre um corpo F é uma F-algebra associ-
ativa, ou simplesmente dlgebra, se A é também um anel e, para todos a,b € A e a € F, temos

que
ala-b) = (aa)-b=a-(ab).

Seja A uma F-algebra. Se existe um elemento 1 =14 € A de modo que la = al = a, para
todo a € A, entao A é uma dlgebra unitdaria. Se A é um anel comutativo, consequentemente,
A é uma dlgebra comutativa. Dizemos que A é uma algebra nilpotente se existe um ntmero
natural n para o qual A" = 0, ou seja, a; - - - a, = 0, para todos os aq,...,a, € A. Neste caso,

n é chamado de indice de nilpoténcia de A.
Observacgao 7. A dimensao de uma dlgebra A é a dimensdo do espaco vetorial A sobre F.
Exemplo 24. C ¢é uma dlgebra de dimensao 2 sobre R com base igual a {1,i}.

Exemplo 25. Para n > 2, M,(F) é uma dlgebra nio comutativa de dimensdo n*> com base
{eij} Zj:l‘
Definicao 25. Dizemos que B é uma subdlgebra de A se B é um subespago vetorial de A e é

fechado pela multiplicacao.

1
Exemplo 26. UT,(F) é uma subdlgebra de M,(F) de dimensao w
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Capitulo 2
Algebras com identidades polinomiais

Neste capitulo exploraremos o conceito de algebras com identidades polinomiais, ou sim-
plesmente Pl-algebras, e apresentaremos as principais PI-algebras que usaremos no decorrer

desta investigacao.

2.1 Polindbmios

Apobs a definicao de algebra, é preciso entender o que sao polinémios, suas atribuicoes e
alguns exemplos importantes de polinomios. Além disso, conceituaremos as identidades poli-
nomiais de uma algebra. Para definirmos o que ¢ um polindmio, precisamos dos conceitos de

variaveis e palavras.

Definigao 26. Seja X = {z;,,%;,, ... } um conjunto enumeravel. Chamamos o elemento z;; de

varidvel e de palavra a sequéncia x;, x;, - - - z;,, onde n € Ne z;; € X.
Definicao 27. O produto entre duas palavras é dado por:
Ty Lig -+ Ly * Ljy Ly oo e Ly = Tjy iy« - L Tj1 Ly« o - Ty
onde as varidveis pertencem a X. A este produto damos o nome de produto por justaposicao.

Definigao 28. Seja F'(X) o espago vetorial cuja base é formada pelas palavras de X. A este
espago vetorial munido do produto por justaposicao chamamos de dlgebra livre associativa

gerada por X sobre o corpo F.

Definicao 29. Um eclemento f € F(X) ¢ chamado de polinémio e denotamos por f =Y ah,
onde oy, é um coeficiente de h, com oy, € F' e h é uma palavra em X. Se F possui como variaveis

x1,- -+, T, entdo escrevemos f = f(xy, -+, x,).

Chamamos de posto de F(X) a cardinalidade de X, ou seja, a quantidade de elementos de

X. Se ay, # 0, dizemos que aih é um mondmio de F.
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Exemplo 27. Seja [ = f(x1, 29, 73) = 2229w3 — 2311 + 222, Seus mondémios sio my = x3xoxs,

2 9.2
My = —z3721 € m3 = 2235.

E importante ressaltar algumas caracteristicas referentes aos polinémios em F(X).

Defini¢ao 30. Sejam m = m(z1,...,x,) € F(X) um monémio e f(zq, - ,x,) = Zmi um
i=1
polindmio. Definimos:

e grau de x; em m, e escrevemos deg, (m), i € {1,---,n}, como o nimero de vezes que x;

aparece em m;

e grau do mondmio m como o comprimento da palavra m, contando todas as multiplicidades
das variaveis e denotamos por deg(m);

o grau em f da varidvel z;, escrito como deng (f),sendo o maior grau obtido entre todos os

monomios de F em relagao a x;;
e grau de f sendo o maior grau entre todos os monoémios e denotamos por deg(f);

e f homogéneo na varidvel x; se x; aparece com o mesmo grau em todos os mondmios de
f;
e polinomio multihomogéneo se f é homogéneo para todo x;, i =1,--- ,n.

Exemplo 28. Seja f = f(x1, T2, %3, 14) = 21247503 — STi0170473 + 22473, entdo os monémios
de f sio my = xyw423w3, Moy = —5x§x1m4x§ e ms = 21473,

Assim, dega, () = deg (12) = 1, dege, (ms) = 0 ¢ degen (f) = 1; dege, (mn) = degyy(ms) =
degy(m1s) = 2 € degey () = 27 degey(mn) = 1, deguy () = 2, degay(ms) = 0 ¢ deguy(f) =2 ¢
degy,(m1) = deg,,(m2) = degy,(m3) =1 e deg,,(f) = 1.

Portanto, deg(my) =5, deg(ms) =6 e deg(ms) = 3 e deg(f) = 6. Observe que f é homogéneo

somente nas varidveis To € Ty, € assim, nao € multihomogéneo.
Observacao 8. Se deg,,(f) =1, entdo dizemos que f é um polinomio linear em x;.

X . olindmuo f(x1,Te, T3) = T1ToT3 — T527 x5z € linear na varidvel xq.
Exemplo 29. O pol , T, T3 3 — Tix + 23 [ l

Definigao 31. Se f € F(X) ¢ um polinémio linear em todas as suas variaveis entao dizemos

que f é um polinémio multilinear.

Exemplo 30. Seja o polinémio f = f(x1, %, x3) = 23x379 + 43310971 — 3T1T2T37, € CONSI-
dere seus monomios my = .1'%.1'31'2, mo = 4513'33711'2.1’1 € ms — —337133’21'31'1. Como degxl (ml) =
degm (m2> - degml (m3) =2, degm (ml) - deng (m2) = degm <m3) =1le degms (ml) - degws (m2) =
deg.,(m3) = 1, temos que f é homogéneo em x1,x9 € x3. Jd em relagdo a linearidade, temos

que f nao € linear em x1. Portanto, f € multthomogéneo, mas nao é multilinear.
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A seguir definiremos alguns polindmios que serao importantes para este trabalho.

Definicao 32. Definimos o comutador de Lie de peso 2 como

[x1, 23] := X129 — Ty
O comutador de peso 3 é definido como [z1, s, 23] = [[21, x2], x3]. Assim, sucessivamente,
para todo n > 3,
[$1,$2, to 7xn] = [[xla T 7$n—1]7xn]'

Ainda podemos observar que o comutador de peso n é multilinear.

Observacao 9. Duas propriedades importantes do comutador devem ser destacadas:
e Anticomutatividade: [r1,x5] = —|x9, 11];
e Identidade de Jacobi: [z, s, x3] + |12, x3, 21| + [T3, 21, 2] = 0.

De fato,—[xq,x1] = —(T2x1 — T122) = 2129 — Xowy = [X1, X2 € portanto, vale a anticomuta-
tividade.

Para a Identidade de Jacobi, temos:
(21, 2, 23] = [[T1, 2], T3] = [(T129 — T9w1), T3] = (2172 — T2T1) T3 — T3(1T9 — ToT1) = T1T2T3 —
ToT1T3 — T3T1T9 + T3T2X1;
[1’2, s, Il] = [[CL‘27 I3], $1] = [(szs - CU3SU2), xl] = (I2333 - I3I2)l‘1 - I1($2$3 - I3$2) = L223T1 —
T3ToT1 — T1X2T3 + T1X3T2;
(23, 71, 2] = [[23, 71], T2] = [(T371 — 2173), ¥2] = (w371 — T103) T2 — D2(T371 — 1173) = D371 72 —
13T — T2X3X1 + T2T123.

Assim, [xq, 9, 3]+ [T2, T3, 1] + [T3, T1, T2] = T1X2x3 — ToT1X3 — T3T1 T + T3ToT1 + ToX3T —

T3T9T1 — T1X2T3 + T1T3T9 + T3X 1Ty — T1X3T9 — XT3, + Tox1x3 = 0.

De modo geral, dados f,g € F(X), podemos definir [f,g] := fg — gf. Sejam fi,---, fn €
F(X), definimos [f1, -, fu] == [[f1, ", fuz1], ful-

Definicao 33. O produto de Jordan de duas variaveis é definido como
L1 0 Xy = X1Tg + ToXq.

E possivel perceber que o produto de Jordan é um polinémio multilinear. Podemos genera-
lizar o produto de Jordan para f,g € F(X), definindo como fog= fg+ gf.

Definicao 34. O polindémio

Stn(xla T 7xn) = Z Sgn(o—)a:a(l)xa(Z) “To(n)s
O'GS’VL

onde S, é o grupo simétrico de grau n e sgn(o) denota o sinal da permutacao o € S, é chamado

de polinémio Standard de grau n.
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Exemplo 31. O polinémio Standard de grau 3 € dado por

Sts(xy1, x9,x3) = E SGN0) Lo (1) Ta(2)Ta(3) = L1T2L3— Lo 1T3—L3LaX1 —T1L3La+LoT3L1 +L3L1 T2,
o€ESs3

Note que podemos reescrever o polinémio Standard de grau 3 como combina¢ao de comu-
tadores de peso 2.
De fato,

Sts3(x1,T2,T3) = T1T9X3 — T1T3T2 — TaT1T3 + TaT3T] + T3T1Te — T3ToXy
= 5(71({[‘23173 — l’gxg) — .172(1'1[L'3 — 5(731‘1) + 1’3(1‘1{['2 — J]QIL‘l)
= 11[xe, T3] — Xa[T1, T3] + x3[T1, T2]

= iL'lStQ(.CEg, .’173) — 3725752(.%1, 1'3) + $3St2(l’1, 272).

Exemplo 32. O polinomio Standard de grau 4 pode ser escrito como combinagoes entre comu-

tadores e produto de Jordan de modo que
Sty(w1, w9, 13, 24) = [11, 2] 0 [T3, T4] + [21, 73] © [T4, T2] + [T1, 74] 0 [22, T3]

De fato, separando a equagcao em grupos, temos que
[21, 22 0 [3, 74] = (2129 — T271) © (X374 — T473) =
T1X2X3L4 — T1X2X4L3 — L2X1X3L4 + T2X104X3 + T3L4L1T2 — T3L4T2X1 — T4T3L1T2 + T4T3T227,
[$1,I3] O [134,.7)2] = (131.733 — I3(L’1> @) ([E4I2 — .%'21’4) =
T1T3T4 Ty — T1T3T2Xy — T3X1XT4X + T3T1T2Ty + TyToT1T3 — T4T2T3T1 — T2XyX1X3 + ToT4T3T1,
(21, 24] 0 [T2, T3] = (2124 — T471) © (T2T3 — T3T2) =
T1T4T2X3 — T1T4T3L9 — T4T1X2T3 + T4L1T3T2 + ToL3X1T4 — ToX3L4T1 — T3T2XL1T4 + T3TLoL4XT -

Assim, observe que Sty(xq, X, T3, 14) = [1,22] 0 [T3, 4] + [21, 23] © [y, T2] + [21, 24] © [T2, 23].

Observagao 10. O polinémio Standard de grau n + 1 pode ser escrito a partir do polinémio

Standard de grau n, da seguinte maneira

n+1
Stn+1($1, s ,In+1) = Z(—l)leiStn(ﬂ?l, IR TP wrn)’

=1

onde x; € a omissao da varidvel x;. Note que o polindmio Standard é um polinémio multilinear.

Definicao 35. O polinémio de Capelli de posto m é definido por

C’apm(am, Ty Y1, ,ym+1) = Z SgH(U)yl%(l)yﬂa@) o YmTo(m)Ym41-

0ESm

Exemplo 33. O polinomio de Capelli de posto 3 € dado por
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Caps(x1, T2, T3, Y1, Y2, Y3, Ya) = Z39”(‘7)91$a(1)y2$a(2)y3%(3)y4 = Y1201Y202Y3T3Y4 —
oES3
Y1T2Y2T1Y3T3Y4 — Y1T3Y2T2Y3T1Ys — Y1X1Y2T3Y3T2Ys + Y1T2Y2X3Y3T1Y4 + Y1X3Y2T1Y3T2Y4.

Observe que Capy,(x1, -+ Ty 1, -+, 1) = Stp(x1, -+, 2). Além disso, temos que o po-

lindmio de Capelli é um polinémio multilinear.

Definigao 36. Seja f = f(z1, - , %y, Y1, -, Ym) um polindmio linear nas variaveis 1, - - - , z,,.
Chamamos F de polinémio alternado nas variéveis xy,--- ,x, se, para todo 1 < 1,7 < n, i # 7,

o polinoémio se anula quando trocamos z; para o lugar de z;.
Se F é alternado nas variaveis x1,--- , x, entao
f@e, iy @y Ty Yrs e Ym) (@, T T T, Y, Ym) =0
ou seja,
fl@a, oo iy Xy T, Y1y Ym) = —f (X1, T T T YL, e Y-

Se char(F) # 2, entao esta propriedade é equivalente a definicdo de polindmio alternado

nas variaveis xy, - -+, x,. Logo, de modo geral, se o € S,
f(x0(1)7 5 To(n), Y1yttt 7ym) = Sgn(0->f<x17 Ty Y1, 7ym>
Um polinémio que ¢é alternado em todas as suas variaveis é chamado polindmio alternado. f

Exemplo 34. O polinémio Standard é um polinémio alternado. De fato,

Stn($1’ e 7’1.1;7 e 7:1:].7 e xn) — Z Sgn(o-)xo_(l) e xU(Z) e $U(]) .. .xo_(n)
O'GSn

= — Z Sgn(o-)xo_(l) .. xo’(]) .. 'xg(i) .. xa_(n) — _Stn(xl, .. 7:6]'7 e 7xi’ .. :Cn>

De maneira anéloga, o polinomio de Capelli é um polinomio alternado nas varidveis x;,
uma vez que os elementos y;/; estao fixos nos monoémios deste polindmio.

Pela Definicao , temos que as palavras em X nos fornecem uma base de F'(X) sobre o
corpo F. O teorema a seguir, o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, nos oferece uma base mais

funcional, formada por variaveis e comutadores.

Teorema 1. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja B um conjunto ordenado formado pelos sequintes
elementos de F(X)

X1, Lo, ,[l’il,l'm], [l’jpxjg]v e ,[.’L’kl,xk27$k3], Tt

Entao, a dlgebra F(X) possui uma base sobre F formada pelos elementos
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ondeny <ng < -+ <ny, p>0, Cpuy, v, Cn, SG0 comutadores de pesos arbitrdrios de modo

qQUE Crpy < cpL, < --- < ¢y, na ordenagao induzida de B.

A proposi¢ao a seguir nos fornece um modo de reescrever os polindémios multilineares da
algebra livre F/(X).

Proposicao 6. Todo polinémio multilinear de grau m pode ser dado como uma combinagao

linear de varidveis e comutadores, e ser escrito da forma

xil .. .xi51 [le’ [P 7$j52] PN ['Ih’ e ’xlsm],
onde iy < -+ <ige vy, - 15, =c, ¢ = v, -+ 2, ] sdo 0s comutadores de pesos
m
arbitrdrios nas varidveis e E S =n.
i=1
Para o proximo exemplo, observe que [[z4, s, x3] = |24, To|rs—x3]T4, 22, € assim, [z4, xo]T3 =
(4, T2], T3] + w3[34, 22].
Exemplo 35. O polinomio f(x1,x9,3,24) = T124x3x9 ndo estd ordenado. Sabemos que
(3, x9] = X319 — Tows, OU Seja, 3Ty = [T3,xe] + Tox3. Substituindo esta expressao no po-
linémio, temos que
flar, 20,23, 04) = z124([73, T2] + T273)

= x1Za[T3, Ta] + T124T273

= x1x4[T3, To] + x1[T4, To]T3 + T1T2T4TS

= T1@4[x3, Ta] + 11 ([24, Ta, T3] + X3[T4, T2]) + T172([T4, T3] + T374)
[ ]

= T1x4[x3, Ta] + 1[4, T2, T3] + T123[X4, T2] + X1 T2 (T4, T3] + T1T223T4.

Portanto, o polinémio f estd nas condi¢oes da Proposigao [0]

2.2 Pl-algebras

Nesta sec¢ao iremos definir e exemplificar as identidades polinomiais de uma algebra. Para

tal, utilizaremos os conceitos de algebras e polinomios apresentados anteriormente.

Definigao 37. Sejam A uma F-élgebra e f = f(z1, -+ ,x,) € F(X). Chamamos f de identi-

dade polinomial de A se

f(ay, -+ ,a,) =0, para todos os elementos a; € A.
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Esta expressao é escrita como f = 0 em A. Observe que o polindbmio nulo é sempre uma
identidade de A. Se uma algebra A admite uma identidade nao nula, entao podemos dizer que
A é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 36. Seja A uma dlgebra comutativa. Considere o polinomio f(xy,z2) = [x1, 2] =
x1x9 —wox1. Observe que f(ay,as) =0, para todos ay,as € A, pois A € uma dlgebra comutativa.

Logo, toda dlgebra comutativa € uma Pl-dlgebra.

Exemplo 37. Mostraremos que a dlgebra UTy(F) é uma Pl-dlgebra.

Sejam A, B € UTy(F), tais que A = aje1; @ asers @ azesn € B = bieg; @ baers @ bzegs, onde
a;,b; € F, i =1,2,3. Assim, AB = a1bie11 ® (a1by + asbz)eis @ aszbsesn € BA = biaje; &
(bras + baasz)ers @ bsageqs. Desta forma, o comutador, [A, B] = AB — BA = aepp,a € F.

De maneira andloga, temos que [C, D] = feqa, para certos C; D € UTy(F) e B € F. Logo
[A, B][C, D] = afi(e1ze12) = 0. Portanto, f(xy,xq,x3,24) = [21, To|[T3,24] € uma identidade
polinomial da dlgebra UTy(F).

Exemplo 38. Mostraremos que

f(fUl; s 7$2n) = [131, 1’2] ce [Izn—l, $2n]

¢ uma identidade polinomial da UT, (F).
No Ezemplo [37| vimos que o comutador de duas matrizes A, B € UTy(F') é da forma

A5 - (8 ‘5‘),

onde a € F'. De um modo geral, se A, B € UT,(F), entao

0 J F
0 F
[A, B] € ,
Do F
0 0 0

ou seja, o comutador de duas matrizes triangulares superiores € uma matriz triangular estri-
tamente superior. Denote por C,(F') a dlgebra das matrizes n x n triangulares estritamente

superiores. Observamos que C,(F') € uma dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia n. As-
Sim; se Ala A27 s aAanla AQn € UTn(F); entao

[Ah AQ] s [AQn—17 AQTL] = 0.
Logo,

f(iUl, . ,$2n) = [xluxQ] s [132n7171’2n] =0
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em UT,(F).

A proposicao a seguir nos auxilia na exibi¢ao de mais exemplos de PI-algebras como também
nos fornece uma vantagem em trabalhar com polinémios multilineares. A importancia deste
resultado é que podemos avaliar um polinomio multilinear f sobre uma base de A para, enfim,

sabermos se F é uma identidade polinomial de A.

Proposicao 7. Seja A uma dlgebra gerada como espago vetorial por um dado conjunto B
sobre um corpo F. Se um polinomio multilinear f = f(xy,--- ,xz,) € tal que se anula perante

as substituicoes dos elementos de B, entao f € uma identidade polinomial da dlgebra A.

Demonstragao. Sejam {b;};c; um conjunto gerador de A sobre F e ay,---,a, elementos
de A. Por hipétese, podemos escrever os elementos de A na forma a; = ) a;b;, onde
aj, € F e b; € B. Sabemos, também por hipotese, que f ¢ multilinear, entdo f(ay,---,a,) =
Yoy, oy, f(biy, -+, b;,). Como f(bi, -+ ,b;,) = 0, paratodo b;, em B, entao f(a1,--- ,a,) =
0, para todos ay,--- ,a, € A. n
Proposicao 8. Seja f = f(x1, - ,Zn, Y1, ,Ym) um polindmio multilinear e alternado nas
varidveis Ty, T, - ,Ty. S 0s elementos ay, - -+ ,a, € A sdo linearmente dependentes sobre F),

entdo f(ay,- -+ ,an,b1, - by) =0, para bj € A,j € {1,--- ,m}.

Vimos anteriormente que, para todo n > 2, o polinomio Standard é multilinear e alternado.

A partir disto e da proposi¢ao anterior, temos o seguinte resultado.
Corolario 1. Toda dlgebra de dimensao n satisfaz o polindmio St, 1.

Definicao 38. Seja A uma algebra. Dizemos que A satisfaz o polinémio de Capelli de posto
m se A satisfaz todos os polindémios da forma

Capm(xb 5 Tmy Y1, 7ym+1)
quando substituimos determinadas variaveis y;s por 1.

De um modo geral, é possivel provar que se A é uma &algebra de dimensao finita m, entao
A satisfaz a identidade de Capelli de posto m + 1. Note que existem 2™ polinémios quando

realizamos a substituicao.

Exemplo 39. O polinomio Capelli de posto 2 apresenta 8 formas quando realizamos as subs-

tituicoes nas varidveis y.s. De fato, sao os polindmios
Oap?(xlv Z2,Y1, Y2, 93)7 Cap?(mla Ta, 17 Y2, y3)7 Cap?(xlv T2, Y1, 17 y3)a Oap?(xla T2, Y1, Y2, 1)7

Cap2($1, X2, 1a 17 y3)7 Oap?(xla Ta, 17 Y2, 1)7 Cap?(mla T2, Y1, 17 1)7 Oap?(xb X2, 17 1a 1)
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Assim como para o polinomio Standard, temos o corolario referente ao polindémio de Capelli.
Corolario 2. Seja A uma dlgebra. Se A possui dimensao n, entao A satisfaz Capyyq.
Nos exemplos a seguir, determinaremos algumas identidades polinomiais de My (F).

Exemplo 40. Seja A = My(F). Sabemos que a dimensao desta algebra € 4 entao, pelo Coro-
lario (1], temos que Sts = 0 em My(F). Porém, € possivel verificar que Sty(xy, s, x3,24) = 0
em My (F).

De fato, utilizando o Exemplo[32| e as matrizes elementares como uma base de A, temos que
5t4(€117 €12, €21, 622) = [611, 612] o [621, 622] + [611, 621] o [622, 612] + [611, 6’22] o [612, 621] = (6’11612 -
612611) o (621622 —622621) + (611621 - 621611) o (622612 - 612622) + (611622 —622611) o (612621 —621612) =
(€12 0 €21) + ((—e21) o (—e12)) + (0 0 (e11 — €22)) = era(—ear) + (—ea1)erz + (—ear)(—e12) +

(—612)(—621) = —e1] — e + €20+ €17 =0.

Para o proximo exemplo, denotaremos por Tr(A) o trago da matriz A, dado pela soma dos

elementos da diagonal principal da matriz.

Exemplo 41. Mostraremos que o polinémio f(xy,ze,x3) = [[x1,22)% 23] € uma identidade
polinomial da Ms(F), chamada identidade de Hall. Seja A = i € My(F). O
G21 Qa22

polinémio caracteristico desta matriz é dado por p(z) = x*> — Tr(A)z + det(A) e pelo Teorema

de Cayley Hamilton, temos que

p(A) = A% — Tr(A)A + det(A)Id(A) = 0.

by b
Sejam B = ( o > ,C = ( o ) € My(F) tais que A = B, (], entao

ba1 Do C21 C22
b12Co1 — 12091 biicia + bi1acag — c11b12 — c12b9o
A=BC~-CB = . Logo,
baici1 4 baacar — c21b11 — 22Dy baicia — c21b12

Tr(A) =0, e assim, A> = —det(A)Id(A). Isso nos mostra que
[B,C|* = —det(|B, C])Id([B, C]).
Portanto, para D € My(F), temos que [[B,C]?, D] =0 em M(F).
A seguir daremos um importante exemplo de PI-adlgebra de dimensao infinita.

Exemplo 42. Seja I = (v,x; + xjz; | i, > 1) um ideal bilateral de F(X). Considere o
quociente G = F(X)/I e denote por e; := x;+ 1,i € N. G € chamada de dlgebra de Grassmann
de dimensao infinita sobre I gerada por B = {1,e; ---¢e; |1 < iy < --- < iy, k > 1}. Se char

(F) # 2, entao podemos representar tal dlgebra como
G= (161,69, - | e,ej = —eje;,1,j € N).
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Denote ainda os subespagos da dlgebra de Grassmann por

GO = span{es -+ eiy, [1 < in < oo <o b > 0},

Em linhas gerais, GO indica o conjunto dos mondmios com wma quantidade par de elementos
e; ¢ GV uma quantidade impar de elementos e;. A partir da definicao, verificamos que os
subespacos satisfazem as relagoes:

e GOGO 4 gHgh c gO.
e GOGH L gWGO) C g,

Do primeiro item, temos que GO ¢ uma subdlgebra de G. Como GO gl = {0} e todos os
elementos de G podem ser escritos como combinacoes de GO ¢ (_}’(1), entao podemos dizer que

Agora considere x = ejeq - - - egp, T € GO entio

XT-€e; = €162 €E2kE;
= —€1€2: " €2k_16;€2%

= €1€2 " €2k_2€;€2k_1€2

= €ij€1€2 " Cok.

Isto ocorre, pois x tem uma quantidade par de elementos e;. Estendendo este resultado para
qualquer y € G, temos que yx = xy, e assim, GO C Z(G). Desta forma, para todos a = ag+ a;
eb="by+b €G, onde ap,by € GO e ay,b; € GV, temos que

[CL, b] = [Clo + ay, bo + bl] = [ao, bo] + [ao, bl] + [al, bo] + [CLl, bl]

Como os elementos de G comutam com os elementos de G, entdo [ag, bo] = [ag, bi] = [a1, bo] =
0. Portanto,

[a,b] = [ao, bo] + [ao, b1] + [a1,bo] + [a1,b1] = a1by — bray = 2a,b; € G,

Deste modo, obtemos que [x1,x2, 23] = [[11,22], 23] =0 em G, pois [G,G] C Z(G). Assim, G é
uma Pl-dlgebra.
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Capitulo 3

T-Ideal da UTy(F)

Neste capitulo, iremos definir o que é um T-ideal, bem como algumas aplicagoes e exemplos.
Mostraremos também o Processo de Multilinearizagao como uma ferramenta auxiliadora para
escrevermos polindmios de uma maneira multilinear. Além disso, demonstraremos que o T-ideal
da UTy(F) é dado por Id(UTo(F)) = ([z1, z2][z3, T4]) .

Ao longo deste capitulo consideraremos F um corpo de caracteristica zero.

3.1 T-Ideal

Nesta secao, considerando o conjunto das identidades polinomiais de uma algebra, definimos
o T-ideal gerado por uma algebra. Também serao apresentadas algumas idéias a respeito
do processo de multilinearizagao, que nos permite um importante resultado a respeito das

identidades polinomiais de uma algebra.
Definicao 39. Seja A uma algebra. Denominamos por
Id(A)={f e F(X)| f=0em A},
o conjunto de todas as identidades polinomiais de A.
Observagao 11. A ¢é uma Pl-dlgebra se, e somente se, Id(A) # {0}.

Exemplo 43. Seja A uma dlgebra comutativa. E claro que Id(A) # 0, pois [x1, 7] € Id(A),

para todos x1,T9 € A.

Definicao 40. Sejam as algebras A e B. Chamamos por homomorfismo a aplicagao ¢ : A — B

se, para todos a,b € A e o € I, temos:
o ¢(aa) = ad(a);
o ¢(a+b) = 9¢(a) + o(b);
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o ¢(ab) = ¢(a)o(b).
Se a aplicacao ¢ ¢ dada por ¢ : A — A, entao dizemos que ¢ é um endomorfismo.

Note que Id(A) é um ideal bilateral de F(X). Além disso, se considerarmos f(z1,...,z,)
uma identidade de A e um endomorfismo ¢ : F(X) — F(X) que mapeia z; — g; de modo que

O(f) = [(¢(@1), . d(wn)) = flg1,- -, 90) = 0 em A,
Assim, Id(A) ¢ um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F'(X).

Exemplo 44. Seja A uma dlgebra tal que [z1,xo]x3 € Id(A). Entdo, [v1x3, 23, v523]2S =0 em

A. De fato, se considerarmos o endomorfismo

¢: F(X) —» F(X)
Ty = |myw3, 07
Ty — TsTh
T3 — T3

vemos que [r1x3, 73, vsxi)2S € Id(A).

Definigao 41. Dizemos que um ideal I de F(X), é um T-ideal se ¢(I) C I para todo endo-

morfismo em F'(X).

Exemplo 45. Em [5| Drensky exibiu as identidades geradoras para o T-ideal da dlgebra Ms(F)

como
[d(MQ(F)) = <H$1,$2]2, .Tg], St4(£[1,$2,x3, x4)>T-
Entretanto, o T-ideal de M, (F), para n > 3, ainda estd em aberto.

Exemplo 46. Sejam I, e Iy T-ideais de F(X), entao I N Iy é um T-ideal de F(X). Para
vermos isso, sejam I e Iy T-ideais de F(X). Tome a € 11 N1y, logo a € I} e a € Iy e,
consequentemente, ¢(a) € I e ¢(a) € Iy, onde ¢ é um endomorfismo em F(X). Assim,
¢(a) € Iy N I,. Mais ainda, a intersegio de uma familia arbitrdaria de T-ideais é ainda um
T-ideal.

Veremos agora como pode ser a forma de um conjunto gerador para um T-ideal da algebra
livre F/(X).

Definigao 42. Seja S um subconjunto de F'(X). Denotamos por (S)r o T-ideal gerado por S
como sendo a interse¢ao de todos os T-ideais de F'(X) que contém S. Assim, (S)7 é o menor

T-ideal de F(X) que contém S e é escrito como
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<S>T = SpanF{hlf(gla S 7gn)h2 | f cSe h17917' s 7gn7h2 € F<X>}

Deste modo, um ideal I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F(X) se todo

elemento de I pode ser escrito como combinagao linear de elementos da forma

hif(g1s- -, 9n)he,

onde hy, ha, g1,...,9, € F(X) s@o polindmios e f € S. Neste caso, denotamos I = (S)7.

Definicao 43. Chamamos um polinémio f de consequéncia de um polin6mio em um conjunto
S de F(X) se f € (S)r. Em particular, dados dois polinomios f,g € F(X), dizemos que g é

consequéncia de f se g € (f)r.

Exemplo 47. Um comutador de peso n > 3 € consequéncia do comutador de peso 2 e isto pode
ser verificado na Defini¢ao [32|

Proposigao 9. Se I é um T-ideal de F(X), entiao Id(F(X)/I)=1.

Demonstracao. Seja A = F(X)/I. Queremos mostrar que Id(A) = I.
Seja f(x1,...,x,) € I. Dados hy +I,...,h, + 1 € A, existe um endomorfismo ¢ de F(X) tal
que ¢(z;) = h; para todo i = 1,...,n. Assim,

flhi+1,....0hy+ 1) = f(d(x1),...,0(xn)) + 1 =0(f(x1,...,20)) + 1.

Como, por hipotese, I é um T-ideal, temos que ¢(f(x1,...,x,)) € I, e assim, f(hi+1,... hy+
I) € I. Portanto, I C Id(A).

Agora, considere que f = f(z1,...,x,) € Id(A). Assim, f(z1,...,2,)+ 1= f(e1+1,...,2,+
I) e 1. Logo, f(z1,...,2,) € I e Id(A) C I. Portanto, Id(A4) = I. =

3.1.1 Processo de Multilinearizacao

Os polinémios multilineares sao de grande importancia quando a caracteristica do corpo
estudado é zero. No entanto, antes de mais nada, apresentaremos o Processo de Multilineari-
zagao, que nos fornece um passo a passo para que todo polindmio possa ser escrito de maneira
multilinear.

Seja f = f(x1,...,2,) € F(X) uma identidade polinomial da algebra A de grau k. Inicial-
mente suponha que em cada monémio de f a variavel x; apareca com grau menor ou igual a 1,

com i € {1,...,n}. Se x; ndo aparece em algum monoémio, entao definimos

pr:r1 — 0
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Observe que o polinémio ¢;(f) ainda é uma identidade polinomial de A obtida de f, mas
sem os polinémios que contém x;.

O processo podera ser repetido se em algum monoémio de p;(f) a varidvel x5 tem grau zero:

Y9 1 Ty > 0

Novamente psp1(f) continua sendo uma identidade polinomial de A obtida de ¢1(f), mas
desta vez, sem os monomios que contém xzy. Repetindo o processo para todas as variaveis
que nao aparecem em algum monomio, obtemos uma sequéncia de aplicagoes @1, o, . .., ¢; tal
que ;- - @ap1(f) € um polindbmio multilinear de grau menor ou igual a k que ainda é uma
identidade polinomial de A.

Agora suponha que deg, f = d > 1. Considere

h:h(ylay%m??“' 7'1771) :f(yl+y27$27”' 7xn)_f(ylax27”' 7xn) _f(y2,$2,"' 73311)7

e observe que h ainda é uma identidade polinomial de A.
Agora, queremos mostrar que h é uma identidade nao trivial de A. Suponhamos, por

contradigao, que h = 0 e fagamos y; = yo = 1. Assim, teremos

0=nh(xy,z1,29, -+ ,x,) = f(2m1,29, - ,2,) — f(x1,20, -+ ,2,) — f(T1, 22, ,x,)
= f(2$’1,$2,"' 71'71) —2f(l'1,1'2,"‘ axn)-

Podemos escrever f = fo+ fi + -+ fg, parai € {0,...,d}, onde f; é a soma de todos os

mondmios de F em que x; aparece i vezes. Desta maneira,

fiRwy, - ) = 20 f (20, 20)

e obtemos

20fo+ it fo) = Qf+2 it +2,
= fo+2hi+-+2a

Com isso, fo = (22 — 2)fo + -+ + (2¢ — 2)f;. Entretanto, isto ¢ uma contradicdo, pois do
lado esquerdo da igualdade nao temos a variavel z;, enquanto do lado direito, com d > 1 e
char(F) = 0, ela aparece com grau > 2. Portanto, h é uma identidade nao trivial.

Logo, obtemos uma identidade h tal que deg,, h = deg,,h = d — 1 < deg,, f. Por meio do
processo indutivo e a partir da identidade f, é possivel obter uma identidade g de A que é um

polindmio multilinear.

Exemplo 48. O polinémio f = f(x1, 1) = 2229 ndo € um polindmio multilinear. Entretanto,
podemos obter um polindmio multilinear h a partir de f. Primeiramente, note que deg, =2 >1

e pelo Processo de Multilinearizagao, temos que
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h = h(y1,y2,22) = f(y1 + v, 22) — f(y1, 22) — f(y2, 72).

Separando h em partes, temos o0s sequintes polindmios que sao consequéncias de f

flyi +y2,22) = (y1 + y2)2$2
= (1 +v2) (1 + y2)22
= y%562 + Y1Y2%2 + Yoy1722 + 3/3552;

[y, 22) = y%l'z
e, por fim,
fy2, 22) = yas.
Portanto, h = h(y1,ys, T2) = Y1Yaa + Yoy12 € um polindmio multilinear.

Teorema 2. Sejam F um corpo de caracteristica zero e f = f(xq, -+ ,x,) € F(X). Entio F

€ uma consequéncia de um conjunto de polindémios multilineares.

A demonstracao de tal teorema pode ser encontrada em ﬂgﬂ, no Teorema 3.3.14, pagina 144.

Como consequéncia do teorema anterior e dos resultados de , temos o seguinte corolério.

Corolario 3. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero. Entao Id(A) €

gerado, como T-ideal, por um conjunto finito de polindmios multilineares.

Exemplo 49. Seja A uma dlgebra comutativa com unidade sobre um corpo de caracteristica
zero. No Ezemplo 43| vimos que [x1,x29] = 0 em A. Mostraremos que Id(A) = ([x1,x2])r. Se
I = ([x1,25])7, entao I C Id(A).

Seja f € Id(A), queremos mostrar que f = 0 (mod I). Primeiramente, pelo Coroldrio
podemos supor que f € um polindmio multilinear de grau n (se f nao for multilinear, basta
realizar o processo de multilinearizagdo). Além disso, pela Proposi¢ao @ podemos assumir que
F seja escrito como uma combinagao de varidveis e comutadores de pesos arbitrdrios.

Como [x1,25] = 0 em A, entao, para todo k > 2, [x1,--- ,xx] = 0 em A, por ser uma
consequéncia do comutador de peso 2. Assim, modulo I, temos f = f(x1, - ,x,) = axy - Ty,
para o € F qualquer.

Agora precisamos mostrar que o = 0 para que f € 1. Sabemos que f € Id(A) e fazendo
x1 = =x, =1, temos que 0 = f(1,--- ;1) =a -1, e assim, « = 0. Logo, Id(A) = 1.
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3.2 Id(UTy(F)) = ([z1, zo)[z3, 24))7

Iremos, agora, adentrar no objeto do nosso trabalho, o estudo do T-ideal da UTy(F) sobre
um corpo F, char(F) = 0. No Exemplo 36| vimos que [z1, z2][z3, 74] € Id(UT2(F)). Em 1971,
Malcev [§] demonstrou que Id(UTy(F)) = ([x1, z2][x3, x4]) 7.

Antes de vermos este resultado, apresentaremos o seguinte lema.

Lema 1. Para todo m > 2, temos que
[T, Ty oo Ty Tjys o s T ] = [T s oo Xy Ty -5 T | (mod T,
onde I = ([x1, x3|[x3, x4]) 7

Demonstracao. Como [x1, z5|[x3, x4] € I, entdo [[z1,xs], [x3,24]] € I. Observe que, modulo

I, quaisquer dois comutadores comutam. Considere ¢ = [zj,,2;,,...,2;_,] € assim,

[a:jusza e 7xj'r7xjr+l7 e ,l'jm] = [C,.Z'jr,ilj'jr+l,l'jr+2, e ,l‘jm].

Pela identidade de Jacobi, temos

(e 2, 25 0] = =ll2)0, w50 ] = 25,000 )25, = e, w0, 5] (mod 1),
Logo,
[T @y oo s Ty Ty ) = [T, Ty oo TG Ty -, 2, ] (od ),
[
Apos este lema, temos o nosso principal resultado, o teorema que prova o T-ideal da UT,.
Teorema 3. Id(UTy(F)) = ([x1, x2][xs, T4]) 7.

Demonstracao. Seja I = ([x1, 23][x3,24]). Como vimos no Exemplo temos que [ C
[d(UT4(F)). Agora mostraremos que se f € Id(UTy(F)), entdao f = 0(mod I). Pelo Corolario
B, podemos assumir que f é um polinémio multilinear de grau n. Além disso, pela Proposi¢ao
[0, temos que f pode ser escrito como uma combinacao linear de variaveis e comutadores do
tipo @, ... x;.¢1...¢cs onde i3 < --- <14, e 0s ¢,s s@o comutadores de pesos arbitrarios.

Como [x1,xo][xs, x4] € I, temos que [x;,, ...,z |[x),...,x;] também pertence a I, para
quaisquer r,t > 2. Desta maneira, se s > 2, temos que ¢;---¢, € I, onde cada ¢; é um
comutador de peso maior ou igual a 2.

Com isso, temos que f pode ser escrito, moédulo I, como combinacao linear de polinémios

do tipo
Tiy - Ti[Tgy, 000,15,
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comig <---<1i.en=1r-+s.

Pelo Lema [T temos que
[$j17 e 7xjs] = [$ka Ly ,xjn_r_l](mOd I),

onde k > j1 e j1 < -+ < Jun_r_1. Isto nos mostra que em cada comutador, médulo I, po-
demos supor que a primeira variavel possui o maior indice e as outras estao ordenadas. As-

sim, concluimos que, modulo I, f pode ser escrito como combinagao linear de polindmios

do tipo x;, -+ @i [Tk, Ty, o0 Ty, 4], onde iy < -0 < i, kK> g1, 1 < v < Jpepor €
{iv, - vipy g1 s Jnere1, K} ={1,--- ,n}.

Para cada r € {0,--- ,n} escrevemos M = {iy, -+ i}, N = {j1,  ,Jnr-1}, 01 < -+- <
iy J1 < ++* < Jp_p_1 € assumimos que se ¥ = 0 ou r = n, entdo ou M = @) ou N = (),

respectivamente. Escrevendo

T —
Upr N = Lip * 0" L, [xlﬁ Ljps© - 7xjn—r—1]

temos que f pode ser escrito, médulo I, como

n
r
E : E QM NEUN N g O NE € F.

r=0 M,N,k

Basta, entao, mostrarmos que ap; i = 0 para cada escolha de M e N. Fixando r €
{1,---,n}, escolhemos M e N e fazemos x;, = --- =z, =1, xy =epex;, = =Tp_,_1 =
€92.

Assim, ayy, NEU g € avaliado em s nr€12. Além disso, para um mesmo r fixado, se M’
e N’ sdo tais que M # M’ e N # N, entdo ujy, y s € avaliado em 0, j& que k > jy.

Com isso, ap,n, = 0 e procedendo da mesma maneira para todos os valores de 7, obtemos
que f € I. Portanto Id(UTy(F)) = ([x1, xo|[z3, T4]) 7 ]
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi apresentar o T-ideal da dlgebra das matrizes triangulares su-
periores de ordem 2 x 2, denotada por UT,(F). Para isto, come¢amos com uma breve revisao de
algumas estruturas algébricas fundamentais tais como grupos, anéis e algebras. Posteriormente,
definimos os polinémios na algebra livre F'(X). Além disso. apresentamos o comutador de peso
n, os polindmios Standard e os polindémios de Capelli e fornecemos a eles algumas caracteristicas
e propriedades. Ademais, vimos que todo polindémio pode ser escrito como combinacgao linear
de variaveis ordenadas e comutadores e como consequéncia de um niimero finito de polinémios
multilineares.

A partir das algebras estudadas e dos polinémios, definimos o que é uma Pl-algebra. Ao
longo do texto, vimos que toda élgebra de dimensao finita é uma PI-algebra e apresentamos
um exemplo de uma PI-algebra de dimensao infinita, a algebra de Grassmann.

Como um dos interesses da Pl-teoria é que sejam conhecidas todas as identidades satisfeitas
por uma &algebra A, definimos o conjunto destas identidades como Id(A), de modo que A é
uma Pl-éalgebra se Id(A) # 0, onde Id(A) é um ideal invariante pelos endomorfismos de F'(X).
Vimos também que Id(A) é gerado como um 7T-ideal por um conjunto finito de polindémios
multilineares por meio do processo de multilinearizacao.

A determinacao das identidades polinomiais de uma PIl-algebra nao é uma tarefa facil e
somente algumas algebras ja possuem seu 7T-ideal bem conhecido. Neste trabalho apresentamos
o T-ideal da UTy(F), demonstrado em 1971 por Malcev , que ¢é dado por

1d(UTs(F)) = ([21, 2] (5, za]) -

E possivel estender os resultados da UTy(F) para a UT,(F) e mostrar que

IA(UT,(F)) = ([x1,22] - - - [T2n_1, Ton]) T
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