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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre os polinémios ortogonais na reta real. O assunto foi
abordado em duas partes distintas. Na primeira delas estudamos os polinémios ortogonais,
num caso geral, apresentando definigoes e teoremas que nos fornecem condigdes necessarias e
suficientes para que uma sequéncia de polindémios seja ortogonal. Em seguida, vimos impor-
tantes resultados evolvendo o comportamento dos zeros desses polindmios. J& a segunda parte
é direcionada a apresentar os resultados dos estudos sobre os polinomios ortogonais classicos.
Sao eles: polindmios de Jacobi, de Legendre, de Chebyshev de 1° e 2° espécie, de Gegenbauer,
de Laguerre e de Hermite. Vimos que tais polindmios sao aqueles cuja fungao peso associada

satisfaz uma equagao diferencial de primeira ordem.

Palavras-chave: polindmios ortogonais, polindomios de Jacobi, polinomios de Chebyshev, po-
linébmios de Legendre, polindmios de Gegenbauer, polinémios de Laguerre, polinomios de Her-

mite.
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INTRODUCAO

Os polindémios ortogonais surgiram através do estudo sobre um tipo de fragoes continuas
chamada de Stieltjes e, a partir do século XIX, vem se intensificando as pesquisas envolvendo
o tema. Seu estudo contribui de maneira significativa na resolu¢ao de intimeros problemas
envolvendo diversos ramos da matematica pura e aplicada. Sao utilizados, por exemplo, para
solucionar problemas envolvendo interpolacao, aproximag¢ao numérica, além de contribuir nos
estudos relacionados a equacoes diferenciais e fragcoes continuas.

Atualmente o interesse pelo estudo desses polinémios pode estar relacionado com a revolugao
dos computadores e ao aumento da atividade na teoria da aproximacao e analise numérica,
conforme destaca Perlin (2016). Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo fazer um
estudo detalhado sobre a teoria basica dos polindmios ortogonais na reta real.

O assunto sera abordado da seguinte maneira No capitulo 1 trataremos de conceitos neces-
sérios para o desenvolvimento do trabalho como: defini¢oes e algumas propriedades envolvendo
polinémios, a definicao do produto interno no espaco vetorial dos polindémios de grau no maximo
n e, por fim, defini¢oes e propriedades da funcao Gama e Beta;

No capitulo 2 iniciaremos de fato o estudo pretendido. Primeiramente apresentaremos a de-
finicao de uma sequéncia de polinomios ortogonais e em seguida veremos diversas propriedades
interessantes que esses polindmios satisfazem. Para finalizar o capitulo faremos um estudo das
propriedades fundamentais relacionadas ao comportamento dos zeros desses polinomios;

Finalmente, iniciamos o capitulo 3 com o estudo sobre polindmios ortogonais especiais cha-
mados de polinomios ortogonais classicos. Sao eles: polinomios de Jacobi e seus casos particu-
lares, polinémios de Legendre, de Chebyshev de 1° e 2° espécie; os polinomios de Gegenbauer,
de Laguerre e Hermite. Para cada classe desses polinomios exibiremos o coeficiente do termo

de maior grau, a relagao de ortogonalidade que satisfazem e a relacao de recorréncia.



CApriTULO 1

PRE-REQUISITOS

Neste primeiro capitulo vamos tratar de alguns pré-requisitos que serao necessarios para de-
senvolver a teoria dos polindmios ortogonais. Inicialmente exibiremos defini¢des e propriedades
bésicas envolvendo os polinémios. Na sequéncia, definiremos um produto interno no espago dos

polinémios e apresentaremos definicao e propriedades das fungoes Gama e Beta.

1.1 Polinémios

Fixemos algumas notagoes. Um polinomio de grau n é denotado por

P,(z) = apa™ + an,n,lx"’l + o Ay F gy (1.1.1)

onde @y n,np-1, " ano € R, a,, # 0 e z € R. Indicamos por P, o espaco vetorial dos

polinémios de grau no méximo n, e por P, o espaco vetorial de todos os polindémios, ou seja,

P = [OJ T
n=1

A seguir vamos apresentar algumas defini¢ées e propriedades envolvendo as raizes reais dos

polindémios.

Defini¢ao 1.1.1. Seja p(x) um polinémio. O ntmero real a, tal que p(a) = 0 é chamado de

raiz (ou zero) do polindmio p(x).

Portanto, o é uma raiz de p(x) se, e somente se, p(a) = 0. Neste caso, o polindémio p(z) é

divisivel por (x — ), e pode ser escrito como

p(z) = (z — a)q(x),

onde ¢(z) é um polinémio de grau menor do que o grau de p(z).
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Podemos generalizar o resultado acima para um polinémio de grau n.

Proposicao 1.1.2. Se xy,x9, -+ ,x sdo k raizes reais de um polindmio p(x) de grau n, entdo
temos que

pe) = (o =2 = 1)+ (o — m)ale)

onde q(x) € um polinémio sem raizes reais de grau n — k.

Demonstracao: Vide em [7].
Agora se p(x) for fatorado, e o fator (z — x) se repetir, podemos afirmar que xy é uma raiz

multipla conforme definimos a seguir.

Definigao 1.1.3. Seja p(x) um polindmio de grau n. O nimero real xg é uma raiz de multi-

k

plicidade k de p(z) se p(z) = (z — x¢)"q(x) para algum polinémio ¢(z), com g(zo) # 0.

Aqui, q(z¢) # 0 para garantir que ¢(z) nao tenha mais nenhum fator (z — ).
O proximo resultado, relaciona a multiplicidade da raiz xy de um polinémio p(z) com o

sinal do polinémio em uma vizinhanca z.
Proposicao 1.1.4. Seja p(z) um polindémio e xo uma raiz de p(z). Entdo:

(a) xo € uma raiz de multiplicidade par de p(z) se, e somente se, existe r > 0 tal que p(z) nao

muda de sinal para todo x € (xg—r,x0+71)—{z0} ={r € R:zg—r <z <x0+7,2 # 20}

(b) zo € uma raiz de multiplicidade impar de p(z) se, e somente se, existe r > 0 tal que o

sinal de p(x) para x € (xg — 1,20) € oposto do sinal de p(x) para x € (xg, xo + 7).

Demonstracao: Seja k € N a multiplicidade de xy. Entao, existe um polinomio ¢(x) de grau
n —k, com q(zg) # 0, tal que

k

p(x) = (x = z0)"q(x).

Se q(zo) > 0, existe r > 0 tal que g(z) > 0 para todo x € I = (zg —r,x0+r) — {zo}. Sabendo
que, p(z) = (x — z9)¥q(x) e como por hipétese ¢(x) > 0 para todo z € I. Entdo, quando
p(x) > 0, o fator (z — x¢)¥ também serd maior que zero. Assim, quando p(z) < 0 o fator
(x — z0)* também serd menor que zero. Ou seja, quando q(x) > 0, p(z) e (z — zo)"* terdo o

mesmo sinal no intervalo /. Por outro lado, se g(zy) < 0, existe r > 0 tal que ¢(x) < 0 para
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todo = € I. Entao, quando p(x) < 0, o fator (z — x)

¥ serd maior que zero. E quando p(z) > 0,

o fator (x — x¢)* serd menor que zero. Portanto, quando q(z) < 0, p(z) e (z — x¢)* terdo sinais

opostos no intervalo I = (zg — r,x9 + 1) — {xo}.

(a)

Seja I = (xg —r,290 + 1) — {xo} como considerado acima. Se ¢(x) > 0, para todo = € I,
temos que p(z) e (x — x0)* tém o mesmo sinal em I. Como k ¢é par, o fator (z —x¢)* > 0,
para todo x € I. Logo, p(z) também é positivo neste intervalo. Se ¢(z) < 0 em I, p(z) e
(x — )" tem sinais opostos em I. Logo, neste caso, temos que p(z) < 0 para todo z € I.
Portanto, provamos que k é par se, e somente se, p(z) ndo muda de sinal no intervalo

I = (zg—r,zo+r)—{zo}.

Seja I} = (zg — 7,29 + 7). Se g(x) > 0, para todo = € I;, temos que p(x) e (x — z)*
posstiem o mesmo sinal em I;. Como k é fmpar, entdo o fator (z — x¢)*¥ < 0, para todo
x € (vg — 1,70) € (z — x9)* > 0, para todo = € (9, 2o + 7). Logo, p(x) < 0 para todo
x € (g —1,20) € p(x) > 0 para todo x € (xg,29 + ). Por outro lado, se ¢(z) < 0
para todo z € I, temos que p(x) e (r — xo)* possuem sinais opostos em [;. Como
sabemos que o fator (z — zy)* < 0, para todo = € (zg —r,79) e (¥ — z0)* > 0, para todo
x € (xg, o+ 1), concluimos que, p(x) > 0 para todo x € (xg—r,x) e p(x) < 0 para todo
x € (xo,x0 + r). Portanto, provamos que k é impar se, e somente se p(x) muda se sinal

no intervalo I} = (zg — 1,29 + 7). O

O produto interno nos permite obter nogoes de comprimento e angulo nos espagos vetoriais.

Assim, podemos definir um produto interno no espaco vetorial de todos polinémios P, para os

polinémios ortogonais precisamos inicialmente da definicao de fungao peso.

Definigao 1.1.5. Dizemos que w(x) ¢ uma fung¢do peso no intervalo [a, b] quando ¢ uma funcado

continua, ndo negativa e ndo identicamente nula no intervalo (a, b).

Assim, dados f, g € P, definimos o produto interno

(f.g) = / f(@)g(x)w(z)dz (11.2)

onde f,g € P e w(z) é uma fungao peso.

Na péagina 3 da referéncia [2] o leitor podera verificar que a férmula (1.1.2) define de fato

um produto interno.
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1.2 Funcao Gama e Funcao Beta

Veremos agora a defini¢ao de fungao Gama. Essa fungao foi introduzida por Euler em 1730

e é uma extensao da fungao fatorial para o conjunto dos niimeros reais e complexos.
Definicao 1.2.1. A funcao Gama é definida pela integral imprépria
o)
['(x) = / t" e tdt, (1.2.1)
0
para todo z € C e Re(x) > 0.
A funcao Gama satisfaz as seguintes propriedades:
Proposicao 1.2.2. Seja x € C tal que a parte real de x é positiva. Entao I'(x + 1) = 2['(x).

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas o caso em que x ¢ um inteiro nao negativo. Pela

defini¢ao (1.2.1) da fungdo Gama, temos que

F(ZE + 1) — / t(:c—i—l)—le—tdt _
0

= / tTetdt.
0

Integrando por partes, seja u =t e dv = e~'dt. Assim du = xt* " 1dt e v = —e~t. Logo,
00 b b
/ t“e”'dt = lim ((—txe_t) — / —e_t:rtx_ldt) =
0 b—o0 0 0
b b
= — lim t*e¢”!| +z lim e " dt =
b—o0 0 b—oo J
b
= — lim 0"’ + z lim e 'l dt =
b—o0 b—oo J
T b
= —lim — + 2 lim e 't dt.
b—oo € b—oo J
Observe que,
ddf
—(0") =2l

i
Assim, aplicando x vezes a regra de L’Hospital em —» obtemos
e

) | b
[(z+1)= / tPetdt = — lim — + o lim [ e~'t"dt =
0

b—o0 eb b—o0 0
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b

1
= —z! lim -t lim e~ dr =
b—oo € b—o0 0

=0+ / e~ d =
0
= zl'(x).

Portanto, I'(x + 1) = 2I'(z). O

1
Proposigao 1.2.3. F(§) =7

Demonstragao: Pela definigdo (1.2.1) da fun¢ao Gama, temos que

1 <
F(—) :/ t2"te7tdt
2 0

Agora trocando a variavel ¢ por u?. obtemos
)

Entao,

1\\? o, ©
(F(—)) —4/ et du-/ e Vdv =
2 0 0
= 4/ / e~ e dudy =
o Jo
= 4/ / e~ () dudu.
0o Jo

Trocando as coordenadas u = rsin ¢ e v = r cos ¢, obtemos
u? +v? = r?sin® ¢ + r’cos’¢ = r*(sin® ¢ + cos*¢) = r*

ou seja, r = Vu? + v2. Logo, como u e v variam de 0 a oo, entao 0 < r < oco. Além disso, o

. . , . . T .
primeiro quadrante é a regiao onde u e v variam de 0 a oo. Portanto, 0 < ¢ < 5 Assim,

(F(%))Q:AL/OQ /Ooore—T"’drdd):
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1
Portanto, F(ﬁ) =./m. O
Definiremos agora a funcao Beta, e veremos que tal fungao esté intimamente relacionada

com a funcao Gama.

Definigao 1.2.4. A fun¢io Beta ¢ definida, para =,y € C, Re(x) > 0, Re(y) > 0, dada por

1
B(x,y) = / 71— )Y,
0
conhecida como integral de Euler de primeira espécie.

A funcao Beta pode ser escrita, em termos da funcao Gama, da seguinte forma

L(2)C(y)

Ble.y) = I'(z +y)

(1.2.2)

A demonstragao dessa igualdade pode ser encontrada na bibliografia [7].



CAPITULO 2

POLINOMIOS ORTOGONAIS

Neste capitulo faremos o estudo dos polindémios ortogonais, apresentando sua defini¢ao e
propriedades gerais. Destacaremos ainda propriedades fundamentais sobre o comportamento
do seus zeros. Veremos também que esses polindmios sao gerados a partir de uma relacao de

recorréncia de trés termos, facilitando assim obter uma sequéncia de polinémios desse tipo.

2.1 Teoria Elementar dos Polindmios Ortogonais

Para motivar a definicao de uma sequéncia de polinémios ortogonais considere os polinémios

T, (z), definidos por

T, (z) = cos(narccosz), =€ [-1,1], n=0,1,2,.. (2.1.1)
~ 1
e a fungao peso w(r) = ——.
1 —a?
Considere as identidades trigonométricas: cos(a + b) = cosacosb — sinasinb, cos2a =

2cos?a — 1, sin2a = 2sinacosa e 2sin?a = 1 — cos 2a. Observe que, fazendo x = cos 6 temos

arccos z = 6. Entao temos:

To(z) = cos(0arccosz) = cos0 = 1

Ti(x) = cos(arccosx) = cosf = x

Ty(x) = cos(2arccosz) = cos 20 = 2cos? 0 — 1 =222 — 1
T3(x) = cos(3arccosx) = cos 36 = cos(20 + 0) =

= cos 26 cos ) — sin 20sin ) = (2cos? — 1) cos § — 2sin® f cos O =
=cosf(2cos?f — 1 —2sin?f) = cosO(2cos?§ — 1 + cos 20 — 1)
= cosf0(2cos*f — 2+ 2cos? — 1) = cosf(4cos? § — 3) =

= x(4x? — 3) = 42® — 32 = 2223 — 3z
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Continuando com esse raciocinio obtemos
-1
To(z) =2""2" + q.(z),

onde ¢,(x) é um polindmio de grau r < n, mostrando assim que 7, (z) é de grau exatamente n,

para todo n € N.

Tomando o produto interno de 7T,, por T,,, com m # n, temos

1
(T, T,) = / To(2) T (x)w(x) dz (2.1.2)
-1
! 1
= / cos(n arccos x) cos(m arccos ) dx
1 1-— 372
Fazendo uma mudanca de varidvel x = cos#, temos

0 _ i .
(T, T,) — _/ cos(n#) cos(m@) sin Odo _/ cos(n#) cos(m@) sin 6 50
T 0

V1 —cos?f B Vsin? 6

B /Tr cos(n#) cos(m@) sin 6
0

sin @

df = / cos(nf) cos(m#) db.
0
Considerando agora a identidade trigonométrica
2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b)

obtemos

(T, T,n) = /07r cos(n#) cos(mb) df = 1 /O7r [cos(n +m)@ + cos(n — m)6] dO

2
™
=0
0
Considere agora m = n nao nulos. Fazendo novamente z = cos f temos

Tt = [ Tajute)ds - Cosj%%e:

= / cos?(nf)do = / 1+ cost2nf) COS(QnH)dQ = / (1 + —COS(2n6)>d9
0 0 2 o \2 2

6

2

™ ) — )
N sin(n —m)

2

1 {sin(n +m)6

n—+m 0 n—m

™ ™

T sin(2nf
+Sln(n) '
o 2

0 4n
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Procedendo de maneira anéloga ¢ facil ver que (Ty, Tp) = .
Portanto, considerando a sequencia de polinomios {T,,(x)}2, concluimos que T,(x) tem

grau exatamente n e
.

T, sem=mn=0
(T, Th) = g, sem=mn>0

0, se m # n.
\

Nesse caso dizemos que {7, (z)}>2, é uma sequéncia de polindémios ortogonais no intervalo

[—1,1] com relagao a fungao peso w(x) = . Esses polinémios sao chamados de polino-

1
V1 — 22
mios de Chebyshev de primeira espécie e € um exemplo de polindmios ortogonal classicos, que
trataremos mais adiante.

A definicao geral é dada abaixo.

Definigao 2.1.1. Dizemos que uma sequéncia de polindmios {P,(x)}%, é uma sequéncia de
polindémios ortogonais no intervalo (a,b), com rela¢ao a fungao peso w(z), se cada P,(x) é de

grau exatamente n e

b 0, sem#n
<EJ%%:/fM@RA@w@Mx: 7

k,, sem=mn

onde k, € R.

Observe que se n = m temos

b
k, = / P (z)*w(z)dx > 0,

pois P,(z)?w(z) > 0. Se k, = 1, entao a sequéncia é chamada de sequéncia de polinémios
ortonormais. Note que, para simplificar, o produto interno da definicao acima pode ser escrito

como
b
<aﬂ@i/a@a@mmm—m%n

onde 0,,, denota a fungao Delta de Kronecker definido por

0, se m#n
5m,n:

1, se m=n
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2.2 Propriedades Gerais

Os polinémios ortogonais satisfazem propriedades interessantes, e aqui destacaremos algu-

mas delas.

Teorema 2.2.1. Se Py(x), Pi(x), ..., P,(x) pertencem a uma sequéncia de polindmios ortogo-

nais { P(z) }72,, entdo {Pj(x)}jL, sao linearmente independentes.

Demonstragao: Seja { P;(7)}T., uma subsequéncia finita de polinomios ortogonais e considere

a combinacao linear nula
m
> ePix) =0,
5=0
onde ¢; € R, para j = 0,1,2,..,m. Assim, fazendo o produto interno dessa soma nula por

Py(z), para cada k, tal que 0 < k < m, temos

<ZZ;CJPJ‘($),P;€(Q;)> —(0,P) =0

Entao, aplicando as propriedades do produto interno, obtemos

(coPo(x), Pi(x)) + - - + (i Pr(x), Pe(x)) + - - + {cmPm(x), Pr(z)) = 0 (2.2.1)

Utilizando a definigao (2.1.1), uma vez que por hipotese {P,(z)}32, é uma sequencia de
polindmios ortogonais, temos que (¢, P, (z), Pr(x)) = ¢, (Pu(z), Pr(x)) = 0, sempre que n # k.

Logo, da igualdade (2.2.1), obtemos

0= <CkPk,Pk> == Ck<Pk, Pk>

Como (P, Py) # 0 concluimos que ¢, = 0, para k =0, 1,--- ,m. Portanto, o conjunto

{P()(l‘), Pl(x)v o ,Pm(l‘)}
¢ linearmente independente. O

O teorema acima garante que os polinémios ortogonais Fy, P, - -- , P, formam uma base
para o espago vetorial 7,,, ou seja, qualquer polinémio de grau menor do que ou igual a m pode

ser escrito como combinagao linear de polindmios ortogonais.
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O proximo resultado fornece uma maneira alternativa de verificarmos quando uma sequéncia

de polinémios é ortogonal.

Teorema 2.2.2. Seja {P,(x)}:2, uma sequéncia de polindmios e w(x) uma fun¢do peso no

intervalo (a,b). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {P.(z)}>2, € uma sequéncia de polindémios ortogonais com relagdo a fungao peso w(x)

no intervalo (a,b), ou seja, (P, Pp) = Omnkn, onde k, # 0.
(b) (m, P,) =0, para todo polinémio w(x) de grau m < n.

b 0, se0<m<n
(¢c) (2™ P,) = / 2" P, (x)w(x)dr = :
@ pn#0, sem=n
Demostragao: Sejam {P;(z)}52, uma sequéncia de polindmios ortogonais e 7(x) um polindémio

de grau m < n. Pela definigao (2.1.1), temos que

0, sem#n
<}%n;}2>::
k,>0,sem=n
Fixe n um ntmero inteiro nao negativo. Como Fy, P, --- , P,_1 formam uma base para m,_; e
existem nimeros reais aq, - - -, a,_1 tais que

m(x) = i ag Py ().

Entao,
n—1 n—1
<W,}%» = < j{:(lk}%(x),}%l> Iiji:(lk<F%,f%>.
k=0 k=0
Note que, como k é menor que n, temos que k é diferente de n, para todo k =0,1,--- ,n—1.

Logo (P,, P;) = 0, para todo k =0,1,--- ,n — 1. Portanto

n—1

<W,}%» ::zg:(lk<f%,ZﬁJ =0

k=0

Isso prova que (a) implica (b)
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Provemos agora que (b) implica (¢). Para 0 < m < n segue diretamente de (b) que
(x™, P,) = 0. Considere entdo m = n. Usando o fato de que Py, P,,--- , P, formam uma

base para m,, podemos escrever
n
= ZakPk(x), onde a; € R, parai=0,1,--- ,n,
e a, # 0. Assim

Pn> = <Xn:akpk(ﬂf), Pn> = Zn:()ék<Pn, Pk> = an<Pn7 Pn> = Oénkn # 0.
k=0 k=0

Tomando p,, = a,k, concluimos a prova desse caso.
Por fim, falta que provar que (c¢) implica (a). Ja sabemos pelo enunciado do Teorema que
cada P, é um polindmio de grau n. Resta portanto, apenas provar que

0, sem#n
<PnaPm>:

k,, se m=n

Por hipoétese temos que

0,se0<m<n
(™ P,) = . (2.2.2)

pn#0, sem=mn
Sejam m e n inteiros nao negativos. Como P, é de grau m, a expressao genérica que o

define ¢ da forma P, (z) = >_,", amrx". Se m < n, obtemos

(P, P,) <Zam Wk P > = Zamk(ajk,Pn). (2.2.3)
k=0

Assim, como k < m < n, temos que k # n, e logo (x*, P,) = 0, para todo k < m. Portanto,
concluimos da equagao (2.2.3) que (P, P,) = 0, para m < n.
De modo analogo prova-se que (P,,, P,) = 0 para m > n. Agora, se m = n, usando a

igualdade (2.2.2), temos

(P, P,) <Z 7", P, > = Z U 1 (2", Po) = (3", Py) = Gpnpn 7 0.

k=0

Isso conclui a prova de que (¢) implica em (a). O
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O proximo resultado nos diz que quaisquer duas sequéncias de polinomios ortogonais, com

a mesma funcao peso, diferem apenas por uma constante multiplicativa.

Corolario 2.2.3. Sejam {Q,(x)}22, e {P.(2)}52, duas sequéncia de polindmios ortogonais no

intervalo (a,b) com relagao a fungao peso w(x). Entao,
QJ('%') = ijj(x)a J=0,1,--+,
onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Demostragao: Seja Q;(z) € {Q,(x)}2,. Como a subsequéncia finita de polinémios ortogo-

nais {P;(z)}/_, formam uma base para 7;, existem constantes reais ci, - - - , ¢;, tais que

Qi(x) = Y aBa), (e #0).

Pelo item (b) do teorema (2.2.2), temos que (Q);, ) = 0, para todo m(x) de grau menor do que

ou igual a 7 — 1. Entao, concluimos que,

(Qj, Po) = (Q;, Py =+ = (Qj, Pj-1) =0

Assim, para k =0,1,..,7 — 1, temos que

0=(Q;, ) = <ZCZPZ,P,€>

Entao, aplicando as propriedades do produto interno, obtemos
(coFo(x), Pi(x)) 4 - - 4 (crbr(x), Pe(x)) + - - - + (¢; (), Pi(x)) = 0 (2.2.4)

Como por hipotese {Pl-(x)}gzo ¢ uma subsequéncia de polindmios ortogonais, pela definicao
(2.1.1) temos que (¢; P;(z), Pr(x)) = ¢;(Pi(x), Py(z)) = 0, sempre que i # k. Logo, da igualdade
(2.2.4), temos

(¢ Py, Py) = cx(Pg, Py =0

Como (P, Py) # 0, segue que ¢, = 0, para k =0,1,--- ,j — 1. Portanto,

Qj = c;Pj(z).
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Facilmente podemos encontrar a constante ¢; do teorema acima. De fato, considerando o

produto interno (Q;, P;), temos:
J J
(@P) = (Xl ) = el P) = (P P)
i=0 i=0

Logo,

2.2.1 Relacao de Recorréncia de Trés Termos

Uma vez conhecidas as propriedades gerais dos polindmios ortogonais, uma pergunta que
surge naturalmente é como podemos obter tais polinémios. E possivel construir uma sequéncia
de polinémios ortogonais através do conhecido método de ortogonalizacao de Gram-Schimt.
Contudo, o método é trabalhoso pois exige o calculo de diversos produtos internos. Destacare-

mos aqui, entao, uma outra maneira de obter tais polindomios.

Teorema 2.2.4. (Relagio de recorréncia de trés termos) Seja { P, ()}, uma sequéncia de

polindémios ortogonais em (a,b) relativamente a fun¢ao peso w(x). Entado,
Poy1(z) = (V12 — Bug1) Pu(®) — a1 Pooi(x), n >0 (2.2.5)

com P()(ill') =1, P,1($) =0, an+176n77n ER, n>1 e

Ap+1,n+1 <xPn> Pn> Yn+1 <Pn7 Pn)
n = — 0 n = n+tl 7 5\ n =
Tt an,n 7& 6 - Tnd <Pn7 Pn> fnt Tn <Pn—17 Pn—1>

£0.

Demostragao: Seja P, (z) = apn®™ + appn 12" 1+ -+ ap17 + ano € {Po(2)}22,. Observe
que xP,(x) é um polinémio de grau n + 1. Como os polindémios ortogonais Py, Py--- | P,y
formam uma base para o espago vetorial 7,1, existem constantes reais bg, - -, b,.1, tais que
xP,(x) pode ser unicamente representado por:

n+1

TP, (z) = Z bi Py() (2.2.6)

ou seja,
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Assim, a igualdade acima pode ser escrita como:
n o n+1 n
T(Anpn®"++ A+ 1T+ an0) = bolaoo) +b1(a1174a1,0)+ b1 (Anp1n1 2" + g1 2"+ +
Fan 11T + Apt10)-
Logo,
n+1 2 = n+1 b n b b
QpnT +- - '—|—(Zn71.’13' +an,0x = On4+10n+1,n+1T + n+10n+1,nT +-- n+1&n+1,lx+ n+lan+l,0+' o+
—l—blamx + blaLo + b0a070.
Como temos polinémios idénticos, os coeficientes dos termos correspondentes sao iguais, e logo
Apn = bn+1&n+1,n+l-

Entao,

Apn
bpy1 = ——.
an+1,n+1

Agora, considerando m(x) = xP;(z), para j < n — 2, observe que

b b
(wP,(x), Py(x)) = / 2P () Py (2w () dz = / Py ()2 Py (x)u(z)dz

= (Pu(2), 2Py(x)) = (P,(x), (2))

Note que o grau de 7(x) é 7 + 1 e logo, para 7 < n — 2, 7(z) terd grau no maximo n — 1.
Portanto, pelo item (b) do teorema (2.2.2), obtemos (F,, ) = 0, ou seja, (zF,, P;) = 0 para

Jj <mn—2. Assim, usando a igualdade (2.2.6),0btemos

0= (wPay ) = <ibpp> _Souepy
ou seja,
bo(Po(x), Py(@)) + - + by{ Py (@), Py(0)) + - - + byt (P (0), P (2)) =0 (2.2.7)

Como, por hipotese, {P,(x)}:2, é uma sequéncia de polindmios ortogonais, pela definigao

(2.1.1) temos que b;(P;(x), P;(z)) = 0, sempre que i # j. Logo, da igualdade (2.2.7), temos

b; (P, P;) =0
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Portanto, como (P;, P;) # 0, temos que b; = 0 para j < n — 2. Assim, como
2P, (x) =boPo+ b1 P+ ... + b, Py + b1 Pt
e sabendo que b; = 0, se j < n — 2, concluimos que
2Py (x) = bpy1 Pry1 () + 0p Pr(z) + b1 P (). (2.2.8)

ou seja,

anranJrl(:U) = xPn<x> - bnflpnfl(x) - ann($)

Dividindo os dois lados da igualdade acima por b,,.1 obtemos

Puyi(2) = ——aPy(x) — = Pyi(z) — —Py(2).
bn+1 bn+1 anrl
Colocando P,(z) em evidéncia, temos
1 by by
Poi(z) = ( x— )Pn(a:) — 1P, i (z). (2.2.9)
b1 bnt1 bnt1
Assim, se
1 ﬁ bn a bn—l
n+l = ) n+1l — € n+l =
Tt bn—i—l i bn+1 i bn—l—l
temos

Pn+1 (ZL’) - <7n+lx - ﬁn-l—l)Pn(-r) - O‘n—l—an—l(x)-

Para concluir a demonstragao so resta provar que

Vg1 = an+1,n+1 B L= 1<11Pn,Pn> e Q= Yn+1 <PnaPn>
nr an,n 7 r T <Pna Pn> T Yn <Pn—17 Pn—1>

a
De fato, como b, = W obtemos que
Qp+1,n+1
1 1
Yn+1 = -
bn+1 Qn,n
an+1,n+1
Logo,
o CLn—&-l,n—i—l
Tnt1 = —— -
n,n

Agora por (2.2.8) temos que 2P, () = bpy1Pyi1(2) + b Po(x) + b1 Py—q(x). Assim

(xP,, P,y = (bys1Pni1(z) + by Po(x) + b1 Pp_1(x), Py(x)).
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Aplicando as propriedades do produto interno, obtemos
(@B, Pr) = b1 (P (2), Pa()) + bn(Bu(), Pa(2)) + bpa (Pa1(2), Po(2))
Pela definigao (2.1.1),temos que (P, 1, P,) =0 e (P,_1(x), P,(x)) = 0. Entao,
(x Py, Py) = by (P, Py).

Substituindo essa informacao na férmula do 3,1, obtemos:

g b L1 b{PuPy 1 (tPy )
e bn+1 bn-l—l " bn+1 <P7L7Pn> bn—l—l <PnaPn> '

Portanto,

zP,, P,
Brt1 = Ynti <<R,,,—Pn>>

Utilizando a férmula de recorréncia, obtemos que

<Pn+17 Pn—1> = <<7n+1x - ﬁn—l—l)Pn - an+1Pn—17 Pn—1>

- <’7n—|—1xPn - ﬁn—&-lpn - an—l—lpn—la Pn—1>

Aplicando novamente as propriedades do produto interno, obtemos
<Pn+17 Pn—1> = <")/n+1l'Pn, Pn—l> - <6n+1Pn> Pn—1> - <an+1Pn—17 Pn—1>

= ’Yn+1<xpn> Pn71> - 6n+1<Pn7 Pn71> - Ozn+1<Pn717 Pn71>

Pela definigao (2.1.1), temos que,(P,, P,—1) =0 e (P41, P,_1) = 0. Logo,

7n+1<~rpm Pn—l) - an+1<Pn—1’ Pn—1> =0

ou seja,
Oén+1<Pn717 Pn71> - 7n+1<xpn> Pn71>

Portanto,
<xPn7 Pn—1>
Ont1 = 7n+1m

Porém, da férmula de recorréncia, temos que

(2.2.10)

Po(x) = (Vax — Bn) Pooa(z) — anPoa(),
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ou seja,

Y Pn_1(x) = Py(x) + BnPr_1(x) + anPp_a(x).
Dividindo os dois lados da igualdade acima por 7,, obtemos

2Py = 2P () + 2P )+ 2P (), (2.2.11)

Note que

b b
(wP,, Pyy) = / zP,(x)P,_1(x)w(x)dx = / P,(z)xP,_1(x)w(z)dx = (Py,xP,_1).

Assim, usando (2.2.11) temos

1 n n
<Pn> xPn71> = <Pn7 _Pn + ﬁ_Pnfl + a_Pn2>
1 Bn o
= _<Pn7Pn> + _<Pna Pn—1> + _<Pna Pn—2>
»)/n PYTL ’yn

Como (P,, P, 2) =0 e (P,, P,_1) = 0. Segue que,
1
<Pn7 IPn—1> = _<Pn7 Pn>
Tn

Substituindo essa informagao em (2.2.10), obtemos

a 1:%H-l <Pn7Pn>
" Tn <Pn—17 Pn—1>

2.3 Zeros dos Polindmios Ortogonais

Faremos agora um estudo sobre o comportamento dos zeros dos polinémios ortogonais.
Veremos que seus zeros se comportam de forma peculiar: sao reais, distintos, pertencem ao
intervalo de ortogonalidade e sao entrelacados de modo que, entre duas raizes do polinémio de

grau n — 1, existe uma raiz do polinémio de grau n.

Teorema 2.3.1. Seja {P,(x)}>2, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b)
com relagdo a fung¢ao peso w(z). Entdo as raizes de P,(x) sao reais, distintas e pertencem ao

intervalo (a,b).
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Demostragao: Suponhamos que P,(z) nao muda de sinal em (a,b). Entao ou P,(x) > 0 ou
P,(x) <0, para todo = € (a,b). Observe que em nenhum dos casos P,(z) ¢ identicamente
nulo, pois possui grau n > 1. Mais ainda, como w(z) ¢ nao negativa, entdo P,(x)w(z) > 0 ou

P,(x)w(x) <0, para todo z € (a,b) en =1,2,--- e P,(x)w(z) nao é identicamente nula. Logo
b b
/ P,(z)w(zx)dx >0 ou / P, (z)w(z)dx < 0. (2.3.1)

Por outro lado temos que

/ab Py(z)w(z)dr = /ab 1- Py(x)w(x)dx = (P, Py)

e entao,

(P, Po) >0 ou (P,,F) <0, onde PFy(z)=1. (2.3.2)

Pelo item (b) do teorema (2.2.2), sabemos que (P,, Fy) = 0, mas isso ¢ um absurdo, pois
contradiz (2.3.2). Portanto, P,(x) deve mudar de sinal em (a,b) pelo menos uma vez. Assim,
como P, (x) é continuo, segue do teorema do Valor Intermediario e da proposi¢ao (1.1.4) que
existe a0 menos uma raiz real de multiplicidade impar em (a, b).

Suponhamos que @y 1,%p2, - ,Tp, onde r < n, sao as raizes distintas de multiplicidade

fimpar de P,(z) em (a,b). Entao,

P (z) =(x —2p1)(x — p2)...(x — x,)Q(2),

em que Q(z) é um polinémio de grau (n — r) que tem apenas raizes de multiplicidade par,
complexas ou fora de (a,b). Como as possiveis raizes reais de Q(z) que estdo no intervalo
(a,b) sao de multiplicidade par, segue da proposigao (1.1.4) que Q(z) ndo muda de sinal neste
intervalo. Considere

m(z) = (x — Tp1)(@ — Xp2) -+ (X — Xy ).

Note que o grau de 7(z) é menor que o de P,(z) e logo

(P, 7)) =0 (2.3.3)
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_ /b(g; )2 (1 — ) (2 — 0, Q) w(w)dr (2.3.4)
Como (x — z,1)%(z — Tp2)*..(x — T,,)% é maior que zero, w(z) por definigio ¢ uma fungio
nao negativa e nao identicamente nula e Q(z) ndo muda de sinal no intervalo (a, b), concluimos
que (P,,m) # 0. Por (2.3.3) e (2.3.4) temos um absurdo. Logo, P,(x) tem r > n raizes de
multiplicidade impar em (a, b). Mas como P, () é um polindmio de grau n, temos que o ntimero
de raizes nao pode exceder o grau do polinémio e logo, r = n. Sendo assim, P, (x) tem n raizes

de multiplicidade impar em (a, b). Portanto, podemos escrever:
P (z) = (x — 2p1)" (2 — 2p2) (@ — T p)™™.

Como 1, - , &y, sd0 as n raizes de multiplicidade impar de P, (z) e os indices aq, as,- -+ , ay,
sao todos positivos e impares, podemos concluir que a; = as = --- = a,, = 1. Portanto as raizes
de P,(z) sao reais, distintas e pertencem ao intervalo (a,b) O

Os polinomios ortogonais satisfazem a identidade de Christoffel Darboux apresentada a
seguir. Tal identidade ¢ 1util para demonstrar outras propriedades interessante relacionada aos

zeros dos polindmios ortogonais.

Teorema 2.3.2. (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja { P, ()}, uma sequéncia de po-

lindmios ortonormais. Entao, eles satisfazem a sequinte identidade

Z Pu(z)Pu(y) = 1 Poa(7)Po(y) — Pu(7) Poya (y)

x J—
0 Tn+1 Y

(2.3.5)

onde Yny1 € uma constante definida no Teorema (2.2.4).

Demostragao: Utilizando a relagao de recorréncia de trés termos (2.2.4) em P, 1, obtemos
Pri1(@) Pa(y) — Pa(@) Par1(y) = (V12 — Bui1) Pa(®) — g1 Paa (2)] Pa(y)

= Po(@)[(Wr1y = Brr1) Pa(y) — oni1 Paa (y)]

= Y12 B0 (2) Pa(y) = Brr Pu () Pa(y) — i P (2) Pa(y)
Y1y Pu(2) En(y) + B P () Po(y) + cna B () Poa (y)
= Y1 B0 (2) P () = n1y P () P () +0tn 1 B (2) P (y)

— 1Pt () Pu(y)
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Logo,
Poi1(2)Po(y) — Pu(z) Py (y) =

1 [Bn (%) Por () = Baa (2) Pa ()] (2 =y) i Pa(@) Pa(y) - (2.3.6)

Como {P,(x)}>2, ¢ uma sequéncia de polindmios ortonormais, temos que (P,, P,) = 1 e

(Py-1, P,—1) = 1. Logo,
_ Int1 (Pn, Pn) _ Int1
Api1 = = .
Yn <Pn—17 Pn—1> Tn

Substituindo a informagao acima em (2.3.6), obtemos

Poi1(2) Pu(y) — Po(z) Posa(y) = 7;:1 [Po(2)Po-1(y) — Poo1(2) Po(y)] + (2 — y)vns1 Po(2) Pa(y).
(2.3.7)

De forma analoga, obtemos

Po(2) Par(y) = Par () Paly) = 7:: [Pa—1(2) Pa2(y) = Pa—2(2) Poca (y) ]+ (@ =)y Pa1 () P (y)-
(2.3.8)

Substituindo (2.3.8) em (2.3.7), obtemos

P () Paly) = Pae) Pasa(y) = 22 {73"1 [Pas(@) Pa-aly) = Pa-a(a) Pua (u)]

. ympn_l(x)Pn_l(w} T (e = Yrni Pa(e)Paly)

_ zf 1 [Py1(2) Poa(y)—Po—a(2) P 1 ()] +(2—y)Ynr1 Par (2) Po1 (y)

—|—(]J - y)'yn—i-lpn(x)Pn(y)]

- z:j [Po1(2)Poo(y) — Po_s(2)Puy(v)]

(& = Y [Paa(2) Paca(y) + Fu(@) Pa(y)]

Usando este raciocinio n vezes, temos

n

Buia (@) Puly) = Pul@) Poia(y) = 7;? [P1(2)Poly) = Po(2)P(y)] + s = y) Y Pela) Pa(y)]

(2.3.9)

n

= A WA )~ AW 1l ) 3 ARG
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Mas P(x) = a1 + a1 e Py(x) = ago e logo
Pi(x)Po(y) — Po(x)Pi(y) = aop(ar1e + a1) — ago(a1,1y + aio)

= 01,1040,0T + A1,000,0 — G0,001,1Y — Q0,010 = Go,ofll,l(ﬂf - y)

Substituindo a informagao acima em (2.3.9), obtemos

Paaa(@)P,(y) = Po(o) Prsly) = 222 {(x -y Pk<x>Pk<y>}

= 7;“ [ao,oal,l +m Z Pk(x)Pk(y)] (x —y).
L k=1

a
Sabendo que 7, = i, temos

Q0,0

a
Poi1(2)Po(y) — Po(2) Poya(y) = ’Vnﬂﬂ @0 001,1 + a_ Z Py(x — )
a1 0,0 11

= ussle =) [(aon) + Z Pk<x>Pk<y>}

Somando e subtraindo Fy(x)P,(y) no lado direito da igualdade acima, obtemos

P (2) Pa(y) = Pa(@) Pasa(y) = vn1 (& = 9)[(a00)* + Po(2) Po(y) — Po(2) Po(y) + Y Pe(w) Pi(y)]

— sl =) | (@wa)? = B Roo) + Y- Ao PG|

Como Py(z) = Py(y) = ag,, segue que

Po(2)Paly) — Pa@) Pasa(y) = 7o (& — 1) [<ao,o>2 (a0 + Y Pk<x>Pk<y>]

nte- o[ Smno)

Entao,
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Somando e subtraindo P, (x)P, (x) naidentidade de Christoffel-Darboux podemos reescreve-

la em funcao das derivadas desses polinomios da seguinte forma:

1 Poy1(2)Po(y) + Prga(2) Po(z) — Poga(2) Po(z) — Po() Poga (y)
In+1 (z =)

Z Py(2) Pi(y) =

1 Py(2)(Pri1(z) = Poy1(y) — Popa(2)(Po(w) — Po(y))

Yot (x —y)
1 P, — P, P.(z)— P,
= P,(x) w1z +1(y) — Po() (x) (v)
Yn+1 T—y T —y
Observe que
b —- P P,(z) - P,
P(r) = lim i1 (7) 1 (y) e P (z)=lim n() n(y)
T—Y xr — y Ty T — y

Assim, fazendo y —  nos dois membros da igualdade, obtemos

n

3 (Pu())? = %1+1 [Po(z) P,y (2) = Py (z) P(2)], V2 € R. (2.3.10)

Note que, para todo = € R, temos >_,_(P(z))? > 0 e 7,41 > 0 e entao concluimos que

1

Yn+1

[Po(z)Py, 1 (x) — Poyi(z) Py (x)] > 0

O resultado abaixo nos mostra que os zeros dos polinémios ortogonais sao entrelacados, de
modo que entre dois zeros do polindémio de grau n — 1 existe apenas um zero do polinémio de

grau n.

Teorema 2.3.3. Seja {P;(z)}52, uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entdo, entre dois

zeros consecutivos do polinémio P,_1(x), de grau n — 1, existe somente um zero de P,(x).

Demonstracao: Suponhamos que os polinomios P;(z) sejam ortonormais e o coeficiente do
termo de maior grau a;; seja positivo, ou seja, a;; > 0 para j = 0,1,2,---. Consideremos
Tn-1k € Tn_1kt+1, dOis zeros consecutivos de P,_1(x) em que k = 1,2,..,n — 2. Aplicando esses

zeros na identidade de Christoffes-Darboux (2.3.10), obtemos
Pn—l(xn—l,k)Pq;<xn—l,k) - Pn(xn—l,k>P¢/L_1(xn—l,k) >0 e

Pn—l(xn—l,k—l—l)Pq{L(xn—l,k—&-l) - Pn(xn—l,k—l—l)P'r/z—l(xn—l,k—l—l) >0
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Como Ty,_1 j € Ty_1 +1 80 0s zero de P,_1(x), segue que P,,_1(x,_1x) = 0e Py_1(Tp_14+1) = 0.

Logo temos,

_Pn(xnfl,k)P/lfl(xnfl,k) >0 e — Pn<xn71,k+1)Péfl(xnfl,lﬁ»l) >0

ou seja,

Pn(xn—l,k)Pé_l(In—l,k> <0 e Pn(xn—l,k—l—l)P;l_l(xn—l,k-i-l) <0 (2311)

Como Z,_1% € Tp_1x+1 80 duas raizes consecutivas de P,_q(x) e P,_;(z) é continuo, temos
que a derivada de P,_1(z) em x,,_1 ) € em z,,_1 41 tem sinais opostos, ou seja P, _;(z,—14) <0
e P (xn-14+1) > 0o0u P, _(xp—1x) > 0e P,_(xh_14+1) < 0. Portanto, pela desigualdade
(2.3.11), concluimos que P,(%,—1x) € Py(xp—1x+1) também tem sinais opostos e¢ além disso
Py (zp—1%) #0 e Py(xp_1441) # 0 . Logo, como P,(x) é continua segue do Teorema do Valor
Intermediario que existe pelo menos um zero de P, (z) no intervalo (z,—1 k, Tn—1+1)-

Veja que, quando o coeficiente do termo de maior grau a,,, € positivo, temos que

lim P,(z) = Hm 2" + ann 12" '+ +ap12+a
n n,n n,n—1 n,1 n,0
T—+00 r—+oo ’ ’ ’

an,nfl

= lim 2" (an7n+

T—>+00

Qp,1 An0
+o n’ﬁ—;) = +00
T T

Logo como todas raizes de P,(x) estao dentro do intervalo (a, b) e Igrfoo P,(x) = 400 concluimos
que P,(b) > 0.

Da mesma forma, como a,,_1 ,_1 também é maior que zero, temos que xll)ﬂl_loo P, 4(z) = +o0.
Além disso sabendo que z,,_1,-1 ¢ o ultimo zero de P,_;(x), segue que a partir deste ponto o
grafico de P,_1(x) é crescente. Logo podemos concluir que P)_(x,—1,-1) > 0. Assim, como
P

n—1

(Tp—1,n-1) > 0, usando a desigualdade (2.3.11), obtemos que P,(z,—1,-1) < 0.

Portanto, sabendo que P,(zp—1,-1) < 0 e P,(b) > 0 , segue novamente do Teorema do
Valor Intermediario que existe pelo menos um zero de P,(x) entre z,_1,-; € b. Da mesma
forma podemos mostrar que existe um zero de Pn(a:') entre a e xn,l,l.Provamos entao que existe
pelo menos um zero de P,(x) entre as raizes consecutivas de P, _1(x) e existe um zero de P, (x)
no intervalo (z,,—1,-1,0) € (@, x,—1,1). Logo, como P, (z) tem n zeros concluimos que entre dois
zeros consecutivos de P,_1(x) existe somente um zero de P,(z). O

Abaixo temos o gréfico dos polinomios de Chebyshev de 1° espécie citados no inicio da sec¢ao

2.1.
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0.8 1

0.6 1

0.4 1

06 -04 -02 02 04 06 08 1 12 14
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-0.4
06

-0.8 1

Figura 2.1: Polinémios de Chebyshev de 1° espécie T, (z), n = 1,2,3, 4.

Podemos verificar as propriedades dos zeros para tais polinomios. Note que, olhando indi-
vidualmente para cada grafico é possivel perceber que os zeros sao reais, distintos e pertencem
ao intervalo de ortogonalidade [—1,1]. Por exemplo, se observo o grafico do polinomio Ts(z)
consigo perceber que seus zeros sao distintos e estdo dentro do intervalo [—1,1] e o mesmo
acontece para T3(z) . Assim, os zeros de qualquer T, (z) cruzam o eixo x n vezes dentro do
intervalo [—1, 1]. Além disso, entre duas raizes consecutivas do polindémio de grau 2 Ty() existe

apenas uma raiz de T3(z). O mesmo acontece quando pego Ty(z) e Ts(x).



CAPITULO 3

POLINOMIOS ORTOGONAIS CLASSICOS

Neste capitulo estudaremos os polindmios ortogonais classicos: os polindmios de Jacobi e os
casos especiais desses polindmios (Polinomios de Legendre, de Chebyshev de primeira e segunda
espécie e de Gegenbauer), polinomios de Laguerre e de Hermite. Tais polindmios sdo aqueles
em que a funcao peso associada satisfaz uma certa equacao diferencial, conforme a defini¢ao

abaixo.

Definicao 3.0.1. Os polindémios ortogonais sao chamados de polindmios ortogonais cldssicos

se a fungao peso w(x) satisfaz a seguinte equacao diferencial

onde
1 — 22, se (a,b) = (—1,1)

M(z) = q z, se (a,b) = (0,00)

1, se (a,b) = (—00,00)
\
e N(x) é um polinémio de grau 1.

Para cada classe desses polinomios exibiremos o coeficiente do termo de maior grau, a relagao
de ortogonalidade que satisfazem e a relacao de recorréncia que permite obté-los. Trataremos

ainda de algumas propriedades particulares relacionadas a algumas das classes dos polinémios

ortogonais.
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3.1 Polindbmios de Jacobi

Definicao 3.1.1. Os polinémios de Jacobi, denotados por pled) (x), sado definidos pela formula

de Rodrigues

PP () = (_1)n(1 —z)"(1+ x)—ﬂd_:[(l — )1 4 2)P, (3.1.1)

onde a, 8 € R com a, § > —1.
Tais polindémios sao ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao a fung¢ao peso
w(z) = (1 —2)*(1 +z)°.

Vamos agora obter a relagao de ortogonalidade que esses polindmios satisfazem. Para isso
seré necessario obter o coeficiente lider dos polinomios de Jacobi. Pela regra de Leibnitz sabemos

que
n

gl =3 ()£ @l o), 5.12)

k=0

a
dxm

Considere entdo f(z) = (1 — )™ e g(x) = (1 + x)?*". Assim,

%(f(x)) = (=1)(a+n)(1 —z)>t!
d2
dz?

Seguindo esse raciocinio obtemos

(J(@)) = (~1)2(a + n)(a+n— 1)(1 - 2)*+2

dn—k

T (@) = ()" a+n)(a+n—1)-(a+k+1)1-z)

para k € N com k£ < n. Agora

%(9(%’)) = (8 +n)(1 + )P
L (o) = (B + w3+~ (1 + 2
Logo,

j_;@(x)):(5+n)(ﬁ+n—1)...(5+n_k+1)<1+$)5+nk7
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para k € N com k < n.

Substituindo o valor dessas derivadas na regra de Leibnitz obtemos

n

%[f(x)g(x)] = Z ( : ) f(n—k:) (x)g(k)(x) — ; k:!(nn—ik)!f(n—k)(x)g(k)(x)

k=0

= kﬁ: k!(%w(—l)”‘k(a +n)(a+n—1)--(a+k+1)(1—z)**
X(ﬁ_i n)(B+n—1)---(f+n—k+1)(1+z)tn*

= (=1)"n! kf% m(—l)_k(a tn)a+n—1)(a+k+1)(1— )tk (3.1.3)
X(ﬂ_+n)(ﬁ+n— D (B4n—k+1)(1+z)%m*

Assim, usando a defini¢do dos polindémios de Jacobi e a igualdade (3.1.3), vem que

P @y = S ) ﬁ(oﬂ—n)(a—l—n—l) e (ke 1) (1)t

2nn!
XB+n)(B+n—1)--(B+n—k+1)(1+z)""*

Simplificando a equagao acima e considerando que

()" == Q-2 l-2)F=10-2)% ¢ 1+2)PA+a) ™ =00+z)""

atn)--(atk+1)(B+n)--(B+n—k+1)(1—)*(1+z)""

Pe) = 5 3 2O
k=
(3.1.4)

2 £ kl(n — k)'(

Agora para = € [—1, 1] temos que

(1—2)k= Zk:(_l)j (’;) woe (1+z)" = n_: (n ; k)x

Logo
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(—1)fa" + (1) k" ) (@ (R — K2R )
= (=D)Fz" + (=1)*(n — k)z" ' + (1) 2"t -

(=18 + (=1 = 1) (<D = k= )" 4

Substituindo o valor do produto acima em (3.1.4), obtemos

n 1\k
Péa’ﬁ)(x):%Zldén—l_)k)!(ajtn)---(anthr1)(5+n)---(6+n—k+1)

)AD " + ()" ke + (1) = k)Ja" " 4}
= Zl—nkzz(]m(a+n)---(a+k+1)-(6+n)---(ﬁ+n—k+1)x”+~--
Logo,

n

Unp = — Z —k'(nl— Al (a+n)(a+n—1)- - (a+k+1)(f+n)(B+n—1) - (B+n—k+1). (3.1.5)

k=0

Agora, dado k < n e usando a propriedade I'(z + 1) = zI'(x) da fun¢ao Gama, veja que
MNa4+n+1)=(a+n)l(a+n)=(a+n)l(a+n—-1+1)

=(a+n)(a+n—1D'(a+n—-1)=(a+n)(a+n—1)---(a+k+ D' (a+k+1).

Logo,
Ma+n+1)

(a+n)(a+n—1)---(a+k—1):m

Da mesma forma, se k < n, temos
FB+n+1)=B+n)I'B+n)=B+n)l(B+n—-1+1)

=p+n)B+n—-DI'(F+n—-1)=---=(B+n)---(B+n—k+1)I'(B+n—k+1)

Assim,
Ir'(B+n+1)
B+n—k+1)

(B+n)(B+n—1)(B+n—k+1)=r
Portanto, substituindo essas informagdes em (3.1.5) obtemos

. _ii 1 T(a+n+1) TB+n+1)
M B = k) T(a+ k+ 1) T(B+n—k+1)

(3.1.6)

O préximo resultado nos fornece uma maneira mais simples de representar o coeficiente do

termo de maior grau para os polinéomios de Jacobi.
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Proposicao 3.1.2. O coeficiente do termo de maior grau do polindmio de Jacobi a,, , também

pode ser dado por
I Ta+pB+2n+1)
Upp = )
2wl T(a+ B+ n+1)

Demonstracao: Vide em [2]

O resultado a seguir nos fornece a relagao de ortogonalidade para os polindémios de Jacobi.

Teorema 3.1.3. Os polinémios de Jacobi satisfazem a sequinte relagdo de ortogonalidade

0, se m#n

20+A+IT nHr 1 7
(atnt+ DI(B+n+1) #£0, sem=n

na+pB+2n+ 1) a+p+n+1)

<p7§av3)’ P a75)> —

m

onde I' denota a fungao Gama definida no capitulo 1.

Demostracgao: Considere sem perda de generalidade que n < m. Para simplificar, as vezes

)

vamos denotar os polindémios de Jacobi ples (z) apenas por P*? Usando a definicao de

produto interno no espago dos polindmios e a func¢ao peso w(z) = (1 — z)*(1 + z)? temos
1
(Plod), plod)y _ / P@A pEd) (1 )% (1 + 1)Pda.
-1

Aplicando férmula de Rodrigues (3.1.1) em pie?) (x), obtemos

<11:>T(ch,ﬁ)7 pT(La76)> —

_ /1 {Pfﬁ) (_1)".1 (1—2)~(1 + x)—ﬁi—mm[(l — @) (L4 @) (1 — ) (1 + w)ﬁ} dx

_ (=)™ /1 p(a,ﬁ)d_m[(l — )"t (1 + :c)ﬁ””]dx.

2mm! [ " dam

Considere h,,(z) = (1 — )™ (1 + z)P*™. Assim,

pie, pieoy = U0 [ pteona) @ g

2mm! " dx™

(0% dm . d le%
Integrando por partes, considere u = P{*” (x)edv = d—(hm(a:))da: Assim, du = — (PP
xm
dm—l

= W(hm(x)) LOgO,

e v

_1)ym dmfl
<P7(La,ﬁ)7p(aﬂ)> = (1) P(a’ﬁ)(I)ﬁ<hm($))
T

m

1 1 d (@.5) qm—1
— — (P> —(h,, dr|.
1 /_1 dx( " (J;))dxm—l( (z))dx
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dmfl dmfl

Como e (hm(z))(1) =0e e (hm(z))(=1) = 0, temos

pie peoy = O - L pen ()

m 2mm] | dz dxm—1
(_1)m+1 /1 d (@.8) dm—1
[ L plesn L (2))de.
gty dn ) gt o))
- d  pas) !
Integrando novamente por partes, considere u = %(Pn e dv = W(hm(x))(x)dx
2 m—2
Assim, du = %(Pﬁa’ﬁ))dm ev= %(hm(x)) Logo,
_1)m+1 d dm—2 1 1 d? dm—2
plad) plasy _ A pes) h _ / & b b (2))dx).
(P, Pl = e | RN o)) = [ P T )i
dm—Q dm—z
Como dl_m_2(hm(z))(1) =0e W(hm(x))(—l) =0, temos

-1 m—+2 1 2 m—2
(Pt play - U / L P ()

2mm)| 1 @< " Tdam—2

Seguindo esse raciocinio e integrando m vezes obtemos

e, pieoy = G [ o nte = g [0 (oo

2mm! )y dxm " 2mm! )y dem™ "
Como n < m temos dois casos a considerar:

am a
(i) se n < m, segue que d—(PT(L ’B)(l’)) =0 e logo
xm

1 m
(Pld) plasy — ! / T P8 (@) ) (w)dz = 0.

S 2mm! ) dam

(ii) Se n =m temos

1
(P, Pe?) = o [ (PO hula)da
_ ! / A P (a))(1 = ) (1 4 1)
2rn! J_ydxm "
Como PP () = ppt™ 4 app 12" -+ a, o é possivel verificar que d—;(Pr(La’B) (7)) = nlay .
Entao,

1 1
<P(0"5), P(O"’B)> = our / nla, (1 —z)*(1 + z)P " dy
"l J_4
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1
- a;;n / (1 —2)*™(1 + Q;)'B+”d:€.
1

Tomando x = 2t — 1 temos 1 + x = 2¢t. Assim quando z = —1 temos ¢t = 0 e quando z = 1

temos t = 1. Mais ainda, dx = 2dt. Logo,

2a,, [
N R / (1= 26+ )™ (142t — 1)*dt
0
2a,, [
_ Qp, /(2_2t)a+n(2t)5+ndt
2n -/,
2a,, [
— —ZT{ / 204 (1 — t) 2Pt g
0

1
— 2a+ﬁ+n+n+l% / (1 o t)aJrnt,BJrndt
0

1
= ottty / (1 — )P tnae,
0

Pela definicao da funcao Beta, apresentada no capitulo 1 temos que

1
B(z,y) :/ (1 —¢t)v1tdt.
0
Logo,
1
B(B+n+1l,a+n+1)= / (1 — ) ehmar,
0

Assim obtemos

(PeA) ple)y — gatBtntly BB +n+1,a+n+1).

Agora sabemos que a fungao Beta pode ser escrita em termos dada fungao Gama da seguinte

forma

Dai segue que,

F'B+n+1)I'a+n+1)
"o T+ B+2n+2)

<p7(Laﬁ)’ péocyﬁ)> — gotBtntl,

Substituindo o coeficiente do termo de maior grau a,,, dado pela proposi¢ao (3.1.2) e usando

novamente a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) obtemos

(P, plesd)y — 0Bt D(o+ B+ 2n+ 1) T(B+n+ DI (a+n+1)
n s - onpl Na+B8+n+1) D(a+ B +2n+2)

n
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22 D+ B4 2n + 1) F(B+n+1(a+n+1)
onl Tla+B8+n+1) (a+B8+2n+ )l (a+B+2n+1)

Portanto,
(P(O"ﬁ) P(O"B)> B ga+p+1 F(ﬂ +n+ 1)F(a T+ 1)
o n (a4 B+2n+ Dl(a+B+n+l)

Agora para o caso em que m > n a demonstragao é andloga. O

Vamos encontrar agora a férmula de recorréncia para os polindmios de Jacobi. Para isso,

precisamos de mais uma propriedade que esses polinémios satisfazem.

Proposicao 3.1.4. As sequintes igualdades sao vdlidas

MNa+n+1) Ir'(f+n+1)
plaf)qy—=_— 17" ") plab) (1) = (1) )
= Srarny ¢ BT = CU TR
o r 1
Demostracao: Provaremos inicialmente que Pé P )(1) = M. Sabemos que os po-
n'(a+ 1)
lindémios de Jacobi sao dados pela formula de Rodrigues
PA) () = (=1" (1— )™ (1 + g:)—ﬁﬂ[u —2)*"(1 + 2)P. (3.1.7)
" 2nn! dz™
Considere f(z) = (1 — 2)*™ e g(z) = (1 + ). Assim, como vimos no célculo do

coeficiente do termo de maior grau dos polinémios de Jacobi:

FOR () = (—1)" *(a+n) - (a+ 1)(1 + 2)**"

g(k>(;c) =B+n)B+n—1)-(B+n—k+1)(1+az)t*

Usando agora a na regra de Leibnitz temos:

i) =3 (1) 100w = () @) + nl (7)o

dz™
k—

= (=1)"(a4+n) - (a4 1)1 —2)*(1 +x)*™ + Z k!mn—ik)'(—l)”k(a +n)

x(a+n—1)--(a+k+1D)1 -2 B+n)B+n—-1)---(B+n—k+ 1)1+ z)*TF

Substituindo a informagao anteriormente na formula de Rodrigues (3.1.7) obtemos

Péa’ﬁ) () = (2_71173'“(1 —2) 1 +2) P (=D (a+n)- (a+ 1)1 —2)%1 + )+
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+Z;H@%E§@4w*@+nxa+n—U~«a+k+nu—xw%x

X(BAn)(B+n—1)(B+n—k+1)(1+z)*

= 2n1n!(a+n)---(oz+1)(1—|—x)”+%;ﬁ(

at+n)la+n—1)---(a+k+1)x

<(B+n)(B+n—1)(B+n—k+1)(1+2)""(1-a2)"
Assim, para x = 1 temos

PP (1) = %[%(a +n)(a+n—1)...(a+1)(2)" +0].

- %(a +n)(a+n—1)..(a+1)

Por outro lado usando a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) da fun¢do Gama temos que
Fa+n+1)=(a+n)l(a+n)=(a+n)l(a+n—1+1)=(a+n)(a+n—1DT'(a+n—1)

= =(a+n)a+n—-1)(a+ 1) (a+1),

ou seja,
I'a+n+1)
1) =T
(a+n)(a+n—1)---(a+1) Mot 1)
Assim concluimos que
1 IMNa+n+1)
PeA ) = | = —1)... | =——F"—F.
) = |t mfa = D.fa+ 1) = Tt

Vamos demonstrar agora a segunda igualdade. Fazendo k = n na regra de Leibniz:

P @) = Z (1) @@+ (1) 1O o),

_ Zk!(nn—ik)!(—l)”_k(anLn)(aJrn— D)ot k4 D)1 —2)*H (6 +n)

x(B+n—1)--(B+n—k+DA+2) " Fr@B+n)-- B+ +2) (1 —z)™
Substituindo na férmula de Rodrigues temos

—1)" = n!

Péo"ﬁ)(x) = (1—z)(142)" [Z L

2nn| n—k)!
k=1

—~

(—D)" *a+n)(a+n—1) - (a+k+1)x
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X (1=2)* ™ (B4+n)x (B+n—1) - (B+n—k+1)(1+2) ™ F+(B+n) - - (B+1)(1+2)’ (1—2)*

n—1

_1\k
=%{;ﬁ(a+n>---(a+k+1)(6+n)---(5+n—k+1)(1—x)’f(1+x)n—k+
+(_n1!)n(ﬁ+n)~~(ﬂ+1)(1—x)”-.

Fazendo agora x = —1 nessa tultima igualdade obtemos:

P@A(—1) = Qin 0+ (_nl')n(ﬂ+n)---(ﬁ+ 1)2"].

Usando novamente a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) da fun¢do Gama temos
PB+n+1)=(@B+n(B+n) =B+m)(B+n—14+1)=B+n)(B+n—-1I(B+n+1)

=(B+n)B+n—1)---(B+DI(B+1),

ou seja,
F'(B+n+1)

Dessa forma

(=D)"I(B+n+ 1).

pld (1) = 1D (B+n)---(B+1)2"| = n!  T(B+1)

AL n!

Vamos agora determinar a relagao de recorréncia que esses polinomios satisfazem. Para isso
basta determinar os coeficientes.

Vi1 (P, PP
P BEY)

5 _ <'TPTL7 Pn> e _ an+1,n+1
) n+1 Yn+1 <Pn, Pn> Yn+1

Ant1 =
Ap.n

Utilizando o coeficiente do termo de maior grau a,, estabelecido na proposigao (3.1.2) e a

propriedade I'(z + 1) = zI'(z) da fun¢do Gama, obtemos:

1 [+ +2n+3)

Uniinrr 2"+ 1) T(a+ B +n+2)
Qnn I T'a+p+2n+1)
2np! (e + B +n+1)

Yn+1 =

B (a4 B +2n+3) 2"l (a+B+n+1)
ot DIN(a+B+n+2) Dla+B+2n+1)
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(a+B+2n+2)a+B+2n+ D (a+B+2n+ D)(a+B+n+1)
B 2(n+1)(a+B+n+ 1D (a+B+n+ 1) (a+F+2n+1)
_(a+B+2n+2)(a+B+2n+1)

B 2n+1)(a+B8+n+1)

Para determinar o coeficiente «, 1 utilizaremos a relagao de ortogonalidade dada pelo teorema

(3.1.8)

(3.1.3) e o coeficiente v, estabelecido acima. Assim temos

(a+B+2n+2)(a+B+2n+ 122 (a+n+ 1)I(B+n+1)
it (PSP Py T o+ ) (a+ B+ n+ Dnlla+ B+ 2n+ Dl(a+ B+n+1)
Y PLD) pleB)y B (a+B+2n)(a+ B+ 2n —1)2¢H10(a +n)I(B +n)
2n(a+pB+n)n -1 a+B+2n—-1)I(a+ F+n)

Apt1 =

(a+p+2n+2)I(a+n+1)I(B+n+1)
n+)(a+p+n+1)(a+L+n+1)
(a+ 3+ 20 (a+ )G+ 1)
(a+B+n)(a+p+n)
Usando novamente a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z)

(a+ B +2n+2)(a+n)T(a+n)(B+n)T(B +n)
n+D(a+B+n+1)(a+8+n)T(a+B+n)
(a+ 6+ 2n)l(a+n)I'(5 +n)
(@+B8+n)(a+F+n)

Opt1 =

(a+B+2n+2)(a+n)(B+n)
(mn+1)(a+L+n+1)
(a+ B+ 2n)

1

Efetuando a divisao de fragao acima obtemos:

(a+n)(B+n)(a+F+2n+2)
nm+D(a+F+n+1)(a+ 5+ 2n)

gt (3.1.9)

S6 falta encontrar o coeficiente 3, 1. Para isso substituiremos x = 1 na relagao de recorréncia

(2.2.4). Assim obtemos

P (1) = (ngt — Bus1) PP (1) — anp PP (1).

MNa+n+1)

Como Pi™7(1) = n!T(a+ 1)

, a equacao acima fica dada por

INo+n+2) y 5 )F(Oz+n+1)_ I'(a+n)
(n+ DT(a+1) M a+ 1) - )T(a+ 1)

(3.1.10)
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Multiplicando ambos os lados da equagao (3.1.10) por I'(cv + 1) obtemos

T(a+n+2) D(a+n+1) [(a+mn)
B I R L T VT

Como I'la+n+2)=(a+n+1)(a+n)l(a+n+1)el(a+n+1) = (a+n)(a+n), segue

que
(a—l—n+1)(a+n)f‘(a+n)_( 5 )(a+n)f‘(a+n)_ ['(a+n)
(n+1)! — Vel T Pntl nl e P
(a+n+1)(a+n)f‘(a+n)_( 3 )(a+n)F(a+n)_ I+ n)
D) — 1) T O T T RN Y
(a+n+1)(a+n)l(a+n) (v +n) I'a+n)
(n+1)(n)(n —1)! = |Ont = Bui) P (n—1)!
1
(a i ?n—:_ i§: ki n> = (7n+1 - 5n+1) <a i n) — Qpyq
(a+n+1)(a+n) I (v +n) Bt (a+n) .-
(n+1)n n n
1
Bt la j; ") = Tn+1 la ;{; n) — Qpy1 — Ghs 7(1”—: igz * n) (3.1.11)
Multiplicando ambos os lados da equagao (3.1.11) por temos
(a+n)
B n (a+n+1)
Bnt1 = V41 — Q1 TS (3.1.12)
Substituindo os valores de v,11 € a;,, 41 na equagao (3.1.12) vem que:
oy = —— P @t S I+ ) (3.1.13)

2n+ 1)(a+B+n+1)(a+5+2n)

Portanto, os polinémios de Jacobi satisfazem a relagao de recorréncia
P (@) = (s = Bust) PO (@) = et P2 ()

onde Péa’ﬁ)(m) =1, P9(%) = 0 e Ynr1, Qi1 Bur1 dados em (3.1.13), (3.1.8) e (3.1.9).

3.2 Polindmios de Legendre

Os polinéomios de Legendre sao um caso especial dos polinémios de Jacobi com a = = 0.

Assim, a fungao peso associada a esses polinomios é w(z) = 1.
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Definigao 3.2.1. Os polinémios de Legendre, denotados por P,(z), sdo definidos pela formula

de Rodrigues dada por
2nn! dz”

Pu(z) = [(1—2%)").

Para encontrar o coeficiente do termo de maior grau dos polinémios de Legendre basta

tomar a = § = 0 no coeficiente lider dos polindémios de Jacobi, dado pela Proposigao (3.1.2):

I I'a+B+2n+1) 1 I'(0+0+42n+1) 1 T'(2n+1)

T I T(ar Brnt1) 2l DO+0+n+1) 2ol D(n+1)

Como n ¢ inteiro nao negativo, temos que ['(2n + 1) = 2n! e I'(n + 1) = n!. Logo,

_@2n)! (2n)!
T gnplnl 2l

Para obter a relagao de ortogonalidade dos polindémios de Legendre basta também fazer o =

B = 0 na relagao de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi:

0, se m#n
20PN (v +mn+ 1)I(B+n+ 1)
na+B+2n+ 1) (a+F+n+1)

#0, sem=mn

Assim:

0, se m#n
(P Pn) = 0 2040H1D(0 40+ D0 + 0 + 1)
n(0+0+2n+1DI'0+0+n+1)

Como I'(z + 1) = 2! para z inteiro ndo negativo obtemos

#0, sem=n

0, se m#n

(Pu, Prn) = 2n!n!

—— #0,sem=n
(2n + 1)n!n! 7
Portanto, fazendo as simplificagoes possiveis, temos que a relagao de ortogonalidade para os

polinémios de Legendre é dada por:

0, se m#n
<Pn7 Pm> = 2
——se  m=n.
(2n+1)
Vamos obter agora a relacao de recorréncia de trés termos que esses polindmios satisfazem.

Para isso basta fazer a = 8 = 0 nos coeficientes 7,11, an1+1 € B,4+1 da relacao de recorréncia
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para os polindémios de Jacobi dados respectivamente pelas equagdes (3.1.9),(3.1.13) e (3.1.8).
Assim temos

(a+p+2n+2)(a+pB+2n+1) (0+2n+2)(0+2n+1) 2(n+1)(2n+1)

Tntt = 2n+1)(a+B+n+1) T 20+ 1)(0+n+1) 2(n+1)(n+1)
~(2n+1)
(n+1)
o latn)Brn)a+B+om+2) _ (0+n)(0+n)(0+0+2n+2)
T+ D+ B+n+D)(a+B+2n)  (n+1)04+0+n+1)(0+0+2n)
B n?(2n + 2) _ 2n(n+1)  n
n+1)(n+1)2n) m+1)n+1)2 (n+1)
(B*—a®)(a+B+2n+1) (@@= a+a+2n+1)

e = S (@t Bt Dot Br2n) -~ 20n+ D(2atnt 1)2a+ 20)

B (0)(2cc +2n+1)
~2(n+1)(0+n+1)(0+2n)

Substituindo os valores dos coeficientes v,11, Bn11 € i1, encontrados acima, na relacao de

recorréncia dada pelo Teorema (2.2.4) obtemos a férmula de recorréncia para os polindmios de

2 1

Poii(z) = s P, 1(z), para n>1, (3.2.1)

onde Py(x) =1e P_4(x) = 0.

Vamos encontrar agora os primeiros polinémios de Legendre. Pela formula de Rodrigues dada

na defini¢ao (3.2.1) temos

b() = om0 1) = 1
(&) = (@ 1) =

Agora pela relacoes de recorréncia
2(1)+1
Py(x) = (1)

1 3
zP(x) — T 1P0($) = 5:1:2 ~5

1+1

2(2) + 1 2 5 (3 1\ 2 15 5 02
Bo) = =" qehe) = 57 1@:5“’(5902—5)—5“?53‘6“"59’

15 9 5 3

E$3—6$:§$3—§$

2(3)+1 3 7 (5 3 3/3 1 35 21 9 3
W) = = B - 2“)::193(5”33—295)—1(?2‘5) =g T g g
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A seguir é possivel observar comportamento do grafico dos polinémios de Legendre de 1°, 2°, 3°

e 4° grau.

0.6 1
0.4

0.2 1

i 16 -14 -12 -1 Lol8 -0B -04 -02 02 w4 As Hs 1 12 14 15 10

-021
-04 4
-06 1

1 -0.84

Figura 3.1: Polinémios de Legendre P,(z), n =1,2,3,4.

3.3 Polindmios de Chebyshev de primeira espécie

Vamos agora fazer um estudo mais detalhado sobre os polindémios de Chebyshev de 1°

espécie, introduzidos no inicio da Secao 2.1.

Definigao 3.3.1. Os polindmios de Chebyshev de 1% espécie sao denotados por T,,(z) e definidos
por

T,(x) = cos(narccosz), onde z€[-1,1], e n=0,1,2---

Esses polindmios sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com relagdo a func¢ao peso w(z) =
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1
———— ¢, como foi provado na secao 2.1, satisfazem a relagao de ortogonalidade
V1 — 2

(
T, sem=n=>0
s

(To(x), Tin(x)) = < 5 sem=mn>0

0, sem#n
\

Vimos também na referida secao que o termo de maior grau dos polinomios de Chebyshev de

1% espécie é a,,, = 2"'. J4 a relagdo de recorréncia para esses polinémios ¢ dada por:
Toi1(x) = 22T, (x) — Ty 1(x), n>1,

De fato, utilizando a relagao trigonométrica da soma e subtracao de arcos temos que
cos|[(n + 1)8] + cos[(n — 1)§] = cos(nh) cos(f) — sin(nh) sin() + cos(nd) cos(f) + sin(nd) sin()
= 2cos(nf)cosb

Logo,
cos[(n + 1)8] = 2 cos(nh)cost — cos[(n — 1)6] (3.3.1)

Tomando x = cos § na definicao dos polinomios Chebyshev de 1° espécie temos que:
T, (z) = cosnb, T,,11(x) = cos(n+1)0 e T,,_1(x) = cos(n — 1)0.
Substituindo essas informagoes na equagao (3.3.1), obtemos a relagao de recorréncia

Toi1(x) = 22T, (z) — Thoq(x) n>1,

onde To(x) =1 e Ti(z) = x.

- 1 . . .
Observacao 3.3.1. Note que para o = 3 = —5 0 polinomios de Jacobi e os Chebyshev de 1°
tem a mesma fung¢dao peso:

1
V-2

Assim, o coroldrio (2.2.3) nos garante que para todo n existe uma constante ¢, tal que

N|=
=

w(x)=01—-2)"2(1+x)"

=

T.(z) = cnPn(_ ) ().
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Considerando agora aii,z' = 1,2,...,n os coeficiente do polinomio de Chebyshev e aij,j =
, , , , 1
1,2, ...,n os coeficientes do polindomio de Jacobi com o = 3 = 5 temos
T n T n—1 T P n P n—1 P
U@+ oy 17"+ 0y = Cplay, 2"+ Ay, 7T )

Como os polindmios sao idénticos, seque que

ol
ay, = Cuah, ou seja, ¢, = ﬁ. (3.3.2)
Substituindo o = [ = —% no coeficiente do termo de maior grau dos polindmios de Jacobi
temos:
o _ L Da+ftm+l) 1 M(—3—3+2n+1) 1 T(2n)
Yl T+ B4n+1) 2l D(—3—L2+n+1) 270l T(n)
Substituindo em (3.3.2) obtemos
al on—1

“=71 T@n) 1 I(2n)

2nn! T'(n) 2nn! T'(n)

Como I'(n + 1) = n!, temos que

. 22n71 _ 22n71 _ 22n—1 om —1 -1
B¢ e L G n '
nl(n —1)!

Dessa forma,
on—1\ " (—1 -1y
T, (z) = 22”1( ) P, ¥ ¥ (x)

n

Observagao 3.3.2. Para obter as raizes de T, (x) devemos considerar os valores nos quais
cos(nd) =0 para 0<6<m.

ou seja, onde (nf) = g +km, k=0,1,2,---,n. Dessa ultima igualdade vem que:

(2k + 1)m

0 =
on

k=0,1,2,-- ,n.

Portanto, como x = cos@ as raizes dos polinomios de Chebyshev sio dadas por

2k+1
Tk = COS (u>,k20,1,2,~~ N
’ 2n



Polinémios ortogonais classicos 50

Observagao 3.3.3. Os pontos de mdzximo e minimo de T, (x) sao os pontos onde
cos(nf) =+1 para 0<60 <7, para 6= arccosz

ou seja, onde nf = kw, k=0,1,2--- .n.. Logo,

k
§=""k=0,1,2,--- ,n.
n

Portanto, os pontos de mdzrimo e minimo dos polinomios de Chebyshev de 1° espécie sao dados
por

k
My, j; = COS <—7T>,k—0,1,2,~- N
n

3.4 Polindmios de Chebyshev de segunda espécie

Vamos estudar agora os polindmios de Chebyshev de 2° espécie. Tais polindomios sao orto-

gonais no intervalo [—1, 1] em relagdo a fungao peso w(x) = /1 — 22.

Definigao 3.4.1. Os polinomios de Chebyshev de 2* espécie, denotados por U, (), sdo definidos

por:

1
Un(z) = sen((n + 1) arccos x>, comzx € [—1,1]en=0,1,2,---

V31— 22

Se fizermos = = cos @, na defini¢ao acima, temos que

_sen(n+1)0

Un(z) = , com 0 € [0, 7]

send

Esses polinomios satisfazem a relacao de ortogonalidade conforme o Teorema abaixo:

Teorema 3.4.2. A relagao de ortogonalidade para os polindmios de Chebyshev de 2° espécie é:

0, sem#n
W), Un@)) = {
5, Sem=mnm

Demonstragao: Tomando o produto interno de U,, por U,,, com m # n, temos

(Uyn, Up) = /_1 Un(2)Up(2)w(z)dx =

! sen[(n + 1) arccos x| sen[(m + 1) arccos 7
= V1 —a?dz
/_1 V1— a2 V1—2x?
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Fazendo a mudancga de variavel o = cos#, temos 6 = arccos x e logo

0 sen[(n + 1)0] sen[(m + 1)6]
Un,Up) = — V1 — cos? fsenfdf
< ) ~ V1—cos2f +/1—cos2d cosTrRER

Como, para 6 € [0, 7], senf = v/1 — cos? f, temos

(U, Uy) = / sen[(n -+ 1)0]sen[(m + 1)0]db. (3.4.1)
0
Integrando por partes, considere u = sen[(n + 1)0] e dv = sen[(m + 1)6]. Entao,
B B _cos[(m + 1)0]
du= (n+1)cos[(n+1)0]dd e v = i Logo,
cos[(m + 1)6]|" /’r cos[(m + 1)6]
— cosim T 1)) 1 1)) B T 27
(Un, Upn) sen[(n + 1)0] 1 i + i (n+ 1) cos[(n + 1)0)] 1 df
= (n +1 ) / cos[(n + 1)60] cos|[(m + 1)0]d6
m+1/) J,
Integrando novamente por partes, seja u = cos|[(n + 1)6] e dv = cos[(m + 1)6)].
Entao, du = —(n + 1)sen[(n + 1)8]df e v = M. Temos
m+ 1
n+1 sen[(m + 1)0]|" /’r sen[(m + 1)0)
= _ - ——df

U = (557 ) [t 0 =D [ psenin+ g2

_ <;111)2 /0 sen[(n + 1)0]sen[(m + 1)]d0

Assim,

(U, Un) = (”* . )2<Un,Um>

m—+1

Entao,
n—+1

(Uny Upn) — ( ) (Un,Up) =0

- (2] -

Como m # n entao (—) # 1. Portanto, (U, U,) = 0.
m+1

Considerando agora m = n na equagao (3.4.1) temos

(Uyn,Uy) = /07r sen[((n + 1)0)]sen[((n + 1)0)]df = /07r sen®[((n + 1)0)]d6.

Assim, tomando u = sin[((n + 1)8)] e dv = sin[((n + 1)#)]df, temos
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_cos(n+1)¢
n—+1

cos[(n + 1)0]

n+1

du = (n+ 1)[cos(n + 1)8]df e v = . Logo, por partes temos

(Uyn,Uy,) = —sen[((n+ 1)0)]

: N /0 _%ﬂw(” +1) cos[((n + 1)0)]d0

= /7r cos®[(n + 1)0]do
_ [{1 ~ sen?[(n + 1)0]}d8

=7 — / sen®(n + 1)0d0
0

Entao,
<Un> Un> =T = <Un7 Un>
2U,,U,) =
T
O

A relacao de recorréncia dos polindmios de Chebyshev de segunda espécie é dada por
Upi1(z) = 22U, (x) — Up—1(x) para n > 1, (3.4.2)

onde Up(z) =1 e Uy(x) = 2z.

De fato, pela definicao desses polindmios temos

_ sen((n + 1)0] _ [sen(n + 2)0] _ sen(nf)
Unl) = senf ' Unia(e) = senf ' Un-1= senf
Dividindo a identidade trigonométrica (3.4.3)
sen[(n + 2)0] 4 sen(nf) = 2 cos fsen[(n + 1)6] (3.4.3)

por senfl obtemos
sen|(n + 2)0] N sen(nf)  2cosfsen|(n + 1)0]

Y

send send senf

ou seja, Up11(z) + U,—1(x) = 22U, (z), paran > 1, como queriamos demonstrar.
Vamos agora obter o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios de Chebyshev de
2° espécie. Veja que, utilizando a definigao (3.4.1), temos

sen[(0+1)0]  senf

= =1
senf senf

Uo(:L’) =
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_sen[(1+1)0]  sen20  2senf cost

Up(xz) = = 2cosf = 2x.

senf senf senf

Por recorréncia, temos
Us(z) = 22U, (7) — Up(z) = 22(22) — 1 =222 — 1

Us(z) = 22Uy (x) — Uy () = 22(2%2° — 1) — 20 = 2°2° — 4.

Seguindo este raciocinio obtemos U, (x) = 2"2™ + ¢.(z) em que ¢.(z) é um polindémio de grau
r < n. Logo, o coeficiente do termo de maior grau ¢é a, , = 2",n > 0.
Agora vamos analisar a relagao entre os polindmios de Chebyshev de 2° espécie e os polino-

mios de Jacobi. Em seguida, iremos encontrar as raizes de Uy, ().

Observacao 3.4.1. Os polinémios de Jacobi e os de Chebyshev de 2° espécie sao ortogonais

1
no intervalo de [—1,1] e para a« = § = 37 eles tem a mesma fung¢do peso:

=122

N

w(x) = (1-2)*(1+ )
Assim, o coroldrio (2.2.3) nos garante que para todo n existe um ¢, tal que
(3:3)
Un(x) = C,P*% ()

Considerando a,({’i,i =1,2,...,n o0s coeficientes dos polindomios de Chebyshev de sequnda especie

e aij,j =1,2,...,n os coeficientes dos polinémios de Jacobi, com o = [ = %, entao

U n U n—1 U _ P n P n—1 P
U@+ Uy 2"+ o F @, = cplay, " a7 4+ a )
e logo,
al
U — ¥4 . — n,n
Upp = Cnllyy OU €A, Cp = 5. (3.4.4)
n,n

1
Tomando o = = g no coeficiente do termo de maior grau de Jacobi dado na proposi¢cao

(3.1.2), temos que
1 T(a+B+2n+1) 1 T(3+3+2n+1) 1 T(2n+2)

T i T(at frntl) 2l TG +i+ntl)  2miD(n+2)

Substituindo o resultado acima em (3.4.4) obtemos

U
an,n 2"
CTL = =

1 I'(2n+2) 1 T'(2n+2)°
2nn! T'(n + 2) 2nn! T'(n + 2)
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Usando a propriedade I'(n + 1) = nl'(n) da fung¢do Gama obtemos

2n 92n on+1\ "
@n+D! (v n+1

n+1
n!(n+1)!
Portanto, ,
2n+1\ (LY
Upn(z) = 2%" Py??
@ =2 (21N

Observagao 3.4.2. Para obter as raizes de U,(x) devemos considerar os pontos onde
sin[(n+1)8] =0, para 0<60<m

ou seja, onde (n+1)0 = kn  para 0 <6 <.

Dai seque que,

k=0,1,2,-- ,n

Logo, como

sin [(n+1)arccos [cos( b )” — sin [(n—i—l) b

n+1 n +

J = sin(kr) = 0

concluimos que as raizes de U,(x) sdo os pontos

k
xnk:cos( 7T), k=1,2,---,n
’ n+1

Observacgao 3.4.3. Sabemos que os polinémios de Chebyshev de 1° espécie sao definidos por
T, (z) = cos(narccosx), para x € [—1,1].

Entao

=nU,_1(x).

T!(x) = —sen(n arccos ) < - n ) _ sen(n arccos z)

V1—22 V1—22

Assim, concluimos que as raizes de U,_1(x) sao os pontos de mdzimo e minimo de T, (x).
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U, 251

]
]

-0.5 1

-2.51

Figura 3.2: Polinémios de Chebyshev de 2° espécie U, (z), n = 1,2, 3, 4.

3.5 Polindmios de Gegenbauer

Os polinomios de Gegenbauer também sao um caso particular dos polindmios de Jacobi,
1 1
coma=p=\— 2 onde \ > —5 Esses polinémios sao ortogonais no intervalo de [—1, 1] com

relagio a funcao peso w(z) = (1 — 22)*~2.

Definicao 3.5.1. Os polinémios de Gegenbauer, denotados por M (x), s@o definidos por:

6w = (2) R (") P,

(0% (0%

o, ~ . . . 1
onde P\ sdo os polindémios de Jacobi com aa = =\ — 7
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Podemos reescrever os polinomios de Gegenbauer em termos da funcao Gama da seguinte forma

Pla+1) Tn+2a+1) .,
T2a+1) T(n+a+1) F(@), (3.5.1)

GW =
Esse resultado pode ser encontrado na pagina 64 da referéncia [2].
1
Tomando oo = \ — 2 obtemos
1

G —
" L2\ T(h+A+3) "

Para obter a relacao de recorréncia de trés termos faremos « = 8 nos coeficientes v,11, p11 €
Bni1 da relagao de recorréncia dos polindmios de Jacobi dados respectivamente pelas equagoes

(3.1.8), (3.1.9) e (3.1.13). Assim temos
(a+p+2n+2)(a+F+2n+1) (a+2n+2)2a+2n+1)

Tn4+1 =

2+ 1)(a+p+n+1)  2n+DRa+n+1)
_(a+n+1)2a+2n+1)
(n+1)(2a+n+1)
 (a+n)B+n)a+pB+2n+2) (a+n)(a+n)(2a+2n+2)
S i et Brnt DiatBr2n)  (nt)@atnt1)2at2n)
_(a+n)atn)a+n+1)2  (a+n)at+n+1)
(n+1)2a+n+1D(a+n)2 (n+1)2a+n+1)
Bois = (B2 —a*)(a+B+2n+1) _ (a? —a®)(2a+2n+1) _

2(n+ 1)(a+B+n+1)(a+p+2n) 2(n+1)2a+n+1)(2a+ 2n)
Agora de (3.5.1) vem que

GWF(QO‘ +1) I'(n+a+1)

P (z) = : 3.5.2
@) = GG Tt 20 + 1) (35.2)

Da relagao de recorréncia geral, dada pelo Teorema (2.2.4), tem-se
P (2) = (i1 — Bos1) PO (@) — appr PO (). (3.5.3)

Substituindo entao os valores dos coeficientes 7,41, apy1 € Pni1, encontrados acima em (3.5.3)

e usando (3.5.2) obtemos:

F'2a+1) T'(n+a+2)
Ma+1) I'(n+2a+2)

GV () = 02GM(x) — oGV, () (3.5.4)

onde
(a+n+1)2a+2n+1)I'2a+1) '(n+a+1)

m+1)2a+n+1) TI'(a+1) I'(n+2a+1)

5:
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(a+n)(a+n+1)T'2a+1) I'(n+«)
(m+1)2a+n+1) I'(a+1) I'(n + 2a)

Note que multiplicando a equagao (3.5.4) por

o=

_ I'la+1) I'(n+2a+2)
CI'2a+1) T(n+a+2)

obtemos,
G (x) = 512GV (x) — pIGD (),
onde
5T — (a+n+1D)R2a+2n+1)TI2a+1) I'n+a+1) T(a+1) T'(n+2a+2)
 (n+DRa+n+1) Tla+1) T(n+2a+1)T2a+1) T'(n+a+2)
€
ol = (a+n)(a+n+1)T'2a+1) I'(n+a) I'Na+1) '(n+2a+2)

(m+1)2a+n+1) MNa+1) I'(n+20) I'2a+ 1) T'(n+ a + 2)

Fazendo as possiveis simplificagoes temos

(a+n+1D)R2a+2n+DI'n+a+1)T(n+2a+2)
n+1)R2a+n+1)In+2a+1) T'(n+a+2)

ol =

(a+n)(a+n+1DI'(n+a) I'(n+2a+2)
m+1)2a+n+1)I'(n+2a) (n+a+2)

Usando a propriedade I'(x 4+ 1) = zI'(z) da fun¢ao Gama segue que

ol =

(a+n+1)2a+2n+1)I'n+a+1)(n+2a+1)'(n+2a+1) 2a+2n+1

0l =

n+DR2a+n+1I(n+2a+1) nm+a+DIn+a+1)  n+l
e
of — (a+n)(a+n+1DI'(n+a) (n+2a+1)(n+20)'(n+ 2a) _n+2a
m+1)2a+n+1)I'(n+2a) (n+a+1)(n+a)l'(n+ «) n+1
Entao,
() _2a—|—2n—|—1 ) _n+2a )
Gn+1( ) n4+1 Gn ( ) n-+1 Gn71<x)

Logo, a relagao de recorréncia de trés termos para os polinomios de Gengebauer é dada por

(n+1)GY (x) = 2o+ 2n+ 1)2GV(2) — (n+22)GY ()

Tomando o« = \ — %

(n+ 1)G5Lﬁ21(x) = (2A 4 2n)2GWV(z) — (n + 2\ — 1)G£L)21(a:), paran > 1,
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onde G(j\l) =0e GE)A) (x) = 1.
Vamos agora obter o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios de Gegenbauer.

Tomando a = 3 no coeficiente do termo de maior grau dos polinémios de Jacobi temos que

J I T'a+p+2n+1) I T'(2a+2n+1)
Qa = =
wre2mpl Na+B+n+1) 2™l I'(2a+n+1)

Ma+1) T'(n+2a+1) (a,a)(

T2a+1) T(n+atl) ©); vem que

Assim, como G (x) =

IFla+1) I'(n+2a+1) ,
nn — a. .,
T T'2a+1) I'(n+a+1) ™"

ou seja,
MNa+1) '(n+2a+1) 1 T'2a+2n+1)
Qpn =
7 TQRa+1) I'(n+a+1) 2! T'2a+n+1)

1
Fazendo oo = \ — 3 obtemos

P F(n+2)\) T(A+3) 1 T(2A+2n)
" T+ A+3) T(2)) 2°nl T(2A +n)

IP(A+3) 1 T(2\+2n)
T'(2\) 2n!D(n+ A+ 1)

Propriedades 3.5.2. As seguintes igualdades sao validas:

I(n+2)) N () = (1))

Demostragao: Mostraremos inicialmente a primeira igualdade. Como vimos em (3.5.1)

I'a+1) I'(n +2a+1)
(M) — ()
@) = Foas ) Tnragn n @)

Entao,
Fa+1) T'(n+2a+1)

GN (1) = plea)q
n () '2a+1) I'n+a+1) " (1)
oo r 1
Agora pela proposigao (3.1.4) temos que ple )(1) = %. Logo

Fa+1) I'(n+2a+1)T(a+n+1)
I'2a+1) I'n+a+1) nll'(a+1)

Gh(1) =

I'(n+2a+1)
nI'(2a + 1)
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Fazendo o = A\ — %, temos 2a = 2\ — 1 entao

GA_F(n+2>\—1+1)_F(n+2)\)
"oplTRA—1+1)  all2))

Mostraremos agora que Ggl)‘)(—x) = (—1)"G£L)‘).
Considere PV (x) = G%’\)(—x). Como w(z) = (1 — #2)*2 ¢ uma funcdo par, segue que

1

(P, ) = [ PO@ED @t = [ GO0 (~opu(-r)is

n n
-1

Fazendo a mudanca de variavel y = —z, temos dy = —dx. Mais ainda, quando z = —1 temos
y =1 e quando x = 1 temos y = —1. Logo,
—1 1
(PO, PO@) = [ G W) (-dn = [ 6D WER )y
1 —1
%

Logo, a sequéncia {P,(L’\) (z)}52, & ortogonal em relacio a mesma funcio peso w(x) = (1—x?) 2.

Assim, o corolario (2.2.3) nos garante que para todo n existe um ¢, tal que

Dessa forma, como Pn(A)(x) = GS{\)(—x), e considerando G%’\)(x) = Appt" + ... + Ayt +

an0, onde a,, # 0, temos que
U (—2)" 4+ o+ ana (=) + ano = Cplannt”™ + ... + ap1T + anyo)

A (=1)"(@)" + oo+ a1 (1) + ano = Cplann,2™ + ... + a1 + ]

Assim, a,, ,(—1)" = Cpay,, € logo ¢, = (—1)".

Portanto, G%A)(—a:) = (—1)”&9). 0

3.6 Polindmios de Laguerre

Definicao 3.6.1. Os polindmios de Laguerre, denotados por L) (x), sdo definidos pela formula

de Rodrigues dada por
d
L(a) (.T) _ (_l)nxfaex_[xa%»nefw]

onde o € R com o > —1.
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Os polindomios de Laguerre sdo ortogonais no intervalo [0, 00), com relagdo a fungao peso
w(x) =x% ", a > —1.

Vamos inicialmente obter o termo de maior grau dos polinomios de Laguerre LY (x). Para
isso, utilizaremos novamente a regra de Leibniz

Gl @] =3 ()5 D@ (36.1)

dx™
k=0

Veja que, utilizando a defini¢ao (3.6.1) e tomando f(z) = %" e g(x) = e™*, obtemos

L) = (-1)'a e (@) = (1) e [f(a)g(a)] = (~1)"r ey (Z) 19 ) gt (2)

=1y (M) @@ (1)) Fwet @ (1) e

n n—1

= (=1)"x" %" [J;O‘+"(—1)"6x +
=2" —n(a+ n)x”_l + gs(x),

onde ¢4(z) é um polinémio de grau s < n. Logo a,, = 1 e por isso os polindémios de Laguerre
sao monicos.

O Teorema abaixo nos fornece a relagao de ortogonalidade que esses polindémios satisfazem

Teorema 3.6.2. A relagao de ortogonalidade dos polinomios de Laguerre é dada por

(L), L) = 0, sem #n

nll'(n+a+1), sem=n

n

onde o produto interno € definido por (L,(f‘), LS?) = / L () L\ (z)x%e 2 dx
0

Demostragao: Sejam m e n inteiros nao negativos e suponha, sem perda de generalidade, que

m < n. Assim:

00 o0 dr
(L), L)y = / L L ae " dx = / (1) %" ——
0 0

g (ztme ) LY % % dx
:L»n

— (—1) /0 T ey L) (1)

dx™
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Tomando y,(x) = z*T™e™%, temos que y"” (z) = —[2*"™e~*]. Logo
L1 = (-1 [ LD @ )
0

(0% n ~ d (03
Integrando por partes, seja u = Lfn)(a:) e dv =y )(x)da:. Entao, du = d—(Lgn)(:L’))dx e

v =y Y(z). Logo,

o d
(20, 242) = (1 | L@@ = [T . oz
0
Agora veja que
b
L @)yl (@)| = lim 1) (@) (w)
0 b—o00 0
= T [L2 )y () = L (0)y 1 (0)]
—00

Considerando f(z) = z**" e g(x) = e~* da regra de Leibniz temos que

dn—l n—1
W) = e = X (M) P g

dmn 1
k=0

Abrindo o somatoério acima obtemos:

= 2*(=1)" e (n=1) (atn) 2 (= 1) e (n—1) (atn) (atn—1) - - (a+3)z (= 1)e "
ot (atn)(a+n—1)- (a+2)z* e
_exk—mnwwn+en"%n—nm+nnwn1+~wwa+mm+n—w~«a+%f“

= e (@™ + 4, 12T 4 2T = € Qun(2)

onde Quin(x) ¢ um polindmio de grau o + n. Assim,

L( )( )yv(mn 1)< ) 53)(.77)6_9062&_‘_”(1') = e_QO—O—a—&-n(«r)

onde Qiain(T) = LY ()Qu+n(z) denota um polindémio de grau m + « + n. Logo,

o0

Lgr?)(x)yr(tnil)(x) = lim [L( )(b)yr(tnil)(b)_ng)(())y?(lnil)(O)] = lim [eimeJraJrn(b)_eon+a+n(0)]

0 b—o00 b—o0
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Como Qu+,(0) = 0 temos que Qiain(0) = QQM(O)L%Y)(O) = 0. Portanto

o0 m-roTn b
L@ @) = lim e Quyain(d) = lim Lrctesn®)
0 b—oo b—o0 e
Aplicando a regra de L’Hospital m + « + n vezes, temos
|
lim am+a+n(mb—|— a+mn)! 0
b—o0 e
Entao de (3.6.2) segue que
o d
@1 = (-0 [y ) L @)
0 dz
Integrando n vezes por partes obtemos
@ [ N T A
o ar o ar

Assim:

n

(i) Para m < n, temos d—(LS;‘) (x)) =0 e logo
xn

(L, L)) = / N d—n(Lgy(az))yn(x)dx —0.

o dx™
(ii) Param =n

(L, L) = / (L) (@) (w)da = / nlyn()dz = nl / 2" do.
o dr 0 0

o0
Agora como a fungdo Gama é definida por ['(y) = / ¥ te " dx,y > 0, concluimos que
0

n

(L) L)y = n!/ " e dr =nT(n +a+1)
0

O
Para obter a relagao de recorréncia de trés termos precisamos encontrar os coeficientes v, 11, Q1
e Bpy1 dados no Teorema (2.2.4). Assim, como os polindémios de Laguerre sdo monicos segue

que

an+1,n+1
fyn+1 pry pry 1

Agora, utilizando a relagao de ortogonalidade dada no Teorema (3.6.2) obtemos:
Y (P Pa) nll(a+n+1) n(n — D(a+n)'(a+n)

= T B -l meDTain  Metn
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(zL, L)

Resta agora calcular o coeficiente (,,1 = %HW.

Sabemos que,

LY(z)=a"—nn+a)z" 1 +---.

n

Logo 2L\ (z) = 2" —n(n+ a)a" + -+ . e
Lith(x) =™ = (n+ 1)(n+ 1+ a)a" + -
Assim
L (z) — Lgﬁgl(x) =2" —nn+a)z" +- ="+ (n+D(n+1+a)s" + -

=[(n+1)(n+1+a)—nn+ao)z"+--- (3.6.3)

Agora note que, multiplicando L{ (x) por (n+1)(n+ 14 a) — n(n + a), obtemos
(n+1)(n+1+a)—nn+a)l) =[n+1)(n+1+a)—n(n+a)z"

~[n+1D)n+14+a)—nn+a)nmn+a)z™ 4.

Assim,

(n+1D)(n+1+a)—nn+a))t"=[n+1)n+1+a)—nn+a)L® @)+
+n+1)(n+14+a)—n(n+a)nmn+a)z™ 4
=[(n+1D)(n+1+a)—nn+a)L) + g._i(x)

onde ¢,_1 ¢ um polindémio de grau n— 1. Substituindo esse resultado na expressao (3.6.3) temos

que

oL (@) = L (@) + [(n 4+ D)0+ 1+ @) = nln+ @)l L () + g (2)

Calculando o produto interno de zL{ (z) por LI (z),0btemos

(@L$(x), L () = (L) () + [(n + D (n+ 1+ @) — n(n + )] L (2) + g (z), L (2))

o
~—
8
~—
=
£
—~
8
~—
~

= (L) (), L (@) + [(n+ )(n+ 1+ a) — n(n + a)|(L

H{gn-1(2), LY ()
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Pela relagao de ortogonalidade temos que (Lﬁ)l(x), Lgf“)(m» = 0 e pelo item (b) do Teorema

(2.2.2) vem que (gn—1(), L,(@a)(x» = 0. Assim
(wLi? (@), Ly (x)) = [(n+ 1)(n+ 1+ a) = n(n + a)(Li? (2), L ()

Logo,
(wLi (2), LY (2))
(LW (@), LY (x))
Portanto, f,.1 =2n+a + 1

=[n+)(n+1+a)—nn+a)=2n+a+1

Dessa forma, substituindo os coeficientes na relacao de recorréncia geral dada pelo Teorema

(2.2.4) obtemos a rela¢ao de recorréncia para os polinémios de Laguerre:

Lﬁl(x) =(x—2n—a—1)LY%) —n(n+ oz)LgLa,)l(x), paran > 1.

n

Vamos calcular agora os primeiros polindmios de Laguerre. Pela formula de Rodrigues dada na
defini¢ao (3.6.1) temos que
LY = (=102 % 2% =1

« - T d
Lg ) = (—1)x"% %(a:

Agora pela relacao de recorréncia

Y ) = (=Dz " [(a+1)s%e "+ = (-1)(a+1—2) =r—a—1

LY = (- 2+a+1)LP) — 1+ o)L @) = (@ -3—a)(z —a—1) — (a—1)

n

=22 -2 +2)r+ (a+2)(a+1)
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30

20

Figura 3.3: Polinomios de Laguerre L§(z), = 0,1, 2,3, 4.

3.7 Polinobmios de Hermite

Definig¢ao 3.7.1. Os polinomios de Hermite, denotados por H,(x), sdo definidos pela formula
de Rodrigues:
pd

H,(z) = (—1)"e e e ™.

Os polinémios de Hermite sdo ortogonais, no intervalo (—oo, 00) em relagao a fungao peso

2

w(z) =e*.
Para determinar o coeficiente do termo de maior grau vamos calcular os primeiros polinémios

de Hermite. Usando a definicao acima obtemos:
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Hy(z) = (—1)%" dT[e’“ | = e”'[—2e7% + 2%2%e ] = 2222 — 2
x
Seguindo este raciocinio, obtemos H,(x) = 2"z" + ¢.(x), em que ¢,(z) é um polinémio de grau
r < n. Portanto, o coeficiente do termo de maior grau dos polinémios de Hermite ¢ a,, , = 2".

Veremos agora qual é a relagao de ortogonalidade que esses polindmios satisfazem.

Teorema 3.7.2. Os polinémios de Hermite satisfazem a sequinte condicao de ortogonalidade

0, sem+#n
(Hn, Hyp)

2"nly/T m=n
onde o produto interno € definido por (H,, H,,) / H,( (x)e® *da

Demostragao: Sejam m e n inteiros nao negativos e vamos considerar, sem perda de

generalidade, que m < n. Assim, usando a definigao (3.7.1), vem que

(H,, H,) / H,( )erd:E:/ ]'177,1(917)(—1)”6352j—[e—fcz]e_“c2 dx
o "

/ H,, dci:” e | dx

Tomando ¢(z) = e™*", temos

(Hy, Hyp) / H,, (z) dz

Integrando por partes, seja u = H,,(z) e dv = ¢™dx. Entdo, du = H' (z)dr e v = ¢V,

: - [ e

b

Logo,
(o, Hy) = (-1)" [ H2)0(2)
Agora veja que

Hy ()" ()

0
+ lim H,, ()™ V()
a b—o0

[e.e]

= lim H,(z)p™ D (x)

=l [H,(0)6" ) (0)—Hyn ()6 ()] Jim [Hu(0)6" ) (0)—H,n (0)6"(0)
= H (09" (0)= lim Hu(@)g" (@) +)im Hiu(D)6" ™ (0)=H (006 (0)
== Jim_Hy(a)¢" ™ (a) + lim Hin (b6~ (0). (3.7.1)

Como ¢(z) = e~ observe que

2

¢ () = —2we™
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¢(x) = e (42” ~ 2)
(b///(x) _ 67962((_1)38‘%3 + 121’)

Assim, seguindo esse raciocinio, a derivada de ordem n — 1 de ¢ é dada por

¢" (@) = e [(=1)" s ()],

onde g,—1(z) denota um polinémio de grau n — 1. Substituindo essa informacao em (3.7.1)

temos:

[e.e]

H,,(2)p™ () =— lim Hp(a)e”

a—r—00

(=) Vg1 (@) + lim Hp(b)e™ (<1)" g, 4 (0)

—00

= — lim (-1)" e Gn—14m(a) + hm( " lebQQR 1+m (D)

a— 00 b—oo
n— m — . n— m b
— (—1)" Jirgoq%ﬂ@ + (=1 lim qz;b() (3.7.2)

2, . . . 2 . .
Da mesma forma, se o(z) = ¢ ¢ facil verificar que ¢ (x) = > Q,,, onde Q,, ¢ um polinémio

de grau n. Assim, aplicando a regra de L'Hospital n +m — 1 vezes em (3.7.2)

_ * _ +m — Dlapim-1 1. (n+m—Dlayim
Hy ()Y — (—1)" lim (-t I = .
($)¢ (LL’) . ( ) a—%gloo €a2Qn+m—1(a) +< ) birilo 6b2Qn+m—1(b)
Portanto,
<Hn, H _ n+1/ H/ ¢(n 1)( )
Dessa forma, se integrarmos n vezes obtemos
(Hp, Hp) / H" (z)p(z)dx = / H" (z)p(z)dx

Consideremos agora dois casos:

(i) Se m < n, temos que Héf)(:c) =0, logo

(H,, H,,) / H" (z)¢(z)dx =0

(ii) Sem =n

<Hn>Hn>:/ GIQHén)(w)dx:/ 6122"n!dx:2”n!/ e da.

—00 — 00 —0o0
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o0

Considere A = / e~ du. Entao,

o0

A2

e ” d.it/ e_y2dy

8 8
3

v* o=y’ dxdy

/
[l
[ [ iy

Trocando as coordenadas x = rsin ¢ e y = r cos ¢, obtemos

¢ g
88

e}

2 +y* = r?sin® ¢ + ricos’p = r*(sin® ¢ + cos’p) = 1

ou seja, r = /22 + y?. Logo, como x e y variam de —o0 a 0o, entdao 0 < r < oo. Além disso,

os quatro quadrantes é a regiao onde x e y variam de —oo a 0co. Portanto, 0 < ¢ < 2. Assim,

2w o]
= / / re" drde
o Jo

Logo, A = /m. Assim concluimos que
(H,, H,) = 2"n!\/7. O
Jé relacao de recorréncia para os polindmios de Hermite é dada por

H,1(x) =2zH,(x) — 2nH, 1(x), paran > 1,
onde Hy(z) =1 e Hy(z) = 2z.
De fato, basta encontrar os coeficientes 7y, 11, @11 € 3,41 dados pelo Teorema (2.2.4). Assim,
como o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios de Hermite ¢ a,,,, = 2", temos que

1
Apt1,n+1 2t
(nn 2
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Agora pela relacao de ortogonalidade dos polinomios de Hermite

T (Ha Hy) 2"nl\/m

fnt Tn <Hn717 Hn71> 2n—1(n — 1)'ﬁ "

2
)

Por fim, encontraremos o valor de (,,11.

T

Considerando y(z) = e=*", segue da definicio dos polinomios de Hermite que y™ = (—1)"e~*" H, ().

Assim temos:

™) = 2 [(-1)e " H (o)
= (=1)"(=2z)e " Hy(2) + (=1)"e " H} (x)
= (=)' 2ze " H, () + (—=1)"e " H' ()
ou seja,
Yy (2) = (=1)" e [2uH, (z) — HY.(2)]. (3.7.3)
Mas, por outro lado,
Yy (1) = (1) e H, 1y (2). (3.7.4)

Comparando (3.7.3) e (3.7.4) obtemos
(=)™ e Hypa(2) = (—1)" e ™ 20 H, (x) — Hy ()]

e logo concluimos que

Hyy1(x) =22H,(z) — H) ().

Substituindo entdo H,1(z) e os valores de 7,1 € a,11 na formula geral de recorréncia

Hn—i—l(x) = (’Yn-i—lx - 6n+1)Hn(x) - an+1Hn—1(m)7

obtemos

20H,(x) — H, (z) = (22 — Buy1)Hp(z) — 2nH,—1(2).

Dai segue que, 2x = 2x — 3,41, ou seja, Bn,11 = 0.

Portanto, a relagao de recorréncia para os polinomios de Hermite é dada por
H,1(z) =2zH,(x) — 2nH,_1(z), paran > 1

onde Hy(z) =1 e Hy(z) = 2x.
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Figura 3.4: Polinémios de Hermite H,(x),n = 1,2,3,4.
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CONCLUSAO

Por meio deste trabalho foi possivel apresentar de maneira detalhada resultados importantes
da teoria dos polindémios ortogonais na reta real. Com o estudo concluimos que esses polinémios
formam uma base para o espago vetorial 7, dos polinomios de grau no méximo n. Verificamos
também que os seus zeros apresentam caracteristicas bastante singulares: sao reais, distintos e
pertencem ao intervalo de ortogonalidade (a,b). Além disso, dada uma sequéncia de polinémios
ortogonais {P,(z)}>,, os zeros desses polindmios sao entrelagados, ou seja, entre dois zeros
consecutivos de um polinémio ortogonal de grau n — 1 existe exatamente um zero do polinémio
P,(z), de grau n. Por fim, a partir do estudo dos polindmios ortogonais cléassicos foi possivel
visualizar, através da construcao dos graficos, que tais polinomios satisfazem as propriedades

dos zeros dos polinémios ortogonais.
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