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Resumo

Este trabalho apresenta uma introdugao abrangente aos sistemas dinamicos discretos, com én-
fase na dinamica do shift. Inicialmente, explora os sistemas dindmicos em conjuntos finitos e
em conjuntos infinitos enumeréveis, com estudos sobre seus comportamentos. O foco principal
estd na dinamica em conjuntos nao enumeraveis, particularmente no espaco de sequéncias e
na dinamica do shift, analisando pontos periodicos, érbitas densas, comportamento topologi-
camente mizing e caos. Finalmente, a analise de uma dindmica no intervalo é apresentada,

estabelecendo uma relagao com o shift.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, dindmica discreta, shift, caos.
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Introducao

Os sistemas dindmicos constituem uma area da Matemaética que fornece ferramentas po-
derosa para modelar e compreender fendmenos que evoluem ao longo do tempo. Eles podem
ser classificados em continuos e discretos, dependendo da natureza do tempo considerado. Nos
sistemas dinamicos continuos, o tempo é tratado como uma variavel continua, enquanto nos
sistemas dinamicos discretos, o tempo é considerado em etapas discretas, ou seja, como uma
sequéncia de instantes especificos, como descrito por [1].

A histoéria dos sistemas dindmicos remonta ao trabalho de Isaac Newton, que utilizou equa-
¢oes diferenciais para descrever processos que evoluem continuamente ao longo do tempo. Ape-
sar dos avancos na resolucao de equacoes diferenciais lineares nos séculos XVIII e XIX, a area
lidou com equagoes nao lineares, que sao cruciais para descrever a maioria dos fenémenos na-
turais. Henri Poincaré revolucionou o campo no final do século XIX, ao introduzir métodos
qualitativos, centrando-se no comportamento das solugoes em vez de solucoes explicitas, le-
vando & descoberta do caos [3]. Além disso, de acordo com [9], Poincaré foi uma das primeiras
pessoas a vislumbrar a possibilidade de existéncia de caos em sistemas deterministicos, isto é,
sistemas com parametros completamente determinados e que nao possuem entradas aleatorias.
Algumas décadas mais tarde, o vislumbre de Poincaré foi confirmado e amplamente difundido
com os trabalhos de Edward Norton Lorenz, que mencionamos abaixo.

De acordo com [3], durante o século XX os estudos sobre sistemas dindmicos tiveram uma
grande crescente, estimulados por desenvolvimentos como o modelo de “ferradura” de Stephen
Smale e a descoberta de Edward Norton Lorenz sobre a dependéncia sensivel das condigoes
iniciais, que levou & compreensao moderna do caos. O artigo de 1975 de Li e Yorke popularizou
o termo ‘“caos”, acelerando ainda mais o interesse no campo. O advento da computacao de
alta velocidade e da computacao grafica no final do século XX, exemplificado pela descoberta
do conjunto de Mandelbrot, revitalizaram o estudo de sistemas dinamicos, permitindo aos
matematicos explorar e visualizar comportamentos complexos que antes eram inacessiveis.

Formalmente, um sistema dindmico discreto pode ser representado por uma funcao f : X —
X, onde X é o conjunto de estados possiveis do sistema. A dinamica do sistema é descrita
pela iteracao desta funcao, ou seja, dado um estado inicial zy € X, os estados subsequentes sao
dados por f"(zo) = f(f" *(x)), paran > 1.



A rica variedade de comportamentos exibidos pelos sistemas dinamicos discretos faz deles
um campo de estudo extremamente interessante e relevante. A compreensao desses sistemas
nao so contribui para o avanco teérico das ciéncias mateméticas, mas também possui aplicagoes
praticas significativas em diversas areas, como vemos, por exemplo, em [9].

O objetivo deste trabalho é proporcionar uma introducao e compreensao sobre sistemas
dinAmicos discretos, com énfase na dindmica de um sistema muito simples e que apresenta
caracteristicas muito interessantes e variadas, conhecido na literatura como shift. Apresentamos
uma analise que abrange o estudo de sistemas definidos sobre conjuntos finitos e conjuntos
infinitos enumeraveis e nao enumeraveis.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma. O primeiro capitulo é dedicado & apresen-
tacao dos conceitos e defini¢oes fundamentais que servirao de base para todo o desenvolvimento
do texto. No segundo capitulo, realizamos uma anélise do comportamento das 6rbitas em con-
juntos finitos, fornecendo uma compreensao da dindmica nesses espagos e também expandimos
a analise para conjuntos infinitos enumeraveis, explorando como a dindmica se manifesta em
um contexto com maior complexidade. O terceiro capitulo aprofunda o estudo ao abordar
conjuntos infinitos nao enumeraveis, com um foco especial na introdugao e investigacao da di-
namica do shift, tema central deste trabalho. No capitulo 4 aplicamos os conceitos e resultados

anteriores para examinar o comportamento das 6rbitas em uma dindmica definida no intervalo

0,1).



Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste capitulo esta reunido os conceitos e defini¢oes basicas que serao utilizados ao longo

do texto.

1.1 Sistemas dinamicos

Um sistema dindmico discreto é uma funcao ou aplicacao f definida em um certo conjunto

X, que pode ser chamado de espaco de fases, ou seja,
f: X=X

A dindmica do sistema representa a passagem do tempo e é vista como sendo a iteracao dessa
funcao. Desta forma, se comecarmos com um ponto z € X, que corresponde ao instante zero,
depois ele estarda em f(z) no instante 1, depois em f(f(z)) no instante 2 e assim sucessivamente.

A convencao padrao é:

P@)=a, @)= @), @)= f(F (), paran > 1.

Um dos objetivos da teoria dos sistemas dinamicos consiste em entender a evolugao de um
ponto ao longo do tempo, isto é, =, f(x), f*(z), f3(z),---. O conjunto formado por esses pontos

é conhecido como drbita do ponto e é denotado por,
O(z) ={f"(x); n € NU{0}}.

A estrutura do conjunto X e a natureza da funcao f podem ser diversas, gerando Orbitas
com propriedades interessantes, imprevisiveis e até inesperadas.

Um ponto x € X ¢é chamado de ponto periddico de periodo p, se p é o menor inteiro tal
que fP(r) = z. Quando p = 1, isto é, f(z) = =z, dizemos que x é um ponto firo para
f. Observe que, quando x é um ponto periddico, sua orbita é dada pelo conjunto finito

{z, f(z), f*(x), -+, fP~'(x)} que chamamos de drbita periddica.
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Sejam f: X — X eY C X, a pré-imagem de um conjunto Y, denotada por f~(Y), é

definida pelo conjunto
YY) ={r e X; f(x) €Y}

Em outras palavras, sao os pontos de X que sao levados em Y pela fungao f. Dizemos que f
¢ injetiva se, para cada ponto x € X, temos que f~!({z}) é vazio ou tem um tnico elemento.
Dizemos que f & sobrejetiva se para todo r € X, temos que f~'({z}) é nao vazio. Quando
f € injetiva e sobrejetiva, ou seja, quando para todo z € X a pré-imagem f~!'({z}) contém

exatamente um elemento, dizemos que f é bijetiva.

1.2 Espacos métricos

Os conceitos de proximidade, continuidade e limites de uma érbita, s6 fazem sentido quando
temos uma estrutura no conjunto X que torne essas nogoes compreensiveis. Assim, considera-
mos X como um espago métrico, isto €, um conjunto equipado com uma fungao que, para cada
par de pontos z, y € X, associa um namero real ndo negativo d(zx,y), a distancia entre x e y,
chamada de métrica. De forma mais precisa, uma métrica ¢ uma funcao d : X x X — R que

satisfaz as seguintes propriedades:

Simetria: d(z,y) = d(y,x);
Positividade: dlz,y) =0 x=y;
Desigualdade triangular: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Quando temos uma métrica definida em X, podemos definir alguns conceitos elementares

que serao importantes. Comegamos considerando uma sequéncia,

(xn)nEN - (I1,$2,I’3, Tyt )

Dizemos que L ¢é o limite da sequéncia (x,) quando para todo € > 0 arbitrario, pode-se obter
no € N tal que para todo z,,, com n > ng, tem-se d(z,, L) < e. Nesse caso, escrevemos x,, — L.
Dado um ponto a € X, definimos uma bola de centro a e raio r como o conjunto de todos

os pontos do conjunto X cuja distancia ao ponto a é menor que o raio r, ou seja,
B, ={z € X;d(z,a) <r}.

Se um subconjunto A C X satisfaz que para cada ponto a € A existe uma bola B, , contida
em A, dizemos que A é um aberto de X. Além disso, dizemos que um conjunto V' C X é uma
vizinhang¢a de um ponto a € X quando V' contém um conjunto aberto que contém a.

O fecho de um subconjunto B C X, denotado por B, é formado por todos os pontos z € X

que s@o limites de alguma sequéncia (b, ),eny C B. De acordo com [6] (Capitulo 5, Proposicao
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10), um ponto x € B se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe um y € B tal que d(z,y) < e.
Além disso, B C X é dito ser um conjunto fechado quando B = B, isto é, quando o limite de

qualquer sequéncia convergente (b,),eny C B, pertence a B.

1.3 Propriedades da dinamica

Dado um sistema dinamico f : X — X e um ponto x € X, um dos principais objetivos
do estudo da dinadmica de f ¢ o entendimento dos pontos limites da érbita de x, isto é, limites
de sequéncias ou subsequéncias de O(x). Este conjunto é conhecido como w-limite de x e
denotado por w(x). De forma mais técnica, dizemos que z € w(x) se existe uma sequéncia

infinita e crescente de niimeros naturais ny, ng, - - -, tal que f™(x) — z, ou seja,
w(z) ={z € X; 3 (n;)ieny C N crescente, com f"(z) — z}.

Observagao 1.3.1. Quando f é bijetora é possivel definir o conjunto chamado de a-limite,
porém, como este conjunto nao serda abordado no decorrer do trabalho, vamos omitir esta

definicao.

Dizemos que um conjunto A C X é um atrator de f : X — X se existe um conjunto aberto
UCXtalque AcCU, flU) cUeA-= Mnenuioy /" (U). O conjunto U, satisfazendo as

condicoes anteriores, ¢ chamado de regiao de captura e o conjunto

B(A)= |J ),
neNU{0}
é chamado de bacia de atragao do atrator A. Ou seja, a bacia de atragao de um atrator é formada
pelos pontos que sao atraidos para A com a evolugao da dindmica. Quando B(A) = X, ou seja,

todos os pontos tém sua orbita atraida para A, dizemos que A é um atrator global.

Observacao 1.3.2. 1. Note que uma vez que a Orbita de x entra no conjunto A ela nao

pode mais sair, por isso o chamamos de atrator.

2. Se f: X — X éinvertivel, um conjunto R C X é chamado de repulsor de f se R é um

atrator de f~1.

Um sistema dinamico f : X — X é chamado de transitivo se existe z € X tal que O(z) = X,
ou seja, se f possui alguma orbita densa. Em outras palavras, f é transitiva se existe algum
ponto x € X tal que, dado qualquer conjunto aberto U C X, existe n € N tal que f"(z) € U.
Esta propriedade nos diz que a o6rbita se espalha por todo o conjunto X.

Uma propriedade de "espalhamento mais forte"é a chamada topologicamente mizing, que

ocorre se, para todo par de abertos U e V em X, existe um inteiro N = N(U, V) tal que

fM(U)NV # 0, para todo n > N.
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Com isso, a partir de um certo instante N, todas as iteradas do conjunto U intersectam o
conjunto V. Isso nos diz que iterados de conjuntos com interior nao vazio se espalham pelo

espago de fase e se misturam, por isso o nome mizing.

Observagao 1.3.3. Em [2] (Capitulo 1, Corolario 1.7) é demonstrado que, sob certas condigoes,

se f é topologicamente mizing, entao f é transitiva.

Dizemos que f : X — X tem sensibilidade as condigoes iniciais se existe € > 0 tal que, para
todo z € X e toda vizinhanca V de z, existem y € V e n € N tais que d(f"(z), f"(y)) > e.
Isso significa que existem pontos arbitrariamente proximos de x cuja a 6rbita eventualmente se
separa da orbita de x por uma distancia estritamente positiva.

A sensibilidade as condigoes iniciais nos leva a uma das propriedades mais famosas e mais
investigadas da Teoria dos Sistemas Dinamicos, o caos, que formalmente definimos da seguinte

forma: dizemos que f : X — X & cadtico se as trés condigoes abaixo sao satisfeitas:
e f tem sensibilidade as condigoes iniciais;
e O conjunto de seus pontos periddicos de f é denso em X;
e f é transitiva.

Observagao 1.3.4. De acordo com [2], existem diferentes defini¢oes de sistema cadtico e é
possivel mostrar em algumas situacoes que se f é uma transformacao continua entao o conjunto
dos pontos periddicos de f ser denso e f ser transitiva implicam que f tem sensibilidade as
condicoes iniciais.

Quando conhecemos caracteristicas dinamicas de um determinado sistema, é possivel mos-
trar que outros sistemas também possuem as mesmas caracteristicas. Para isso é necessario
que estes estejam relacionados pelo que chamamos de conjugacao. Assim, finalizamos esse ca-
pitulo formalizando esse conceito e apresentando um resultado referente ao compartilhamento
de propriedades dindmicas por sistemas conjugados.

Sejam f: X — X eg:Y — Y, entdo uma conjugacio entre f e g é uma transformacao

h: X — Y que é continua e que tem inversa também continua (um homeomorfismo) tal que,
goh=nhof.
Proposigao 1.3.5. Sejam f: X - X eg:Y =Y eh: X — Y uma conjugagao entre f e g.

i. Sep é um ponto periddico de periodo P para f entao h(p) é um ponto periddico de periodo

P para g.

ii. Se O(x) é uma orbita de f, entao h(O(z)) € uma dorbita de g, e vale que h(O(x)) =
O(h()).

13



iii. Se O(x) € uma orbita densa de f, entio O(h(z)) € uma orbita densa de g.

Demonstracao. Primeiramente note que, sendo A uma conjugacao entre f e g, temos goh = hof,
e assim, h"!ogoh = f. Logo,

fr o= foforof
= (h'ogoh)o(htogoh)o---o(htogoh)
= hlogo(hohHogo(ho--~oh Hogoh
= hlogoidogoido---oidogoh
— hlogogo---ogoh
= hlog"oh,

ouseja, h"logtoh= f"eassimg¢gtoh=ho f

i. Segue da igualdade acima que se p = f¥'(p), entao,

p=f"(p) =h"g"h(p) = h(p) = g" (h(p)).

Logo, h(p) é ponto periddico de periodo P para g.

ii. Consideremos a orbita de f como Of(z) = {f"(x);n € N U {0}} e a orbita de g como
O,(z) ={g"(x);n € NU{0}}. Assim, temos que

h(Oy(x)) = {h(f"(x));n € NU{0}}
= {9"(h(x));n € NU{0}}
= Og(h(x))7

pois, como visto acima, h o f* = g™ o h.

iii. Seja U um aberto qualquer de Y. Devemos mostrar que existe n € N tal que ¢"(h(z)) € U.

Como h é uma conjugacao entre f e g, h é continua, entao h~*(U) ¢ aberto em X. Por

hipotese, O(z) ¢ densa em X, isto ¢, O(x) = X, e assim, existe ny € N tal que f™(x) € h=1(U).
Logo,
h(f™(x)) € h(h™H(U)) =U.

Como h o f™ = g™ o h, segue que ¢"°(h(z)) € U. Portanto, O(h(x)) =Y, ou seja, O(h(z)) é
densa de g . O]
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Capitulo 2
Dinamica enumeravel

Comecamos este capitulo lembrando que um conjunto X ¢ dito ser: finito quando é vazio ou
quando existe uma bijecao ¢ : X — {1,2,...,n}; enumerdvel quando ¢é finito ou quando existe
uma bijecao ¢ : X — N. Nas secoes que seguem apresentaremos propriedades da dinamica em

conjuntos finitos e em N.

2.1 Dinamica finita

Nesta se¢ao faremos um estudo do comportamento das 6rbitas de sistemas dinamicos em con-
juntos finitos. Assim, consideremos f : X — X, onde X éfinito, isto ¢, X = {x1,x0, 23, -+ , 2}

O resultado abaixo descreve completamente o comportamento das orbitas de f.

Teorema 2.1.1. Considere X um conjunto finito e f : X — X. Entao podemos decompor X

como uma uniao de conjuntos disjuntos
X =B U---UB,
sendo cada B; a bacia de atracao de wma orbita periddica.
Demonstra¢ao. Como vimos no capitulo anterior a érbita de x € X é dada por
O(z) = {f"(x);n e NU{0}}.

Ja que o conjunto acima é a uniao de pontos pertencentes a X, entao é um subconjunto de X

e, portanto, também ¢é finito. Desta forma existem k,[ € N, tais que,

fHi (@) = f(2),

ou seja, o ponto f¥(x) é um ponto periédico de perfodo menor que ou igual a [ e a érbita finita

de z ¢ dada por, O(z) = {x, f(x), -, f¥(x), fF(x), -, A1)}
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Afirmagao 1: Os pontos x, f(z),- -+, f¥71(x) estdo na bacia de atragao da 6rbita periddica
{f*(@), fH @), T @)}

De fato, seja By a bacia de atragao da oérbita periodica de f*(z), ou seja, B; = B(O(f*(x))).
Note que,

e 2 € By, pois f¥(z) € O(f*(x));
o f(x) € By, pois f*1(f(2)) = f*(x) € O(f*());
o f2(x) € By, pois f*2(f*(2)) = f*(x) € O(f*());
e de modo geral, f*~1(z) € By, pois f(f*1(z)) = f¥(x) € O(f*(2)).

Agora podemos ter duas situacoes: ou B; = X, e nesse caso todos os pontos de X sao
atraidos pela orbita peridédica ou, entao, By # X.

Afirmagao 2: Se By # X, considere um ponto y em X\Bj, a orbita de y nao pode entrar
em Bj.

De fato, suponha que exista f'(y) € Bj, para algum ¢ € N. Assim, por definigao de
bacia de atragao, existe a € N tal que fe(f'(x)) € {f*(z), fF(x), -, fF" ()}, isto &,
fott(y) = fP(z) para algum 8 € {k,k+1,--- ,k+1—1}, ou seja, a iterada o+t de y pertence
a O(f*(z)). Logo, y € By, o que é uma contradigao.

Além disso, o conjunto X\B; também é finito e, pelo que foi mostrado anteriormente, a
orbita de y estda contida em X\Bj, logo de forma similar ao que foi feito para X, podemos
encontrar uma orbita periddica que ou inclui y ou atrai y. A bacia de atragao desta orbita é
Bs.

Assim, ou BiUBs; = X ou BjUB, # X. Se vale o segundo caso entao, como antes, podemos
tomar um ponto z € (X\Bj)U Bs e, repetindo o procedimento, teremos que X pode ser escrito

como uniao finita de bacias de atragao de orbitas periodicas,

Consequentemente, todo ponto a € X pertence a bacia de atracao de uma orbita periddica
e, dessa forma, a partir de um certo instante, seus iterados, no futuro, estarao exatamente sobre

essa Orbita periddica. O

Observagao 2.1.2. Se X for um espac¢o métrico, podemos concluir do Teorema [2.1.1|que, nesse
caso, temos j oOrbitas atratoras e que cada uma delas é o w-limite de um ponto pertencente a
uma das bacias de atracao.

Observagao 2.1.3. Se f: X — X é uma bijecao, a bacia de atracao de uma orbita perioédica

¢ ainda mais simples. Note que se,
{Zlf, f(x)a e afP_l(x)> fp(x) = 37} )
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é uma orbita periddica, entao sua pré-imagem é ela mesma, pois cada ponto tem exatamente
uma pré-imagem: de fF(z) é f*1(z) e a de x ¢ fP~1(z), pois a imagem deste ponto é z.
Portanto a bacia de atracao de uma orbita periddica é ela mesma. Logo, pelo Teorema [2.1.1
o conjunto X pode ser decomposto como uma uniao finita e disjunta de bacias de atragao de
orbitas periddicas, que sao as proprias orbitas periddicas. Desta forma, no caso de uma bijecao

de um conjunto finito temos que cada ponto pertence a exatamente uma 6rbita periodica.

2.2 Dinamica infinita enumeravel

Nesta secao faremos o estudo de sistemas dindmicos definidos sobre um conjunto infinito
enumeravel, a saber, N. Vale ressaltar que, se uma dinamica definida em um conjunto enume-
ravel qualquer é conjugada a uma dindmica em N, segue da Proposic¢ao que ela herdara
diversas propriedades topolégicas da dinamica em N.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 2.2.1. Seja f : N — N dada por,
< se x € pa
Py T € par
wo={ 5 moem
2x, se x é impar

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, um ponto x € N pode ser escrito de maneira tnica,

COIMo
@ = QP13P25PITPL L.
onde pr € NU {0}, para todo k. Entao,
f(x) — 2131—1310251?37104 . ,fQ(fE) _ 2p1—23p25p37p4 e 7fp1<x) — 3P2§P37P4 ...

Como fP'(x) ndo é multiplo de 2 sua imagem por f é 2-3P25P37P4 ... que, por sua vez, é levado
por f em 3P25P37P+. Ou seja, o ponto inicial foi atraido para a orbita periddica (de periodo
2) {3p2hPaTPa... (2. 3P25P3TPa ... Agsim, segue que w(x) = {3P2HP3TPL ... (2. 3P25P3TPA L L
j& que as iteragoes de f se aproximam (neste caso s@o iguais) infinitas vezes desses pontos, ou

seja, w(x) é uma oOrbita periodica.
Exemplo 2.2.2. Seja f : N — N, dada por,

x 7
{ > se x & par

2% se x é impar

fx) =

Para entender a dindmica das érbitas de f comecemos considerando x = 3. Assim, como x

¢ fmpar, 7, = f(3) = 23 = 8, que, por sua vez, é par e 3 = f(8) = % =4, 3= f(4) = % =2
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exy = f(2) =2 =1

Como 1 é fmpar, temos que x5 = f(1) = 2! = 2 = 3. Logo,
O(3) = {3,8,4,2, 1}, representada na Figura 2.1 e assim, w(3) ¢ a 6rbita periodica {2, 1}.

T4 €3 T ) 4
7 N
I @ @ @ } } } }
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.1: Iteracoes para x = 3.

De forma geral, se x é impar entao sua imagem é 27, que é par. As iteradas desse ponto,
por sua vez, serao 2°71 2772 ... 21,2 1,--- ou seja, O(x) = {x,2%,2°71 ... 2 1}.

Se x é par entdo é da forma x = 2Fp (com p fmpar). Assim, O(x) = {28 1p,28=2p, ... p}U
O(p) e a orbita de p, que é impar, é a vista acima.

Logo, a orbita periddica {1,2} atrai todas as érbitas, ndo importando o ponto de partida.

Portanto, temos um atrator global, a 6rbita periodica {2,1}, que ¢é igual ao w(x), para todo
x e N.

Exemplo 2.2.3. Seja f : N — N, dada por,

1, sex =1
flx) = z+1,

se x é primo .
maior fator primo na decomposicao de x,

caso contrario

Para entender a dindmica das orbitas de f, comecemos considerando x = 5. Como 5 é um
nimero primo, obtemos x; = f(5) = 6, que como nao é primo, 5 = f(6) = 3, um numero
primo. E com isso, 3 = f(3) =4 e x4 = f(4) = 2. Como 2 é um ntmero primo f(2) = 3,

retornando para o ponto z4. Logo, O(5) = {5,6, 3,4, 2}, representada na Figura [2.2] e assim,
w(3) & a orbita periodica {3,4,2}.

T4 €2 €3

x 1
m

—o —o —o—o . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

~OS S

Figura 2.2: Iteragoes para x = 5.

Assim, note que, quando x # 1 apdés um numero finito de iteradas chegamos a orbita
periodica {2, 3,4}. Esta orbita é um atrator global, pois note que a 6rbita sempre passara por

um nimero primo, pois se o nimero nao ¢ primo sua imagem certamente o sera, ja que sera
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o maior fator primo da decomposicao. Portanto, basta mostrar que a 6rbita de um primo ira
para a oOrbita periddica acima. A 6rbita do primeiro primo, 2, ja estd na orbita periddica.
Vamos agora proceder por inducao completa. Sejam pi,ps,- -+ ,p, 0S n primeiros primos,
tal que p; < pa < -+ < pu. Assumindo que f*(p;) — {2,3,4} entdao queremos verificar se
fE(pny1) — {2,3,4}. Note que, f(pni1) = Pns1 + 1 & par, pois p,,1 é primo e, portanto, é
impar, ja que é diferente de 2. Assim, podemos escrever f(p,i1) = 2q]f1 ----- ¢*, onde ¢;’s sdo

primos menores que py+1 € ¢1 < @2 < --- < q,. Portanto

S Par1) = flonsr +1) = fQRq}* - ¢f") = ¢ =i,

para algum [ € {1,2,--- n}, e a orbita de p; contém a oérbita periodica {2,3,4} pela hipotese
de indugao.
Logo, a 6rbita de p,,;1 também contém essa érbita periddica. Portanto, a érbita de qualquer

primo contém a orbita periddica {2, 3,4}, e assim, {2, 3,4} é um atrator global para a dinamica.
Exemplo 2.2.4. Seja f : N — N, dada por,

T+ 2, se x é primo ouse r =1
o -{ |

menor fator primo na decomposicao de x, caso contrario

Para entender a dindmica, comecemos com x = 1. Assim, obtemos x; = f(1) = 3, que como
¢ um nuamero primo, x5 = f(3) =5, 23 = f(5) = Texy = f(7) = 9. Como 9 ndo é um
niamero primo, x5 = f(9) = 3 = 1. Logo, O(1) = {1,3,5,7,9} que possui a oérbita periddica
{3,5,7,9}.

Sex =221 =f(2) =4exy = f(4) =2 = x;. Assim, a 6rbita de 2 é periodica e é dada
por {2,4}.

Se x é par e maior que 2 entdo x ndo é primo e seu menor fator primo é 2. Portanto f(x) = 2
e este ponto ¢é atraido para a orbita periodica {2,4}.

Se x é impar, note sua 6rbita sempre passard por um numero primo, pois se r nao é primo
sua imagem certamente o serd. Vamos mostrar que a o6rbita de todo ntimero impar ¢é atraida
para a orbita periodica {3,5,7,9}. Para isso, basta mostrar que a 6rbita de todo primo maior
que 2 ird para essa Orbita periddica.

Vamos proceder por indugao completa. Sejam pq,po,--- ,pPn, 08 n primeiros primos tal
que 2 < p; < pa < -+ < p,. Assumindo que f¥(p;) — {3,5,7,9}, queremos verificar se
fE(puy1) — {3,5,7,9}. Note que, f(pni1) = Pny1+2 e assim temos dois casos, pp41 +2 é primo
ou nao.

e Se pyy1 + 2 € primo, entao sendo p,i1 € p,yr1 + 2 primos diferentes de 3, temos que
Pni1 + 1 € multiplo de 3, pois de trés ntimeros seguidos, um deles deve ser multiplo de 3. Logo,
f(Pni1 +2) = (Pns1 +2) +2 = (pog1 + 1) + 3 também ¢é maltiplo de 3 (e ndo pode ser par).
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Portanto, f3(pni1) = f2(Pns1 +2) = f(pns1 +4) = 3 e a orbita O(pi1) = {Pni1, Pur1 +
2, pni1 +4,3,5,7,9} é entdo atraida para orbita periodica {3,5,7,9}.

® Se pypi1 + 2 nao é primo, f(ppt1) = Pry1 +2 = qlfl .-+ g%, onde ¢;’s sdo primos menores
que ppi1 € q1 < g2 < --- < q. Portanto,

FPons) = FPurr +2) = fl@ @) = a0 =i,

para algum [ € {1,2,--- n}, e a 6rbita de p; contém a 6rbita periodica {3,5,7,9} pela hipotese
de inducgao. Logo, a orbita de p,.; também contém essa orbita periddica.

Portanto, a orbita de qualquer primo maior que 2 contém a orbita {3,5,7,9}.

Exemplo 2.2.5. Seja a fungao f: N — N, dada por

f(x):{ x/2, se x é par

3x+ 1, sex éimpar

Considerando x = 3, como 3 é impar, obtemos z; = f(3) = 10, que é par, assim zy =
f(10) =5, z3 = f(5) =16, x4y = f(16) =8, x5 = f(8) =4, 26 = f(4) =2, 27 = f(2) =1e
xg = f(1) =4 = x5. Assim, O(3) = {3,10,5,16,8,4,2,1}, representada na Figura [2.3] e vale
que w(z) é a orbita periodica {4,2,1}.

T7 X, X9 X4 X1 T3

—o—o—0—0—0— *—=e .
012345678910 12 14 16 18

Figura 2.3: Iteragoes para x = 3.

Para = = 1, note que O(1) = {4,2, 1}, que se trata de uma orbita periddica.

A funcao acima esta associada com o Problema 3x + 1 ou Conjectura de Collatz que diz que
a partir de qualquer ntmero inteiro positivo n, as iteragoes de f eventualmente alcangarao a
orbita periddica {4, 2,1}, isto é, essa 6rbita é um atrator global.

Segundo [4], o Problema 3z + 1 circulou de boca a boca por muitos anos e geralmente
é atribuido a Lothar Collatz (1910-1990), que dizem ter divulgado o problema oralmente no
Congresso Internacional de Matemética em Cambridge, Massachusetts, em 1950. Este problema
fascinou matematicos e nao matematicos. Durante a década de 1960 foram feitos grandes
calculos para provar a conjectura, supostamente, verificando para todos os niimeros menores
que 10°. Entretanto, este continua a ser um problema nao resolvido, e seu histérico até agora
sugere que este € um problema extraordinariamente dificil, completamente fora do alcance da
matematica atual. Atualmente, a partir de célculos computacionais, segundo [§] a conjectura

ja foi verificada para todos niimeros menores que 20 x 2%,
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2.2.1 w-limite

O resultado a seguir caracteriza o conjunto limite de qualquer ponto em N.
Teorema 2.2.6. Sejam f: N — N ez € N. Entao w(x) ou € vazio ou é uma orbita periddica.

Demonstra¢ao. Suponha que w(x) nao é vazio, assim existe p € w(x). Com isso, por definigao
de w(x), existe uma sequéncia de nimeros naturais n; — +o0o tal que f™(x) — p. Para todo
i > g, d(f™(z),p) < 1. Assim, como f™(x) e p € N, temos que f"(z) = p, para todo i > ij.
Excluindo os primeiros termos da sequéncia (n;);ey podemos supor que f™(x) = p, para todo

1 € N. Portanto, temos

f@)=p e [f(x)=p= """ () = [ ),

mostrando que p de fato é um ponto periddico, e assim, sua 6rbita é periddica.

Mostremos agora que w(x) = O(p). Iniciaremos pela inclusao O(p) C w(x). Seja y € O(p),
entdo, por definigao, existe ng € N tal que f"(p) = y. Como f™(x) = p, para todo i > iy, segue
que fro(fmi(x)) = frotni(z) = f*(p) = y. Escrevendo m; = ng + n;, segue que a sequéncia
(fm, fm2 ... f™i...) converge para y, pois f™(z) =y, para todo i > ig. Logo, y € w(x), e
com isso, O(p) C w(x).

Mostremos a outra inclusdo. Seja y € w(x), por definigao, existe uma sequéncia (n;) C N
e ip € N tal que f"(x) = y, para todo ¢ > iy. Como p € w(x), por definigdo, existe uma
sequéncia (m;) C N e jo € N tal que f™(x) = p, para todo j > jo. Se n;, > my,

y=J"az) = [armera()

= [T Mo (f™0(x))

= fMio™Mo (p)7
como n;, —m;, € N, entdo y € O(p). Ja se n;, < mj,, com (n;) — 400, entdo existe 7; € N tal
que n;, > mj, € assim,

y= @) = ()
= fraTMo(fme(x))
= frrme(p),

como n;, —m;, € N, entdo y € O(p). Logo w(x) C O(p) e, portanto, w(z) = O(p).
]

A partir deste resultado podemos concluir que o w-limite de todo o conjunto N ou é vazio

ou é uma uniao enumeravel de orbitas peridédicas, assim como foi observado nos exemplos.
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2.2.2 Orbita densa

Nesta subsecao sera caracterizado situagoes em que existe algum ponto z € N cuja orbita é
densa em todo N. Observe que ficar a uma distancia menor do que 1 de um ponto y € N é, na

verdade, o mesmo que ser igual a y.
Teorema 2.2.7. Seja f : N — N. Se f tem orbita densa, entao nao tem orbitas periddicas.

Demonstracao. Suponha que f tenha alguma oOrbita periodica. Entao existe um subconjunto
finito O de N, a saber, a orbita periodica, tal que f(O) C O. Obviamente, por O ser finito, ele
nao é dendo em N. Além disso, qualquer 6rbita que entre em O nao pode ser densa em N, pois
passara no maximo por um numero finito de pontos, tendo em vista que, quando entrar em
O, nao sairad mais. Por outro lado, qualquer 6rbita que nao entre em O também nao é densa,
j& que nao passara pelos pontos de . Logo, a existéncia de ao menos uma Orbita periodica

impede a existéncia de 6rbitas densas, concluindo a demonstracao. O
Corolario 2.2.8. Se f: N — N € uma aplicagao transitiva, entio w(z) = 0, para todo x € N.

Demonstragao. Pelo Teorema [2.2.6 temos que w(x) = () ou é uma orbita periodica. Porém,
pelo Teorema [2.2.7, f ndo tem orbitas periddicas. Portanto, w(z) = 0. ]

Exemplo 2.2.9. Considere a transformagao translagio t : N — N dada por t(z) = = + 1.

Analisando a 6rbita de x = 0, temos,
O(O) = {O,t(O),IQ(O),}:{O,O+1,0—|—270—|—3,}:{0,1,2,3,}:N

Isso significa que a orbita de 0 é densa em N. Assim, pelo Teorema t nao possui orbitas
periodicas.

Teorema 2.2.10. Uma transformacao f : N — N € transitiva se, e somente se, € conjugada a
t:N—=N, onde t(x) =z + 1.

Demonstracao. (<) Pelo Exemplo t possui o6rbita densa em N. Pela Proposicao se
t possui orbita densa, sua conjugada f também possui. Logo, f é transitiva.

(=) Suponha agora que f seja transitiva, ou seja, que existe z € N tal que sua orbita
{z, f(z), f*(x), -} é densa em N. Assim, temos que {z, f(z), -} = N.

Queremos, entao, construir uma conjugacao entre t e f. Considere h : N — N dada por
h(n) = f"(z).

Como {z, f(z), f*(z),--- } = N, segue que h é sobrejetiva, pois tomando y € N existe m € N
tal que y = f™(x), ou seja, existe m € N tal que h(m) = y. Além disso, como todos os pontos
de {z, f(x), f*(z),---} sao distintos (visto que, do contrério, f teria uma orbita periodica,

contradizendo o Teorema [2.2.7)), segue que f é injetiva. Portanto, h é uma bije¢do e sua
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inversa satisfaz h='(f"(z)) = n, pois, h(n) = f*(z) = ho h™'(f"(z)) = h(n) = A1 (f"(z)) =
h=' o h(n) = h'(f"(x)) = n. Usando essa observagio, obtemos que,

W (f(R(R))) = R (F (M (@) = W (F (@) = b+ 1 = t(k),

ou seja, h™' o f o h = t. Finalmente, como toda aplicacao h : N — N é continua, segue que h é

de fato uma conjugacao entre f e t. O

2.2.3 Topologicamente mixing

A seguir mostraremos que nao possivel a existéncia de uma dindmica em N que seja topo-

logicamente mixing.
Teorema 2.2.11. Nao existe f : N — N topologicamente mixing.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exista f : N — N topologicamente mizing. Entao,
para todo par U e V' de subconjuntos de N, temos a existéncia de um ng tal que f"(U)NV # 0
Jpara n > ng.

Fixemos dois conjuntos unitarios U = {u} e V = {v}, onde u,v € N, u # v, que sdo abertos
em N, pois a bola aberta centrada em u ou v e de raio menor do que % é exatamente o ponto
u ou v. Nesse caso, dizer que f"(U) NV # (), para todo n > ng, é equivalente a dizer que
f"(u) = v, para todo n > ng. Em particular, f(v) = f(f™(u)) = f"*(u) = v, ou seja, v é
ponto fixo de f, e assim, f"(V) =1V.

Invertendo os papéis de U e V, isto é, f"(V)NU # 0, para n > ny, ou seja, VNU # 0.
Como U e V sao unitarios, segue que v = u, o que é uma contradi¢gao. Portanto, nao existe
f N — N topologicamente mixing. O]
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Capitulo 3

Dinamica nao enumeravel e o Shift

Neste capitulo apresentamos um sistema dindmico definido sobre um conjunto nao enumera-
vel. Mais especificamente, estudaremos a aplicacao conhecida na literatura como shift, definida

em um espago de sequéncias, que possui diversas propriedades dindmicas interessantes.

Observagao 3.0.1. Neste capitulo consideraremos N = {0, 1,2,--- }.

3.1 O espaco de sequéncias
Considere o conjunto
{0, 1} = {(20, 21, w9, 23, - -+ ), 2; € {0,1}, para todo i € N},

formado por sequéncias infinitas de zeros e uns. Representaremos os elementos de {0, 1} sem
as virgulas separando as entradas das sequéncias e sem os parénteses. Assim, por exemplo,

temos o elemento de {0, 1}",
011000111101001 - - -,

onde as reticéncias substituem uma infinidade de elementos que, obviamente, nao podemos
escrever. O conjunto {0, 1} é também chamado de espaco de palavras, as sequéncias de {0, 1}
de palavras e {0,1} de letras.

Para simplificar a notacao convencionaremos o seguinte, o simbolo 07 corresponde a um

bloco infinito (para a direita) de simbolos 0 ou seja,
07> = 000000 - - ,

(e nesse caso as reticéncias substituem a infinidade de zeros que néo escrevemos). De forma

similar definimos 17°°. Vamos também indicar a repeticao de um bloco de simbolos por meio
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dessa notagao, por exemplo,

(0110)** = 0110011001100110 - - -,
001(1011)"°° = 001101110111011 - - - .

Uma das caracteristicas que diferenciam o espaco que estamos estudando neste capitulo, do
conjunto abordado no capitulo anterior, é o fato de que ele nao é enumeréavel. Lembrando que
um conjunto é nao enumeravel quando nao existe uma bijecao entre ele e o conjunto dos niimeros
naturais N. Vamos provar que {0, 1} é ndo enumeravel usando uma técnica introduzida por
Georg Cantor no final do Século XIX.

Proposigao 3.1.1. {0, 1} ¢ ndao enumerdvel.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que exista uma bije¢ao h : N — {0, 1}N. Assim, pode-

mos montar uma lista de elementos de {0, 1} tomando,
zo = h(0),z1 = h(1), 29 = h(2),---
Cada elemento dessa lista é uma sequéncia de simbolos 0 e 1, isto é,

Loo, Lo1, L02; L03,

7o = ( )
Ty = ($10,$11,SU12,$137 e )
Ty = (220, T21, T22, T2z, * - * )
75 = ( )

T30, L31, L32, L33,

Por h ser bijetiva e, em particular, sobrejetiva, essa lista deve ser completa, isto é, precisa conter

todos os elementos de {0, 1}Y. Em particular, precisa conter o elemento y € {0, 1}" dado por,
y=(1—x0,1 —x11,1 — 99,1 — w33, ).

Note que y nao pode ser o elemento xg, pois a primeira coordenada de y é diferente de xqg, a
primeira coordenada de z(; y também nao pode ser zy, pois na segunda coordenada as duas
sequéncias sao distintas. De forma similar podemos concluir que y nao é o elemento x,, qualquer
que seja n € N, e portanto, y nao esta na lista acima. Logo, h nao é sobrejetora, contradizendo

nossa hipotese inicial. Desta forma, concluimos que {0, 1} nao é um conjunto enumeravel. [

Diversas propriedades dinamicas sao expressas em termos da topologia do espago de fases,
entao para podermos considerar as nogoes de proximidade e limites precisamos introduzir uma
maneira de medir distancias no espago das sequéncias {0, 1}V, ou seja, precisamos definir uma

meétrica.
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Dadas duas sequéncias © = (zg,x1,%2,23,-+) ¢ ¥y = (Yo,Y1,Y2,Y3, ), definimos N :
{0,1}" x {0, 1} — N dada por

N(z,y) = min{zy # yi}.

Ou seja, N(z,y) nos diz a primeira coordenada em que as sequéncias = e y diferem. Por

exemplo,
N(011101(1)™>°,011100(0)"*>) = 6

Note que, N(x,y) = N(y,z) e N(z,z) = +oo. Além disso, se N(z,y) = 400 entdo ne-
cessariamente as duas sequéncias coincidem termo a termo, ou seja, temos x = y. Logo,

N(z,y) =+o0o &z =y.

Observacao 3.1.2. Note que ndo faz sentido escrever N(z,y) = 400, porém usaremos essa

notagao quando os termos da sequéncia x e y forem sempre iguais.

Seja agora um niumero real entre 0 e 1, por exemplo, % Definimos a distancia entre duas
sequéncias z e y, d : {0, 1} x {0, 1}¥ — R*, por,

1 N(I,y)
i =(5)

Essa nocao de distancia significa que duas sequéncias = e y estao proximas se coincidem no

inicio, isto é, xg = Yo, T1 = Y1, T2 = Yo até um certo x; = y; e depois diferem.

Exemplo 3.1.3. Considere os pontos 2 = 07 e y = 107>°, vemos que eles diferem no primeiro
termo, ou seja, T # Yo, assim N(z,y) = 0. Logo, d(z,y) = d(07>°,107>®) = (1)" = 1.
Agora, considere x = 0107 e y = 0010">°, vemos que eles se diferem no segundo termo,

ou seja, T # Y1, assim N(z,y) = 1. Logo, d(z,y) = d(010%>°,0010*>) = ()' = 1.

N(zy) P
, € uma métrica.

Proposigao 3.1.4. d : {0,1}" x {0,1}" — R", onde d(z,y) = (

1
2

Demonstracao. A funcao é simétrica, pois

1 N(:E,y) 1 N(y,l’)
d(r,y) = (5) = (5) =d(y, ).

Além disso,
d(z,y) =0« N(z,y) =40 <z =y.

Por fim, devemos verificar a desigualdade triangular d(z, z) < d(x,y) +d(y, z). Se d(z,z) <

d(z,y) a desigualdade é satisfeita trivialmente. Se d(z,z) > d(z,y), entdo as sequéncias x e
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y coincidem por mais simbolos do que = e z. Agora vamos estimar d(y, z). Note que para
os primeiros simbolos, as sequéncias de x, y e z sao iguais. Mas num determinado z; temos
2x # . Porém, como x e y coincidem para mais simbolos do que x e z entao temos que
Zx # T = Y. Portanto, z, também é o primeiro simbolo no qual y e z ficam diferentes, o que
nos permite concluir que d(y, z) = d(z, z). Logo, d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (pois d(x,y) > 0) e

d é realmente uma métrica. O

Definimos agora o espago de palavras de comprimento n em {0,1}Y, W, como sendo o

conjunto,
Wi, = {(zo, x1, 22, -+ ,xn_1);x; € {0,1}}.
Dada uma palavra w € W, definimos o cilindro [w] como sendo o conjunto,
[w] = [wows + -~ wp_1] = {2 € {0, 1} ;29 = wo, -+, Tp1 = wy1 },

ou seja, este é o conjunto de sequéncias de {0, 1} que coincidem com w em seus n primeiros
simbolos.

Note que, da definicao de distancia, se a,b € [w] entao d(a,b) < (%)n, visto que a e b
certamente tem os n primeiros simbolos iguais. Esse fato nos permite caracterizar o cilindro

tanto como uma bola fechada,

w) = {z € X:d(z, wow, -+ w,_,07°) < (%)n} :

quanto como uma bola aberta,

1 n
[w] = {z € X;d(z, wow; - - - w,_10T®) < (5) + e} ,

(onde escolhemos um e > 0 bem pequeno). Essas duas descrigdes nos contam que os cilindros
sao exemplos de conjuntos que ao mesmo tempo sao abertos e fechados.

Também, temos que,
{0,1}¥ = [0Ju1] = [00] U [01] U [10]U[11] = -,

pois [0] sdo todas todas as sequéncias de {0, 1} que comegam com 0 e [1] todas as que comegam
com 1, desta forma [0] U [1] = {0,1}Y. Com argumento analogo, para cada x € W,,, podemos

escrever,

[w] = [wowyws + - - wy_1] = [wowyws - - - wy_10] U [wowiws - - - w,—_11].
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3.2 A dindmica do shift
Vamos agora definir um sistema dinamico f : {0, 1} — {0, 1} dado por,

f($07$1,$2,$3, t ) - (x17'r27x3a e )7

isto é, f "apaga" a primeira coordenada x, e desloca os demais para a esquerda. Por essa
razao f ¢é conhecida como shift, deslocamento em inglés. O resultado abaixo fornece algumas

propriedades do shift.
Proposigao 3.2.1. Seja f: {0, 13N — {0, 1}, f(xo, 21, 22,23, ) = (21, T, 23, -+ ). Entdo:
i. f € continua;
1. [ nao € injetora;
1. f € sobrejetora.
Demonstracao. i. Mostremos que dado € > 0, podemos encontrar § > 0 tal que se

d((wn), (yn)) < & entao d(f(xzn), f(yn)) <€

Vamos considerar inicialmente ¢ = (%)N, para algum N € N. Dados z, y € {0,1}Y,

afirmar que d(f(x,), f(y,)) < € ¢ 0 mesmo que dizer que

1 N
d(($17332,373>"‘),(?/1,927343,"')) S (5) )

que, por sua vez, significa que x; = y;, para todo ¢ € {0,1,--- , N}. Tome § = (%)NH.

Entao, se d((z,), (yn)) < = (%)NH, temos que z; = y;, para todo i € {0,1,2,--- , N}.
Dessa forma, concluimos que se d((z,), (y,)) < 0, entdo d(f(z,), f(y,)) < € como dese-
jado.

No caso de um € > 0 qualquer, tomando N € N suficientemente grande de forma que

(%)N <eed= (%)NH, segue da observacao anterior que se d((x,), (y,)) < ¢, entdo

1

W s < (5) <o

conforme desejado.

ii. Tomando 017 = (0,1,1,1,---) e 17> € {0,1}, vemos que 017> # 17°° porém
F(017°) = f(1*°°) = 17*°. Logo, f nao é injetora.

iii. Seja x = (xg, 1,2, --) € {0, 1} qualquer. Mostremos que f~*({z}) # (. Como,
f_l({x}) = f_l({<x07 L1, Ty )}) = {(07'1;07 L1, Ty )7 (17 Lo, L1, T,y )} 7é ®7

segue que f é sobrejetora.
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Observagao 3.2.2. Note que f([0]) = {0,1}" = f([1]) e, mais geralmente, a acdo do shift em

cilindros é dada por,
f([agaras - - - a,)) = [arazas - - - ay).

3.2.1 Pontos peri6dicos

Para encontrar os pontos peridédicos do shift, vamos comegcar pelos de periodo 1, isto é, os

pontos fixos. Assim, buscamos por sequéncias tais que,

(x()wxlu Ta, T3, ) = f<<I07 Xy, T2, T3, - )) - (xla To, T3, )7
ou seja, que Ty = Iy, 1 = Ty, Ty = T3, -+, ou ainda, rg = 1 = xo = x3---. Para isso, temos
apenas duas possibilidades: ou consideramos todos z; = 0 e o ponto fixo é 07 = (0,0,0,---),

ou x; = 1 e o ponto fixo é 17> = (1,1,1,---). Portanto, esses sao os dois tnicos pontos fixos
do shift.

Vejamos agora os pontos periddicos de periodo 2, ou seja, as sequéncias tais que

2
(I'(), L1,T2,T3," " ) = f (x(]?xlwr% T3, - ) = (J)’Q,I‘g, Ly, Ts,y - )7

ou seja, Tog = X9, 1 — X3, g = X4, T3 = X5, T4 = Tg, "+, OU ainda, Tog = X9 = Ty = Tg-" "+

exr; = x3 = x5 = x7---. Nesse caso as escolhas possiveis sao: rg = 1ex; =0 ouxzg =0

e 1 = 1, que fornecem os tnicos pontos periddicos de periodo 2: (10)*>° = (1,0,1,0,---) e

(01)*>° =(0,1,0,1,---).

Note que pontos fixos também satisfazem a expressao f?(z) = x, mas o perfodo é o menor
inteiro tal que f*(x) = x. Assim, 07 tem periodo 1 e ndo 2, ainda que f2(07>°) = 0+,

De modo geral, para construir um ponto periédico de periodo n basta considerar uma
palavra de comprimento n, B, = (by,b1,bs, -+ ,b,_1), € repeti-la periodicamente obtendo o

ponto,
(Bn)™ = bobyby - - - by_1bobrby - - - by_1bo - - -,

que é periodico de periodo n (desde que (bg, b, -+ ,b,_1) nao tenha uma repetigao periodica,
pois nesse caso, o periodo seria menor que n).
No proéximo resultado iremos falar sobre o conjunto dos pontos periédico de f, que denota-

remos por Per(f).
Teorema 3.2.3. Per(f) ¢ denso em {0,1}".

Demonstragdo. Precisamos provar que Per(f) = {0,1}". Por um lado, como Per(f) C {0,1}",
segue que Per(f) C {0,1}Y. Assim, resta mostrar a inclusdao oposta, isto &, {0, 1} C Per(f).
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Sejam x = (xg,71,--+) € {0,1}N e € > 0 quaisquer. Seja também ny € N tal que (%)"O <
e e consideremos y = (2ox1 -+ Tpg) T = (Zo, T1, , Trgs T0s T1y "+ 5 Tigy L0y T1y*** 5 Tgy* " )-
Assim, segue que f™*!(y) =y, ouseja, y € Per(f) e d(z,y) < (3)™™ < (3)™ <€ jaquez e

y se diferenciam na coordenada 1.

Logo, existe y € Per(f) tal que d(z,y) < € qualquer que seja € > 0, ou seja, © € Per(f).
Com isso, {0, 1} C Per(f), e Per(f) = {0,1}", e portanto, Per(f) ¢ denso em {0,1}. O

3.2.2 w-limite

Diferentemente do que foi feito para a dindmica enumeravel, na dindmica do shift nao temos
um resultado que caracteriza w-limite de qualquer ponto x € X. Assim, provaremos abaixo um

resultado parcial, mostrando qual é o w-limite de alguns pontos especiais.

Teorema 3.2.4. Seja P € Wy, e considere o ponto periddico correspondente (P)T°, entdo o
w-limite de qualquer ponto da forma C(P)*>°, onde C' € W, para algum n € N, € igual a
orbita periddica de periodo k, O((P)*).

Demonstragao. Vamos considerar um ponto da forma C(P)™>° onde C € W,. Note que,
apos n iterados teremos exatamente o ponto periodico (P)*>°, isto é, f*(C(P)T>°) = (P)*.
Portanto, para qualquer ponto da forma C(P)**° sua orbita passa infinitas vezes pela orbita

periodica de (P)*™*°. Assim, concluimos que,
w (C(P)*) = O ((P)™).

Além disso, os pontos que se acumulam em O ((P)**°) sao precisamente os que estdo na

bacia de atracao de (P)*°°, onde,

B((P)™) = f((P)**) = {C(P)**;C € W,,n € N}.

neN

3.2.3 Orbita densa

A seguir, apresentaremos um resultado importante que garante a existéncia de um ponto

cuja orbita é densa em {0, 1},

Teorema 3.2.5. Existe v € {0,1}" tal que O(x) = {x, f(x), f*(z), -+ } € um conjunto denso
em {0, 1},

Demonstragdo. Definimos o ponto z € {0, 1} dado por,

x=0100 0110 11 000 001 010 100 110 101 111 ---,
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ou seja, x é construido pela concatenacao de todas as palavras possiveis de comprimento 1,
depois todas as possiveis de comprimento 2, todas as possiveis de comprimento 3 e assim
sucessivamente.

Considere um ponto qualquer y € {0,1}N. Devemos mostrar que existem iterados de x
arbitrariamente proximos de y. O primeiro simbolo de y, 4y, s6 pode ser 0 ou 1. Desta forma,
usando o proprio x ou f(x) obtemos que a imagem de x coincide com y no primeiro simbolo,
garantindo assim que a distancia seja menor que ou igual a %

Também, é possivel fazer com que algum iterado de x coincida com y nas duas primeiras
coordenadas que podem ser 00, 01, 10 ou 11, e assim, a distancia ¢ menor que ou igual a
(%)2 (Note que isso é possivel pois = é formado pela concatenac¢ao de todas as palavras de
comprimento 2 e, em particular, tem exatamente a palavra que corresponde a yoy; ).

Procedendo desta forma é possivel obter iterados de x que coincidam com y em suas primei-
ras n coordenadas, para qualquer n € N, pois todas as palavras de comprimento n sao escritas
em x, em particular yo, y1,- - , y,. Assim, existem iterados de x tao proximos quanto se deseja.

Portanto, a 6rbita de x é densa em {0, 1}, O

Observacao 3.2.6. A construcao de x nao é tnica. Podemos, por exemplo, modificar a ordem
de aparecimento das palavras de um certo comprimento, o que fornece novos pontos, sem que

a Orbita deixe de ser densa. Por exemplo, podemos considerar,
2'=1000 0110 11 000 001 010 100 110 101 111 --- # =,
que também tera orbita densa, ou entao
z”=01010011 10 000 001 010 100 110 101 111 ---,

que ¢é distinto de = e 2/, mas que também tem Orbita densa.

3.2.4 Topologicamente mixing
A seguir, mostraremos que o shift possui a propriedade do mixing topologico.
Teorema 3.2.7. O shift é topologicamente mixing.

Demonstragao. Primeiramente, note que qualquer conjunto aberto em {0, 1} contém um ci-
lindro, pois, pela defini¢ao de aberto, um subconjunto U aberto de {0, 1} contém alguma bola
aberta, mas os cilindros sao exatamente bolas abertas na métrica que estamos considerando.
Assim, precisamos mostrar que para cada par de cilindros U e V de {0, 1}, existe ng € N tal
que fM(U)NV # (), para todo n > ng.

Consideremos m,n € N tais que u € W, e v € W, tais que U = [u] = [uguqus - - - Uy,

V = [v] = [vov1v2- - - vy, e fixemos palavras arbitrarias P/ € W, para todo j € N. Agora,
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consideremos zg = (uv)*t>® e z; = uPv(uww) ™™ € U, para todo j € N. Assim, observe que,

f(l‘o) = (U17u27 T, Up, Vo, V1, V2,00 Uy, U, U, U2,y - ')7

fz('rO) = (UQ,'U,g,' * oy Up, Vo, V1, V2, w0 U,y U, U, U, ')7

e assim por diante até

an(ﬂUo) = (V0, V1, V2, ", U, U, Ut, U, -~ , Vg, V1, V2, -+ * ) = U<UU)+OO eV
E, para x4,
f(xl) - (u17u27 cr U, Po, Vo, V1, V2, 0 0 ¢, U,y U, Up, U2,y ')7
fQ(xl) = (UQ,Ug, *t o, Up, Po, Vo, V1, V2, 0 0 0 Uy, Ug, U, U2, - ')7

e assim por diante até

fnﬂ(%) = (p07U07U17U27“' y Um, Uo, U1, U2, * 7U0701,U27"')7

fn+2($1) = (V0, V1, V2, , U, U, UL, U, - =+ , Vg, V1, Vg, -+ + ) = U(UU)+OO eV.

E, de modo geral, f"™t!(z;) = v(uv)t™ € V. Portanto, f*™(U)NV # (), para todo a > 0.
O]

3.2.5 Sensibilidade as condicoes iniciais e caos

Terminamos esse capitulo apresentando duas das caracteristicas mais interessantes do shift

e que tornam sua dindmica muito rica.
Teorema 3.2.8. O shift possui sensibilidade as condi¢oes iniciais.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que existe € > 0, tal que, para todo z € {0,1}" e para
todo § > 0, existem y € {0, 1} e n € N com d(z,y) < 6 e d(f™(x), f"(y)) > e.

Sejam x = (zo, 21,72, ) € {0,1}" e § > 0 quaisquer. Tome n € N tal que ()" <
ey = (y())ylay%'“) € {Oal}N’ T 7é Y, tal que d(l’7y) < (%)n < 57 ou Sejav existe £ >
tal que Tpik 7é Yn+k- ASSim> temos que, fn—i—k(x) = (xn+k7$n+k+laxn+k+27 o ) € fTH_k(y) =

(Yntks Yniktl, Ynikt2, - - ), que se diferem desde a primeira coordenada. Logo, tomando € = 1,

)
1

segue que d(f"*(x), f**(y)) = 1 > €. Portanto, o shift tem sensibilidade as condigoes iniciais.
0

Teorema 3.2.9. O shift € um sistema dindmico cadtico.

Demonstragdo. Pelo Teorema[3.2.3) Per(f) ¢ denso em {0,1}". Pelo Teorema [3.2.5 f possui
orbita densa, consequentemente f é transitiva. Pelo Teorema [3.2.8] f tem sensibilidade as

condigoes iniciais. Portanto, o shift é um sistema caético. O
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Capitulo 4
Dinamica em intervalos

No capitulo anterior, abordamos o espag¢o formado por sequéncias de zeros e uns. Neste
capitulo, estudaremos propriedades do espago formado por sequéncias cujos digitos podem ser
0,1,---,9. Note que existe uma relagao biunivoca entre as sequéncias desse espaco com os nu-
meros reais que pertencem ao intervalo [0, 1), onde para cada sequéncia da forma (1, x, 3, - )

com z; € {0,1,---,9}, para todo i € N, associamos o nimero = € [0, 1) pela seguinte série,

oo

Z;
r=0,212923- - = E 0
i=1

Isso significa que a sequéncia (x1, z9, 3, - - - ) € interpretada como a expansao decimal do numero

x. Por exemplo, o nimero z = 0, 1234 - - - esta associado & sequéncia (1,2,3,4,---).

1

0.9 -

0.8

0.7

0.6
205
0.4+

0.3

0.2
0.1

0 I I I I I I I I I
0 010203040.5060.70809 1

X

Figura 4.1: Representagao grafica da aplicagao f(x) = 10z mod 1.

Assim, consideremos o intervalo [0,1) com a métrica definida em R, d(z,y) = |z — y| e
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definimos o sistema dindmico f : [0,1) — [0,1) dado por f(z) = 10x mod 1. A aplica¢do f
pode ser representada graficamente pela Figura [4.1]

4.1 Dinamica de f(z) =10z mod 1

Para entender a dinamica de f, comecemos a analisar as iteradas de alguns pontos.

e Se g = 0,2743, entao: x1 = f(x) = 2,743 mod 1 =0,743; 22 = f(z1) = f2(z9) = 7,43
mod 1 = 0,43; 23 = f(x3) = f3(20) = 4,3 mod 1 =0,3; 24 = f4(29) =3,0 mod 1 =0,
e assim, x, = f"(z9) = 0, para todo n > 4.

e Se zp = 0,1

= 0,1111---, entdo: z; = f(xg) = 0,1111--- = 0,1; zy = f*(zg) =
0,1111--- = 0,1, e

assim, z,, = f™(zo) = 0,1 = x¢, para todo n € N.

De modo geral, aplicar f em um ntmero x escrito na base 10 é o mesmo que apagar o
primeiro digito e mover os outros uma unidade para a esquerda, o que nos faz lembrar do shift

no espago de sequéncias {0, 1},

4.2 Pontos periédicos

Primeiramente, vamos analisar os pontos periédicos de periodo 1, isto é, pontos tais que
f(z) = x. Note que, © = 0, z1292324 -+ é ponto fixo de f se, e somente se, 0, 1222324+ =
S —

T

0, 20324 - - -, isto &, se, e somente se,
~—_———
f(@)
T1 =Ty, Ta = T3} T3 =Xy ++" <= X1 = Ty =Ty =

Logo, os tinicos pontos fixos de f sdo da forma 0,k = 0,kkk---, com k € {0,1,---,9}.

Para os pontos periodicos de periodo 2, isto ¢, pontos tais que f?(x) = z, note que,

r= f3(z) & 0, 0105030475 - - = 0, T3040 - - -

& X1 = T3; To = Ty; T3 = Ts; Ty = Tg;* -+

ST =T3 =Ty ="'+, Tg==Tg = Tg =
S =0,r1T971T22122 - - - = 0, T1T2.
Logo, os pontos periddicos de periodo 2 de f sao da forma 0,kikys = 0, kikokqiks -+, com

ki,ke € {0,1,--- 9},
De forma similar, obtemos que os pontos periédicos de periodo n € N qualquer, sao os que

podem ser escritos na forma,

0,k - Fon = 0, krky - hinkirky -+ ki -+
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com k; € {0,1,---,9}, paratodoi =1,2,--- ,n.
No Capitulo [l mostramos que os pontos periodicos do shift formavam um conjunto denso no
espaco de sequéncias. A seguir mostraremos um resultado similar para o conjunto dos pontos

periodicos da aplicagao f(z) = 10z mod 1.

Teorema 4.2.1. Seja Per(f) = {z € [0,1);x € um ponto periddico de f(z) = 10z mod 1}.
Per(f) é denso em [0,1).

Demonstragio. Precisamos provar que Per(f) = [0,1). Por um lado, como Per(f) C [0,1),
segue que Per(f) C [0,1). Assim, resta mostrar a inclusao oposta, isto ¢, [0,1) C Per(f).
Sejam x = 0,x129--- € [0,1) e € > 0 quaisquer. Seja também ny € N tal que 107 < ¢
e consideremos o ponto y = 0,T7Z5 - T, € [0,1). Assim, segue que f"(y) = y, ou seja,
y € Per(f) ed(z,y) = |z —y| = |(2py01 — 21)107M0F) .| < 10770 < .
Logo, existe y € Per(f) tal que d(z,y) < € qualquer que seja € > 0, ou seja, © € Per(f).
Assim, [0,1) C Per(f) e Per(f) =10,1), portanto, Per(f) é denso em [0, 1). O

4.3 w-limite

Assim como na dinamica do shift em {0, 1}, nessa dinAmica nao ¢é possivel caracterizar o
conjunto w-limite de qualquer z € [0, 1), mas podemos fazer algumas consideragoes.

Inicialmente, considere z € Q N [0,1). Assim, x tem expansao decimal finita ou periodica.

Se x possuir expansao decimal finita, isto é, © = 0,z129 - 2,, z; € {0,1,--- 9}, para
1=1,2,---n, entao,
f(x) =0,20m3- -2 f2(x) =0, 2304 -2p; ---; N w) = 0,2, () =0;

e f¥(z) = 0, para todo k > n. Logo, f™ — 0, e assim, w(x) = {0}.

Se x tem expansao decimal periodica, isto é, © = x1x9 - TpTpr1Trr2 - Thin, & partir da

iterada f*(z) tem-se a érbita periodica O(x) = {Tgi1, Thio, Thys, * , Thin}. Com isso, o limite
de qualquer sequéncia da forma (f"(x));ey deve ser um ponto dessa orbita periodica. Logo,
w(z) = O(x).

Agora, consideremos € (R\ Q) N [0,1). Para este caso, w(z) pode ser de um conjunto
unitario a todo o intervalo |0,1). Primeiramente, vamos encontrar = € R\ Q tal que w(z) =
{0,717}, onde =1 € {0,1,---,9}. Defina x da seguinte forma,

r=0,210x12,0212121021 212121021 212121210 - - - .

Assim, por exemplo:

fA(z) = 1202 1202,00 2720210 - -,
fo(z) = zzr 0z 222,00 2120021210 - -
(z) = ziziz2,022202,2,00 2012012121210 - - -,
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ou seja, ¢ possivel obter uma iterada nyg € N tal que f"(z) tenha tantos digitos z; quanto se
queira. Assim, f"(x) — 0,77. Logo, w(z) = {0,771}
Por fim, podemos encontrar z € R\ QN [0,1) tal que w(xz) = [0, 1), dizer isso é o mesmo

que dizer que existe z tal que O(z) ¢ densa em [0, 1), o que sera feito na Segao [4.4]

4.4 Orbita densa

Agora, mostraremos que também existe 6rbita densa no intervalo [0, 1).
Teorema 4.4.1. Existe x € [0,1) tal que O(x) é densa em [0,1).

Demonstrag¢ao. Precisamos mostrar que, para qualquer y € [0,1) e qualquer € > 0, existe n € N

tal que d(f"(z),y) = |f"(z) —y| <e
Tome z formado pela concatenagao dos niimeros naturais, isto é,

x =0,01234567891011121314 - - - |

e considere y = 0,y1y2--- € [0,1) e € > 0 quaisquer. Temos que y; € {0,1,2,--- 9}, desta
forma, z, f(z), f2(z), -+ ou f(z) coincide com y no primeiro digito da expansao decimal e,
assim, a distancia entre eles é menor que ou igual a 107,

Também ¢é possivel fazer com que algum iterado de x coincida com y nos dois primeiros digi-
tos da expansao decimal, por exemplo, se y = 0, 1474464 - - - temos que f®¥(x) = 0,14151617 - - -,
e desta forma a distancia ¢ menor que ou igual a 1072

De forma geral, para qualquer sequéncia de comprimento m, existe algum f™(z) que coincida
com y até a m-ésima posi¢ao. Logo, d(f™(x),y) = |f™"(x) — y| < 10~™ < e. Portanto, a 6rbita
de x é densa em [0, 1).

O

4.5 Topologicamente mixing

A seguir, demonstraremos que f(z) = 10x mod 1 possui a propriedade do mizing topolégico.
Teorema 4.5.1. A aplica¢ao f(x) = 10z mod 1 é topologicamente mizing.

Demonstracao. Primeiramente, vejamos algumas observacoes sobre o comportamento de inter-

valos sobre a acao da aplicacao f.
(i) f ([%, kl—J[)l}) = [0, 1), para todo k € {0,1,--- ,8}, e f ([%, 1)) =10,1);

(ii) f ([0, 1a5]) = [0, 15] e, pelo item (i), f2 ([0, 155]) = [0, 1);
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(iii) Se 0 < a <
[0, al;

107

temos que f([0,a)) = [0,10a), cujo tamanho é 10 vezes o tamanho de

(iv) Qualquer que seja o intervalo aberto (a,b), se & € (a,b), para algum k € {0,1,--- 9},

10

como f (#) = 0, entdo f((a,b)) = [0,a1) U A, onde A C [0,1) e a; € [0,1). Para fixar

ideias, veja a Figura [4.2}

1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2 |
0.14 .-

0

0 010203040.5060.70809 1 0 010203040506070809 1

Figura 4.2: Imagem do intervalo I = (0,06 , 0,13) pela fun¢ao f(x) = 10z mod 1. Note que

f(I)y=10, 0,3)U (0,6, 1).

(v) Qualquer que seja o intervalo aberto (a,b), existe n € N ek e {1,2,-
—— € (a,b). De fato, tomando ¢ = b — a e ng € N tal que

10n
Tk k41
1) = v .
[07 ) kL:JO |:1On07 10”0 >

10”0

< €, temos que

-, 9} tal que

Como a € [0, 1) existe ky € {0,1,---,10™ — 1} tal que a € [ ko1 ) ou seja,

10™0 10™0

ko ko + 1
< .
100 == Tom

. k .
E, com isso, oo + 10”0 <a-+ = 10”0 Como a + —==~ 1ono < a+ € = b, segue que
ko+1
a < <a <a =b
o =T g SeTE=h
ou seja,
ko+1
a< < b.
10m0

Assim, escrevendo kg +1 =%k € N, e ng =n € N, segue que 1on € (a,b).
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(vi) Qualquer que seja o intervalo (a,b) C [0,1), existe n € N tal que f™((a,b)) = [0,a2) U A.

De fato, por (v), existe &= € (a,b). Assim, como " (&) = £ € f""!((a,b)), segue

de (iv) que f™((a,b)) =1[0,a1) U A.

Sejam entao U e V abertos quaisquer em [0,1). Mostremos que existe ng € N tal que
fM(U)NV # 0, para todo n > ng. Como U e V sdo abertos em R, existem intervalos abertos
(a,b) C U e (¢,d) C V. Vimos, em (vi), que para qualquer intervalo (a,b) € [0, 1) existe ng € N
tal que f"((a,b)) = [0,a;)UA. Como, por (iii), f(]0,a1)) tem comprimento 10 vezes maior que
[0, ay), existe um iterado my tal que [0, 75] € f™([0,a;)). Assim, por (ii), [0,1) = f ([0, &]) C
fm™*([0,a1)), ou seja, fm0F1([0,a;1)) = [0,1). Logo, frot™+1((a,b)) = [0,1). Dessa forma,
como (c,d) C [0,1), frotmetH(U) NV # (), para todo n > ng + mg + 1.

[

4.6 Sensibilidade as condicoes iniciais e caos

A seguir, mostraremos que a fungdo f(x) = 10z mod 1 exibe sensibilidade as condigoes

iniciais.
Teorema 4.6.1. f(z) = 10z mod 1 possui sensibilidade as condi¢oes iniciais.

Demonstragao. Precisamos mostrar que existe € > 0, tal que para todo = € [0,1) e para todo
d >0, existem y € [0,1) e n € N com d(z,y) < 0 e d(f"(z), ["(y)) > €.
Sejam x = 0, x1x9w3--+ € [0,1) e & > 0 quaisquer. Tome n € N tal que # =10"<de

y = 0,012973 - - TpWYns1Ynt2Ynss - € [0,1), com Tpp1 # Yni1. Note que d(z,y) < 107D <
o < 0. Assim, temos que, f"(z) = 0,Zp11Zpi2- 0 € fPTHY) = 0, Yns1Ynr2 -, que se

. . . . . . 1
diferenciam na primeira casa decimal, pois yn1 # Tn11. Logo, tomando € = 155, segue que
d(f™(x), f*(y)) > e. Portanto, a dindmica tem sensibilidade as condigoes iniciais.

O
Finalizamos o capitulo mostrando que f(z) = 10z mod 1 é também um sistema cadtico.

Teorema 4.6.2. f(z) = 10z mod 1 é cadtico.

Demonstragao. Pelo Teorema [1.2.1] Per(f) ¢ denso em [0,1). Pelo Teorema [1.4.1] f possui
orbita densa, consequentemente f é transitiva. Pelo Teorema [£.6.1 f tem sensibilidade as

condigoes iniciais. Portanto, a dindmica ¢é caotica. m
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Consideracoes finais

Este trabalho apresentou uma introdugao aos sistemas dindmicos discretos, com énfase na
dindmica do shift. Iniciamos com uma exploragao dos conceitos e propriedades fundamentais
desses sistemas, estabelecendo uma base para os estudos subsequentes. Nos capitulos seguintes,
foram analisadas as dindmicas em conjuntos finitos e infinitos enumeraveis, onde destacamos
comportamentos caracteristicos e resultados significativos, como a inexisténcia de uma dinamica
topologicamente mixing em conjuntos enumeraveis.

O foco principal foi direcionado ao estudo da dindmica em conjuntos nao enumeréaveis no
espaco de sequéncias {0, 1}Y. Abordamos a dinamica do shift demonstrando resultados impor-
tantes, como a densidade dos pontos periddicos, o comportamento topologicamente mizing, a
sensibilidade as condigoes iniciais e a presenca de caos nesse sistema. Esses resultados ressaltam
a complexidade e a riqueza do shift.

Por fim, abrangemos as teorias desenvolvidas para a dinamica do shift a um sistema di-
namico definido no intervalo [0,1). Mostramos que as propriedades do shift sdo preservadas
nesse contexto, ampliando a compreensao dos sistemas dindmicos e reforcando a conexao entre
diferentes tipos de dindmicas. Além disso, é importante destacar que o estudo dos sistemas
dindmicos abrange problemas muito mais amplos e complexos, que frequentemente envolvem
o uso de equacoes diferenciais, analise matematica avancada, e teoria da medida e integracao,
entre outros aspectos.

De um ponto de vista pessoal, este trabalho foi de grande importancia para a minha forma-
¢ao, pois permitiu a aplicagao de diversas técnicas e conceitos adquiridos ao longo do curso de
graduacao. Através da apresentacao teodrica e dos exemplos, consegui consolidar conhecimen-
tos fundamentais. KEsse processo nao s6 proporcionou uma revisao abrangente dos contetdos
estudados, mas também aprofundou minha compreensao, preparando-me para desafios futuros

na matematica.
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