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Resumo

Considerando M uma superficie de coposto 1 em p € R3, nosso objetivo é estudar a sua
geometria de segunda ordem, ou seja, as caracteristicas de M herdadas de sua segunda
forma fundamental. Para isso, definimos a primeira e a segunda formas fundamentais e
a parabola de curvatura A,: uma curva plana contida no plano normal. Mostramos que
existem quatro A2-6rbitas no conjunto de germes de aplicagoes de coposto 1: f : (R?,0) —
(R3,0) e que a parabola de curvatura é um invariante completo dessa classificacao. Além
disso, provamos que, dadas duas superficies localmente parametrizadas por dois germes
de aplicacio de coposto 1, f, g : (R? 0) — (R3,0), tais germes sao R? x O(3)-equivalentes
se, e somente se, existe uma isometria linear entre os dois planos normais das superficies
que mapeia a parabola de curvatura de uma superficie na da outra. Definimos também as
direcoes assintoticas e binormais e as curvaturas umbilica e axial no ponto p € M. Tais
curvaturas se mostram como importantes invariantes por isometrias, estando intimamente

ligados com a geometria de segunda ordem na vizinhanga do ponto singular.

Palavras-chave: Geometria Diferencial; Singularidades; parabola de curvatura.



Abstract

Considering M a corank 1 surface at a point p € R3, our goal is to study its
second order geometry, that is, the geometric features of M inherited from its second
fundamental form. To this end, we define the first and second fundamental forms and the
curvature parabola A,, which is a planar curve contained in the normal plane. We show
that there exist four A%-orbits in the space of germs of corank 1 mappings f: (R? 0) —
(R3,0), and that the curvature parabola is a complete invariant for this classification.
Moreover, we prove that, given two surfaces locally parametrized by two germs of corank
1 mappings f,g: (R%0) — (R3,0), such germs are R? x O(3)-equivalent if and only if
there exists a linear isometry between the two normal planes of the surfaces that maps the
curvature parabola of one surface onto that of the other. We also define the asymptotic
and binormal directions, as well as the umbilic and axial curvatures at the point p € M.
These curvatures turn out to be important invariants under isometries and are closely

related to the second-order geometry in a neighborhood of the singular point.

Keywords: Diferential Geometry; Singularities; curvature parabola.
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CAPITULO 1

Introducao

Quando pensamos em estudar superficies do espaco euclidiano tridimensional R3,
nosso primeiro pensamento esté ligado ao estudo da Geometria Diferencial de superficies
regulares. Para tais superficies, em todos os pontos podemos definir um plano tangente,
a partir do qual conseguimos trabalhar com a primeira e a segunda formas fundamentais.
Essas formas nos permitem estudar medidas dentro da superficie e como ela se comporta
no espaco. Podemos calcular o dngulo entre curvas da superficie; a area de uma regiao
limitada; as diferentes curvaturas; diregoes assintoticas; entre outras propriedades.

Entretanto, neste contexto, torna-se natural o seguinte questionamento: como rea-
lizar tal estudo quando a superficie nao for regular? Para respondé-lo, temos o estudo da
geometria diferencial de superficies singulares, que tem ganhado cada vez mais destaque
a partir das ferramentas da Teoria das Singularidades.

Dentre as superficies singulares, as primeiras a serem estudadas foram as frontes
e frontais, superficies que possuiam um “bom comportamento”, uma vez que em seus
pontos singulares é possivel definir um plano tangente como o limite de planos tangentes
em pontos regulares, conforme o estudado, por exemplo em Bruce, Kirk e Plessis (1997) e
Saji, Umehara e Yamada (2009). No entanto, nem toda superficie singular ¢ uma fronte ou
frontal. Diante disso, o estudo de Martins e Nuno-Ballesteros (2015) consegue responder
tais questionamentos para um grupo mais abrangente de superficies singulares: as de
coposto 1.

Dizemos que uma superficie M possui singularidade de coposto 1 em p € M se, dada
uma parametrizacao de M em uma vizinhanga de p, a sua diferencial possui coposto 1 no
ponto que corresponde a p. O objetivo deste trabalho é estudar a geometria de segunda
ordem de superficies singulares de coposto 1 em R3. Desta forma, nos apoiaremos em
Benedini Riul (2019), Benedini Riul, Deolindo-Silva e Sinha (2023), Martins e Nuno-
Ballesteros (2015) e Sinha e Saji (2022). Para esse estudo, consideraremos uma superficie
regular M C R3, de forma que M seja a imagem de uma aplicacio g : M — R3 de
coposto 1. Tomando um sistema de coordenadas ¢ de M, temos que f = g o @ é uma
parametrizacao local de M em p. Na pratica, podemos considerar M = R2.

Com isto, conseguimos definir a reta tangente e o plano normal de M apoiados no
plano tangente de M em ¢. Consequentemente, definimos a primeira e a segunda formas
fundamentais de M em p e a pardbola de curvatura A, : uma curva plana contida no

plano normal que desempenha um papel similar & elipse de curvatura para superficies
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regulares em R?*, definida em Little (1969).

Em Mond (1985), o autor classificou os germes de aplicagdo de coposto 1 f :
(R%,0) — (R?,0) conforme a agao dos 2-jatos de difeomorfismos na fonte e na meta,
o grupo A2. Veremos no presente trabalho que tal classificacao distingue totalmente a
parabola de curvatura.

Além disso, podemos melhorar ainda mais este resultado considerando a acao de
2-jatos de difeomorfismos na fonte e isometrias lineares na meta, o subgrupo R? x O(3).
Provamos que, dadas duas superficies, localmente parametrizadas por dois germes de
aplicagao de coposto 1, f,g : (R? 0) — (R? 0), tais germes sdo equivalentes segundo a
acao deste subgrupo se, e somente se, existir uma isometria linear entre os dois planos
normais das superficies que mapeia uma parabola de curvatura na outra. Isso nos permite
concluir que a parabola de curvatura A, codifica localmente toda a geometria de segunda
ordem de M em uma vizinhanca de p.

Neste trabalho, também definimos as diregoes assintoticas e binormais para super-
ficies singulares de coposto 1 em R?, a curvatura umbilica, um invariante por isometria
definido em pontos singulares em que A, esta contida em uma reta e definimos a curva-
tura axial, um invariante por isometria definido em pontos em que A, é um ponto, uma
semirreta ou uma parabola nao degenerada. Tais invariantes estao intimamente ligados
com a parabola de curvatura e a R? x O(3)-equivaléncia.

Para entendermos como as superficies singulares se diferenciam das regulares, rea-
lizaremos uma breve revisao no Capitulo 2 de superficies regulares em R3. Tal capitulo
tera como objetivo compreender tais nuances a partir de exemplos e resultados primordi-
ais, cujas demonstragoes serdo omitidas. Tomamos como referéncias: Do Carmo (2010),
Delgado e Frensel (2017) e Tenenblat (2008).

No Capitulo 3, estudaremos ferramentas da Teoria das Singularidades que nos au-
xiliarao em nossa analise geométrica, sendo elas: germes, jatos e acao de grupos. Com
base em Atique e Saia (2006), Gibson (1979).

J&a no Capitulo 4, realizaremos a uniao das ferramentas forjadas nos Capitulos 2
e 3 para a analise da geometria diferencial de superficies singulares de coposto 1. As
referéncias utilizadas s@o: Benedini Riul (2019), Benedini Riul, Deolindo-Silva e Sinha
(2023), Martins e Nunio-Ballesteros (2015) e Sinha e Saji (2022).
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CAPITULO 2

Superficies Regulares em R?

Antes de iniciar o estudo voltado as superficies de coposto 1 em R? e entender onde
se diferenciam das superficies regulares, é necessario entender o caso mais geral, isto é,
as superficies regulares. Neste capitulo, realizaremos uma breve revisao sobre esse topico,
apoiados em Do Carmo (2010), Delgado e Frensel (2017) e Tenenblat (2008). Ressaltamos
que as notagoes utilizadas nesse capitulo serao as mesmas das referéncias acima. Como se
trata de uma revisao, de forma a nao se distanciar do foco deste trabalho, as demonstragoes
desse capitulo serao omitidas, mas podem ser encontradas nos textos-base. Pelo mesmo

motivo, considera-se que o leitor tenha compreensao da teoria de curvas.

2.1 | Condigoes para a regularidade de uma superficie em R3

Neste trabalho, as superficies serao tratadas como o objeto, ou seja, como conjuntos,
conforme Do Carmo (2010), e ndo aplicagbes como em Tenenblat (2008). De um ponto
de vista mais geométrico, uma superficie regular em R3 é obtida tomando-se pedacos do
plano e deformando-os de tal modo que a figura resultante nao apresente vértices, arestas
ou auto-intersecgoes, e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos dessa figura,
isto é:

Figura 1: Representacao de uma parametrizacao de uma superficie regular.

; o, v, gl v, 2w, 3
’ (u,v) ‘\ (z(u, v), y(u, v), z(u, v)) J

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Definicao 2.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para cada p € S
existe uma vizinhanca V de p em R?® e uma aplicacao ¢ : U — V' N S de um aberto U de

R? sobre V NS C R? que respeita as seguintes condicoes:

1. ¢ ¢é diferenciavel de classe C* (suave).

Isto &, ao escrever p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U, as fungoes x(u,v),

y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.
2. ¢ é um homeomorfismo.
3. Para todo q = (u,v) € U, a diferencial dp, : R* — R? & injetiva.

Assim, cobrimos a superficie S com tracos de aplicacoes satisfazendo as condigoes
1, 2 e 3, como ilustrado na Figura 1. Além disso, as seguintes condi¢bes equivalem a

condigao 3:

3 a. A matriz jacobiana de ¢,

2 ) o (u0)
To(wo) = | Shwv) Z(u,v)
%(uﬂ)) %(uvv)

ter posto méximo, para todo ¢ = (u,v) € U.

3 b. As colunas dessa matriz, isto é, os vetores ¢,(u,v) e p,(u,v), serem linearmente

independentes, para todo (u,v) € U.

3 ¢. Para todo (u,v) € U, tém-se que a norma do produto vetorial ||¢, A @,|(u,v) # 0.

A aplicagao ¢ é chamada de parametrizagao ou sistema de coordenadas (locais) em (uma
vizinhanga de) p. A vizinhanca VNS de p em S é chamada de vizinhanga coordenada.
Sendo ¢ uma parametrizagao de S, as curvas ¢(u,vg) € ¢(u,vg), com ug, vy CONs-

tantes, sao chamadas de curvas coordenadas.

Observacgao 2.2. Nao estamos preocupados com classes de diferenciabilidade, por isso,

considera-se na condi¢ao 1 da Defini¢ao 2.1 que as parametrizagoes sejam de classe C°.

Exemplo 2.3. A esfera unitaria S? = {(x,y,2) € R | 22 +4* + 2% = 1} é uma superficie

regular. De fato, considere a aplicacao ¢, : U C R? — R? dada por
901(u7v) = (U, v, + I (u2 + UQ))7 (U, U) € U:

onde U = {(u,v) € R? | u? +v? < 1}. Observe que ¢1(U) ¢ a calota superior de S? sem

o equador e que valem as condigoes:
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1. ¢ & diferenciavel, pois u? + v? < 1 e assim, ¢; tem derivadas parciais continuas de

todas as ordens.

2. ¢ ¢ um homeomorfismo, pois o1 (U) é bijetiva e ;! (1 (U)) é a restricao da projecao

m(x,y,2) = (z,y) ao conjunto ¢;(U), logo é continua.

3. A matriz jacobiana de ¢, dada por

0

VI- @407 V1= (0P +0?)

tem posto maximo para todo (u,v) € U.

Jo1(u,v) =

Assim, ¢; é uma parametrizacao de S?. Agora, cobriremos a esfera com parametrizacoes

similares e definidas de forma anéloga, sendo elas:

pa(u,v) = (u, v, =1 = (u? +v?)),
w3(u,v) = (u, ++/1 — (u? +v?),v),
wa(u,v) = (u, —y/1 — (u? + v?),v),
os(u,v) = (+/1 = (u? 4+ v2),u,v),

(u,v) = ( )

Figura 2: Parametrizacoes da esfera S2.

82

@1U) j j%w)
i ' we(U)
ea(U)

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Note que @1 (U)Ups(U) cobre a esfera menos o equador, onde a terceira coordenada

se anula. Para tal, necessitamos “encaixar” as outras calotas da esfera, de forma a preen-
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cher esse equador, conforme a Figura 2. E dessa forma, temos que S? é uma superficie

regular.

Note que, provar que um conjunto é ou nao uma superficie regular a partir da
Definicao 2.1 pode se mostrar uma tarefa trabalhosa; para isso, as Proposicoes 2.4, 2.6 e

2.8 apresentadas a seguir auxiliarao neste trabalho.

Proposicao 2.4. (DO CARMO, 2010, p. 68) Se f: U — R é uma fungao diferenciavel
em um conjunto aberto U de R?, entao o grafico de f, isto é, o subconjunto de R?* dado

por (x,y, f(x,y)) para (z,y) € U é uma superficie regular.

u? + v?
Exemplo 2.5. Considere f(u,v) = (1—u2—v2)e 2 . Como f ¢ diferencidvel para
todo (u,v) € R?, entao pela Proposigao 2.4, a imagem de p(u,v) = (u,v, f(u,v)), descrita
na Figura 3, é uma superficie regular.
u? + v?
Figura 3: Grafico de f(u,v) = (1 —u2 —v?)e 2

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Proposigao 2.6. (DO CARMO, 2010, p. 69) Se f : U C R*> — R ¢ uma funcao
diferenciavel e a € f(U) ¢ um valor regular de f, entao f~'(a) ¢ uma superficie regular

em R3.

Exemplo 2.7. O toro T é a superficie gerada pela rotacao de um circulo S* de raio r em
torno de uma reta pertencente ao plano que contém o trago do circulo e a uma distancia
a > r do centro do circulo (Figura 4). Consideremos S* o circulo no plano-yz centrado

2

no ponto (0,a,0). Entao S' é dado por (y — a)? + 22 = r? e os pontos do conjunto T,

obtidos pela rotagao deste circulo em torno do eixo-z satisfazem a equagao

2 =r— (V22 +y? —a)

Consequentemente, T é a imagem inversa de 72 pela funcao

f(z,y,2) = 22+ (Va2 + 92 —a)*.
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Assim, para (z,y) # (0,0) temos que

V(g 2) = 20(\/22+y?2 —a 2y(\/2?+y? —a 5
7y7 - \/m ) \/m ’ )

que é nao nulo sempre que f(x,y,z) = 72, ou seja, r* ¢ um valor regular de f. Segue da

Proposigao 2.6 que o toro T' é uma superficie regular

Figura 4: Toro T

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Proposigao 2.8. (DO CARMO, 2010, p. 73) Seja S C R? uma superficie regular e
p € S. Entao, existe uma vizinhanca V de p em S tal que V' é o grafico de uma funcao

diferenciavel que tem uma das seguintes formas: z = f(z,y) ,y = g(z, 2) ou z = h(y, 2).

Exemplo 2.9. O cone de uma folha C, dado por z = ++/22 + 32, (z,y) € R? nao ¢
uma superficie regular. De fato, suponha que C' é uma superficie regular. Logo pela
Proposigao 2.8, existe uma vizinhanga V' de (0,0,0) € C tal que V é o grafico de uma

fungao diferenciavel de uma das trés formas: x = h(y, 2),y = g(z,2) ou z = f(x,y).

Figura 5: Gréfico de z = ++/x% + y2.

[ y

X

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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As duas primeiras formas podem ser descartadas, visto que as proje¢oes de C' sobre
o plano-zz e o plano-yz nao sao injetivas; logo, nao é possivel ser o grafico de uma funcao.
A terceira forma teria que coincidir, em uma vizinhanga de (0,0,0), com z = ++/22 + 4?2,

o que é um absurdo, pois z = ++/2% 4+ y? nao é diferenciavel em (0, 0).

2.2 | Mudancga de parametros

De acordo com a Defini¢ao 2.1, cada ponto p de uma superficie regular S pertence
a uma vizinhanca coordenada. Os pontos de uma tal vizinhanca coordenada sao ca-
racterizados pelas suas coordenadas. Assim, um ponto p de S pode pertencer a varias

vizinhangas coordenadas, ou seja, ser escrito segundo diferentes sistemas de coordenadas.

Figura 6: Diferentes sistemas de coordenadas em torno do ponto p.

rl .
,T e (W) 0 T o(U)

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Para que a definicao dada faga sentido, é necesséario que, quando um ponto pertenca
a duas vizinhangas coordenadas, com parametros (u,v) e (4, v), seja possivel passar de
um destes pares de coordenadas ao outro através de uma aplicacao diferenciavel.

Sejam p um ponto de uma superficie regular S, ¢ : U C R? - R3e ¢ : V C R? — R3
duas parametrizagoes de S tais que p € p(U) N(V) = W, como representado na Figura
6. Como ¢ e 1 sio homeomorfismos e W é um aberto de S, temos que ¢~ (W) e ¢p=1(W)

sdo abertos de R2. Se ¢ e 1) sao dadas por:
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entdo a mudanga de parametros h = ¢ ' o : L (W) — = }(W), dada por
h(u,v) = (u(u,v),v(u,v)),
¢ um homeomorfismo com inversa h™* =y top: ' (W) = =} (W) e
h™u,v) = (u(u,v),v(u,v)).

Proposicao 2.10. (Mudanga de parametros) (DELGADO; FRENSEL, 2017, p. 101)
A aplicacio h ™! =9y o : Y (W) — ¢~ (W) é um difeomorfismo C*.
Isto é, é possivel transitar de um sistema de coordenadas a outro, o que nos permite

concluir que a Defini¢ao 2.1 esta boa.

Exemplo 2.11. Seja o paraboloide eliptico S dado por z = 2% + y? (Figura 7), segue da

Proposigao 2.4 que S é uma superficie regular e pode ser parametrizada por
o(u,v) = (u,v,u* +v?), com (u,v) € R%

Considere a mudanga de parametros h(u,v) = (2u + v,v), que é um difeomorfismo, e
assim,
Y(u,v) = (@ o h)(u,v) = (2u + v, v, 4u* + duv + 20v7)

¢ também uma parametrizagao de S.

Figura 7: Paraboloide eliptico S.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

2.3 | Plano tangente e a Primeira Forma Fundamental

Nesta secao veremos que a condi¢ao 3 na Definicao 2.1 de uma superficie regular S
garante que, para cada p € S, o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas

de S, passando por p, constituem um plano. A partir desse plano podemos estudar
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propriedades locais e globais da superficie regular, como o tamanho de vetores, angulos

entre curvas, area de uma parte limitada de S, dentre outros.

Definicao 2.12. Sejam S C R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que w € R3
¢ um vetor tangente a .S em p se w = &/(0), onde a : (—g,e) — S é uma curva regular

parametrizada em 0 e «(0) = p (Figura 8).

Figura 8: Vetor tangente w a S em p.

| T~
m

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Proposigao 2.13. (DELGADO; FRENSEL, 2017, p.118) Seja ¢ : U C R? — S uma
parametrizacao de uma superficie regular e seja ¢ € U. Entao o subespago vetorial de

dimensao 2,
dy,(R?) C R?

coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em ¢(q).

Pela proposigao acima, o plano dg,(R?), que passa por ¢(q) = p, nao depende da
parametrizagao . Este plano é chamado de plano tangente a .S em p e serd denotado
por T,,S. A escolha de uma parametrizagao ¢ determina uma base {¢,(q), ¢,(¢)} de 1,5,
chamada base associada a .

As coordenadas de um vetor w € 7,5 na base associada a uma parametrizacao ¢
sao determinadas do seguinte modo: w ¢ o vetor velocidade o/ (0) de uma curva o = @o 3,
onde 3 : (—¢,e) — U é dado por S(t) = (u(t),v(t)), com B(0) = g = ¢ (p). Isto é:

d d

a/(0) = (w0 B)(0) = Ze(u(t), v(1)(0) = pu(g)u'(0) +¢u(q)'(0) = w.

Assim, na base {©.(q), vs(¢)}, w tem coordenadas (u'(0),v'(0)), onde (u(t),v(t)) é a
expressao, na parametrizagao ¢, de uma curva cujo vetor velocidade em ¢ = 0 é w. Porém,
para essa ser uma boa defini¢ao, é necessario que ela independa da curva escolhida, para

tal nos apoiamos na Proposicao 2.14.
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Proposigao 2.14. (DELGADO; FRENSEL, 2017, 120) Dado w, o vetor §'(0) como

acima nao depende da escolha da curva a.

Exemplo 2.15. Seja S o paraboloide hiperbélico dado por z = y? — 2%. Considerando a

parametrizacao ¢ : R? — R? dada por ¢(u,v) = (u, v, v*> — u?), temos que
ou(u,v) = (1,0, —2u) e p,(u,v) = (0,1, 2v).
Em particular, para p = 0 obtemos que 7,,S = {plano-zy}, conforme a Figura 9.

Figura 9: Trago de ¢(u,v) = (u,v,v* — u?) em branco e T,,S em azul.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Dado um ponto p em uma superficie regular S, existem dois vetores unitarios em
R? que sao normais ao plano tangente 7,S5; cada um deles é chamado de vetor normal
unitario em p. Fixada uma parametrizacao ¢ : U C R? — S, podemos definir a escolha

de um vetor normal unitario em cada ponto p € ¢(U), pela seguinte expressao

Ou N\ Py
N(q) = —(q),
@) =T m o @

onde p(q) = p, ¢ € U. Assim, obtemos uma aplicagao diferencidvel N : p(U) — R3. Note
que N(¢(U)) C 5% Nos aprofundaremos mais nessa aplicacao na Subsecao 2.4.1.

Exemplo 2.16. Considere o plano P = {(z,y,2) € R® | ax + by + cz = d}, onde
(a,b,c) # (0,0,0). Considere a parametrizacido p(u,v) = (u,v,d_“—?_lw),(u, v) € R2

Assim, para todo (u,v) € R?, temos que:

o ) T

TR A a2V

conforme Figura 10.
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Figura 10: Plano P e seu vetor normal unitario associado a parametrizacao ¢.

N(p)

P

Fonte: Elaboragao propria (2025).

2.3.1 I Primeira forma Fundamental

O produto interno natural do R? induz em cada plano tangente 7,,S de uma superficie
regular S um produto interno, que denotaremos por { , ),. Se wy,wy € T,S C R3, entao
{(wy,ws), ¢ igual ao produto interno de w; e wy, como vetores em R?. A esse produto

interno, corresponde uma forma quadratica I, : 7,5 — R dada por

L(w) = (w,w), = [w]* = 0.

Definicao 2.17. A forma quadratica [, em 7,5 definida acima é chamada primeira

forma fundamental da superficie regular S C R3 em p € S.

Considere a base {p.,, ¢, } associada a uma parametrizagao ¢(u,v) em p. Como um

vetor tangente w € T,S ¢ o vetor tangente a uma curva parametrizada

aft) = e(u(t), v(t)), t € (=¢,¢) com p = a(0) = (q), ¢ € U;

obtemos

I(w) = ((0),0'(0)), = (wu(@)t' + 0u()V', pu(@)t’ + @u(@)V")
= (2u(@), 2u(@))p(u)? + 2(0u(q), 2u (@)t + (0u(q), 20 (q))p(v')?
= (W)’E(q) + 2u'v'F(q) + (v')*G(q),

onde
E(u,v) = (pu, pu) (1, v);
F(u,v) = (v, p0) (u, 0);
G(u,v) = (pv, u) (u, v);

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {¢,(¢), p.(¢)} de T,,S.
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Observagao 2.18. As fungoes E, F,G : U — R sao de classe C'*™°, Além disso, vale que
E(u,v) >0, F(u,v) > 0e (EG — F?)(u,v) = ||¢u A @ol[*(u,v) > 0, Y(u,v) € U.

Exemplo 2.19. Seja P C R* um plano passando por py = (0, yo, 20) € contendo os

vetores ortonormais wy = (ay, ag, az), wy = (by, be, b3). Considerando a parametrizagao
@(u,v) = po + uw; + vws, (u,v) € R27

note que para todo ponto p € P temos que ¢,(p) = w; e @,(p) = wy. Desta forma,

obtemos que os coeficientes da primeira forma sao constantes e dados por

Exemplo 2.20. Considere a hélice a(u) = (cosu,senu,u). Tragando, para cada ponto
da hélice, uma reta paralela ao plano-zy que intersecta o eixo-z obtemos uma superficie

regular denominada helicoide (Figura 11). Uma parametrizacao do helicoide é dada por
¢ :(0,27) x R — R?® onde ¢(u,v) = (vcosu,vsenu,u).

Calculando os coeficientes da primeira forma a partir desta parametrizagao obtemos
que
E(u,v) =v*+d* F(u,v)=0 e Gu,v) =1

Figura 11: O helicoide.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

A partir da primeira forma fundamental podemos resolver problemas métricos de
uma superficie regular sem fazer referéncia ao espaco R? em que S esté contida. Assim,

o comprimento de arco s de uma curva parametrizada « : I — S é dado por

S(t) = / o ()t = / VI D).
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Em particular, se a(t) = ¢(u(t),v(t)) esta contida numa vizinhanga coordenada de uma

parametrizacao ¢ : U — ¢(U) C S, temos que:

s(t) = /t V(W ()2E + 2w/ ()0 () F + o' (1)2G)dt

com os coeficientes da primeira forma calculados em (u(t),v(t)).
O angulo 0 que duas curvas parametrizadas regulares o, 8 : I — S que se intersec-

tam em «a(tg) = B(to) fazem neste ponto é dado por

(! (to), B'(to))
[’ (to)l| I8 (to)ll

cosf =

Em particular, o angulo 6 de intersecao das curvas coordenadas de uma parametrizacao
0:U— o(U) é

<SOU790U> _ F ‘
loull leoll  VEG

cosf =

Figura 12: Representacao de curvas coordenadas ortogonais.

v

~—_ u u = const

-
-

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Entao as curvas coordenadas de uma parametrizacao sao ortogonais se, e somente
se, F(u,v) =0 para todo (u,v) € U (Figura 12).
Uma outra questao métrica que pode ser tratada com a primeira forma fundamental

é o célculo da area de uma regiao limitada de uma superficie regular S.

Defini¢ao 2.21. Um dominio (regular) em S é um subconjunto aberto e conexo de S tal
que sua fronteira é a imagem de um circulo por uma aplicagao que é um homeomorfismo
diferenciével regular, exceto num ntmero finito de pontos. Uma regiao de S é a uniao de

um dominio com a sua fronteira. Uma regiao de S é limitada se esta contida em alguma

bola de R3.

Considere regioes limitadas R que estao contidas em uma vizinhanga coordenada
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©(U) de uma parametrizagao ¢ : U — o(U) de S, isto &, R = ¢(Q), onde @ é uma regiao
limitada de R? contida em U (Figura 13).

Figura 13: Representacao de uma regiao limitada R de S.

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Definicao 2.22. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie S contida em uma

vizinhanga coordenada ¢(U) de uma parametrizacao ¢ : U — o(U) C S. O numero
// lou A @u|dudv

Observagao 2.23. A(R) independe da parametrizacao. Com efeito, sejat) : V C R* — S

positivo

¢ chamado area de R, onde Q = ¢!

uma outra parametrizacao tal que R C ¢(V), defina Q@ = ¢"'(R). Desta forma, seja
O0(u,v)
O(u,v)

mudanca de variaveis para integrais miltiplas

/ / e A o i = / / lou A ol \—\d—dv— / 0w A ol dude

Observagao 2.24. Segue da Observagao 2.18 que:

o Jacobiano da mudanca de coordenadas h = =1 0 1), entao, pelo teorema de

:// H%/\%Hdudv://\/EG—FQdudv.
Q Q

Exemplo 2.25. Considere o toro 1" e a vizinhanga coordenada correspondente & para-

metrizacao ¢ : U — 1" dada por
o(u,v) = ((a + rcosu)cosv, (a + rcosu)senv, rsenu),

onde U = (0, 27) x (0, 27), que cobre o toro, exceto por um mediano e um paralelo. Assim,

para todo (u,v) € U temos que:

©u(u,v) = (—rsenwucosv, —rsenwusen v, r cosu)

y(u,v) = (—(a+rcosu)senv, (a+ rcosu)cosv,0)
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E consequentemente:
E(u,v) =7%  F(u,v) =0, G(u,v)= (a+rcosu)’

Logo

VEG — F?2 =r(a+rcosu).

Considere a regiao R., dada pela imagem de ¢(Q.), com ¢ > 0 e pequeno, onde
Q. ={(u,v) ER*|0+e<u<2r—¢,0+e<v<2r—¢} CU, como na Figura 14.

Figura 14: (). e sua imagem no toro 7.

m

m

2m =

[0

[
m
=
=
[
m

[
o
\

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Desta forma,
A(R.) = // r(a+ 7 cosu)dudv = ra(2m — 2¢)? + r*(27 — 2¢)(sen (27 — €) — sene).

Fazendo € — 0 na expressao acima, temos que A(7T") = lintl) A(R,) = 4n°ra.
E—

2.4 | A Aplicacao de Gauss e a Segunda Forma Fundamental

Com o intuito de definir a segunda forma fundamental para superficies regulares,
trabalharemos a partir de um campo vetorial normal a superficie. Na subsecao a se-
guir, discutiremos a ideia de orientacao de uma superficie regular, a qual se relaciona

diretamente com a existéncia desse campo normal.

2.4.1 1 Orientacao de Superficies

Sejam S uma superficie regular, ¢ : U — ¢(U) e g : V — B(V) parametrizagoes
de S em p. As bases {pu(q), vu(0)}, ¢(q) = p e {¥(@),%5(@)}, ?(7) = p, determinam
orientacoes do plano tangente T,S.
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SeW =pU)Np(V)eh:plop:p ! — o (W), dada por
h(w,v) = (u(u,v),v(u,v)), com h(g) = g,

temos que:

Pa(@) = pu() o @) + 9l0) 9 () © Fold) = 9u(a) Jol) + 2l @ (1)

Entao a matriz mudanca de base ¢é

3“ 3”
8u 81)
que é exatamente a matriz Jacobiana de h em g, ou seja, {vu(q), vu(q)} e {Tx(7), P5(7) }

determinam a mesma orientacao no plano tangente 7,5 se, e so se,

O(u,v) ,_
d(u,v) (@) > 0.

det(dhg) =

Definicao 2.26. Uma superficie regular S é orientavel quando existe uma familia de

parametrizagoes de S, {¢q : Uy = ¢(U,) | @ € A}, tal que:
1. 8= | ¢alla);
2. se Wop = Xo(Us) N Xp(Us) # @, a aplicagdo mudanga de coordenadas

hap = 05 005 05 (Wag) = 03 (Wap)

tem jacobiano positivo em todo ponto q € @El(Waﬂ).

A escolha de uma tal familia é chamada uma orientagao de S e a superficie S, neste
caso, é dita orientada. Se nao existir uma familia de parametrizacoes de S satisfazendo
as condicoes da Definicao 2.26, dizemos que S é uma superficie nao-orientavel. Se S é
orientada, uma parametrizacao ¢ : U — ¢(U) de S é compativel com a orientagao
de S se, juntando ¢ a familia de parametrizagoes dadas pela orientagao, obtém-se ainda

uma orientagao de S.

Exemplo 2.27. Toda superficie que é coberta por uma tnica vizinhancga coordenada é
orientavel; em particular, temos que toda superficie que é grafico de uma funcao diferen-

ciavel é orientavel.

Verificar se uma superficie é orientavel ou nao a partir da definicao é, em alguns
casos, uma tarefa trabalhosa; para isso, nos apoiaremos nos vetores normais a superficie

e a ideia geométrica de que em uma superficie orientada, ao percorrermos qualquer curva
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fechada contida na superficie com um campo de vetores normais, o vetor deve permanecer

voltado para o mesmo sentido.

Definicao 2.28. Um campo de vetores normais unitarios diferenciavel em um

aberto V' de uma superficie S é uma aplicacao N : V — R? diferenciavel tal que
IN(p)||=1e N(p) L T,S, para todo p € V.

Como visto anteriormente, dada uma parametrizacao ¢ : U — ¢(U), existe um

campo de vetores normais unitarios diferenciével em ¢(U), N : p(U) — R? dado por

Pu N\ Py
N(Sp(ua U)) = —(U’7 ’U)-
lpu A ool
Tomando outro sistema de coordenadas @ : V' — ®(V), de forma que tenhamos
W =¢U)Np(V) # @, analogamente existe um campo de vetores normais diferenciavel

em (V), N : p(V) — R3, dado por:

e g N\ 5
N(SO(U,U)) = W(u,v)-

Assim, obtemos de (1) que
O(u,v)
O\ Py = u N\ o) >
Pu NPy = (Pu g )a@w)
onde O(u,v)/d(u,v) é o Jacobiano da mudanga de coordenadas. Portanto, N conserva ou

muda de sinal, conforme d(u,v)/0(w,v) seja positivo ou negativo, respectivamente, o que

nos permite enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.29. (DELGADO; FRENSEL, 2017, p.137-139) Uma superficie regular
S C R3 é orientéavel se, e s6 se, existe um campo de vetores normais unitarios NV : S — R3

diferenciavel em S.

A escolha de um campo diferenciavel de vetores normais unitarios N : S — R? é
também chamada de uma orientagao de S.

Em geral, grande parte das superficies regulares sao orientéveis, o que torna dificil
a exemplificacao de superficies nao orientaveis. Para tal, temos a faixa de Mobius
que serd apresentada a seguir. No Exemplo 2.30 discutiremos geometricamente o porqué
dela nao ser uma superficie orientavel, mas os calculos que comprovam este fato estarao

omitidos, podendo ser encontrados em Delgado e Frensel (2017, p.142-147).

Exemplo 2.30. A faixa de M&bius é a superficie regular M obtida considerando o circulo
St dado por x? + y? = 4 e o segmento aberto AB dado no plano-yz por y = 2, |z| < 1.

Deslocando o centro ¢ de AB ao longo de S', e girando AB em torno de ¢ no plano
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formado pelo eixo-z e ¢, de tal modo que quando ¢ descreve um angulo u, AB tenha
girado u/2. Quando ¢ completa uma volta ao longo de S', AB retorna & sua posigao

inicial, com os extremos invertidos.

Figura 15: Faixa de Mobius M e seus vetores normais.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Geometricamente podemos perceber que M nao é uma superficie orientavel. De
fato, caso M fosse orientavel, existiria um campo diferenciavel N : M — R3 de vetores
normais unitarios. Tomando esses vetores ao longo do circulo 2 4 y? = 4, observe pela
Figura 15 que, depois de uma volta completa, IV retorna a sua posicao inicial com sentido
contrario, o que contradiz a orientabilidade de M. Note que nao ha como fazer uma

escolha do que seria um “lado” para a faixa de Mobius.

2.4.2 1 A Segunda Forma Fundamental

Enquanto a primeira forma fundamental de uma superficie regular nos permite es-
tudar medidas sobre a superficie, a segunda forma fundamental definida nesta se¢ao nos
diz sobre como ela se comporta no espago e esta relacionada com o quanto a superficie
se encurva no espaco, ou seja, o quanto ela se afasta, em cada ponto, de seu plano tan-
gente. Esse afastamento se dé, geometricamente, através da variacao do vetor normal da

superficie. Para este estudo, consideraremos superficies regulares orientéveis.

Definicao 2.31. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacao N. A aplicacio N :

S — R3 toma seus valores na esfera unitaria
S ={(x,y,2) eR® | 2* +y* + 2* = 1}.

A aplicacdo N : S — S2, assim definida, ¢ chamada de aplicagao de Gauss de S
(Figura 16).

Além disso, a aplicagdo de Gauss é diferencidvel e assim, podemos falar na sua
diferencial. Sejam p € S e AN, : T,S — T, S? a diferencial de N em p. Como T(,)S?
e T,,S sao iguais como espagos vetoriais, dV,, pode ser vista como um operador linear em
T,S.



2.4 A Aplicagao de Gauss e a Segunda Forma Fundamental 29

Figura 16: Aplicagao de Gauss.

TN/

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Considere dN,, : T,,S — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss em p e uma curva
diferenciavel a : (—¢,e) = S com «(0) =p e o/(0) = w € T,,S. Entao dN,(w) = N'(0) €
1,5, onde N(t) = Noa(t), mede a taxa de variacdo com que N, restrita a curva «, muda
de dire¢do numa vizinhanca de ¢ = 0. Assim, dV, mede quanto N se afasta de N(p)

numa vizinhanca de p, isto é, mede quanto S se afasta de 7,,S numa vizinhanga de p.

Proposicao 2.32. (DELGADO; FRENSEL, 2017, p. 166-167) A diferencial da apli-
cagao normal de Gauss dN, : 17,5 — 7,5 ¢ uma aplicacao linear auto-adjunta, isto é,
(AN (w1), we) = (wy, dN,(ws)), para todos wy,ws € T,,5.

Deste fato, podemos extrair algumas propriedades, como a de que, para cada apli-
cagdo linear auto-adjunta associamos uma aplica¢do bilinear e simétrica B(wq,ws) =
(—dN,(w1),ws) (para todos wy,wy € T,5) e uma forma quadratica Q(w) = B(w,w) =

(—dN,(w),w) (para todo w € T,,S), o que torna intuitiva a seguinte definicao.

Definigao 2.33. A forma quadratica I, : T,,S — R definida por I,(w) = —(dN,(w), w)

¢ chamada a segunda forma fundamental de S em p

Observacgao 2.34. Das propriedades de aplicacao linear auto-adjunta temos que existe
uma base ortonormal {ej,es} de T,S tal que dN,(e1) = Arer, dNy(e2) = Aqeq, ou seja,
e; e ey sao autovetores de dN,. Além disso, a matriz de dN, relativa a base {e;,es}
é diagonal e os autovalores A, A, com A; > Ay, da diagonal sao o méximo e minimo,
respectivamente, da forma quadréatica Q(w) = (—dN,(w),w) sobre o circulo unitario de
T,S (DELGADO; FRENSEL, 2017, p. 161-164).

Exemplo 2.35. Seja P o plano dado no Exemplo 2.16. Como o campo de vetores normais
unitarios NV é constante, temos que dN, = 0, isto é, todo vetor de 7,5 é um autovetor

associado ao autovalor zero.
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Exemplo 2.36. Considerando o cilindro C' = {(z,y,2) € R® | 22 + y* = 1}. Temos
que N(z,y,2) = (z,9,0) e N(x,y,2) = (—x,—y,0) sdo os dois campos diferencidveis de

vetores normais unitarios em C.

Figura 17: Cilindro C' e os campos diferenciéveis de vetores normais unitarios N e N.
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Fonte: Elaboragao propria (2025).

Além disso, se w; é um vetor tangente ao cilindro e paralelo ao eixo-z, entao
dN,(w;) = dN,(w;) = 0, isto é, w; é um autovetor de dN, e dN, associado ao au-
tovalor 0. Caso ws seja um vetor tangente ao cilindro e paralelo ao plano-xy, entao
dN,(w) = —wy e AN, (wy) = wy, isto &, w ¢ um autovetor de dN,, e de dN,, associado aos

autovalores -1 e 1, respectivamente.

Definigao 2.37. Seja C uma curva regular em S que passa por p, k(p) a curvatura de C
em p e cosf = (n(p), N(p)), onde n(p) é o vetor normal & C em p e N(p) é o vetor normal

a S em p. O namero k,(p) = k(p) cosf é chamado de curvatura normal de C em p.

Observagao 2.38. Seja C uma curva regular em S, com p € C, e « : [ — C uma
parametrizac¢do de C pelo comprimento de arco tal que a(0) = p e o/(0) = w.

Seja N(s) = N oa(s). Temos que (N(s),a”(s)) = —<N/(S), a/(s)), para todo s € I,
pois (N'(s),a'(s)) = 0. Logo,

IT,(v) = I1,(c/(0)) = —(dN,(/(0)), &' (0)) = —(=N (0),a'(0))
= (N(0),"(0)) = (N(p), k(p)n(p)) = £n(p).

Desta forma, o valor de /1, em um vetor unitario w € 7,5 ¢ igual & curvatura normal de

qualquer curva regular em S que passa por p e é tangente a w em p.

Proposigao 2.39. (Meusnier) (DO CARMO, 2010, p. 167) Todas as curvas de uma
superficie S que tém, em um ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a

mesma curvatura normal.

A Proposicao 2.39 nos permite definir a curvatura normal de S em p € S a partir
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de uma dada direcao w € 7,5 da seguinte maneira:

_ ]Ip(w)
Knp(w) B [p<w)

,we T,S —{0}.

Assim, kp, (0) = Kp, (Aw),Vw € T,S — {0} e A € R — {0}.

Observagao 2.40. Sendo dN,, : T,S — R3? a diferencial de N : S — S? em p, e {e1,ea}
uma base ortonormal de autovalores de dV,, tal que —dN,(e1) = kie1, —dN,(e2) = kqeo,

com ky > ko, como na Observagao 2.34, entao,
IT,(xey 4 yes) = kya® + kyy?,

para todo (z,y) € R? com z? + y* = 1, ou seja, k1 ¢ 0o maximo e ky ¢ 0 minimo das
curvaturas normais a S em p (DELGADO; FRENSEL, 2017, p. 177).

Exemplo 2.41. Considere S o paraboloide hiperbdlico como no Exemplo 2.15. Tomando
(2$7 _2y7 1)

Var? +4y? 4+ 1
(0,0,1), 7,5 = {plano-zy} e para w = (x,y,0) € TS, dN,(w) = (2z, —2y,0). Assim,

w; = (1,0,0) é um autovetor de —dN, associado ao autovalor -2 e wy = (0,1,0) é

, temos que, sendo p a origem de R3, N(p) =

como orienta¢ao N(x,y,z) =

um autovetor de —dJV, associado ao autovalor 2. Pela observagao anterior temos que
—2 < ki, (w) <2, Yw € T,8 — {0}.

Definigao 2.42. A curvatura normal maxima k; e a curvatura normal minima ko sao
chamadas curvaturas principais de S em p, e as direcoes dadas pelos autovetores e; e

es sao chamadas diregoes principais de S em p.

Exemplo 2.43. Em um plano, todas as dire¢oes em todos os pontos sao principais, pois

Kn, = 0.

Exemplo 2.44. No cilindro C, como no Exemplo 2.36, os vetores w; = (—a,b,0) e
wy = (0,0,1) fornecem as diregdes principais no ponto p = (a, b, ¢), correspondentes as

curvaturas principais 1 e 0, respectivamente.

Definicao 2.45. Sejam p € S e dN,, : 7,5 — T,S a diferencial da aplicacao normal de
Gauss em p. O determinante de dN,, é chamado a curvatura gaussiana K de S em p,
e o negativo da metade do traco de dN, ¢ chamado a curvatura média A de S em p.
Assim,

K(p) = det(dN,) e H(p) = —%trago(d]\fp).

No caso em que {ey,e3} é uma base ortonormal de 7,5 formada de autovetores de
dN,, com —dN,(e1) = kie; e —dN,(e2) = koeg, temos que
ki + ko

K(p) =kiky e H(p) = 5
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Mudangas na orientagao de S nao alteram a curvatura Gaussiana, mas alteram o
sinal da curvatura média.

Podemos classificar os pontos de uma superficie regular da seguinte forma.
Definicao 2.46. Um ponto p de uma superficie regular S é chamado:
(i) Eliptico, se det(dN,) > 0;
(ii) Hiperbdlico, se det(dN,) < 0;
(iii) Parabélico, se det(dN,) = 0, com dN, # 0;
(iv) Planar, se dN, = 0.

Pelas Defini¢oes 2.45 e 2.46 temos que, num ponto eliptico, a curvatura Gaussiana
é positiva e, portanto, as curvaturas principais tém o mesmo sinal. Em um ponto hiper-
bolico p, a curvatura Gaussiana é negativa. Assim, as curvaturas principais tém sinais
opostos. Em um ponto parabolico, a curvatura Gaussiana é nula, mas uma das curvaturas
principais é diferente de zero. Em um ponto planar p, todas as curvaturas normais sao
nulas e assim, K(p) = H(p) = 0.

Exemplo 2.47. Dos Exemplos 2.16 e 2.36, conclui-se, respectivamente, que todos os
pontos do plano sao planares e que todos os pontos do cilindro sdao parabdlicos. Além
disso, o Exemplo 2.41 nos permite afirmar que a origem do paraboloide hiperbolico é um

ponto hiperboélico.

Definicao 2.48. Seja p € S. Dizemos que uma diregao de 7,5 ¢ assintotica se a

curvatura normal em p nesta diregao é zero.
Observagao 2.49. w ¢é uma diregdo assintotica se, e somente se, w # 0 e I1,(w) = 0.

Exemplo 2.50. Segue do Exemplo 2.36 que em todos os pontos do cilindro C', a diregao

w = (0,0, 1) é assintotica.

Observagao 2.51. Podemos relacionar as classificagoes dos pontos de uma superficie

regular com a quantidade de direcoes assintoticas nele, de forma que:

(i) Se p é eliptico, entao K(p) > 0 e assim, a curvatura normal nunca se anula, ou

seja, nao ha diregoes assintoticas;

(ii) Se p é hiperbdlico, entdo k; e ko possuem sinais diferentes e, segue da Observagao
2.40, que ha duas direcoes solucoes para a equacao k122 + kyy? = 0, ou seja, existem

duas direcoes assintoticas no ponto;

(iii) Se p é parabdlico, entdao K = 0, com ky, ks ndo simultaneamente nulos, e segue da

Observagao 2.40 que ha apenas uma dire¢ao assintotica;
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(iv) Se p ¢ planar, entdo k,(w) = 0, para todo w € T,S e portanto, toda dire¢ao ¢

assintotica.

Podemos expressar a segunda forma fundamental a partir de um sistema de co-
ordenadas locais. Sejam S uma superficie orientada com orientacio N : S — S? e

¢ : U — ¢(U) uma parametrizagdo de S compativel com a orientacao de S, isto é,

N(u,v) = N(p(u,v)) = M(u, v), V(u,v)e€U.

T lew A o]

Tomando w € T,S e escrevendo w = ap,(q) + bp,(q), com p(q) = p, a expressao da
segunda forma fundamental na base {¢.(q), v»(¢)} é dada por

I,(w) = —(dNy(w), w) = —(aNu(q) + bN,(q), apu(q) + bp.(q))
= a’e(q) + 2ab g(q) + b*f(q), (2)

onde

(@) = (N(2), Puu(q))

(@) = (Nu(9), pulq))
= (N(9), pou(@)) = (N(q), Pun(4))

9(q) = —(No(q), pu(q)) = (N(q), puu(q))-

As fungoes e, f,g : U — R de classe C° sao os coeficientes da segunda forma

fundamental na base {¢,(q), v.(q)}.

Exemplo 2.52. A “sela de macaco” é a superficie regular S dada pelo grafico de

f(z,y) = 2® — 3ay?,

conforme Figura 18. Considerando a parametrizagao o(u,v) = (u,v,u® — 3uv?), temos

que suas primeiras e segundas derivadas sao dadas, respectivamente, por

wu(u,v) = (1,0,3u* — 3v?), p,(u,v) = (0,1, —6uv),
Ouu(u,v) = (0,0,6u), wu(u,v) =(0,0,—6v) e py,(u,v) = (0,0, —6u).

Observe que em p = 0 € S, os coeficientes da segunda forma fundamental sao todos nulos.

Consequentemente, 11, = 0 e assim, p ¢ um ponto planar.

Podemos também obter as seguintes expressoes para o célculo das curvaturas Gaus-

siana e Média utilizando os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais (DEL-
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Figura 18: Sela de macaco.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

GADO; FRENSEL, 2017, p. 188-190):

eqg — f? _leG—-2fF+gE

K(p) =

Exemplo 2.53. Considere o toro T coberto pela parametrizagao
o(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+ rcosu)senv, rsenu),
onde U = (0,27) x (0,27). Desta forma

—7SeN U COS U, —T" SeN U Sen v, T COS U);

a+ rcosu)senw, (a+ rcosu)cosv,0);

(u,v) = (
(u,v) = (
Cuu(t, v) = (=7 Ccosu cosv, —r cosusen v, —r sen u);
(u,v) = (rsenusenv, —rsenucosv,0);
(u,v) = (

Logo, os coeficientes da segunda forma sao dados por

(Pu N Puy )

e(u,v) = (N, puu) (U, v) = Tow A ool (u,v) =5
= w, v :—«Ou/\(pv’@w>uv =0;
f(U,U) - <N7 901w>( ’ ) ||<Pu A SOU” ( ’ ) 07

<90u A @y, Spvv>

—m@ € (p) 9 EG — F? (q)-

—(a + rcosu) cosv, —(a+ rcosu)senwv,0).

(u,v) = (@ + rcosu) cosu.
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Do Exemplo 2.25 e de (3), segue que

Cos u
K _ o ve
(,0) r(a+rcosu)’

e assim, K s6 depende de u, ou seja, K é constante ao longo de um paralelo, o que nos

permite concluir que

s s
(i) Os pontos dos paralelos u = 5 eu = > possuem gaussiana nula e portanto, sao

parabolicos.

Figura 19: Curvatura gaussiana K no toro 1" e seus respectivos pontos.

Cfirculo geratriz

Fonte: Elaboracao propria (2025).

3
(ii) Os pontos ao longo da regiao do toro dados por u € (0, —) U <77T, 27r> a curvatura

é positiva e assim, tais pontos sao elipticos.

T 37
(iii) Os pontos ao longo da regiao do toro dados por u € (5, 7) possuem gaussiana

negativa e sendo assim, sao hiperbélicos.

Veja a representagao na Figura 19.

Desta forma, podemos iniciar o Capitulo 3 com enfoque em singularidades de aplica-
¢oes diferenciaveis afim de estudar uma das intersecgoes entre tais capitulos, as superficies

singulares.
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CAPITULO 3

Singularidades de aplicacoes

diferenciaveis

Neste capitulo, realizamos uma breve introducao a Teoria das Singularidades, com
base em Atique e Saia (2006) e Gibson (1979). Em Izumya et al. (2016), os autores também
dedicam um capitulo todo ao estudo de ferramentas de Teoria das Singularidades que sao
utilizadas no estudo de geometria diferencial de variedades regulares. Tais ferramentas
também podem ser utilizadas no estudo de geometria de variedades singulares. Desta
forma, o objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados que serao
aplicados no Capitulo 4 para o estudo da geometria diferencial de superficies singulares

de coposto 1 em R3.

3.1 | Germes e Jatos

O estudo de singularidades de aplicacoes diferenciaveis é realizado localmente; para
isso, é necessario estudar aplicacoes que se comportam de forma semelhante no ponto
analisado. Os seguintes resultados serao enunciados considerando aplicagoes de R™ em
RP mas podem ser feitos de forma mais abrangente, considerando fung¢oes definidas entre
variedades diferenciaveis N e P quaisquer (para mais detalhes, ver Gibson (1979)). A es-
colha para tal abordagem se deve ao foco deste trabalho em parametrizacoes de superficies
singulares em R3.

Consideremos a seguinte relagao no conjunto de todas as aplicagdes suaves (de classe

C*) definidas em uma vizinhanca de x € R™ com contradominio R?.

Definicao 3.1. Sejam U; e U, vizinhancgas de x € R"™. Duas aplicagoes suaves f; : Uy C
R™ = RP e fy: Uy C R™ — RP sdo equivalentes (f; ~ f2) quando existir uma vizinhanga
UcCU NUydexemR" tal que fi |y= fo |v (Figura 20).

A relagao “~” é uma relacao de equivaléncia. De fato:

o A relagao é reflexiva. Seja fi : Uy C R” — RP. Tomando U = Uy, temos f |y = f |u

e entao f ~ f.

e A relagao é simétrica. Sejam f; : Uy — RP e fo : Uy C R™ — RP tais que f; ~ fo, ou
seja, existe U C Uy N U, tal que fi |y = f2 |v. Tomando U’ = U temos a igualdade
f2 lvr = fi v e, portanto, fo ~ fi.
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e A relagao é transitiva. Sejam f1, fo como acima e f3 : U3 C R” — RP tais que f; ~ fo
e fo ~ f3, ouseja, existem U’ C Uy NUy e U” C UyNUs de forma que fi |pr = fo |
e fo lun = f3 |r. Tomando U = U'NU” temos que fi |y = f2 |v = f3 |u e portanto,
Ji~Js

Figura 20: Germes de aplicacao em z = 0 quando n =p = 1.

0
AR

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Sempre que definimos uma relagao de equivaléncia em um conjunto, podemos con-
siderar as classes de equivaléncia dos elementos do conjunto via tal relacao. Neste caso,
as classes de equivaléncia sao chamadas de germes de aplicagao em x e um elemento

da classe de equivaléncia é chamado representante do germe.

Observacao 3.2. A notagao f : (R",z) — (RP,y) indica que f(z) = y, ou seja, f é um
germe de aplicagao em x que satisfaz a condigao f(z) = y. Quando nao é fixada a imagem

de x, escrevemos simplesmente f : (R", ) — RP. Chamamos R" de fonte e R? de meta.

Exemplo 3.3. Considere f,g : (R,0) — (R,0) dados por: f(x) =z e g(x) = |z|. Note
que, para todo p € (0,+00), temos que f ~ g, pois existe uma vizinhanga de p em que f

e g coincidem, como ilustrado na Figura 21.

Figura 21: Gréficos de f(z) = x de azul, de g(z) = |z| de vermelho e de roxo, onde
coincidem.

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Definigao 3.4. Para cada germe f : (R",z) — (RP,y), a derivada d, f : T,R" — T,R?
é definida como sendo a derivada em x de qualquer representante. Além disso, dizemos
que f: (R" z) — (RP,y) ¢ um germe de difeomorfismo se um de seus representantes

é um germe de difeomorfismo local.

Exemplo 3.5. Considere f : R — R dada por f(z) = z%. Note que f nao injetora, pois
f(=z) = f(x), para todo € R. Logo, f nao é difeomorfismo. No entanto, para todo
peR—{0}, f: (R,p) — (R,p?) é um germe de difeomorfismo, veja na Figura 22.

Figura 22: Grafico de f(r) = 2 em vermelho.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Definicao 3.6. O posto de um germe f : (R",z2) — (RP,y) é definido como o posto da
derivada de um de seus representantes em z. Quando o posto é igual a n, o germe é
imersivel e quando o posto ¢é igual a p, dizemos que o germe é submersivel. Quando o

germe nao ¢ nem imersivel nem submersivel em x dizemos que z é um ponto singular.

Exemplo 3.7. Considere o germe f : (R? 0) — (R?, 0) que parametriza o paraboloide
eliptico, dado por f(z,y) = (z,y,2* + y?). Note que, sua Jacobiana é dada por

—_
=)

Jfooy=10 11,
0

e}

ou seja, possui posto 2. Desta forma, f é imersivel.
Segue dos resultados do Capitulo 2 que toda parametrizacao de uma superficie

regular é um germe imersivel.

Exemplo 3.8. Seja ¢ : (R?,0) — (R,0) a projecao dada por g(z,y) = z. Sua jacobiana

na origem ¢é dada por
JGg0,0) = (1 0) ;

e desta forma, g é submersivel.
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Exemplo 3.9. Considere h : (R? 0) — (R?,0) o germe de aplicagiao dado por h(z,y) =

(z,9% ry). Sua jacobiana ¢ dada por

—
S

Jh(o}o) -

o O
o O

e portanto, (0,0) é um ponto singular de h.

Definigao 3.10. O espago dos jatos J*(n,p) é o espaco vetorial real das aplicagoes
f=(f1,..-, fp) : R = R? onde cada componente f; de f é um polinémio de grau menor
ou igual a k£ nas coordenadas canonicas x1, o, ..., 2, de R™ com termo constante nulo.
Os elementos de J*(n,p) sdo chamados k-jatos.

Para cada aplicacao de classe C*°f : R® — RP e cada a € R", definimos a aplicagao
G*f :R™ — J¥(n,p) por: j*f(a) é o polinomio de Taylor de f(x + a) — f(a) de ordem k

na origem. A aplicacdo j*f é de classe C*° e j*f(a) é chamado o k-jato de f em a.

Note que na Defini¢cao 3.10 podemos trocar “aplicagoes f : R” — RP” por germes de

aplicacoes f : (R", z) — (RP,y) de maneira natural.

Exemplo 3.11. Seja f : R — R. Para obter j*f(a),a € R, definimos g(x) = f(z + a) —

f(a) e calculamos o seu polinomio de Taylor em 0. Obtemos:

g (x) = f(x+a)=g(0) = f(a)

Continuando o processo, concluimos que:

f"(a)z? f¥(a)a"
ottt T

7 f(a) = f'(a)r +
Tomando como caso particular, calculemos o 3-jato de f(x) = senz na origem.
o f'(r)=cosz= f'(0)=1;
o f'(x)=—senz = f"(0) =0;
o ["(z)=—cosx= f"(0)=—1;

E, portanto, temos que o 3-jato de f(x) = senz na origem ¢é dado por:

conforme Figura 23.
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Figura 23: Gréafico de f(x) = senx de azul e de seu 3-jato na origem de vermelho.

RN

N

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Exemplo 3.12. Considere agora o germe de aplicacao f : (R?,0) — (R3, 0) dado por
f(x,y) = (x,y* 23y +y). Para calcular seu 3-jato na origem, sabemos que, escrevendo

f = <f1>f27f3):

oiti o oiti o oiti o
d]EO,O)f(:B? y) = ( fl (09 O)xzij f2 (07 0)$Zy]’ Z f3 (Oa O)xly]) :

i+j=k Ox'y’ itj=k oz'y’ i+j=k oz'y’
Assim, o 3-jato de f na origem ¢é dado por:

d%o,O)f(wv Y) n d?op)f(xa Y)

7°F(0) = doo) f(z,y) + o1 31

Obtemos, entao, que j°f(0) = (x,y? y), conforme Figura 24.

Figura 24: Traco de f(z,y) = (z,y? 2%y + y) em branco e de seu 3-jato em vermelho.

NEA |
Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Nota-se nas Figuras 23 e 24, o comportamento semelhante dos jatos as suas respec-
tivas fungoes no ponto de interesse e diferente quando nos afastamos dele. Como estamos
interessados em um estudo local, é possivel encontrar uma aplicacao mais facil de ser
trabalhada, a partir de outros representantes do mesmo germe, ou dos k-jatos de algum
desses germes. Isso serd de especial importancia no Capitulo 4, quando forem estudadas
as propriedades geométricas de segunda ordem de superficies singulares. Na ocasiao, sera
mostrado que informagoes geométricas da geometria diferencial de superficies de coposto

1 em R3 estardo em dependéncia direta com o 2-jato de suas parametrizacoes locais.

3.2 1 O anel &,

A partir de agora, por simplicidade, as defini¢oes e resultados serao enunciados para
germes de aplica¢@o na origem, ou seja, f: (R",0) — (R?,0).

Em particular, quando p = 1, o conjunto dos germes de aplicagao f : (R",0) — RP
possui uma estrutura de anel local, ou seja, possui somente um ideal maximal. Tal
estrutura fornece ferramentas que serao necessarias nas proximas secoes, onde serao feitas

classificagoes de aplicagoes singulares.

Definigao 3.13. O conjunto de germes de aplicagao f : (R™,0) — R? de classe C* é de-
notado por &, ,. Quando p = 1, este conjunto ¢ denotado por &,,. Em geral, consideramos

germes f € &,, tais que f(0) = 0.
Proposigao 3.14. Valem os seguintes resultados:

(i) f € &, possui inverso multiplicativo se, e somente se, f(0) # 0.

(ii) &, é um anel local cujo ideal maximal ¢ M,, = {f € &,; f(0) = 0}.
Demonstracgao:

(i) Seja f € &, invertivel. Logo existe g € &, tal que f(z).g(x) = 1, para todo z € R".
Em particular, f(0).g(0) = 1, ou seja, f(0) # 0.

Por outro lado, suponha que f(0) # 0. Como f é de classe C'*°, em particular, f é
continua. Pelo Teorema de Conservagao do Sinal, existe um aberto U € R™ contendo
0 tal que f(z) # 0, para todo x € U. Assim, para z € U, existe g(z) = ﬁ, ou seja,

g(x).f(z) =1, onde g é de classe C*. Portanto, f é localmente invertivel.

(ii) &, é um conjunto de germes, ou seja, cada elemento é uma classe de equivaléncia.
Denotamos o germe entao por [f] de forma a deixar esta representacao mais clara.

Definimos as operagoes de soma e produto respectivamente como:

1+ 19l =1f +glelfl*lg=I[fgl
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Como os representantes dos germes sao aplicagoes, as operagoes estao bem definidas.

Sejam [f1], [fa], [f3] € .. Para a operac¢ao + temos:

(a) Associatividade:

LAl + (fel + 1) = Al +fe+ sl =i+ fat+ f3] =
= [(fr + f2) + f3] = [fr + fo] + [fs] = ([fi] + [fo]) + [fs]-

(b) Comutatividade:
il + [l =i+ fo = o+ fi] = [fo] + [1]-

(c) Existéncia do elemento neutro: Seja e : (R",0) — R, e(z) =0, para todo

x € R™. Note que:

1+ =[f+el=[f+0]=[fl,V[f] € &

(d) Existéncia do inverso: Para todo [f] € &,, existe [-f] € &,, —f : (R",0) —
R dado por (—f)(z) = —f(x), tal que:

S+ ==+ N = = f1=10]=e.
Portanto, (£,,+) é um grupo abeliano. Para a operacao * temos:

(a) Associatividade:

L] * ([f2] * [fs]) = Uil * [fo-fs] = [fr-fouf3] = [(f1-fo) - f3] = [fi-fal % [fs] =
([fa] * [fo]) * [f5]-

(b) Comutatividade:
il [fo] = [fi-fo] = [fo- ] = [fo] * [ful-
(c) Distributividade a direita:

(L] + [fo]) * [fs] = [(fr + f)] * [fs] = [(fr + fo) - f3] = [fi-fs + fo f3] =
Lf1-f3] + [fa-fa] = [fa] = [fa] + [fa] * [fa]-

A distributividade & esquerda é provada analogamente.

(d) Existéncia do elemento neutro: Seja 1: (R",0) - R, 1(z) = 1, para todo
x € R". Assim:

[+ [f] =[] = [f], VIf] €&

Portanto, &, é um anel comutativo com identidade. Provemos agora que é um anel

local, ou seja, possui um tnico ideal maximal M,, = {f € &,; f(0) = 0}.

Observe que M,, # &, pois [e] = [0] € M,,. Vejamos que o conjunto M,, é um ideal:
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(a) Sejam [f1],[f2] € M., logo f1(0) = f2(0) = 0. Assim,

[f1 — f2](0) = (f1 — f2)(0) = 0.

Portanto, [fi — f2] € M,,.
(b) Se [f1] € &, e [f2] € M, entéo

[f1-£2](0) = f1(0) . f2(0) = f1(0) . 0 =0.
Portanto, [f1.f2] € M, ou seja, M,, é um ideal de &,.

Provemos que M,, ¢ maximal. Suponha [ ideal de &,, tal que M,, C I, desta forma,
existe [f] € I tal que [f] ¢ M,. Logo, f(0) # 0 e pelo item (i) temos que f &
invertivel, isto é, existe g € &, tal que f.g = 1. Por definicao de ideal, 1 € I, isto &,
En=1.

Assim, M,, é um ideal maximal. Analogamente, provemos que ele é tnico. Seja J
maximal de &, com J # M,, logo existe [f] € J tal que f(0) # 0e J = E&,, ou seja,

&, € um anel local.

Concluimos assim a demonstracao do resultado. 0

O lema a seguir sera tutil para a demonstragao da Proposicao 3.16, em que sera mos-

trado que o ideal maximal M,, é finitamente gerado e sao encontrados os seus geradores.

Lema 3.15. (Lema de Hadamard) Sejam U uma vizinhanga convexa de 0 em R" e
f:UXxR?— R de classe C* tal que f(0,y) = 0, para qualquer y € R?. Entao existem
funcoes fi, ..., f, definidas em U xR? tais que f(z1,...,%n, Y1, .-, Yq) = T1f1+. ..+ 2n fo

Demonstracao: Considerando f(tzy,...,tx,, y1,...,Y,), & partir do Teorema Funda-

mental do Calculo temos que:

/1 df(tzy, ..., txe,y1,. ..
0 dt

Note que, pela Regra da Cadeia:

df(tzy, .. tTn, Y1, ., Yg) ., of
dt 18%1

of
(tey, ..., yy) + ... —|—xna—xn(m1, s Yg)-

of
83355

1
Assim, f(z,y) = x1fi + ...+ xnfn, onde f; = / (tzy,...,y,)dt, parai=1,...n. O
0

Proposicao 3.16. O ideal maximal M, é gerado por {z1,...,z,}, ou seja, M, =

(x1,...,x,), onde cada x; é a fungao projecao fi(zy,...,T,) = x;.
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Demonstragao: Seja f € (z1,...,x,), ou seja, f = x1f1 + ... + 2, fn. Assim, f(0) =
0fi+...40f, =0e f € M,,isto é, (xi,...,x,) C M,. Tome agora f € M,,. Pelo Lema
de Hadamard (3.15), para o caso ¢ = 0, existem fi,..., f, tais que f = x1f1 + ... 2, fn,

ou seja, f € (x1,...,x,), 0 que conclui a demonstragao. O

Seja k um inteiro positivo. A k-ésima poténcia do ideal maximal M, é denotado
por MF. Assim, MF = (z*. ... xiridy + ...+ 1, = k). Podemos melhor caracterizé-lo a

partir da seguinte proposicao.
Proposigao 3.17. Nas condigoes anteriores, vale que M* = {f € &, | j*71f(0) = 0}.

Demonstragao: Vejamos primeiramente que M* C {f € &, | 7*71f(0) = 0}. Consi-
dere g € MF, entao g ¢ formada por monoémios de n variaveis de grau maior ou igual a
k e assim, todas as suas derivadas de ordem k£ — 1 se anulam na origem. Desta forma,
ge{f €& |j*1f(0) =0} e portanto, vale a inclusdo.

Por outro lado, mostremos por indugao que {f € &, | 7*71f(0) = 0} c ME.

e Quando k = 1, por definigao vale que M,, = {f € &, | f(0) = 0} e segue o resultado.

e Suponha que o resultado seja vélido para k — 1.

Considere f € {f € &, | 7*71f(0) = 0}. Como f € &,, vale que f(0) = 0 e, pelo

Lema de Hadamard para ¢ = 0, temos que

of
8:1:1»

1
f=x1fi+...2,f,, onde fi:/ (tzy,...,y,)dt, parai=1,...n.
0

Observe que, como j*~1f(0) = 0 o k-jato é uma soma e produto de derivadas, segue

%(O) =0, para todo i = 1,...,n, ou seja, cada f; € {f € &, | j*2f(0) =

0}. Assim, por hipétese de indugio, f; € MF~1 e entdo, z;f; € MF para todo

que jk:—2

i =1,...,n; consequentemente, temos que f € ME.

Portanto, M* = {f € &, | j*7*(0) = 0} -

Exemplo 3.18. Segue da proposi¢ao acima que o germe f(z,y) = 2 + 2z%y* + z¢°

3

esta contido em M3 = (23, 2%y, zy?, y?), pois j72f(0) = 0. Além disso, podemos escrever

flz,y) = 2* + (22 + y*)xy?.

3.3 | Acoes de grupos e oOrbita

Uma forma de estudarmos germes é classifica-los por meio de uma relacao de equi-
valéncia; assim, podemos estudar os representantes mais simples de cada classe de equiva-

léncia. Para tal, utilizaremos as 6rbitas de determinadas agoes de grupo em &, ,, a saber,



3.3 Agoes de grupos e orbita 45

os grupos R e A, grupos cujos elementos sao germes de difeomorfismos que agem através

de mudancgas de coordenadas nos elementos de &, ,,.

Definicao 3.19. Uma acao de um grupo G em um conjunto M # & é uma aplicagao

¢ : G x M — M denotada por ¢(g,z) = g.x tal que para todo x € M e g, h € G tém-se:

(i) ¢(1,2) = l.x = x, onde 1 & o elemento neutro de G.

(i) p(gh,x) = (gh).x = g.(h.z) = (g, ©(h, x)).

A defini¢cao acima induz uma relagao de equivaléncia: dizemos que x,y € M sao equiva-

lentes (~,,) se existir g € G tal que y = g.z. De fato:
e A relacao é reflexiva por defini¢ao.

e Se x ~, y, entdo existe g € G tais que y = g.z, como G ¢é grupo, existe g~ € G tal

que 9.7t =g l.g=1, assim g 'y = z, ou seja, y ~, .

e Sejam x,y,z € M tais que x ~, y ¢ y ~, z temos que existem g,h € G tal que

y=g.xez=hy,logo z = (hg).x, ou seja, x ~, 2.

O conjunto dos elementos y € M tais que existe g € G satisfazendo y = g.x é
chamado de é6rbita de x em M, ou seja, a Orbita é a classe de equivaléncia de x. Esse
conjunto sera denotado por G.x = {g.x | g € G}.

A agdo do grupo pode ser entendida como a maneira com que um grupo age num
conjunto, alterando seus elementos. A 6rbita, por sua vez, como o conjunto de elementos
que podem ser alcancados a partir de um elemento inicial, através da acao do grupo.

Podemos visualizar geometricamente essa ideia no Exemplo 3.21.

Proposicao 3.20. Seja G um grupo agindo em M. Duas érbitas ou sao disjuntas ou

iguais.

Demonstragao: Sejam xq, 19 € M tais que x7 # x9. Considere as orbitas G.x; e G.x5
tais que G.z1 # G.x5.

Suponha que G.x; N G.xy # O, isto é, existe y € G.xr; N G.zo. Logo, existem
g1, 92 € G tais que g7, =y = goxo. Assim, 11 = (g; *g2).72, logo x; € Gy. Analogamente
provamos que ro € G e assim G.x; = G.x5, 0 que é uma contradi¢ao.

Portanto, duas é6rbitas ou sao disjuntas ou iguais. 0

Exemplo 3.21. Considere o grupo G = O(n) = {A € M, | AA" = A'A = Id}, grupo
das matrizes ortogonais, e M = R". Seja ¢ : O(n) x R" — R"™ a agao definida por
(A, x) — A.x. Mostremos que as orbitas sao a origem e as hiperesferas com centro na
origem.

Por simplicidade, faremos para o caso n = 2:
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Figura 25: Orbitas das matrizes ortogonais para n = 2.

77 =\

)
&

N 7,

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Tome 0 = (0,0) € R% Para todo A € O(2), temos que ¢(A4,0) = A.0 = 0. Logo
G.0 = {0} é uma orbita. Além disto, da ortogonalidade de A, temos que

Yoy a c ' a b _ 10 N
b d c d 0 1
a2+ ab+cd (10
ab+ed VV+d2) \o 1)

Tomando = = (zg,yo) € R* — {(0,0)}, temos A.(zq,yo) = (axo + byo, cxo + dyo) € assim:

Ao, 90) — (0,0)]] = /x3(a? + 2) + G312 + d2) + Zroyo(ab + cd) = /3 + 1.

Portanto, para todo z € R? e todo A € O(2), a distancia de A.x até a origem é constante.
Por outro lado, se e T pertencem ao circulo centrado na origem de raio r, seja 6 o

angulo entre z e . Tome

senf cosf

A, — (cos@ —sen@) c0().

Ay é a rotacao tal que A.x = T. Assim, as o6rbitas sao circulos centrados na origem.

3.3.1 1 O grupo R

Estudando os germes f : (R™,0) — (R”,0), ou seja, os elementos de &, ,, quere-
mos obter uma lista parcial das classes de equivaléncias destes germes, a menos de uma

mudanca de coordenadas na fonte. Para isto, consideraremos o conjunto

Diff(R",0) = {h: (R",0) — (R",0) | h é germe de difeomorfismo}.
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Munindo tal conjunto com a operagao de composigao, temos o grupo (Dif f(R™,0),0), o
qual denotaremos por R, quando estiver clara a dimensao n em que esté sendo trabalhada.
Vejamos que R ¢, de fato, um grupo. Dados [hi], [hs], [hs] € Dif f(R™,0), temos

que sao validas:

(a) Associatividade:

([ha] o [ha]) o [h3] = ([h1 © ha] o [hs] = [(h1 © ha) 0 ha] = [hy © hy 0 hy]
= [hy o (hg o h3)] = [h1] o [(hs © hy)] = [h1] o [ha] o [hs].

(b) Existéncia do elemento neutro: Considere a identidade em R™ denotada por
Id,. Assim, Id, é um germe de difeomorfismo e vale que Id,(0) = 0, ou seja,
[Id,] € Dif f(R", 0). Desta forma, temos que

[hi] o [Idy) = [h1] = [Idy] o [hy].

(c) Existéncia do inverso: Seja [hi] € Dif f(R™,0), tome hy € [hy], assim, sua in-
versa, hi', é germe de difeomorfismo com h~'(0) = 0 e, consequentemente, [h;'] €
Dif f(R™,0). Dai, temos que

(i) o [hi'] = [ha o hy'] = [Idy] = [l 0 ha] = [ "] o [Pa].

Portanto, R ¢ um grupo e, além disso, vejamos que ele age sobre &, , da seguinte forma:

o Rx&E,p, — Eunp
(hf) '+ hf =foh™

De fato:
e Para todo f € &, , temos que ¢(Id,, f) = fold, = f.

e Dados hi,hs € Re f €&, ,, temos que:
@((hyohy), f) = fo(hiohy)™ = fohyohit =p(hy,p(hy, f)).

Desta forma, ¢ é uma acao de R sobre &,,. Tal acao nos permite classificar os
germes f : (R™,0) — (RP,0) a partir das mudancas de coordenadas em R". Além disso,

devido a importancia dessa classificacao, as suas 6rbitas recebem a seguinte nomenclatura.

Definicao 3.22. Dois germes f,g € &,, sao R-equivalentes se existe um germe de

difeomorfismo h : (R™,0) — (R",0) tal que f = go h™!, isto ¢, se o diagrama comuta
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(R™,0) L (RP,0)

il O
(R",0)

denota-se f ~x g.

Exemplo 3.23. Os germes de aplicagdo f,g € &3 dados por f(z,y) = (z,y% y°) e
g(z,y) = (—z,42* + dzy + y?, 8% + 1222y + 62y + 49°) sdo R-equivalentes e seus tragos
coincidem (ver Figura 26). De fato, tome o difeomorfismo h(z,y) = (—z,2z + y). Assim,
flx.y) = (goh™)(z,y).

Figura 26: Traco do germe de aplicagao f(z,y) = (z,y?, y°).

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Observacao 3.24. Note que, se considerarmos ¢, 1) germes de parametrizacoes de super-
ficies regulares como definido no Capitulo 2, ¢ e 1 sao R-equivalentes se, e somente se,

@ e 1 descrevem a mesma superficie.

A relagao de R-equivaléncia definida acima induz a seguinte relagao de equivaléncia

no espaco dos jatos J¢(n, p):

Definigao 3.25. Dois germes de aplicagao f, g € &,, sdo R%equivalentes se, e somente
se, existe h : (R™,0) — (R",0) difeomorfismo tal que

7£(0) = j*(g o h™1)(0).

Denota-se f ~ga g.

Exemplo 3.26. Considerando f,¢g : (R,0) — (R,0) dados por f(z) = senz e g(z) =
2z + 2°, temos, pelo Exemplo 3.11 que f ~z:1 g, pois

71 f(0) =2 =j"(goh™")(0),
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onde h™!: (R,0) — (R,0) ¢ dado por h™!(x) = z/2.

3.3.2 I O grupo A

Podemos estender as nogoes da subsecao anterior e estudar os elementos de &, ,,
considerando também mudancas de coordenadas na meta. Desta forma, temos como
objetivo, nesta subsecao, definir classes de equivaléncia destes germes, a menos de uma
mudanca de coordenadas na fonte e uma na meta.

Para tal, considere o grupo (Dif f(R",0) x Dif f(RP,0),0), o qual denotaremos por
A, quando estiverem claras as dimensoes n e p tratadas. Além disso, temos que A age

sobre &, , através de

v AxE,, — Enp
((h, k), f) = @((hk),f) =kofoh

De fato:

e Note que, o elemento neutro de A ¢ dado por (Id,,Id,), onde Id, e Id, sao os
elementos neutros de Dif f(R",0) e Dif f(RP,0), respectivamente. Assim, para
todo f € M = &, , vale que:

o(Id,, Id,, ) = Id,o fold, = f.

e Sejam hy,hy € Dif f(R",0) e ki, ke € Dif f(RP,0), escrevendo g = (hy, k1) e h =

(hg, ks), temos que:

©((gh), f) = @((h1 o hg, ki oks), f) =kyokso fo(hiohy)™
=kiokyofohytohit =kio(kyofohy)ohi! =(g,p(h,f))

Portanto, ¢ é¢ uma acao de A sobre &, ,. Tal acao nos permite classificar os germes
f:(R",0) — (RP,0) a partir das mudangas de coordenadas em R" e em RP. Analogo a
secao anterior, a importancia dessa classificacao define a seguinte nomenclatura para suas

Orbitas.

Definigao 3.27. Dois germes f, g : (R",0) — (RP,0) sao A-equivalentes quando existem
germes de difeomorfismos h : (R",0) — (R™,0) e k : (R?,0) — (RP,0) para os quais o

seguinte diagrama comuta:
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istoé, f=kogoh™ (ou foh=kog). Denota-se f ~4 g.

Exemplo 3.28. Considere duas superficies em R3 localmente parametrizadas pelos ger-
mes de aplicagao f,g : (R?,0) — (R3,0), dados por: f(z,y) = (z,zy,y?), o cross-cap
(Figura 27) e g(z,y) = (y cos x* — zy cos 2%, y sen 2% + xy sen 2, %) (Figura 28). Vejamos

que eles sao A-equivalentes.

Figura 27: Traco de f(x,y) = (z,2y,y?), o cross-cap.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

De fato, considere os germes de aplicacao
h(z,y) = (y,x) e k(z,y,z) = (xcosz — ysen z, xsen z + y cos z, z),

h & um difeomorfismo e k£ é um difeomorfismo local em todo p € R3, pois seus respectivos

determinantes jacobianos sao constantes iguais a -1 e 1. Temos também que g(z,y) =

(ko foh)(x,y) e, portanto, f ~.4 g.

2

Figura 28: Traco de g(z,y) = (y cosx? — xy cos x?, y sen x? + xy sen 2%, 1?).

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Da mesma forma como feito anteriormente, conseguimos induzir naturalmente uma

relacao de equivaléncia nos d-jatos dos germes de aplicacao.
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Defini¢ao 3.29. Dois germes de aplicacdo f, g tém d-jatos A%equivalentes se existem
germes de difeomorfismos h : (R™,0) — (R",0) e k : (R?,0) — (RP,0) tais que:

j(foh)=jUkog)

e denotamos por f ~ 4a g.

Exemplo 3.30. Considere o cross-cap como no exemplo anterior, o germe de aplicacao
g: (R?0) — (R?,0), dado por g(x,y) = (z,32* + 2y* zy + y°), e o difeomorfismo

1
]{?(LL’, Y, Z) = (I, 2 §(y - 3]32)) :
Desta forma j2f(0) = j%(k 0 g)(0) e assim, f ~42 g. Além disso, este resultado pode ser

expandido, conforme sera realizado na Proposigao 4.31.

Observagao 3.31. Se f,g € &,, sao A-equivalentes, entdo existe h € Dif f(R",0) e
k € Dif f(RP,0), tais que:

foh=kog=jfoh)=j%kog),

isto é; f e g sao A%equivalentes. Observe que dois d-jatos sao A-equivalentes se, e somente

se, sao A%-equivalentes.

Observagao 3.32. O espago dos jatos J*(n,p) ¢ um subconjunto de &, ,. Desta forma,

a acdo de A ¢ a mesma de A? e 0 mesmo vale para R e R%.

Note pelas Figuras 27 e 28 que o grupo A nao é bom em conservar a geometria das
superficies estudadas. Para tal, definimos um tipo de aplicacao que nos auxiliaré a filtrar

o grupo A e melhor preservar a geometria de superficies equivalentes.

Definigao 3.33. (TENENBLAT, 2008, p. 82) Uma aplicacao F' : R? — RP é uma

isometria de R? se preserva distancias, isto é, para todos p,q € RP,

1F(p) — F(g)ll = llp — qll-

Temos que as translagoes sao isometrias e as rotagoes sao isometrias lineares.

Ao estudar a geometria de segunda ordem de superficies é interessante que sejam
preservados os 2-jatos no conjunto de parametrizacoes locais em &, ,. Para tanto, podemos
considerar o subgrupo R? x O(3) C A%, onde O(3) é o grupo de isometrias lineares na
meta.

Assim, temos as ferramentas necesséarias para estudar superficies singulares de co-
posto 1 na vizinhanca de seus pontos singulares. Tal estudo seré realizado no capitulo a

seguir.
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CAPITULO 4

Propriedades de superficies singulares

de coposto 1 em R?

Como visto no Capitulo 2, a condicao 3 da Definicao 2.1 garante a existéncia de
um plano tangente e de um vetor normal bem definidos nos pontos de uma superficie
regular. Consequentemente, é possivel definir e estudar a primeira e a segunda formas
fundamentais, as curvaturas normal, Gaussiana e média, ferramentas fundamentais no
estudo de superficies em geometria diferencial classica. Neste capitulo estudaremos su-
perficies M C R? em que essa condicao falha, em especifico, analisaremos quando para
alguma (e, consequentemente, toda) parametrizagdo em uma vizinhanga de p € M, tem-se
que sua matriz Jacobiana possui coposto 1 no ponto correspondente a p. Assim, dizemos
que p € M ¢é uma singularidade de coposto 1 de M.

Para tanto, definiremos a primeira e a segunda formas fundamentais com base em
Benedini Riul (2019) e Martins e Nunio-Ballesteros (2015) e as curvaturas umbilica e axial,
com base em Benedini Riul, Deolindo-Silva e Sinha (2023), Martins e Nuno-Ballesteros
(2015) e Sinha e Saji (2022). Como este estudo é realizado localmente em uma vizinhanca
do ponto singular, tais parametrizacoes serao sempre germes de aplicacoes. Além disso,
de forma a manter consonancia com a bibliografia estudada, utilizaremos coordenadas

(x,y) para estas aplicagoes.

4.1 | Reta tangente e plano normal

Definicao 4.1. Seja M C R? uma superficie com singularidade de coposto 1 em p € M.
Assumimos que M ¢é a imagem de uma aplicacdo g : M — R3 de classe C, onde M
¢ uma superficie regular suave e q € M é um ponto singular de g de coposto 1 tal que
9(q) =p.

Dado um sistema de coordenadas ¢ : U — R? definido em uma vizinhanca aberta
U de q em M, dizemos que f = go ¢! é uma parametrizagao local de M em p, como

mostra o diagrama abaixo.

R2«?> UcM -2 MCR?

W

Uma parametrizacao local também pode ser representada como na Figura 29.
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Figura 29: Representacao de uma parametrizagao local de uma superficie singular.

z M

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Exemplo 4.2. Considere a superficie M dada pela imagem de g : M — R®, onde M ¢ a

superficie regular parametrizada por
(@) = (g2’ +y) e glry,2) = (9% 2° —y* = 2).
Desta forma, p = 0 € M é uma singularidade de coposto 1 e
flay) =gop (z,y) = (z,y% 2" =2 —y* —y)

¢ uma parametrizagao local de M, conforme Figura 30.

Figura 30: Parametrizagao local f(z,y) = (z,y? 2% — 23 — y* — y).

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Na pratica consideramos M = R2, isto é, tomamos a superficie regular sendo o
plano-zy e assim, ¢ = Idy e f(z,y) = g(z,y), o que diminui as dificuldades apresentadas
no Exemplo 4.2. Além disso, denotaremos neste capitulo 9, = (¢~ 1).(q) e 9, = (¢ 1)y (q),

para simplificar a notacao.

Definicao 4.3. Sejam f e g como na Definigao 4.1 e dg, : TqM — T,R? a diferencial de g
em ¢. Definimos a reta tangente de M em p como a imagem de dg,, a qual denotamos
como T, M = Im(dg,). A partir da reta tangente, definimos o plano normal N, M em p, de
forma que R® = T,M @ N, M. Denotaremos as suas correspondentes proje¢oes ortogonais
por:

T TPR3 — T,M Ty TPR3 — N,M

w — i (w) w = ma(w).

Exemplo 4.4. Seja M o cone de uma folha dado no Exemplo 2.9. Tomando a para-

metrizagao local f(z,y) = (zcosy,zseny,x), a Jacobiana de f em ¢ = (0,0) ¢ dada

por
cosy —xseny 10

Jf(z,y) = |seny xcosy | =Jf;=[0 0

1 0 10

Portanto, f(¢) = p = 0 é um ponto de coposto 1 de M. Calculando a diferencial de f em
p temos que T,M = {(2,0,2) € R® | x = z} e assim, N,M = {(z,y,2) € R* | z = —x},

como na Figura 31.

Figura 31: Plano normal e reta tangente do vértice do cone de uma folha.

|

z

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Exemplo 4.5. Considere M a superficie que é definida localmente pela imagem de

flz,y) = (32" + 227y, 2 + 2y, y).
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Segundo (FUKUI; HASEGAWA, 2012, p. 63), denominamos-a como cuspidal lips. Ana-

lisando a matriz jacobiana de f em ¢ = (0,0), temos que

Jfe=

o O O
_ o O

E assim, p = 0 € M é uma singularidade de coposto 1. Além disso, obtemos que T,M =
{eixo-z} e N,M = {plano-zy} (Figura 32).

Figura 32: Cuspidal lips dada pela imagem de f(z,y) = (3z* + 22%y%, 2® + 29%, v).
)

F4

M

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Analogamente ao caso regular, o produto interno euclidiano de R? induz a primeira
forma fundamental para superficies de coposto 1. A diferenca neste caso é o espaco onde
ela esté definida. Como nao esta definido um plano tangente para M em p, utilizaremos
do fato que todo vetor da reta tangente de M ¢ imagem de dg, para algum u € TqM .
Desta forma, utilizaremos os vetores tangentes bem definidos da superficie regular M em

q para a definicao das formas fundamentais da superficie singular M.

Definicao 4.6. A forma quadratica [ : TqJ\Z/ X TqM — R, dada por

I{u,v) = (dgy(u), dge(v))
¢ chamada a primeira forma fundamental da superficie singular M em p.

Tomando uma parametrizacao local f = go =t de M em p, temos que, se « :
I — o(U), a(t) = (xg+t,yo) € uma curva parametrizada diferenciavel em (U), tal que

q = (x0,Y0), entao:

4g0) = $lgo (g7 o)) = Lo = Filela)

t=0 t=0
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Analogamente, sendo 5 : I — ¢(U), 5(t) = (zo, yo + t) curva parametrizada diferenciavel,

entao:

ag0,) = Slgo (e o B0)| = S(FoB)D| = filela)

dt t=0 t=0

Assim, como {0,,0,} é uma base de T, M, podemos escrever os coeficientes da

primeira forma fundamental, considerando a parametrizagao ¢ como:

E(q) = 1(0x,0:) = (fo, f2)(¢(q)), F(q) = (0, 0y) = (fu, f,)(¢(q)),

G(q) = [(ayaay) = <fyafy>(%0(Q))-

Tomando u,v € T, qM e escrevendo u = ad, + bd, e v = c0, + dd,, temos que:

I(u,v) = I(ad, + b0, c0, + d0,) = (dg,(ad, + b0y), dg,(c0, + ddy))
= ac(dgq(x), dgqe(9)) + (ad + be)(dgy(Ds), dge(0y)) + bd{dgy(Ds), dgy(Dy))
= acE(q) + (ac+ bd)F(q) + bdG(q).

Note que, semelhantemente a Definicao 2.17 para o caso regular,
I(u,u) = a®E(q) + 2abF(q) + b*G(q).

Observagao 4.7. A primeira forma fundamental I ndo induz uma métrica Riemanniana

em 7, M mas sim uma pseudo-métrica. O proximo exemplo justifica esta afirmacao.

Exemplo 4.8. Seja M a superficie singular de coposto 1 em p dada localmente pela
imagem de f(z,y) = (z, fa(z,y), fs(x,y)), com f(q) = pe (fi)z(q) = (fi)y(¢) = 0 para i =
2,3. No Lema 4.23, mostraremos que é sempre possivel tomar uma parametrizagao local
de uma superficie singular de coposto 1 como acima. Sendo assim, a jacobiana de f em

q é dada por

Jfq =

o O =
o O O

Segue que p é uma singularidade de coposto 1 em M. Além disso, aplicando a diferencial
de f em R? temos que T,M = {eixo-z} e N,M = {plano-yz}.

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental obtemos

E(q) = (fe, f2)(q)
F(q) = (fa, fy) (@)
G(Q) = <fya fy>(Q)

((1,0,0),(1,0,0))
((1,0,0), (0,0,0))
((0,0,0),(0,0,0))

I

1
0;
0
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Desta forma, tomando u = ad, + b9, e v = c0, + do, € T, qM como anteriormente, a
primeira forma fundamental ¢ dada por I(u,v) = ac. Induzindo a métrica do produto

interno, de forma analoga ao usual em R3, temos

du,v) =+vI(u-v,u—v) = \/<dgq(u—v),dgq(u—v)> =a—c

Assim, se a = ¢ e b # d temos que d(u,v) = 0, mas u # v. Portanto, I induz uma

pseudo-métrica em TqJ\Z/ . Note que dessa forma, podemos ter I(u,u) = 0, mas u # 0.

Definicao 4.9. Chamamos de diregao tangente infinita e denotamos por u,, um vetor

tangente a M em ¢ tal que Uy # (0,0) e I(Us, Usg) = 0.
No Exemplo 4.8, temos que uy, = (0, ¢), onde ¢ # 0.

Definicao 4.10. Dadas coordenadas locais como anteriormente e {0,,d,} base de TQM ,

definimos a segunda forma fundamental de M em p,
IT:T,M x T,M — N,M
de forma que na base {0,,0,} tenhamos

11(0z,0) = ma(faa(©(q))), 11(0r,0y) = ma(fay(0(q))), 118y, 0y) = ma(fyy(0(q)))

e assim, podemos estendé-la a todo o espago TqM X TQZ\ZI de maneira tnica como uma
aplicacao bilinear e simétrica. Desta forma, sejam u = a0, + b9y, v = cd, + do, € TqM )

Temos que:

II(u,v) = 11(ad; + b0y, O, + do,)
= I1(a0y, c0,) + 11(a0,, do,) + 11(b0,, c0y) + 11(b0,, d0,)
= acll(0y,0;) + ad(0y, 0y) + bc(0y, 0y) + bd(0,, 0y)
= acmy(fau(P(q))) + (ad + be)a(fry (0(q))) + bdma(fyy (9(q)))-

Em particular, I7(u,u) = a®ma( frr(0(q))) + 2abma(fry(¢(q))) + b*m2(fyy(0(q)))-

Exemplo 4.11. Seja M o toro pingado (Figura 33) definido pela imagem de
T x x
flz,y) = ((2 + cosy cos 5) Cos T, <2 + cosy cos 5) sen x, sen y cos 5) :

Para p = 0 € M, note que f(q) = p, para ¢ = (m,0), e as derivadas de primeira ordem

em ¢ sao dadas por

fulg) = (1 —2,0) e f,(a) = (0,0,0).

27
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Assim, a diferencial de f em ¢ é dada por

% 0 T 1
dfy(z,y)=1-2 0 (y) = <§x,—2x,0> )

0 0

Desta forma, p é uma singularidade de coposto 1 de M. Além disso, a reta tangente e o

plano normal em p sao dados, respectivamente, por
1
T,M = {<§$,—2x,0) cR®|z ¢ R} e N,M ={(4y,y,2) € R* | y,z € R}.

E assim, os coeficientes da primeira forma fundamental de M em p sdo

B = (e 90 = (5:-20) . (3.-2.0) ) = 15

F(Q) = <fz;fy>(Q) = <(070a0)’ (07070)> =0,
G(Q) = <fy> fy>(Q) <(07070)7 (0’070» = 0.

~ 17
Sendo u = ad, + b9, € T,M temos que I(u,u) = 1—6a2. Segue que Uy = b0, para b # 0.

Figura 33: Toro pincado M, T,M e N,M para p = 0.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Para calcular a segunda forma fundamental de M em p, temos que as segundas derivadas

de f em ¢ sao dadas por

Far) = 21,05 Fi(0) = (0.0.23) © () = 0.0,
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E assim, suas respectivas projecoes ortogonais em N, M sao

36 9

ral ) = (32120« malfat) = (00,23 € malfnt) = (0.0.0)

Desta forma, sendo v = c0, + dd, € T, qM , temos que

B 36 9 1\ (36ac 9ac (ad+ bc)
II(u,v) = ac (ﬁ;ﬁﬁ) + (ad + be) (0707 5) = <1—7,1—7, T) .

Exemplo 4.12. Considere M a cuspidal edge dada pela imagem de f(z,y) = (z,y? y?).
Assim, para todo ponto p = (z0,0,0) € M, com xy € R constante, temos uma singulari-

dade de coposto 1 e sendo ¢ = (¢, 0), vale que

T,M = {eixo-z}, N,M = {plano-yz}, E(q) =1e¢ F(q) = G(¢q) =0.
Na Figura 34 representamos o caso p = 0. Além disso, como

Jra(20,0) = (0,0,0),  fay(20,0) = (0,0,0) e fyy(x0,0) = (0,2,0),
dados u = ad, + b9y, v = cd, + do, € T,M, temos que

I(u,v) =ac e II(u,v)=(0,2bd,0).

Figura 34: Cuspidal edge, T,M e N,M para p = 0.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

A segunda forma fundamental foi definida a partir de um sistema de coordenadas
de M. Entretanto, para que essa seja uma “boa” defini¢ao, precisamos que ela seja inde-
pendente a escolha de uma parametrizacao local de M em p. Para tal temos a Proposicao
4.13.
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Proposicao 4.13. (Mudanca de parametros) A definigdo da segunda forma funda-

mental nao depende da escolha de coordenadas locais em M.

Figura 35: Representacao de diferentes coordenadas locais em M.

f=gop™!

1

f=gow
Fonte: Elaboragao propria (2025).

Demonstragao: Sejam @ outro sistema de coordenadas de M em ¢ com coordenadas

1

(u,v) em uma vizinhanca V de q. Denotemos W = UNV e f = gop!. Temos em

W que f(z(u,v),y(u,v)) = (f o h)(u,v) = f(u,v), conforme Figura 35. A partir deste
momento, ocultaremos os parametros de forma a simplificar a notacao. Derivando, segue

que

Ju= fou+ fyyuy 71; = foTy + fyyv-
J& as segundas derivadas sao dadas por:

~

v = JoTuu + fuluu + Foo®2 + 2fayTuliu + Fun¥2;

fuw = fouw + fyluw + fra®uo + 2 foy(Tuyn + ToYu) + fuyYulo;
71}1} = fayy + fyyvv + fmxz + 2f:ryxvyv + fyyyg-

Além disso, como f,, f, € TqM , entdo mo(fy) = m(f,) = 0. Tomando as projecoes

ortogonais em N,M temos que

772(7%) = 7T2(fm)xi + 272 (fay ) TulYu + WZ(fyy)ygﬁ
7"2(7%) = WZ(fxx)xuxv + 71'2<fﬂﬁy)(xuyv + xvyu) + 7T2<fyy)yuyv3
772(71;1;) = 7T2(fm)x12; + 27T2(f:vy)xvyv + 7T2(fyy)y12;-

Note que
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(xu y) (m(fm) m(%)) ( x) _ (m<‘w> m(h))
Loy Yo 772(f33y) 772(fyy) Yu Yo 7T2(7uv) 7T2(7vv)

Ou seja, ma(fyw)s T2(fuw), T2(foo) € Mo fuw)s T2(fay), ma(fyy) est@o relacionados pela equa-

¢ao de mudanca de base em uma aplicagao simétrica e bilinear com respeito a matriz

Ty Yu
Ty Yo )

que ¢ a matriz de mudanga de base de {0,,0,} para {0,,0,} em TqM . Portanto, ambos

os sistemas de coordenadas definem a mesma aplicacao bilinear e simétrica. 0

Exemplo 4.14. Considere a superficie M parametrizada localmente por

f(z,y) = (z,2y,y® — 22°y?),

conforme Figura 36. Sendo h a mudanga de coordenadas dada por h(z,y) = (2z,y) segue
que
g(w,y) = (foh)(z,y) = (22, 2y, y° — 162°y?),

é outra parametrizacao local de M.

Figura 36: M dada pela imagem de f(z,y) = (z, 2y, y% — 223y?).

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Note que, enquanto a segunda forma fundamental de superficies regulares é definida
como um produto interno de uma aplicacao bilinear e simétrica, para o caso de pontos
singulares de coposto 1, definimos-a como a projecao de vetores tangentes no plano normal.
A explicacao para essa diferenca estda no fato de que, como para um ponto singular de

coposto 1 tem-se um plano normal, entao temos infinitas dire¢oes normais, diferentemente
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de pontos de uma superficie regular, em que ha apenas uma direcao normal. Dessa
maneira, pode-se definir a segunda forma fundamental ao longo de uma determinada
dire¢ao normal. Observe também que a seguinte definigao se assemelha a segunda forma

fundamental para superficies regulares.

Definicao 4.15. Para cada vetor normal v € N,M, consideramos a forma I/, : TqM X
TqM — R que denominamos a segunda forma fundamental de M em p ao longo
de v, dada por:

I,(u,v)=(II(u,v),v).

Assim, dados u e v € T, M como anteriormente, temos que:

11, (u,v) = (acmo(for) + (ad + be)ma(fry) + bdma(fyy), v) (9(q))
= ac(my(far), V) (0(q)) + (ad + be)(ma(fay), V) (9() + bd{ma(fyy), v) (2(q))-

Desta forma, os coeficientes de /1, em termos das coordenadas locais (x,y) sao:

(q) = (m2(fea), )(0(@),  Mu(q) = (ma(fay), ) (2(q)) € nulq) = (ma(fyy), V) ((q))-

Logo,
I1,(u,u) = a?l,(q) + 2abm,(q) + b°n,(q),

de forma semelhante a como foi dado em (2) para o caso regular. Além disso, fixando um
referencial ortonormal {vy, 15} de N,M, como II(u,u) € N,M, existem «, § € R tais que

II(u,u) = av, + Pry e assim

Il(u,u) = avy + vy = (II(u,u), 1) = ae (II(u,u),n) =
= II(u,u) =11, (u,u)v; + I1,,(u,u)v;

ou seja, podemos escrever a segunda forma fundamental como:
II(u,u) = (a®l,, + 2abm,, + b*n,, vy + (a®l,, + 2abm,,, + b*n,, )vs, (4)

com os coeficientes acima calculados em ¢. Desta maneira, a segunda forma fundamental

pode ser representada pela seguinte matriz de coeficientes:

ly, my,, ny
lyy My, Ny,

Note que, a matriz dos coeficientes vai depender da escolha de coordenadas em
M e do referencial ortonormal em N,M, mesmo que a segunda forma fundamental nao

dependa.
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Exemplo 4.16. Seja M a superficie dada pela imagem de f(z,y) = (z,zy* — v3, —xy),
conforme Figura 37. Temos que p = 0 ¢ uma singularidade de coposto 1 de M e N,M =

{plano-yz}. Além disto,

fME(p) = fyy(p) = (07070) € f:vy(p> = (0707 _1)'

Assim, considerando o referencial ortonormal {es, e3} de N,M, onde e; = (0,1,0) e

es = (0,0,1). Segue que

le, (Q> = M, ((]) = Ny ((]) = l63 (Q) = Ny (Q) =05 me, ((]) =-1

Desta forma, podemos representar a segunda forma fundamental de M em p pela seguinte

0 0 0
0 —1 0/

Além disso, dado u = ad, + b0, € TqM, temos que I1(u,u) = (0,0, —2ab).

matriz de coeficientes

Figura 37: M dada pela imagem de f(z,y) = (z, zy* — v*, —zy).

Fonte: Elaboragao propria (2025).

4.2 1 A parabola de curvatura

Nessa secao definiremos uma curva especial, a pardbola de curvatura de M em p,
como a imagem na segunda forma fundamental dos vetores unitarios em TqM segundo
a primeira forma fundamental de M em p. Mostraremos a seguir que esta curva possui
papel vital em relagao ao estudo da geometria de segunda ordem em uma vizinhanga dos

pontos singulares.

Definigao 4.17. Sejam C, o conjunto de vetores unitarios em T,M e n, : C, — N,M a
aplicagdo dada por n,(u) = [I(u,u). A imagem dessa aplica¢do, que denotaremos por

A,, é chamada parabola de curvatura de M em p (A, = n,(Cy)).
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Observagio 4.18. Temos que A, = {II(u,u); I(u,u)z = 1} e segue da Proposicdo 4.13

que a defini¢ao acima nao depende da escolha de coordenadas locais em M.

Exemplo 4.19. Considere M o cross-cap dado pela imagem de f(z,y) = (z,y?, zy). Pelo
Exemplo 4.8, segue que p = 0, ¢ = (0,0), N,M = {plano-yz} e dado u = x0,+y0, € TqM,

temos que I(u,u) = r?. Assim,
C,={(£L,y) |y €R}.

Para o céalculo da segunda forma fundamental temos que
f22(0,0) = (0,0,0);  f2y(0,0) = (0,0,1);  f,,(0,0) = (0,2,0).
Desta maneira, seja u = £0, + y9, € C,, entao
II(u,u) = +2y(0,0,1) + *(0,2,0) = (0,2y*, £2y).

Logo,
A, ={lI(u,u) |u=(£l,y), y € R} = {(0, 2y2,j:2y) |y € R}.

E assim, a parabola de curvatura de M é uma parabola nao degenerada parametrizada

por n(y) = (0,2y?,2y), conforme Figura 38.

Figura 38: A paréabola de curvatura do cross-cap f(x,y) = (x,y? xy).

T,M

R
-

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Exemplo 4.20. A swallowtail, ou rabo de andorinha, é a superficie singular M definida

pela imagem de f(x,y) = (z,2zy + 4y, 3y* + xy?). Célculos mostram que p = 0 é uma
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singularidade de coposto 1 de M e além disso, T,M = {eixo-z}, N,M = {plano-yz}, e
C, ={(£1,y) | y € R}. As segundas derivadas parciais de f sao dadas em ¢ = (0,0) por

fxz(Q) - (07070)7 f:ry(Q) - (072’0)7 fyy<Q> - (0’070)

Logo, a parabola de curvatura ¢ a reta dada por A, = {(0,4y,0) | y € R} = {eixo-y},

como ilustrado na Figura 39.

Figura 39: Swallowtail e sua parabola de curvatura.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Observacao 4.21. Embora a definicao da parabola de curvatura nao dependa da escolha
de coordenadas locais em M, depende da aplicacio g que parametriza M. Isto ocorre
caso uma reparametrizacao de M “desfavoreca” a geometria de segunda ordem em uma

vizinhang¢a do ponto singular. Conforme, ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.22. Seja M a cuspidal edge dada pela imagem de f(z,y) = (z,3?,4®). Pelo
Exemplo 4.12 segue que, para todo p = (20,0,0) € M, C, = {(£1l,y) | v € R}. E,
dado u = +19, + yd, € C,, entdao II(u,u) = (0,2y* 0). Portanto, A, é a semirreta
parametrizada por n(y) = (0,242, 0). Veja a Figura 40a para o caso p = 0.

Além disso, considere a superficie dada localmente pela imagem de g(z,y) = (z, (y3+
7)% (y®+12)?). Note que a imagem de f e g coincidem, isto ¢, definem a mesma superficie.
Analisando p = 0 € M, temos que ¢ = (0,0) e as primeiras derivadas neste ponto sio

dadas por
9:(q) = (1,0,0), g,(q) = (0,0,0),

e assim, C, é dado como anteriormente. J& as segundas derivadas em ¢ sao

gzx(Q) = <O7 2 0)7 gzy(Q) = gyy(q) = (07 0, 0)

E desta forma, dado u = (£1,y) € C,, entao a segunda forma fundamental de M em

p restrita aos vetores unitarios ¢ dada por I/(u,u) = (0,2,0). Portanto, A, é apenas o
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ponto {(0,2,0)} (Figura 40b).

Note que, g(z,y) = (f o h)(z,y), onde h(z,y) = (z,y* + z), que é difeomorfismo
local em R? — {0}. Em outras palavras, temos que f e g nao sao A-equivalentes, com
o “problema” estando justamente na origem, onde ocorrem as diferentes parabolas de

curvaturas.

Figura 40: Parabola de curvatura da cuspidal edge parametrizada localmente por f e g.

(a) fz,y) = (z,9% 9" (b) g(z,y) = (=, (¥* + 2)2, (¥* + x)3).

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Observe também que A, é uma aplicagao que depende das segundas derivadas da
parametrizacao. Logo, ao estudarmos uma superficie, é necessario tomar “boas” parame-

trizagoes, de forma a preservar a geometria de segunda ordem.

Anélogo a ideia de “boas” parametrizagoes temos o seguinte resultado. Dado um
germe de aplicagao f na vizinhanga do ponto singular de coposto 1, podemos rotacionar
a superficie e realizar mudangas na fonte, de maneira a escrever f como a seguir, nao

alterando a geometria do objeto.

Lema 4.23. Se f : (R?,0) — (R3,0) tem coposto 1 na origem, entao existem coordenadas

(x,y) nas quais f assume a forma:

(ﬂf,y) = (xmf?(x:y)a fg(l',y)).

onde fy, f3 € M3 = (22, zy, y?). Neste caso, dizemos que f estd dada em forma de Monge.

Demonstragao:  Seja f : (R?,0) — (R3,0) de coposto 1 na origem. Suponha f
polinomial, caso f nao seja polinomial, basta tomar o seu k-jato, visto que estamos
interessados apenas com a forma que f se comporta na origem. Assim, f possui parte
linear em pelo menos uma de suas coordenadas, pois, caso contrario, a Jacobiana de f na

origem seria a matriz nula, isto é, f possui coposto 2.
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Escrevendo f(z,y) = (f1(z,y), fo(x,y), f3(z,y)). Suponha, sem perda de generali-

dade, que a parte linear esteja na segunda coordenada, isto é,
fala,y) = ax + By +r(z,y);r € M3, a,B € R tal que (a, §) # (0,0).

Seja ¢ a matriz de rotagao de f em 7/2 em torno do eixo-z no sentido anti-horario.
Realizamos uma mudanca de coordenadas na meta, que é isometria e difeomorfismo, logo

A-equivalente a f e preserva sua geometria. Assim,

f@,y) ~a (o @, y) = (—ax — By —r(z,y), f1(2,y), f3(7,9)).

Supondo sem perda de generalidade que « € nao nulo, considere

h(z.y) (—w — By — T(fv,y)’y)

«

difeomorfismo local na origem como mudanca de coordenadas na fonte. Assim:

f(@,y) ~a(po foh)(z,y) = (z, faz,y), f3(7,y)).

Portanto, f pode ser escrito, a menos de mudangas de coordenadas na fonte e rotagoes
2 2
na meta, como (‘Ta fg(l’,y), fS(xay))7 onde f27f3 € <ZE y LY, Y >
Para os demais casos realizamos mudancas de coordenadas analogas para escrever

f contendo parte linear em apenas uma das coordenadas e retornamos ao caso acima. []

Exemplo 4.24. Considere a superficie M que é imagem do germe de aplicagao f :
(R%,0) — (R?,0) de coposto 1 na origem dado por f(z,y) = (xcosy,zseny,x), como no

Exemplo 4.4. Calculos nos mostram que, para k par, seu k-jato é dado por

2 4 k—2 3 k—1
k Y rYy k=2 XY xy k=1 XY
0)= (- 2+ - 4(-1)7 —F—ay——+ ... (=17 —— ).
7" f(0) <:c 5+ 55 +(-1)z Gt +(-1)z (k_l)!,x)
Escreva
2 4 k—2
oyt wyt Lk 1Y
flwy) ===+ 5p =+ DT a5
3 k—1
Ty k=1 XY
—ay— 4.+ (—1)7
falz,y) =2y — == +...+(=1) T

Realizando a rotacao ¢ de m/4 em torno do eixo-y no sentido anti-horario, de forma a

manter o termo linear em apenas uma das coordenadas, temos que M pode ser escrito
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em uma vizinhanga da origem como

($,y) = <\/§LE + gfl(xay%]%(x:y)a _fl(xay>> :

Considere a mudanga de coordenadas na fonte dada por h(z,y) = (% — £ fi(z,y), y) .

Desta forma, escrevendo g = ¢ o f o h, vale que

ola.y) = ( g (Q -, ) 2, (Q ) y)> .

Segue que ¢ é uma parametrizacao local de M dada na forma de Monge. Assim,
T,M = {eixo-z}, N,M = {plano-yz} e C, = {(£1,y) | y € R}. Para k = 4 temos que g

é dada por
2 .1 1
g(z,y) = ( \zfxy + %fcyg - Q—\ny ,;lrcy + 37y )

sendo M como na Figura 41.

Figura 41: Superficie M dada pela imagem do 4-jato de f ap6s mudangas de coordenadas
na fonte e rotagoes na meta.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Desta forma, como nosso objetivo é estudar apenas a vizinhanca do ponto singular,
desde que g tenha coposto 1 em ¢, transladando M de forma que p = 0, pelo Lema 4.23,

podemos escolher um sistema de coordenadas ¢ e fazer rotacoes em R? de forma que

fxy) = (goe ) y) = (z, f2lz,y), fs(2,9)),

com (f;)z = (fi)y =0 em ¢(q) , para i = 2,3. Nesse caso, note que f,(¢(q)) = (1,0,0) e
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fy(#(q)) = (0,0,0), ou seja,
T,M = {eixo-z}, N,M = {plano-yz}, E(q) =1e F(q) =G(q) =0.
Assim, o conjunto de vetores tangentes unitarios em TqM ¢ dado por
Co={(£Ly) |y € R}.

Consequentemente, fixando um referencial ortonormal {vy,12} de N,M e usando

(4), temos que
1Y) = (b + 2mu,y + 1, y*)vn + (L, + 2m,y + 1,57, (5)

¢ uma parametrizagao de A, no plano normal.

Observagao 4.25. A parabola de curvatura é de fato uma parabola. Uma vez que a
parametrizacao 7 apresentada esta escrita em termos lineares e quadraticos, temos que
A, pode ser uma pardbola, elipse, hipérbole ou estar contido em uma reta. Entretanto, a

aplicacao ) é continua e observe que

H((1,y), (1,y)) = 1I((=1,y),(=1,v)),

ou seja, podemos restringir C; a apenas uma das retas e assim, A, tem que ser conexa, o
que retira a hipotese de ser uma hipérbole. Note também que, ao fazer com que y — o0,
obtemos, quando m,,,, n,,, m,, € n,, nao sao simultaneamente nulos, que ||n(y)|| — oo, ou
seja, nestes casos, A, nao ¢ limitada e, portanto, nao ¢ uma elipse.

Assim, podemos assumir que A, ¢ uma parabola que pode se degenerar em curva

que esta contida em uma reta ou um ponto.

Em Mond (1985), o autor classificou germes de aplicagao f : (R?,0) — (R?,0)
de coposto 1 de acordo com o seu 2-jato, j2f(0), via a acao do grupo A%, como visto
na Definicao 3.25. Vejamos que a parabola de curvatura distingue totalmente essas A>-

orbitas. Denotamos por ¥!'J%(2,3) o conjunto dos 2-jatos de coposto 1.

Proposigao 4.26. Existem quatro A?-6rbitas em X'.J?(2, 3):

(x7 y27 Iy)? <I7 y27 0)7 (x7 my? 0) € (I7 07 0)'

Demonstragao: Seja f : (R?,0) — (R 0) de coposto 1 na origem, pelo Lema 4.23
pOdemOS escrever f(J;?y) = <x7f2(xay)af3<x7y))7 f27f3 S <x27$9792>' ASSimv pOdemOS

escrever seu 2-jato como:

jzf(o) = (z, baox® + by + boay?, caor® + ey + 00292)-
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Utilizando a mudanca de coordenadas na meta, que é um difeomorfismo, dada por
hi(z,y,2) = (2,9 — bpax?, 2 — cooa?),
com objetivo de remover os termos com 2, obtemos
72F(0) ~ 42 (hy 0 52 £(0)) (2, y) = (z, buzy + boay?, eniwy + cony®). (6)

A partir de (6) dividiremos em casos, inicialmente suponhamos sem perda de generalidade

que co2 # 0 e b1 # 0. Considere a mudanga de coordenadas na meta

b c
hg(l’,y, Z) = (xay - 22’72 - iy) )

Co2 b1

que é difeomorfismo local na origem, se, e somente se, by1cos — ¢11bg2 7# 0. Assim:

FP0) ~a (ha o hyo 2 £(0)(a,y) = (m b“C”c;C“b”a:y, bll(/’”?b;c“b”f) .

Realizando a mudanca de coordenadas

b
ERRY S S

) y?
biicoz — c11bo2” biicoz — c11bo2

na meta, de forma a simplificar os coeficientes, temos que j2f(0) ~ 42 (z, Yy, y*).
Por outro lado, se by1cga — boac11 = 0, temos que a primeira e a segunda coordenadas
sao linearmente dependentes, pois

b1 cn —0

boz  Coz

Logo, existem reais B,C # 0 tais que B(by1xy + boay?) + C(crizy + cooy®) = 0. Assim,

tomando a mudanca de coordenadas na meta
h4($, Y, Z) = (337 Y, By + Og/)a
que é difeomorfismo, segue de (6) que:

G2f(0) ~ 42 (z, biizy + by, 0). (7)

e Se byps # 0 e by; € R, temos que:

2(0) e by + b, 0) = (2, (284 i)
J A2 \T, 0112y 02Y =17, 2\/@ 02Y 4b02’ .
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2,2
x

Assim, considerando a mudanga de coordenadas hs(x,y, 2) = (:p, Y+ ill) ,z) , que
02

é difeomorfismo, obtemos que:

b1z 2
2 £(0) ~ 42 /b > 0].
jf() A(I’,(2\/@ 02Y )

Considere agora a mudanca de coordenadas na fonte

bllf,E

" 2/boa

que é um difeomorfismo local na origem, renomeando a coordenada y, temos que
72 f(0) ~.2 (2,2, 0).

he(z,y) = ($ + bOQy) ;

e Se bys = 0 e by; # 0, tomando a mudanga de coordenadas

hG(xaya Z) = ('Ta ia Z)
bll

na meta, temos que j2f(0) ~ 42 (x, xy,0).
® Se byz = b1 =0, 5°f(0) ~ (2,0,0)

Portanto, a depender dos coeficientes da segunda e terceira coordenadas do 2-jato de f,

temos que j2f(0) é A*-equivalente a uma das quatro 6rbitas encontradas. O

Observagao 4.27. Denominamos as 6rbitas obtidas na Proposicao 4.26 como A%-formas

normais. A partir de sua demonstracao, temos que dado o 2-jato
2 _ 2 2 2 2
Jf(0) = (2, b7 + buiwy + booy”, c20x” + c1170Yy + co2y”),

de um germe de coposto 1, f : (R? 0) — (R?,0), as condigoes sobre seus coeficientes para

que ele seja equivalente a uma das quatro formas normais obtidas estao listadas na Tabela
1.

Tabela 1: Condicoes sobre os coeficientes do 2-jato para a A%-classificacao.

A?-forma normal Condicoes
(2, 9%, zy) biicoz — boacii # 0
(l‘,y2, O) bllcog — 602611 =0e b(2)2 + 632 >0
(z,2y,0) bor =coa =0e b +c2 >0
(2,0,0) boz = co2 = b1 =¢c11 =0

Exemplo 4.28. Considere o germe de aplicagao f(x,y) = (23y*+ 2z, 52° +zy3, 2%y + 1Y),
cujo 2-jato é dado por j2f(0) = (2x, 522, xy). Segue que f ~ 42 (z,zy,0).
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O proximo teorema mostra que a parabola de curvatura A, ¢ um invariante completo
para a classificacao da Proposicao 4.26, ou seja, a parabola de curvatura pode facilmente
ser utilizada para distinguir entre os quatro tipos de .A2-singularidades de coposto 1,

apenas por analisar o tipo de degeneracao da parabola.

Teorema 4.29. Seja M C R? uma superficie com uma singularidade de coposto 1 em
p € M. Assumindo por simplicidade que p = 0 e denotando por j2f(0) o 2-jato de uma

parametrizagao local f : (R? 0) — (R?,0) de M, sao vélidas as seguintes equivaléncias:
(i) A, é pardbola nao degenerada < j2f(0) ~ 42 (x,9?, zy);
(ii) A, é uma semirreta < j2f(0) ~42 (z,9?,0);

(iii) A, é uma reta < j2f(0) ~42 (z,2y,0);

(iv) A, é um ponto < j2f(0) ~ 42 (z,0,0).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, pelo Lema 4.23 podemos assumir que
2 1 2 2y 1 2 2
J°f(0) = |z, 5(52035 + 2b11 2y + bo2y?), 5(0203? + crixy + cy”) | -

Denotando a base canonica de R* por {ej, ez, e3}. Entao T,M é gerado por e; e {es, e3}

¢ um referencial ortonormal de N, M. Assim,

jzf(o)m = (07520>020), jzf(o)xy = (075117011)7 ij(O)yy = (OabOQaCDZ)-

Entao, a matriz dos coeficientes da segunda forma fundamental referentes a essas coorde-

nadas e esse referencial ortonormal é

bao D11 Doz
Co C11 Co2
Segundo (5), a parabola de curvatura A, é parametrizada por

n(y) = (b + 2b11y + bozy2)€2 + (20 + 211y + 002y2)€2
= (0, bao + 2b11y + boay?, ca0 + 2¢11Y + cooy?).

Desta forma,

n'(y) = (0, 2b11 + 2bo2y, 2¢11 + 2¢02y );
n”(y) = (0, 2bg2, 2002)-
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Note que, como A, C N,M, podemos traté-la como uma curva plana. Da teoria de curvas

planas temos que a curvatura de n é dada por

(2b11 + 2bo2y)2c02 — 2bo2(2¢11 + 2¢02y) bi1coz — boacin

k(y) = = :
(2011 + 2bo2y)? + (2¢11 + 2002y)2]% 2[(b11 + bo2y)? + (c11 + 0023/)2]%

Assim, a curvatura de 7 é constante nula se, e somente se, by1coo — bgac11 = 0. Pela Tabela
1 temos os seguintes casos:

A parédbola nao se degenera, isto é, nao esta contida em uma reta, se, e somente se,
biicos — boaciy # 0, e isto ocorre se, e somente se, j2f(0) ~ 42 (z,y% xy).

A parébola se degenera, se, e somente se, (by1¢o2 — bpaci1) = 0. Dai segue que
e j2f(0) ~42 (z,y%0) se, e somente se, b2, + 2, > 0. Suponha que by, # 0, assim

B bin\*  baobos — b2 )
n(y) = 10,bo2 (y+:— ) +————,c20 +2cu1y +coy” |,

bOQ b02

ou seja, a segunda coordenada mantém o sinal para todo y € R e portanto, n(y) é

uma semirreta. Se bgs = 0, entao cps # 0 e o argumento é o mesmo.

o j2f(0) ~ 42 (z,2y,0) se, e somente se, byy = oo = 0 e b2, + 3, > 0 entdo
n(y) = (0, b2 + b11y, c20 + c11y) = (0, bag, c20) + y(0, by, ¢11),

e dessa forma, 7(y) é uma reta.

o j2f(0) ~ 42 (z,2y,0) se, e somente se, byy = co2 = b1y = c11 entao n(y) = (0, bag, Cca0)

é¢ um ponto.

O

Exemplo 4.30. Considere M o toro pingado (Figura 42) conforme Exemplo 4.11. Sendo
p a origem, temos que f,(q) = (1/2,-2,0) e f,(¢) = (0,0,0). Assim, os coeficientes da

primeira forma sao dados por

- 217
Desta forma, temos que C, = que€ T,M | u = i1—75x + Yoy €R 5.

Consequentemente, a segunda forma fundamental restrita aos vetores unitarios é

dada por
144 36 2 )

Huw) = (e, 2+ 2
(u,u) (289’289’ 177

Portanto, A, é uma reta e, pelo Teorema 4.29, temos que j2f(0) ~ 4 (x, 2y, 0).
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Figura 42: Toro pincado e sua parabola de curvatura na origem.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Como visto no Exemplo 3.28, o grupo A nao é bom em preservar a geometria de
superficies. Para contornar esse problema, consideraremos o grupo de 2-jatos de difeo-
morfismos na fonte, denotado por R?, e o grupo de isometrias lineares na meta, denotado
por O(3). Entdo, R? x O(3) é um subgrupo de A% que também age em X'J%(2, 3).

O seguinte resultado nos d& um caminho para classificar os germes segundo a agao

deste subgrupo.

Proposigao 4.31. Seja f : (R? 0) — (R?,0) um germe de aplicacao de coposto 1. Entao,
apo6s usar mudancgas de coordenadas suaves na fonte e isometrias na meta, podemos reduzir

f a forma:
(i) (z,y) = (z,02% + bay + cy? + p(x,y), 2y + ¢(x,y)) < j°f(0) ~a2 (2, 4%, 2y);
(i) (z,y) = (z,a2® + 4> + p(z,y), dz> + q(z,9)) & j2£(0) ~ 4 (z,42,0);

(iii) (z,y) = (z, 2y + p(z,y), dz* + q(2,y)) & j2f(0) ~ 4 (z,2y,0);

(iv) (z,9) = (z,p(x,y),d2* + q(x,y)) < j2f(0) ~ 0 (2,0,0),

3

onde a,b, ¢, d sdo constantes, com ¢ > 0, e p,q € M3 = (23, 2%y, zy?, ).

Demonstragao: Desde que f tenha coposto 1 na origem, entao como ja visto ante-
riormente, existe uma rotagao em (R3 0) e um difeomorfismo em (R? 0) de forma que
tenhamos

jZf(O) = (z, baox® + by + boay?, caor® + ey + 002y2).

A ida dessa demonstracao é direta e segue das condi¢oes da Tabela 1. Para a volta

precisamos dividir em casos. Suponha inicialmente que j2f(0) ~42 (x,y* zy). Logo,
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temos a condicao byaci — coebii # 0. Com objetivo de retirar y? da terceira coordenada,

considere a rotagao
1 0 0 T

R(z,y,z) = |0 cosf —sen y

0 senf cosf z

com = arctan (—Zﬂ). Assim, Ro j2f(0) = (x, fo(z,y), f3(x,y)), onde

02
fz(JC y) = boabao + coacon 2 boab11 + Cozcnxy 532 + 0(2)2 2
’ bGa + CGo b5 + o N ’
~ boaCag — Co2b boaC11 — Coab
Fol,y) = 02620 — C02%20 2> | Do2cu1 — Co2 11y2 = az? + B,

b5 + o V0o + cBo

Note que 3 # 0. Logo, com objetivo de remover z? da terceira coordenada e tornar

unitario o coeficiente de xy, considere a mudanca de coordenadas na fonte

«

U(@,y) = (z,y) = (fv ! (—Bx+y)) :

Obtemos entao

(Roj°f(0)) 0 ¥)(z,y) = (2, b202” + buuzy + buny?, 2y),

- b2 + 02
com by = —2—"_ £ (). Logo, f preserva sua imagem ao assumir as coordenadas
a?\/b3, + &,
(2,y) = (2, boor” + buzy + boay” + p(x, y), 7y + q(, y))
com p,q € M3 como queriamos demonstrar. Os demais casos sao anélogos. 0

O proximo teorema mostra que a parabola de curvatura contém toda a informacao
de segunda ordem da superficie em uma vizinhanca do ponto singular, pois garante que
duas superficies tém a mesma geometria de segunda ordem se, e somente se, existe uma
isometria linear que mapeia a parabola de curvatura de uma na parabola de curvatura da

outra.

Teorema 4.32. Sejam M;, My C R? duas superficies com singularidades de coposto 1
nos pontos p; € M; e ps € My, localmente parametrizadas por f e g, respectivamente. Os
2-jatos j2f(0), j2g(0) € B1J?(2,3) sdo equivalentes via agao de R?* x O(3) se, e somente
se, existe uma isometria linear ¢ : N, My — N, M5 tal que ¢(A,,) = A,,.

Demonstragao: A demonstracao é feita em casos. Inicialmente, assuma que 52 f(0), 72¢(0)

sejam A%-equivalentes a (z, y?, zy). Entao, pela Proposigao 4.31 elas podem ser reduzidas
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as formas:
ij(O) = (z, az? 4 2bxy + cy?, xy); ng(O) = (:B,E:v2 + 2bxy + ¢y, xy),

com ¢,¢ > 0. Assim, os planos normais N, M e N,, M sao iguais ao plano-yz. De (5), as

parabolas de curvatura A, e A,, podem ser parametrizadas, respectivamente, por
m(y) = (0,2a + 4by + 2cy?,2y) e na(y) = (0,2a + 4by + 2¢y°, 2y).

Suponha que j2f(0) ~ j2¢(0) via acao de R?* x O(3), ou seja, existem (¢, ) €
R? x O(3) tais que ¢poj2f(0)or) = j2¢g(0). Como ;2 f(0) e j2g(0) sao ambas homogéneas,
de forma a manter o grau do 2-jato de f, podemos assumir que ¢ é uma aplicacao linear.

Tome as matrizes de ¢ e ¢, respectivamente, como

@11 a2 Qi3
b q
P = ) A= Q21 Ag2 (23
r S

31 dgzz G33

Do fato de 1 ser invertivel e ¢ isometria linear, temos que det(P) # 0 e AA" = Ids.
Observe que ¢ © .72f(0) o ¢ = (h1<x7y)> h2($7 y): h3($,y)), com

hi(z,y) = (anp)z + (anq)y + (aipap® + 2aibpr + aper? + a;zpr)z?
+ (2a:2apq + 2a;20ps + 2a,.0bqr 4 2a90rs + a;3ps + aizqr)xy
+ (aLigaq2 + 2a,0bqs + ancs® + aigqs)yz, i=1,23.

Comparando os termos de ¢oj2f(0) o e j2g(0), obtemos o seguinte sistema de equagoes:

anp=1, anp =0, azip=0, ang=0, ang=0, azg =0
ay2ap® + a3rp + apbpr + ajpcr? = 0

A2ap® + Ao3TD + agbpr + agser? =@

agoap® + assrp + asobpr + asper? =0

2a12apq + 2a120ps + 2a12bqr + 2a19crs + a13ps + ajzqr =0

2a92apq + 2a22bps + 2a29bqr + 2a9901S + a93ps + ao3qr = b

2a32apq + 2a32bps + 2a32bqr + 2az9crs + azzps + aszqr =1

algaq2 + 2a19bqs + ajacs® + a13qs = 0

a22aq” 4 2a29bqs + a2208> + aszqs = ¢

a320G° + 2a32bqs + asscs® + agzgs = 0.

Do sistema obtido acima e com as condigoes det(P) = ps — qr # 0 e AA" = Ids, obtemos
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que

p,s#0,g=r=0,
Q5 = O, Vi 7éj e aj] — :|:1,CL22 = 1,&33 = 41.

Assim, temos quatro possiveis solugoes para o sistema:

(i) p=s=1,a;; = as3 = 1 com (@,b,¢) = (a,b,c);

(i) p=1,s = —1,a1;; = 1,a33 = 1— com (@, b,¢) = (a, —b, c);
(iii) p= —1,8 = 1,a1; = ass = —1 com (@, b,¢) = (a, —b, c);
(iv) p=s=—1,a;, = —1,as3 = 1 com (a@,b,¢) = (a,b,c).

Em todos os casos, temos que ¢ é a isometria linear procurada, ou seja, ¢ o ny(y) = n2(y)
e assim, ¢(A,,) = A,,, como queriamos provar.
Por outro lado, suponha que exista uma isometria linear ¢ : N, My — N,, M, tal

que ¢(A,,) = A,,. Podemos escrever a matriz de ¢ como:

by b
p_ [0 b2}
o1 bao

Analogamente, comparando ¢ o 7; e 72, obtemos o seguinte sistema:

a = bia
2b = 20110 + bys
¢ = byic

1 = 2bo1b + by
0 = boy.

Como ¢ é isometria linear entao BB! = Id, e assim, obtemos que b;; = +1,byy = 1 e

b2 = 0, o que nos deixa com os seguintes casos:

(i) by, = 1 e assim, (@,b,¢) = (a, b, c);

(ii) by = —1 e assim, (a@,b,¢) = (—a, —b, —c).

Em ambos os casos, estendendo ¢ a uma isometria linear em R?, da forma intuitiva, isto

e,
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encontramos que ¢ o j2f(0) = j2g(0) e assim, j2f(0) e j2¢g(0) sdo equivalentes via acio

de R? x O(3).
Os casos restantes em que os 2-jatos sao do A%-tipo (z,%%0), (z,2y,0) e (x,0,0)

sao feitos de forma anéloga e suas demonstragoes serao omitidas aqui. 0

Exemplo 4.33. Considere M; a superficie singular de coposto 1 em p; = 0, dada pela

imagem de g(x,y) = (x, 2% + y?, 22 + xy). Calculos nos mostram que
Ap ={(0,2+2y* 4 +2y) | y € R},

conforme Figura 43.

Figura 43: A, de f(x,y) = (z,2* + y*, 22> + 2y) em p; = 0.

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Assim, g é do A%-tipo (z,y?, ry). Entretanto, escrevendo f(z,y) = (x,y* zy), temos
que f e g ndo sdo equivalentes segundo a agao do subgrupo R? x O(3). Isto pois para
p2 = 0, temos que A,, = {(0,2¢%,2y) | y € R} e ndo ha isometria linear ¢ tal que
#(A,,) = A,,, visto que isometrias lineares conservam tamanho de vetores e ndo ha vetor

nulo em A,,, mas ha em A, .

4.3 | Direcoes assintéticas e binormais

A seguir definiremos direcao assintotica, de forma analoga ao caso regular, quando a
segunda forma fundamental se anula. Entretanto, devido a infinitude de direcoes normais,

¢é necessaria uma adaptacao.

Definigao 4.34. Dizemos que uma direcao tangente nao nula u € TqM é assintoética se
existe um vetor normal nao nulo v € N,M tal que II,(u,v) = 0, para todo v € TqM.

Nesse caso, dizemos que v é uma diregao binormal.
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Exemplo 4.35. Sendo M a cuspidal edge definida pela imagem de f(z,y) = (z,y? y?).
Segue do Exemplo 4.12 que todo ponto p = (x¢,0,0) € M é uma singularidade de coposto
1 e vale que N,M = {plano-yz}.

Considere a direcao tangente nao nula u = zd, + yd, € TqM e a dire¢ao normal
v =(0,0,1) € N,M. Entao, para todo v = ud, + v0, € TqM, vale que:

II,(u,v) = (II(u,v),v) = {(0,2yv,0),(0,0,1)) = 0.

Portanto, toda direcao tangente nao nula de TqM ¢é assintOtica associada a diregao
binormal v = (0,0, 1).

Lema 4.36. Uma direc@o tangente u = 20, + y0, € TqM ¢ assintotica se, e somente se,

Chamamos o determinante acima de equagao das diregoes assintoticas.
Demonstracao: Dado um vetor tangente v = ud, + v0, € TqM e um vetor normal

v=av + pr, € NyM,

I1,(u,v)=(II(u,v),av, + fry) = all, (u,v)+ 11, (ua,v)
= a(l,, xu + m,, (zv + yu) + ny,, yv) + B(l,zu + my, (xv + yu) + n,yv).

Consequentemente, u é assintotica se, e somente se, existe (a, ) # (0,0) tal que a ex-
pressao acima é nula, para todo (u,v). Reescrevendo a expressao acima, temos que isto

ocorre, se e somente se,
u(l,, ax + my, ay + 1, Bx + m,, By) + v(m,, ax + n, ay + m,, Sz + n,, fy) = 0. (8)

Como (8) tem que ser valida para todo (u,v), entdo, a equagao é verdadeira se, e s6 se,

cada componente é nulo, isto é, quando

(lqu + mlqy)a + (ll/zx + ml/2y)6 =0
(ml’lx + nV1y>a + (TTL,,2QJ + anZ/)ﬁ =0

e como (a, B) # (0,0), pela Regra de Cramer, isto ocorre quando

by +myy Ly +myy| 0
My, T+ Ny Y My, + Ny ’

cuja expressao ¢ a mesma que queremos obter. 0
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Observacao 4.37. Se u € T, M é uma direcao assintotica, entao todo multiplo escalar
de u também é assintoética, o mesmo vale para as dire¢oes binormais. De fato, considere

a € R*, assim:

(i) Seja u = (z,y) uma diregao assintotica, entdo au = (azx, ay), e segue do Lema 4.36

que
W —xy 22 0 —alry oa?
ly, my, n,|=0=11, My, n,, | =0.
lyy My, ny, Ly, My, Ny,

E, novamente pelo Lema 4.36, temos que au € TqM é uma direcao assintotica.

(ii) Seja v uma dire¢ao binormal, logo, pela definigao, existe uma dire¢do assintotica

ue TQM, tal que, para todo v € TqM, segue que
I1,,(u,v) = (II(u,v),av) =a(ll(u,v),v) =all,(u,v)=0.

Consequentemente, av € N,M & binormal.

Exemplo 4.38. Seja M o cross-cap dado pela imagem de f(x,y) = (z,y? zy). Segue
do Exemplo 4.19 que p = 0 é uma singularidade de coposto 1. Considerando {e, e3},
base canonica, como referencial ortonormal de N,M, assim a matriz dos coeficientes da

segunda forma fundamental é dada por

00 2
010/

Dai, segue do Lema anterior que uma direcao u = x0, + y9, € T,M é assintotica se, e
somente se, r # 0 e y = 0. Desta forma, 0, é uma diregao assintotica associada a diregao

binormal e,. De fato, para todo v = u0, + v9, € TqM, temos que:
Il.,(u,v)= (II(u,v),es) = ((0,0,v),(0,1,0)) = 0.

Exemplo 4.39. Considere agora a superficie M com singularidade em p = 0 definida
localmente pela imagem de f(x,y) = (v, zy? — 3>, —zy). Segue diretamente do Exemplo
4.16 e do Lema 4.36 que toda direcao nao nula de TqM ¢ uma diregao assintotica, associada

a dire¢do binormal v = (0, 1,0).

Seja M dada na forma de Monge, assim, consideraremos p como a origem de R3,
os vetores tangentes unitarios em T,M dados por C, = {(£1,y) | y € R} e a parabola
de curvatura sendo parametrizada no plano normal por 7 como em (5). Dizemos que o
parametro y € R corresponde a uma direcao tangente unitaria u = +0, +y09, € C,. Note

que, qualquer direcao de TqM , exceto a correspondente a u,, = (0, 1), pode ser escrita
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como acima. Denotaremos por y., 0 parametro correspondente a dire¢ao tangente infinita

Uy = 0y, conforme Figura 44.
Figura 44: Representacao de y,, em TqM .

%

A\

(1,-3)

Fonte: Elaboragao propria (2025).
(i) No caso em que A, degenera em uma reta ou semirreta, definimos

- 7'y
N(Yoo) =1 (Yoo) = oIk

onde y > 0 é qualquer valor tal que 7'(y) # 0.

(ii) No caso em que A, degenera em um ponto v, entao definimos
N(Yoo) = v €1 (Yoo) = 0.

(iii) No caso em que A, é uma parabola nao degenerada, 7(ys) € 7' (Yso) né0 estao
definidos.

Lema 4.40. Uma direcao tangente em TqM dada por um parametro y € RU {y.} €

assintotica se, e somente se, 7(y) e 1'(y) sdo colineares, desde que estejam definidos.

Demonstragao: Considerando f em forma de Monge, dado y € R temos de (5) que
() = (by + 20,y + 1,y 01+ (L, + 2m0,y + 10,y .
e consequentemente,
7' (y) = (2m,, + 20, y)v1 + (2, + 20,,y)vs.
Assim, n(y) e 1'(y) sao colineares se, e so se,

I, +2m, y+n,vy> L., +2m,y—+n,y>
det<,’7(y)’n/(y)) — 1 1y ly 2 2y Qy — 0;

2my, + 20,y 2my, + 200,y
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que coincide com a equacao das diregoes assintoticas para x = 1.
Quando y = Yo, entdo n(y) e n'(y) sdo colineares, desde que estejam definidos.
Assim, n(y) e n'(y) sdo colineares se, e somente se, A, é uma parabola degenerada. Mas,

pela demonstragao do Teorema 4.29, temos que isto ocorre, se e s se,
My Ny — MMy, = 0;
que é o caso da equagao de diregoes assintoticas para u., = (0,1). 0

Por abuso de notagao, o parametro y € RU{y..} correspondente a diregao assintotica

u e TqM é também chamado de direcao assintotica.

Observagao 4.41. Utilizando o Lema 4.40 e analisando geometricamente as diferentes
possibilidades para as diregoes assintoticas y € R U {y} em cada tipo de parabola de

curvatura, temos que

(i) Se A, é uma parabola ndo degenerada entao podem existir 2, 1 ou 0 diregdes as-
sintoticas de acordo com a posicao de p em relacao a parabola, isto é, se p esta no

exterior, sobre a fronteira ou no interior da parabola, respectivamente (Figura 45).

Figura 45: Possibilidades para A, sendo uma parabola nao degenerada e A o conjunto de
direcoes assintoticas de M em p.

'y , A .
N N, M
o Ay
n(yz)
_ n(y) i

AN o iz .
L A= {m.p} A={n}

4 N, M

A,
| l—o

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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(ii) Se A, ¢ uma semirreta, entdo qualquer y € R U {ys} ¢ uma diregao assintotica
ou existem duas diregbes assintoticas {yy,, Yoo }, com 1(y,) sendo o vértice de A, de
acordo com que a reta contendo A, seja radial ou nao, isto ¢, se ela passa ou nao

por p, respectivamente (Figura 46).

Figura 46: Possibilidades para A, sendo uma semirreta e o conjunto A de direcoes assin-
toticas de M em p.

1 N, M ! NpM
Ap
Ny
Yo
Yo
- . -
. A= {Yos Yoo} : A=RU{yx}

Fonte: Elaboragao propria (2025).

(iii) Se A, ¢ uma reta, entdo ou Y., ¢ a tUnica direcdo assintotica ou todo y € R U
{Yso} € uma direc@o assintotica, de acordo com que A, ndo contém p ou contém,

respectivamente (Figura 47).

Figura 47: Possibilidades para A, sendo uma reta e o conjunto A de direcoes assintoticas
de M em p.

A A AT
Np M N P M
a"l.iu
A,
1Y)
a Y
> - ’ »-
A= {y=} A=RU{yx}

Fonte: Elaboragao propria (2025).

(iv) Se A, é um ponto, entao todo y € RU {y} ¢ uma dire¢ao assintotica (Figura 48).



4.3 Diregoes assintoticas e binormais 84

Figura 48: Possibilidades para A, sendo um ponto e o conjunto A de dire¢oes assintoticas
de M em p.

N M

A,

(Y )

A J

P )
A=RU{yx}

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Lema 4.42. Uma dire¢ao normal v € N,M ¢é binormal se, e somente se, existe uma

dire¢@o assintotica y € R U {ys} tal que v é ortogonal ao subespago gerado por 7(y) e
7' (y)-

Demonstragao: Segue da Defini¢do 4.34, que se v é binormal, entao existe y € RU{yso }
tal que v é ortogonal a 7(y) e segue do Lema 4.40 que v é também ortogonal a n'(y), ou
seja, v € ortogonal ao subespago gerado por n(y) e n'(y).

Suponha y € RU {y } uma dire¢éo assintotica, associada & diregao binormal vy, de
forma que exista uma diregdo normal v ortogonal ao gerado por n(y) e 1'(y). Logo, pelo
passo anterior, v; é também ortogonal a este subespago e desta forma, v é paralelo a 1

e assim, v é binormal. [

O ntimero de dire¢oes binormais também depende das diferentes possibilidades para

a pardbola de curvatura. Segue da Observagao 4.41 e do Lema 4.42 que:

(i) Se A, é uma parabola nao degenerada, entdo podem existir duas, uma ou nenhuma

direcao binormal, uma para cada direcao assintotica.

(i) Se A, é uma semirreta, entao ha trés possibilidades: se A, nao esta contido em uma
reta radial, entao existem duas direcoes binormais; se estda contida mas o vértice
da parabola nao ¢ a origem p, entao existe uma direcao binormal; se o vértice é a

origem entao todas direcoes sao binormais.

(iii) Se A, é uma reta ou um ponto diferente da origem p, entao existe uma tnica dire¢ao

binormal.

(iv) Se A, é a origem p, entdo qualquer diregao normal é binormal.



4.3 Diregoes assintoticas e binormais 85

Além disso, inspirados na Defini¢ao 2.46 e na Observacao 2.51, Benedini Riul e Sinha

(2019, p. 395) classificam os pontos singulares de coposto 1 de superficies em R?.

Definicao 4.43. Dada M uma superficie com singularidade de coposto 1 em p € M, o

ponto p é chamado
(i) Eliptico, se nao ha nenhuma diregao assintotica em p;
(ii) Hiperbélico, se ha duas diregoes assintoticas em p;
(iii) Parabdlico, se existe uma dire¢ao assintotica em p;
(iv) Ponto de inflexao, se existem infinitas dire¢oes assintoticas em p.

Exemplo 4.44. Segue da interpretacao geométrica que se A, ¢ uma parabola nao dege-
nerada, entdo p nunca é ponto de inflexao; se A, é uma semirreta, p nunca ¢é eliptico e
nem parabolico; se A, ¢ uma reta, p nunca ¢ eliptico e nem hiperbdélico; e se A, ¢ um

ponto, entao p é de inflexao.
Exemplo 4.45. Considere, para os seguintes casos, p = 0 € M. Desta maneira, vale que:

(i) Sendo M o cross-cap definido pela imagem de f(z,y) = (z,y? xy), conforme Exem-
plo 4.19, como a parabola de curvatura passa pela origem, temos que p ¢ um ponto

parabolico.

(ii) Sendo M a swallowtail do Exemplo 4.20, entdo como a parabola de curvatura é o

eixo-y, ou seja, uma reta radial, segue que p é um ponto de inflexao;

(iii) A origem do toro pin¢ado do Exemplo 4.30 é um ponto parabdlico, visto que A, é

uma reta que nao passa pela origem.

Além disso, podemos generalizar o item (i). Considere M uma superficie com sin-
gularidade de coposto 1 em p = 0, de forma que A, seja uma parabola nao degenerada.

Segue da Proposicao 4.31 que podemos escrever uma parametrizacao local de M como
g(x,y) = (z,az” + bry + cy* + p(z,y), 2y + q(z,y)), com a,b € R e ¢ > 0.

E segue do Lema 4.36 que uma direcao (z,y) € N,M ¢é assintotica se, e s6 se, ax®—cy* = 0.

Dai, temos que, para a = 0 h&d uma unica direcao assintética e assim, p é um
ponto paraboélico. Caso a > 0, entao ha duas diregoes assintoticas e assim, p é um ponto
hiperbélico. E por ultimo, se a < 0, nao ha nenhuma diregao assintotica e, desta forma,

p é eliptico.
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4.4 | As curvaturas no ponto singular

Nesta secao serao definidas duas curvaturas para superficies singulares de coposto
1. Tais curvaturas sao invariantes de segunda ordem da superficie e podem ser utilizadas
para o estudo da geometria de tais singularidades, aparecendo, por exemplo, no estudo de
contato de superficies de coposto 1 com planos e esferas em Martins e Nuno-Ballesteros
(2015) e Sinha e Saji (2022).

De forma a definir as curvaturas axial e umbilica, consideraremos um referencial
ortonormal especial de N,M, o qual nas proximas subsegoes, denotaremos apenas por
{Va4, 2} e chamaremos v, de vetor axial. Entretanto, cada diferente tipo de parabola
de curvatura recebera um referencial ortonormal especifico, os quais denominaremos re-
ferencial adaptado de N,M

Suponha primeiramente que A, é uma parabola nao degenerada. Considere v, €
N, M o vetor unitario que compartilha a direcao do eixo de simetria da parébola, apon-
tando para o interior da parabola e vy € N,M o vetor unitario que compartilha a direcao
da diretriz da parabola tal que {v,, vq} = {v,, 2} é um referencial ortonormal positiva-
mente orientado de N,M (Figura 49).

Figura 49: Referencial adaptado para o caso em que A, é uma parabola nao degenerada.

A

1o hd

~ diretriz

P

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Quando A, é uma reta ou semirreta, tome v, = 7(ys) € considere vy, a diregao
binormal infinita associada & dire¢ao assintotica y.,, de tal forma que {N(yoo), Voo } =
{Va, 12} € um referencial ortonormal positivamente orientado de N,M (Figura 50).

Se A, ¢ um ponto que nao ¢ a origem p, entao 7(y) ¢ uma constante nao nula, sendo
assim, tome o referencial ortonormal {V, %} = {v,,1n} de N,M tal que v é uma
my
diregao binormal (Figura 51).

Caso A, = p, entao qualquer referencial ortonormal de N, M pode ser tomado como

referencial adaptado.
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Figura 50: Referencial adaptado para o caso em que A, é uma reta ou semirreta.

N(Ysc)

Voo

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Figura 51: Referencial adaptado para o caso em que A, ¢ uma ponto.

A A
_'\'TI] q Jr .'n'l'r? 1] ﬂ J!r

A,

1y

Voc ly) Loy
[[ata]]] B
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.
|

I8 i".p =p

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Em Martins e Nunio-Ballesteros (2015), os autores definem a curvatura umbilica para
quando a parabola de curvatura é uma reta, semirreta ou ponto. Ja em Sinha e Saji (2022)
e Benedini Riul, Deolindo-Silva e Sinha (2023), os autores definem a curvatura axial para
os casos em que A, é parabola nao degenerada, semirreta ou ponto. Todos os trabalhos
consideram para tais curvaturas, referenciais adaptados como acima. Apresentamos a

seguir tais defini¢oes e resultados.

4.4.1 1 A curvatura umbilica

Para a definicao da curvatura umbilica, considere M uma superficie singular de
coposto 1 em p € M tal que A, é uma parabola degenerada.
Relembramos que, em um referencial ortonormal de N,M, em particular no adap-

tado, podemos escrever a segunda forma fundamental como a seguir:
I(uu) =11, (u,u)v, + I1,,(u,u)v,.

Note que, desta maneira, dados u,v € C,, a segunda forma fundamental na diregao

normal v, é constante, a menos do sinal. Veja a representacao geométrica na Figura 52.
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Esta invariancia sugere a seguinte definicao:
Figura 52: Representacao geométrica da segunda forma fundamental na diregao vs.

A N, M

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Definicao 4.46. Seja M uma superficie singular em p tal que A, é uma parabola dege-
nerada. Dado um vetor unitério u € T,M e um referencial adaptado {v,,v,} de N,M,

chamamos o ntimero positivo
Fu(p) = [(L1 (0, 0), v3)| = |11, (0, u)

de curvatura umbilica de M em p.

Perceba que a curvatura umbilica nao esta definida para singularidades A%-equivalentes
ao cross-cap, isto ¢, quando A, é uma parabola nao degenerada. Isto pois a proje¢ao no
sentido da diretriz de uma parabola nao degenerada é uma reta, isto é, é infinita. Veja

na Figura 53.

Figura 53: Projecao de uma parabola nao degenerada no sentido de sua diretriz.

4 N, M

S

Fonte: Elaboracao propria (2025).

Observagao 4.47. Interpretagao geométrica para a curvatura umbilica:

(i) Segue da defini¢do que se A, é um ponto, entao k,(p) é a distancia entre A, e p e
se A, é uma reta ou semirreta entdo k,(p) ¢ o comprimento da projegao de A, na

direcao binormal infinita, isto ¢, a distancia entre p e a reta contendo A,,.
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(ii) A partir do item anterior temos que k,(p) = 0 se, e somente se, A, = {p} ou A,

estd contida em uma reta radial quando a parabola de curvatura é uma reta ou

semirreta. Ilustramos estes casos na Figura 54.

Figura 54: Casos em que a curvatura umbilica se anula.

A T A T A N
N, M N,M N, M
A,

A,

U, Va

L

(iii)

P P

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Se A, é uma reta ou semirreta, considere 7 uma parametrizacao da pardbola de

curvatura. Assim, para todo y € R, tal que 7/(y) # 0, podemos escrever

_ lInCy) x 7' ()l

wlP) =l

Basta tomar o paralelogramo formado pelos vetores n(y) e 7'(y). Assim, sua éarea
é dada por ||n(y) x n'(y)|| e a projegdo na direcao de v, é exatamente a altura em
relagao a 1/(y), conforme Figura 55, o que nos da a relagdo desejada.

Figura 55: Paralelogramo formado pelos vetores n(y) e n'(y).

A
N, M

B \SSJ

”F{H\) . Y \

n(y)

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Podemos estender essa ideia a trés dimensoes, onde temos que

wulp) = [t TN = ettt/ ). )

" ()|

Sendo e um vetor unitério em 7,M, basta considerar o volume do paralelepipedo
formado pelos vetores e, 1(y) e ' (y), ou seja, de altura 1 e base n e /. Desta forma,

o argumento ¢ analogo (Figura 56).

Figura 56: Paralelepipedo formado pelos vetores n(y), ' (y) e e.

A .
T,M = N, M

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Exemplo 4.48. Considere M a swallowtail definida pela imagem de
flz,y) = (z,2xy +4y°, 3y" + ay?),

conforme Exemplo 4.20. Como a parabola de curvatura é uma reta que passa por p, segue

da interpretagdo geométrica que k,(p) = 0.

Exemplo 4.49. Seja M o toro pingado dado por
x x x
flz,y) = <<2 + cos y cos 5) cos, <2 + cos y cos §> sen x, sen y cos 5) )

144% 362

do E lo 4. =
Segue do Exemplo 4.30 que x,(p) 5302 + 5302

~ 0,51360.

Exemplo 4.50. Seja M a superficie dada pela imagem de f(z,y) = (z, 22 +y°, 3y* —xy?),
note que p = 0 é uma singularidade de coposto 1 e, além disso, A, pode ser parametrizado

por n(y) = (0,2, 6y?), conforme Figura 57. Segue que k,(p) = 2.
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Figura 57: Parabola de curvatura em p de f(z,y) = (z, 2> + y°, 3y* — xy?).

Fonte: Elaboragao propria (2025).

Observagao 4.51. Perceba pela Observagao 4.47 que a definicao da curvatura umbilica
nao depende da escolha de um referencial adaptado de N,M, nem da parametrizacao de
A,, nem da escolha de coordenadas locais em M. Porém, depende da aplicacio g: M —

R? que parametriza M. O proximo exemplo ilustra esta afirmacdo.

Exemplo 4.52. Considere M a cuspidal edge como no Exemplo 4.22. Note que, con-
siderando p = 0 e a parametrizagao local f(z,y) = (x,y% y?) temos que k,(p) = 0,
pois A, é uma semirreta que passa por p. Entretanto, considerando a parametrizagao
g(z,y) = (z,(y® + )%, (y* + x)?), a pardbola de curvatura ¢ o ponto (0,2,0) e assim
/ﬁu(p) = 2.

O seguinte resultado nos traz uma semelhanga com a curvatura normal para o caso
de superficies regulares, em que a curvatura ¢é escrita como o quociente da segunda forma

fundamental pela primeira.

Proposigio 4.53. Para todo u € T,M com I(u,u) # 0 ¢ {v,, 1} referencial adaptado

de N,M, vale que
_ 1, (u,u)|
=

Demonstracao: Considerando em T, M a pseudo-métrica induzida pela primeira forma

fundamental, temos pela bilinearidade de II que

|11, (u, w)| = [Jull*

1L, (ﬁ ﬁ) ’ = I(u,u)s,(p)

e segue o resultado. 0
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Considere duas superficies M;, My C R? com singularidades de coposto 1 nos pontos
p1 € M e po € M, cujas parametrizacoes locais f e g, respectivamente, sejam .A%-
equivalentes e que suas parabolas de curvatura sejam degeneradas. Assim, suas respectivas
parabolas de curvatura podem ser uma semirreta, reta ou um ponto.

Perceba que, como a curvatura umbilica pode ser entendida como distancia. Seguem-

se 0s seguintes casos:

e Se A, e A, sao pontos, entao existe uma isometria linear ¢ : N,, M; — N, M, tal
que ¢(A,,) = A, se, e somente se, Ky, (p1) = Ky(p2). Assim, podemos afirmar pelo

Teorema 4.32 que f e g sio R? x O(3)-equivalentes se, e somente se, k,(p1) = Ky (p2)-

e Se A, e, sao pares de retas ou de semirretas, entao, se tal isometria existe, temos
que Ky(p1) = ku(p2). E assim, a igualdade da curvatura umbilica é uma condigao

necesséaria para a R? x O(3)-equivaléncia de suas parametrizacoes locais.

Tais fatos além de demonstrarem a importancia da curvatura umbilica no estudo da
geometria local de segunda ordem de superficies singulares de coposto 1, nos permitem

concluir que a curvatura umbilica é um invariante por isometrias.

4.4.2 1 A curvatura axial

Para a definicao da curvatura axial, consideraremos M uma superficie singular de
coposto 1 em p € M e analisaremos sua projecao no sentido do vetor axial do referencial

adaptado.

Definicdo 4.54. Dado um referencial adaptado {v,,v,} de N,M e u € T,M, definimos

a funcao de curvatura normal axial como
K, (u) = (II(u,u),v,) =11, (u,u).

Se u € C,, podemos escrever u = 0, + yd,, entao podemos considerar K, (u) como

uma fungao no parametro y.

Definicao 4.55. Quando existe, n6s chamamos o ntimero

Ka(p) = min{K,, (u) [u € Cp} = min{(n(y), v.) | y € R}

de curvatura axial de M em p.

Observagao 4.56. Interpretacao geométrica da curvatura axial: Segue da defini-

¢ao da curvatura axial que:

(i) Se A, é uma parabola ndo degenerada ou uma semirreta, entdo ,(p) é o compri-

mento da projegao do vértice de A, na direcao v,. Se A, é uma semirreta radial,
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podemos interpretar k,(p) como a distancia entre p e o vértice da parabola de cur-

vatura (Figura 58).

Figura 58: Representagao da curvatura axial para os casos em que A, é uma parabola
nao degenerada ou semirreta.

$ Ny M 1 Nu

: Fa (p}
pf - Pl ~~_¢ g, ()

- FJ
- £

Y

Fonte: Elaboragao propria (2025).
(ii) Se A, é uma reta, a projecao de A, na diregao v, é toda a reta, e portanto, nao
limitada. Assim, a curvatura axial nao esta definida.

Figura 59: Projecao de A, sendo uma reta na direcao de v,,.

A

s

Fonte: Elaboragao propria (2025).

(iii) Se A, é um ponto, a projecdo na direcdo de v, ¢ a origem e portanto, x,(p) = 0.

Veja na Figura 60.

Na seguinte proposicao, caracterizamos quando a curvatura axial é nula. Ilustramos

tais casos na Figura 60.

Proposigao 4.57. Temos que k,(p) = 0 se, e somente se A, é um ponto, ou 7(yo) é

paralelo a 15, onde 7y é um ponto critico de K,

Demonstracao: Suponha k,(p) = 0. Segue que, A, é um ponto, uma semirreta ou uma
parédbola nao degenerada. Se A, é um dos ultimos dois casos, entao, pela definicao de

curvatura axial, segue que existe yo € RU{y}, ponto critico de K, tal que (n(yo), Va) =
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Figura 60: Casos em que k4(p) = 0.
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Fonte: Elaboragao propria (2025).

0, logo n(yo) é perpendicular a v, e, como v, é perpendicular a vy, segue que 1(yy) €
paralelo a vs.

Suponha que A, é um ponto, entdo k,(p) = 0. Caso A, seja uma semirreta ou
uma parébola nao degenerada, entdo, analogamente ao item anterior temos que 7(yo) é

paralelo a vy e tal fato implica que (n(yo), v,) = 0. Segue que k,(p) = 0. O

Exemplo 4.58. Seja M a superficie singular definida localmente pela imagem de

1
f(x,y) = (x 2?y® — xy + 297, 30+ 3y2) :

Assim, p = 0 é uma singularidade de coposto 1 e, calculando suas segundas derivadas

temos que a parabola de curvatura pode ser parametrizada por

1
n(y) = (0, 4y* —y,6y° + §y> :
conforme Figura 61.
Segue da interpretagdo geométrica da curvatura axial que k,(p) = 0, pois o vértice

da parabola é o proprio p.

Anélogo a Proposicao 4.53, a curvatura axial também pode ser escrita de forma
semelhante & curvatura normal para superficies regulares, como dado na proposicao a

seguir.

Proposigao 4.59. Para todo ponto singular de coposto 1 p € M e {v,, o} referencial

adaptado de N, M, podemos escrever sua curvatura axial como

Ka(p) = mln{i{(ﬁ’(zg |u e T,M, I(u,u) # O} .

Demonstracao: A demonstracao ¢ analoga a Proposicao 4.53. Basta considerar a
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1
Figura 61: M dada pela imagem de f(z,y) = (z, 3y? — zy + 207, 3Ty + 3y2) e A,

Fonte: Elaboragao propria (2025).

pseudo-métrica induzida pela primeira forma fundamental. Assim, para u € TqM , com

I(u,u) # 0; temos que

|11, (u,u)| = [[u]?

()| = 0L 0)

[af|” [full

e segue o resultado. 0

As Proposigoes 4.60, 4.61 e 4.62 apresentadas a seguir caracterizarao o vetor axial
v, e a curvatura axial a partir de uma parametrizagao local de M em p. Considere para
tais resultados, M definida localmente pela imagem de f em forma de Monge, de forma

que o seu 2-jato é dado por

2 1 2 2y 1 2 2

J°f(0) = | =, §(bzo$ + 2bii2zy + boay”), §(Czox + 2cn1zy + co2y”) (9)
e p € M é a origem de R?. Desta forma, A, é parametrizada por

n(y) = (0,ba + 2b11y + boay?, a0 + 2¢11Y + co2y?). (10)

O seguinte resultado nos permite caracterizar o vetor axial a partir de f como acima.
Proposicao 4.60. Temos que, se

(i) A, ¢ uma parébola nao degenerada ou uma semirreta, entao

1

—(502, 002);
V b(2)2 + ng

Vg =
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1
———————(b11,€11);
e, e

(iii) A, é um ponto diferente da origem, entao podemos tomar

(ii) A, ¢ uma reta, entdo podemos tomar v, =

1

—(—020>520)-
V30 + ¢35

Vg =

Demonstragao: A demonstracao é feita em casos.

(i) Suponha inicialmente que A, é uma parabola nao degenerada. Se 71(y,) ¢ o vértice
da parabola, entao 7'(y,) é paralelo a diretriz de A,. Basta ent@o calcular y, para

determinar v,.

Da teoria de curvas sabemos que é no vértice da paradbola que sua curvatura é
méxima. Assim, de (10) temos que 7' (y) = (2b11 + 2bo2y, 2¢11 + 2¢o2y) € ' (y) =

(2bo2, 2¢p2). Entao, a curvatura de n é dada por

co2(b11 + bo2y) — boz(c11 + co2y)
2((b11 + bo2y)? + (c11 + coay)?)?/?

k(y) =

b11bo2 + c11c02

E assim
B) 2 : )
bga + Cha

Derivando, encontramos que k' se anula em 1, =

7 (yo) = (2602(011502 — bi1co2) —2bga(c11boz — bllcoz))
' Bt Dt

Segue que

19

n/(yu> _ <CO2 V b(2]2 + 6(2)2 —bo2\/ 532 + C%2>

B 7 () | B bgz + 032 7 632 + 032

Rotacionando em /2 no senti anti-horéario, encontramos que

<b02 V03 + Gy o2/ bRy + Cg2> _ 1

= ) = (5027 002)-
b3s + oo bga + B Vb3, + 3y

Seja A, uma semirreta, por defini¢do temos que v, = (¥ ). Além disso,

/

' (y)
7' ()|

N(Yoo) =

para y > 0, de forma que n(y) # 0.
Note que, podemos escrever n'(y) = n'(y1) — 7'(y2) = (y1 — y2)(2bo2, 2¢o2), com

y1,y2 > 0. Assim, temos que 7/'(y) depende apenas de byy € cp2 € vale que

' (y) _ 2(bo2, coz)

) AR, + A2,

Va
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(ii) Caso A, seja uma reta, pela Tabela 1, segue que byy = oo = 0 e b3, +c3; > 0. Assim,
' (y) B (2b11,2¢c11)

N(Yoo) = =
7wl 282, + &,

(iii) Suponha que A, é um ponto diferente da origem, entdo segue da Tabela 1 que

, € segue o resultado.

b11 = bOQ = C11 = Cp2 — 0 (§] assirn, n(yoo) = (0, bgo, Czo). Dai,

1N(Yoo) 1

= = bag, C20).
()]~ oL e e 2]

Rotacionando em 7/2 no sentido anti-horério, temos que

Vo

1

vV, = —(—C2o,b20)~
’ V030 + 3
Concluimos assim a demonstragao do resultado. ([l

Proposicao 4.61. Se A, é uma pardbola nao degenerada ou semirreta. Temos que

_ I(uy, uy)
111 (0o, uso)||

Vg

Demonstragao: Dado j2f(0) como (9). Entdao u,, = (0,1) e calculando a segunda

forma fundamental de M em p temos que

ij(O)m(%y) = (0, bao, c20), ij(O)xy@jvy) = (0,b11,c11) e j2f(0)m($>y) = (0, boz, coz)-
Assim, 11 (uy,us) = (0,03, c35) € o resultado segue da Proposigao 4.60. O

Proposicao 4.62. Se A, é uma parébola nao degenerada ou semirreta, entao

1

2 2
bga + Coa

Ka(p) = (11)

bi1bos + 2
((bzoboz +020002) _ ( 11902 011002) ) .

2 3
bga + o2

Demonstragao: Seja f uma parametrizacao local de M em p tal que seu 2-jato seja
(boz; co2)

dado como em (9). Entao, pela Proposigao 4.60, v, = 55 5
b2 + o2

. Assim,

1

vV bgz + ng

Temos que k,4(p) ¢ um ponto critico de K,,, ou seja, é o valor yo para o qual K}, (yo) = 0.

K, (y) = n(y),va) = ((baoboz + c20c02) + (2b11bo2 + 2c11¢02)y + (bgy + o) y7).

Derivando, temos que

1
= (2b11bg2 + 2c11¢02 + (205, + 2¢5,)y) = 0.

K, (y) = (1Y), va) = —=
bga + Co2
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—(b11bo2 + c11¢02)
(532 + 032)

Desta forma, K, (yo) = 0, para y, = . Substituindo, temos que

1

Vb + CBo

e segue o resultado. O

Ka(p) = Ky, (%0) =

b11bos + 2
<(b201)02 + 20C02) — (buabos + c1con) ) )

(532 + 0(2)2)

Exemplo 4.63. Seja M definida pela imagem de g(x,y) = (x, 22 +y?, 22° + xy), como no
Exemplo 4.33. Temos que sua parabola de curvatura para p = 0 pode ser parametrizada

por n(y) = (0,2 4 2y*,4 + 2y). Assim, comparando com (9) temos que
bao = 2,b11 = 0,020 = 2,90 = 4,11 = 1,02 = 0.

Desta forma, segue da Proposi¢ao 4.60 que v, = (1,0) e da Proposi¢ao 4.62 que
Ka(p) = 2.

Observagao 4.64. De maneira analoga a definicao da curvatura umbilica, observa-se
pelas proposigoes acima que a definicao da curvatura axial nao depende da escolha de
um referencial adaptado de N,M, nem da parametrizagao de A,, nem da escolha de
coordenadas locais em M. Porém, depende da aplicagao g : M — R3 que parametriza M,

como visto no seguinte exemplo.

Exemplo 4.65. Seja M a superficie definida pela imagem de f(z,y) = (z, 2% + y2, y?),
com uma singularidade em p = 0. Temos que sua parabola de curvatura é parametrizada

por n(y) = (0,2 + 2y%,0), conforme representado na Figura 62a. Segue que k,(p) = 0 e
Kq(p) = 2.

Figura 62: Parabola de curvatura de M em p = 0 para as parametrizacoes locais f e g.

(a) fz,y) = (z, 2% + 9%, 9°). (b) gz, y) = (z,2° + (y* + x)?, (v + x)%).

Fonte: Elaboragao propria (2025).
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Considere agora, M dada pela imagem de g(z,y) = (z,2% + (y° + 2)%, (v + 2)?),
assim, f e g definem a mesma superficie. Calculando sua parabola de curvatura, temos

que A, = {(4,0)}, como na Figura 62b. Assim, k,(p) =4 e k,(p) = 0.

Podemos analisar a importancia da curvatura axial de forma analoga & que foi feita
com a umbilica. Para tal, considere duas superficies M;, My C R3 com singularidades de
coposto 1 nos pontos p; € M; e py € M,, cujas parametrizagoes locais f e g, respectiva-
mente, sejam A2-equivalentes e que suas pardbolas de curvatura sejam ou parabolas nao
degeneradas, ou semirretas.

Perceba que, como a curvatura axial pode ser entendida como distancia, entao, se
existir uma isometria linear ¢ : N, M; — N,, M, tal que ¢(A,) = A,,, tem-se que
Ka(p1) = Kq(p2). E assim, pelo Teorema 4.32; a igualdade da curvatura axial é uma
condigao necessaria para a R? x O(3)-equivaléncia de suas parametrizagoes locais.

Note que o mesmo vale para o caso em que as parabolas de curvaturas sao pontos.
Entretanto, como neste caso o valor da curvatura axial é sempre nulo, tal igualdade nao
agrega em nosso estudo.

Desta forma, podemos concluir que a curvatura axial é um invariante por
isometrias e refor¢car sua importancia no estudo da geometria local de segunda ordem

de superficies singulares de coposto 1.
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CAPITULO 5

Consideracoes finais

Neste trabalho exploramos as conexdes e diferencas entre as superficies regulares
e as singulares de coposto 1 no espago euclidiano tridimensional de forma a entender
e estudar a geometria de segunda ordem nas vizinhangas de tais pontos singulares. A
uniao das ferramentas da Geometria Diferencial Classica e da Teoria das Singularidades
nos permitiu utilizar a parabola de curvatura para conectar superficies singulares que
possuissem mesmas informagoes geométricas provenientes da segunda forma fundamental.
E assim, conseguir uma forma de olhar para esses diferentes objetos no espaco.

De um ponto de vista mais pessoal, este estudo foi muito importante para minha
formagao, visto que ampliou meus horizontes em relacao a pesquisa em Matematica, me
permitiu aprender as técnicas da Teoria das Singularidades, me ajudou a entender como
funciona a busca de bibliografias e no entendimento de como estao os estudos atuais em
Teoria das Singularidades aliados & Geometria Diferencial. Esta investigacao, embora seja
um Trabalho de Conclusao de Curso, se mostrou apenas como um ponto de partida no
estudo da Teoria das Singularidades.

Outro ponto importante a ressaltar é a uniao de saberes de diferentes disciplinas.
Para este trabalho, foi essencial a compreensao de Algebra Linear, Estruturas Algébricas,
Calculo, Anélise, Geometria Diferencial, entre outras. Assim, consigo afirmar que este

estudo me preparou ainda mais para a pos-graduacao em Matemaética.
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