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que viver é ser livre.
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RESUMO

No presente trabalho estudaremos o Produto Tensorial entre espacgos vetoriais. O assunto
serda abordado em trés capitulos. No primeiro deles estudaremos alguns conceitos bésicos de
Algebra Linear que serao necessarios no estudo do tema central do trabalho. Em seguida
abordaremos alguns resultados dentro de Algebra Bilinear que serao essenciais na funda-
mentacao dos conceitos que vao ser apresentados no ultimo capitulo. No terceiro capitulo
estudaremos de fato o Produto Tensorial entre espacgos vetoriais. Inicialmente veremos sua
definicao, exemplos abstratos, suas propriedades e por fim estudaremos alguns resultados

importantes.

Palavras-chave: espagos vetoriais, transformagcoes lineares, dimensao de espacos vetoriais,

aplicagoes bilineares, produtos tensoriais, tensores de segunda ordem, isomorfismos.
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INTRODUCAO

Ao longo do desenvolvimento historico da matematica, por volta do século XIX se deu as
primeiras concepcoes sobre Andlise Tensorial, sendo introduzidas pelo matematico Carl Fri-
edrich Gauss (1777-1855). Finalmente, em 1890 o célculo tensorial comegou a se desenvolver
em definitivo com base nos trabalhos de Woldemar Voigt e dos matematicos Elwin Bruno Ch-
ristoffel (1829-1900), Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) e Tullio Levi-Civita (1873-1941).
O termo tensor dentro do contexto da Anélise Tensorial, foi introduzido em 1898 pelo fisico
Woldemar Voigt (1850-1919). J& o conceito de Produto Tensorial entre espagos vetoriais se
desenvolveu posteriormente, por volta da década de 1930 e foi introduzido através de um
trabalho dos matemadticos Francis Joseph Murray e Jonh von Neumann ([10]).

Existem muitas aplicagoes praticas envolvento o cdlculo tensorial. Essa teoria esta pre-
sente, por exemplo, no estudo da Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein ([3]), na
Mecanica Quantica ([1]) e na Geometria Diferencial ([8]). O presente trabalho tém como
objetivo fazer um estudo tedrico do Produto Tensorial entre espacos vetoriais. Nao apresen-
taremos aqui qualquer aplicacao relacionada ao Produto Tensorial.

O trabalho prossegue da seguinte forma. No capitulo 1 apresentaremos de maneira sucinta
alguns conceitos basicos de Algebra Linear. No capitulo 2 estudaremos alguns resultados
dentro de Algebra Bilinear que serdo apresentados deste modo: inicialmente caracterizaremos
as aplicacoes bilineares, bem como, suas propriedades e por fim veremos alguns resultados
importantes. Os resultados estudados no capitulo 1 e 2 sao na verdade pré-requisitos para o
estudo do tema central do nosso trabalho que é o Produto Tensorial entre espacos vetoriais.
Esse estudo sera feito no capitulo 3. Primeiramente sera apresentada a definicao de Produto
Tensorial entre espagos vetoriais e em seguida faremos a construcao de alguns exemplos

tedricos. Finalizaremos o trabalho com o estudo de varios isomorfismos importantes.



CAPfTULO 1 L]

Preliminares

Neste capitulo estudamos alguns conceitos basicos de Algebra Linear que sao fundamentais
para o estudo dos principais resultados do trabalho. Faremos isso de maneira sucinta, pois
a maioria dos conceitos citados aqui sao facilmente encontrados em diversas bibliografias,
inclusive em algumas que foram usadas no trabalho. Inicialmente vamos tratar de algumas
defini¢coes como: espago vetorial, transformacao linear, base de um espago vetorial, nicleo
e imagem de uma transformacao linear. Em seguida estudamos alguns resultados como o
Teorema do Ntcleo e da Imagem e alguns isomorfismos entre espagos vetoriais. Finalizamos

o capitulo com um breve estudo sobre o espago dual de um espago vetorial.

1.1 Espaco vetorial e transformacoes lineares

No inicio desta secao iremos apresentar brevemente uma série de defini¢oes e vamos estu-

dar alguns resultados que nos serao necessarios nos préximos capitulos.

Definigao 1.1.1. Um espaco vetorial real é um conjunto V', nao vazio, com duas operagoes:
soma + : V x V — V., e multiplicacao por escalar - : R x V' — V| tais que, para quaisquer

u,v,w €V e a,f €R, as propriedades sao satisfeitas:
(i) (utv)+w=ut(v+w);
(i) u+v=v+uy
(iii) Existe 0 € V tal que v+ 0 = w. (onde 0 é o vetor nulo);
(iv) Existe (—u) € V tal que u + (—u) = 0.

(i) af(u) = a(fu);
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(i) (a+ B)u = au + fu;
(iil) 1u =w;
(iv) a(u+v) =au+ av.

Definigao 1.1.2. Sejam V um espaco vetorial real, vy, vs,...,v, € V e ay, as, ..., a, nimeros

reais. Entao, o vetor

V= QU1 + Uy + ... + U,
¢ um elemento de V' que é chamado de combinacao linear de vy, vs, ..., v,.

Defini¢ao 1.1.3. Um conjunto de vetores S = {vy,...,v,} C V gera o espaco vetorial V,

quando todo elemento v € V' pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de S.

Definicao 1.1.4. Sejam V um espaco vetorial e vy,...,v, € V. Dizemos que o conjunto
{v1, ..., v, } é linearmente independente (ou que os vetores vy, ..., v, sao linearmente indepen-

dente) se a equagao

avy + ... +oapv, =0

implica que a; = as = ... = «, = 0. Se existe algum «; # 0 dizemos que o conjunto
{v1,...,v,} é linearmente dependente (ou que os vetores vy, ..., v, sdo linearemente depen-

dente).

Algumas vezes, para simplificar, vamos usar LI para nos referir a um conjunto de vetores

linearmente independente.

Definigao 1.1.5. Um conjunto S = {vy,...,v,} de vetores de V serd uma base de V se:
(i) S ¢é linearmente independente;
(ii)) S gera V.

Um espaco vetorial V' pode admitir mais de uma base porém, prova-se que qualquer base

deste espaco vai ter sempre o mesmo nimero de elementos. Isso nos leva a seguinte definicao.

Definigao 1.1.6. Seja V' um espaco vetorial, tal que uma base de V' possui n vetores. Entao

dizemos que dimensao de V' é igual a n e escrevemos dimV = n.



Capitulo 1 10

Quando a base & de um espaco vetorial V' possui uma quantidade finita de vetores,
dizemos que este espaco é de dimensao finita. Neste trabalho iremos sempre considerar que
os espagos vetoriais tem dimensao finita.

Em relacao a denotacao do conjunto de todas as transformacoes lineares de V em W,
iremos indicar por L£(V,W). Quando W = R usaremos apenas L(V').

O préximo resultado nos conta que o espaco vetorial das aplicagoes lineares de V em W

¢ um espaco vetorial de dimensao finita.

Teorema 1.1.1. Seja V' um espaco vetorial dimensao n e W um espaco vetorial de dimensao
m. Entao o espago vetorial L(V, W) das aplicagoes lineares de V- em W tem dimensao igual

a mn.
Demonstragao: Vide paginas 74 e 75 da bibliografia [6].

Definigao 1.1.7. Sejam V' e W dois espacos vetoriais. Uma transformacao linear (ou aplicacao

linear) é uma funcao de V.em W, T : V — W, que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Quaisquer que sejam v e v’ € V|
T(v+v)=T(v)+T®).
(ii) Quaisquer que sejam o« € Rewv € V|
T(av) = aT(v).

Se na definicao acima W = R a transformacao linear 7' : V' — R recebe um nome especial,

ela é chamada de funcional linear.

Definicao 1.1.8. Sejam V' um espacgo vetorial e S um subconjunto nao-vazio de V. O sub-
conjunto § é um subespaco vetorial de V' se S é um espago vetorial em relagao a adigao e a

multiplicagao por escalar definidas em V.
A préxima definicao relaciona a soma de subespagos vetoriais.

Definigao 1.1.9. Sejam U e V' dois subespacos de um espaco vetorial Z. Dizemos que Z é a

soma direta de U e V' e escrevemos Z = U &V quando
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1) todo vetor z € Z se exprime como soma de um vetor u € U com um vetor v € V, isto

éz=u+v;

2) esta maneira de exprimir z é tnica, isto é, se z = u+v = v’ + v, com u,u’ € U e

v, o' € Ventdiou=u ev="10.
Esta segunda condigao, em presenga de 1), equivale a dizer que
2y UNV ={0}.

A toda transformagao linear T' : V' — W estao associados dois subespagos vetoriais
importantes do dominio V' e do contradominio W: o ntcleo e a imagem da transformacao

linear 7', respectivamente.

Definicao 1.1.10. Seja 7' : V' — W uma transformacao linear. O conjunto de todos os vetores
v € V tais que T'(v) = 0, onde 0 é vetor nulo de W, é chamado de nicleo de T e é denotado

por Ker(T).
Em termos de conjuntos temos que
Ker(T)={veV:T(v)=0}

O proximo resultado nos mostra como podemos caracterizar uma aplicacao linear injetora

a partir do ntucleo da transformacao linear.

Teorema 1.1.2. Seja T : V — W uma aplicacao linear. Entio Ker(T) =0 se, e somente se,

T ¢ injetora.
Demonstragao: Vide pagina 154, da bibliografia [2].0

Definicao 1.1.11. Como sabemos, a imagem de uma transformagao linear 7' : V' — W que é

denotada por Im(T'), é o conjunto:
Im(T)={we W :T(v) =w para algum v € V}.

Claramente a Im(T) C W. Quando a Im(T) = W dizemos que a transformagao linear 7" é

sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um v € V' tal que T'(v) = w.

Proposicao 1.1.1. Seja T : V. — W wuma transformagao linear, entao T(0) = 0.
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Demostragao: Por i) da Defini¢ao 1.1.7 temos que, para oo = 0

T(0) = T(0 - v) = 0T (v) = 0

Portanto 7'(0) = 0 O
A seguir enunciaremos o famoso Teorema do Ntcleo e da Imagem que relaciona a dimensao
do dominio de uma transformacao linear com as dimensoes do nicleo e da imagem desta

transformacao.

Teorema 1.1.3. (Teorema do Nucleo e da Imagem) Seja T : V. — W uma aplicagdo linear.
Entao dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dimV .

Demonstragao: Seja vy, ..., v, uma base de Ker(T). Como Ker(T) C V é subespago de V', po-
demos completar este conjunto de modo a obter uma base de V. Seja {vy, ..., U, «.o, W1, ooy Wi }
a base de V. Vamos mostrar que T'(wy),...,T(w,,) é uma base de Im(7T). Vamos mos-
trar que o conjunto {T'(wy),...,T(wy,)} gera Im(T). Dado w € Im(T), existe v € V
tal que T'(v) = w. Se v € V, entdo existem escalares aj,...,q, e f1,...0, tal que v =

Q101 + ... + av, + Brwr + ...+ Bnw,,. Mas,

w =Tw)=T(v; + ... + apv, + frwy + ... + Bwn)
= T(v) + ... + @, T(vn) + 1T (wy) + ... + BT (wp)

Como os vetores vy, ...,v, € Ker(T), T(v;) =0 parai¢ =1,...,n. Assim,
w =T (w)+ ... + BT (W),

e a imagem de T é gerada pelos vetores T'(wy),...,T(w,,). Agora vamos mostrar que o
conjunto {T'(wy), ..., T(w,,)} é linearmente independente. Considere a combinagao linear
a1 T(wy) + aoT (ws) + ... + @, T(w,,) = 0 vamos verificar que os escalares «; sao nulos. Como
T é linear, T'(qywy + avws + ... + apw,,) = 0. Logo aqw; + awwsy + ... + aw,, € Ker(T),
entao ajw; + agws + ... + AWy, pode ser escrito como combinagao linear da base {vy, ..., v, }

de Ker(T), isto é, existem escalares 31, ..., 3, tais que

awy + ... + apw,, = pivr + ... + Buu,, ou ainda,

= w1 + .... + Qpwy, — Prv1 — ... — Bpv, = 0.
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Mas {vy, ..., U, W1, ..., Wy, } € uma base de V', e temos entao

Portanto o conjunto {T'(wy), ..., T'(w,) } é linearmente independente. Logo a dim(Ker(T)) =

0, dim(Im(T)) =m e a dimV = m, entao
dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dimV.

Como queriamos demonstrar. O
Usando o Teorema acima, vamos provar a proposicao a seguir que sera muito tutil para

demonstrarmos os resultados centrais do trabalho.

Proposicao 1.1.2. Sejam V e W espacos vetoriais de mesma dimensao e seja T :'V — W
uma transformacdo linear. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) T € sobrejetora:

(i) T € bijetora;

(i11) T € injetora;

(iv) T transforma base de V' em base de W .

Demonstragao: Vamos mostrar primeiramente que (i) implica (7i). Para isso basta provar que
T é injetora. Como por hipétese 1" é sobrejetora, temos que Im(7T) = W elogo dim(Im(T)) =

dim(W). Assim, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que
dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(W)
ou seja,
dim(Ker(T)) + dim(W) = dim(W).

Logo dim(Ker(T)) = 0. Assim, como a dim(Ker(T)) = 0 temos que Ker(T) = {0}. Logo
pelo Teorema 1.1.2 temos que 1" injetora.
E ébvio que (1) implica (ii1), provemos entao que (7ii) implica (iv). Seja S = {vy, ..., v, } uma

base para V. Vejamos que &' = {T'(v1), ..., T(v,,)} forma uma base para W. Para isso, como
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por hipdtese dim (V) = dim(W) e os conjuntos S e S’ tem o mesmo numero de elementos,
basta verificarmos que o conjunto S’ é linearmente independente. Considere a combinacao

linear nula dos elementos de S’
a1 T(vy) + ... + ., T (v,) = 0.
Como T' é uma transformacao linear, temos do conjunto S’
T(onvy + ... + apvy,) =0,

e logo, aqvy + ... + ayv, pertence ao nicleo de T. Mas, por (i) temos que T é injetora e
logo Ker(T) = {0}. Se ayvy + ... + av, = 0, mas {vy,...,v,} é linearmente independente,
entdao a; = g = ... = a,, = 0. Portanto S’ é linearmente independente. Concluimos que S’
forma uma base para W.

Por fim, falta provar que (i) implica (7). Seja w € W. Por (iv) temos que se S = {vy,...,v,}
¢ base de V, entao &' = {T(v1),...,T(v,)} é base de W . Assim, o elemento w pode ser
escrito como combinagao linear dos elementos de S’, ou seja, existem escalares aq, g, ..., a;,

tais que
w=a;T(vy) + ... + @, T (v,).
Mas como T é transformagcao linear, temos que
w=T(aqvy + ... + @ 0,).

Logo w = T'(v), onde v = ayv; + ... + a,v, € V. Concluimos entao que 1" é sobrejetora. O

1.2 Espaco dual

Nesta secao vamos estudar alguns resultados importantes sobre o conjunto dos funcionais
lineares sobre o espago vetorial V. Denotaremos tal conjunto por V*.
E facil verificar que se f,g € V* e o é um escalar, entdo f + g € V*, af € V*, onde a

operacao de soma e multiplicacao por escalar sao definidas da seguinte maneira:

(i) (f +9)(w) = f(u) + g(u), para toda f e g e V"
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(ii) (af)(u) =af(u), paraa € Re f e V™.

Com estas operagoes, V* constitui um espaco vetorial denominado espago dual de V.
Seja § = {vy,...,v,} uma base do espago vetorial V. Um funcional linear f € V* fica
determinado quando conhecemos o valor deste funcional nos elementos da base de V', ou seja,

quando sabemos os n niimeros:

f(Ul) =, ,f(Un) = Op.
De fato, dado v € V como S é uma base de V, existem escalares [(,...,[3, tais que se

n
v = Z B;v;. Entao
i=1

f(U) =f (Z @Uz') = Z ﬁz‘f(vz‘) = Zﬁz‘az’

Por outro lado, uma n-upla arbitraria de nimeros (o, ..., o, ) também determina um funcional

linear f, definido por
flv) = Z Bia;,
i=1

onde os f3; sao as coordenadas do vetor v na base S.
A cada base § = {vy, ..., v,} do espaco vetorial V' corresponde uma base S* = {f1, ..., f} do
espago vetorial V*, chamada de base dual de V.

Os funcionais lineares da base §* sao definidos da seguinte maneira: se v € V' é tal que

n
v = g B;v; entao

i=1

fl(v) - fz (Z 6’52}2) = /Bia para 1= ]-7 ey T
=1

isto é, f; é o funcional linear que ao vetor v associa sua i-ésima coordenada na base S.
n

Vamos verificar que &* é de fato uma base. Considere a combinacao linear nula g Aifi=0.

5 i=1
Entao

(Z Az‘fi) (v) = Z Aifi(v) =0

qualquer que seja o vetor v € V. Assim, Z Aifi(v;) = 0 onde v; é um elemento da base S.

i=1
Masv; =0-v1+0-v2+ ...+ 1-v; +...+0- v, e logo, como
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1, sei =17,
filvj) =
0, sei #J

temos que Z)\ifi(vj) = )\; = 0, para cada j € {1,...,n}. Concluimos entdo que conjunto
j=1

{f1, .-, fn} é linearmente independente.
n

Considere agora um funcional linear g € V* e v € V. Assim, temos que v = Z Biv;, para

=1
n

escalares i, ..., 3,. Vamos mostrar que g = Z%’fi, onde a; = g(v;), parai = 1,...,n. De
i=1
fato, dado v € V' temos que:

Q(U) =9 (Z 51’%) = Zﬁig(vz’) = Zﬂiai-

Mas, pela definigao dos funcionais lineares f;, temos que f; = fi(v). Logo

n n

g(v) = Zﬂi%’ = Zfi(v)ai = <Z aifi) (v),

i=1 i=1
n

ou seja, g = Z «; f;. Provamos entao que o conjunto S* = {f1, ..., fn} é LI e gera, logo S* é
i=1

base.

Note que § e §* tem o mesmo nimero de elementos, portanto a dim(V') = dim(V™).

Definicao 1.2.1. Quando uma transformacao linear 7' : V' — W for bijetora dizemos que 7" é

um isomorfismo. Neste caso temos que os espagos V' e W sao isomorfos.

Sob o ponto de vista de Algebra Linear, espacos vetoriais isomorfos sao idénticos.

O proximo resultado nos mostra a relagao entre a dimensao do espaco vetorial V' e do seu

dual V'*.
Teorema 1.2.1. Se V' € um espaco vetorial de dimensao finita entao V e V* sao isomorfos.

Demonstragao: Sejam S = {vy,...,v,} uma base para V e §* = {f1, ..., f»} uma base para

V*. Considere a aplicacao 7' : V. — V* que ao vetor v = E a;v; associa o funcional
i=1
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n n n
= Z a; fi. Vejamos que T é linear. Sejam v = Z o e v = Z Giv; € V., temos que

i=1 i=1 =1

Tw+d) =T (Z o,;0; + Z ﬂivi) =T (Z(ai + ﬁﬂw)

=1

—Zaz‘i‘ﬁz i Zazfz‘i‘Zﬁzfz
=T (Z OCZU1> +T <Z B@%) = +T( )

Agora se A é um escalar, entao

TOw) =T ()\ > vl) (Z /\04le> Z A fi

i=1

=\ (Zazfz) = \T (Zavz> = \T'(v).

Portanto T' é linear. Como dim (V') = dim(V*) usando a Proposigao 1.1.2 temos que, para
mostrar que T é isomorfismo é suficiente verificar que T é injetora. Considere entao v €

Ker(T). Logo T'(v) = 0. Entao,

Como os elementos f; € S8 e §* é base, temos que o conjunto {fi,..., f,} é LI e logo

a; = ag = ... = a, = 0. Segue portanto que v = 0. Concluimos entao que T é injetora. 0.
Como vimos V* é um espaco vetorial e logo podemos calcular o dual de V*. O espaco

vetorial assim obtido é chamado de bidual de V' e é denotado por V**. Como a dim(V) =

dim(V*) segue também que dim((V*)*) = dim(V*).
Teorema 1.2.2. Existe um isomorfismo T entre V e V**.

Demonstragao: Considere a aplicagao

T :V = (V¥
v — T(v)
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onde T'(v) : V* — R é definida por T'(v)(¢) = ¢(v). Vejamos que T" estd bem definida. Para

isso vamos provar que T'(v) é linear. Dadas qﬁ,é € V*, temos que

Agora dado A um escalar temos que

T(v)(Ap) = (Ap)(v) = A(9)(v) = AT (v)

Logo T'(v) é linear e portanto T estd bem definida. Agora vamos verificar que 7' ¢ linear.
Dados v,v" € V e A € R, devemos provar que T'(v +v") = T'(v) + T'(v') e T'(Av) = AT'(v), ou
seja, T'(v+v')(¢) = T(v)(¢) + T (V') (@) e T(Mv)(¢) = AT'(v)(¢), para toda ¢ € V*. De fato,

T(v+0)(¢) = d(v+1) = o) + $(v') = T(v)(¢) + T(V)(¢) = (T(v) + T(v')) (¢)
T(A)(¢) = (¢)(Mv) = (Ad)(v) = A()(v) = AT (v)(¢) = (AT(v)) (9).

Logo T é linear. Como a dim(V) = dim(V**) segue da Proposigao 1.1.2 que é suficiente
provar que 7' é injetora. Seja v € Ker(T). Entao T'(v) = 0, ou seja, T'(v)(¢) = 0, para toda
¢ € V*. Assim, se S = {vy,...,v,} uma base de V e v = Zawi € V temos que

i=1

0="T(0)(¢) = 6(v) = > ciesvi)

para toda ¢ € V*. Considerando §* = {fi,..., fn} a base dual e tomando sucessivamente
n

O = f1, = fo,..., & = [, segue que 0 = Zaifj(vi) = wj, j = 1,...,n. Deste modo temos
i=1

que os a1 = g = ... = a,, = 0 e logo concluimos entao que v = 0. Portanto v é o vetor nulo,

como queriamos demonstrar. O



CAPITULO 2

Algebra Bilinear

Estudaremos neste capitulo alguns resultados fundamentais dentro da Algebra Bilinear, mais
especificamente estudaremos as aplicagoes bilineares. Primeiramente apresentaremos a de-
finicao de uma aplicagao bilinear, uma vez que tais aplicagoes sao essenciais no estudo de
Produto Tensorial entre espacos vetoriais. Depois estudaremos dois resultados essenciais para
o desenvolvimento do trabalho. O primeiro deles nos fornece uma base para o espaco vetorial
das aplicacoes bilineares e o segundo mostra que existe um isomorfismo entre o espago das

aplicagoes bilineares e o espago L(U, L(V,W)), conforme notacao definida no Capitulo 1.

2.1 Aplicacoes Bilineares

Definigao 2.1.1. Sejam U, V' e W espacos vetoriais. Dizemos que uma aplicagao
¢:U xV — W do produto cartesiano de U por V em W, é uma aplicacao bilinear quando

satisfaz as seguintes condigoes:
(C1) o(u+u',v) = o(u,v) + o(u,v)
(C2) d(u,v+v") = d(u,v) + ¢(u,v)
(C3) d(Au,v) = d(u, \v) = Ap(u,v)
quaisquer que sejam u,u € U,v,v" € V e )\ escalar.

Observe que a defini¢ao anterior diz que uma aplicacao é bilinear quando ela é linear em cada

entrada.

Definigao 2.1.2. Uma aplicacao bilinear ¢ : U x V' — R, do par U, V no espaco vetorial R

dos nimeros reais é chamada de funcional bilinear, ou uma forma bilinear.
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Vejamos a seguir um exemplo simples de funcional bilinear.

Exemplo 2.1.1. A multiplicagio de nimeros reais f : R x R — R, tal que f(z,y) = zy €

bilinear. De fato, dados x,x’,y ey € R, temos que
(i) fle+a'y) = (v +2")y = vy + 2y = fz,y) + f(2',p).
(ii) flxy+y) =2y +y) =zy+ oy = fx,9) + f(2,9).
(1i1) Seja X\ um escalar, entio f(Ax,y) = (Ax)y = AMzy) = A f(x,y)
Por outro lado, temos f(z, \y) = x(Ay) = May) = Af(x,y).
Logo f € bilinear.

Fixemos agora algumas notacgoes sobre os conjuntos formados pelas aplicagoes bilineares.
Indicaremos com L(U,V; W) o conjunto das aplicagoes bilineares ¢ : U x V' — W do par U,
V' no espago vetorial W. Em L(U,V; W) defina as operagoes de soma e multiplicacdo por

escalar como segue:

(1) (@ +)(w,v) = ¢(u,v) +v(u,v), ¢,y € LU, V; W).
(i) (Ap)(u,v) = Ap(u,v), A € R, paratodou e UeveV.

E facil verificar que L(U,V; W) munido destas operagoes constituem um espago vetorial.

Quando o espago vetorial W = R | definimos como B(U, V), em vez de L(U,V;R), para
indicar o espaco das formas bilineares sobre o par U, V. E, quando o espaco vetorial U=V,
definimos como B(U), em vez de B(U,U) para indicar o espago das formas bilineares sobre

U.

Proposigao 2.1.1. Sejam U, V e W espagos vetoriais, £ = {uy, ..., un} uma base de U e
S = {v1,...,v,} uma base de V. Dada arbitrariamente uma mn-upla de vetores w;; € W,
i=1,..,m;j =1,...,n, existe uma unica aplica¢do bilinear ¢ : UxV — W tal que ¢(u;,v;) =

w;j, para todo u; € € e todo v; € S.
Demonstragao: Vamos primeiramente verificar que aplicacao ¢ é unica. Seja

g:UxV =W
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uma aplicagao bilinear que satisfaga g(u;, v;) = w;;.

Dados u € U e v € V, existem escalares aq, ..., ap, B1, ..., Bn, tais que

m

U= U1 + Uy + ... + AUy, = E ;U

i=1

v = Bivy + Bova + ... + Brvp = Zﬁjvj

Assim,

g U, U =g <Za uz;Zﬁ]”]) Zazﬁjg ulavj Zazﬁjww
= Zalﬁj o(ui,v5) = <Z%%;Zﬁg%) = ¢(u,v)

Isso prova que g = ¢, e logo temos que existe uma tnica aplicagao bilinear de ¢ : U xV — W
tal que ¢(u;,vj) = wy;. Note que ¢ estd bem definida pois como £ é base, os escalares a,
sao unicos e por motivo andlogo, os 3, também sao tnicos.

Provemos agora que ¢ é bilinear. Para isso, considere u € U e v € V como anteriormente e

tome v’ € U e v/ € V. Assim, existem escalares Ay, ..., \,,, (1, ..., (,, tais que
m
u = >\1U1 + )\QUQ + ...+ )\mum = Z /\ﬂLZ
TL‘i
V= Gon+ Gua b et G = Y Gy
j=1

De fato,

ou+u,v) = (Zaul%—Z)\uz,Zﬁjv]): (Z(ai—l—)\i)ui,Zijj)

=1

=SS o A = 35 Dot + Ay

i=1 j=1 i=1 j=1
- Z Z aBjwi; + Z Z NiBjwi; = ¢(u,v) + ¢(u,v)
i=1 j=1 i=1 j=1

Analogamente se prova que ¢(u,v +v') = ¢(u,v) + ¢(u,v’).
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Seja A escalar. Entao:
i, Z 53'@]') =0 <Z A, Z 5jvj>
=1 i=1 j=1

j=1

o(Au,v) =¢ ()\

K2
m n

(o) Bwig = Y Y a(ABy)wi; = d(u, Av)
i=1 j=1 i=1 j=1
Analogamente se prova que ¢(Au,v) = Ao (u,v).
Portanto, ¢ é bilinear. O
O préximo resultado exibe uma base para o espago vetorial L(U,V; W) das aplicagoes bili-

neares do par U,V em W.

Proposicao 2.1.2. Sejam U, V' espacos vetoriais e £, S bases de U e V', como na Proposicao

2.1.1. Seja ainda G = {g1, ..., gp} uma base do espago vetorial W. Entdo:

(i) Para cada i,j,k, com1<i<m,1<j<nel<k<p, eriste uma unica aplica¢ao

bilinear £ : U x V- — W tal que £ (ui,v;) = gp € &7 (up,vs) =0 ser #i ou s # j;
(ii) O congunto das aplicagoes bilineares S,ij geram o espago vetorial L(U,V;W);

(111) As aplicagoes 5,? constituem uma base do espago vetorial L(U,V;W). Logo

dimL(U,V; W) = mnp.

Demonstragao:

(i) Sejam 1 <ig<m, 1 <jo<mnel<ky<p. Tomei=igej=jye defina a mn-upla
de vetores em W por

Jke» S€1=1g € J = Jo
wij:

0, se i # 49 ou j # Jo

Pela Proposigao 2.1.1, existe uma unica aplicacao bilinear E,Zgjo U xV — W tal que

E%(us,vj) = wij. Assim, se i = ig e j = jo, temos que £ (u;,v5) = wy;, ou seja,

Sligjo(uio,vjo) = Wigjo = Jky- B s€ T £ g ou s # Jo, S,ij(ur,vs) = w,s = 0.
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(i) Mostremos que as aplicacdes &7 geram L(U,V;W). Para isso, dada ¢ € L(U,V; W)
basta verificar que ¢ se escreve como combinacao linear das aplicacoes 5,?. Assim se
¢ € LUV;W),dados i e j, taisque 1 <i<m,1<j<neqG={g,..,9g,} base de

W, existem escalares \*.

ij» de modo que

o(us, v5) Z)\ng. (2.1.1)

Vamos mostrar que ¢ = Z )\k g7
i,5,k

Para isto, basta mostrar que para cada u, € £ e cada vy € S tanto ¢ quanto S,ij
aplicadas no par (u,, vs), admitirdo os mesmos valores. Sabemos de (2.1.1) que
O(y, vs) Z)\rsgk, ondel<r<mel<s<n.

Por outro lado, como

g, sSet=rej=s

0, sei#rouj+#s

glij (ura US) =

temos,

> ONEE (wp,vs) =) ALER (uy,v) Z s G-
k

7]7

Portanto concluimos que ¢ = Z /\k 5” Logo, o conjunto das aplicacoes bilineares 8,?
i,5,k
geram o espaco vetorial L(U,V;W).

(iii) Considere os escalares A}, tais que g ALE &7 = 0. Entdo,
i7j7k

0— (Z )\k: 51]) Uy, V) Z,\k g” (uy, vs) Z)\ngk, com (u,,vs) € U XV,

7]7 7]7
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para quaisquer 7, staisque 1 <r<mel <s < n.

Como os g sao linearmente independentes, temos que )\fj = 0 para quaisquer ¢,j e k o

que nos garante a independéncia das aplicagoes &,’. O

Mostraremos a seguir que uma aplicacao bilinear depende linearmente de um parametro fixo.

Proposicao 2.1.3. Seja ¢ : U x V. — W uma aplicacao bilinear. Para cada uw € U fizo, a
aplicagao linear T, : V- — W, dada por T,(v) = ¢(u,v) € linear, ou seja, um elemento de

LV, W), o qual depende linearmente do parametro u € U.

Demonstragao: Temos que
T, :' V. — W
v Tu(v) = ¢(u,v)

Mostremos que T, € linear. Sejam v, e v, € V, entao:
Tu(v1 + v2) = ¢(u, v1 + v2) = d(u, v1) + ¢(u, v2) = Ty (v1) + Ty (v2)
T.(Av) = ¢(u, \v) = Ao(u,v) = AT, (v)

Portanto, T, ¢ linear. O
Antes de prosseguirmos para o préximo resultado fixemos a seguinte notacgao: o espago
L(V, W), denotaré o conjunto de todas as transformagoes lineares de V em W que, de modo

geral, constitui um espago vetorial.
Proposigao 2.1.4. Sejam U, V, W espacos vetoriais. Considere
K : LUV, W) — LU, LV,W))

a aplicagdo que associa a cada elemento ¢ € L(U,V; W) o elemento T = K(¢) € L(U, L(V,W))
assim definido: paraw € U, T,, € L(V,W) € tal que [T,](v) = ¢(u,v), v € V. Entio K é um

1somorfismo.

Demonstragao: Vejamos que K estd bem definida. Para isso devemos provar que, se ¢ :
U xV — W é uma aplicagao bilinear entao K(¢) € L(U, L(V,W)).

Para ficar mais claro considere o esquema abaixo:
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K : LU V;W) — LU LV,W))

¢ = K(¢)
onde
K(p) : U — LV, W)
u = K(¢)(u) =T,

T, :' V. - W
v e Tu(v) = ¢lu,v)
Verificaremos que K(¢) é linear, ou seja, que K (¢)(ur + uz) = K(¢)(w) + K(¢)(us) e
K(¢)(Au) = AK(¢)(u).
(i) Observe que K(¢)(u1+ug) = K(¢)(ur)+ K (¢)(uz) se, e somente se, Ty, yuy = Ty, + Ty
Note que, dado u € U, T, € L(V,W).

Entao,
Tu1+u2 (U) - ¢(U1 + Uz, 'U) = ¢(U1, U) + ¢<U,2, U)
=T (v) + Ty (v) = (T, + To) (v)

ou seja, Tu1+u2 = Tu1 + Tug
Portanto a primeira condicao foi satisfeita.
(ii) Note que K(¢)(Au) = AK(¢)(u) se, e somente se, Ty, = \T,,, u € U.

Entao

AT, (v) = Ap(u,v) = p(Au,v) = Ty, (v)

Sendo satisfeitas as duas condigdes, concluimos que K(¢) é linear e portanto K estd

bem definida.
Provemos agora que K : L(U,V; W) — L(U, L(V,W)) é linear.

(i) K(o+7)=K(0)+K()
Devemos entao provar que K(¢ + v)(u) = (K(¢) + K(v))(u), para todo u € U. Mas
observe que K(¢ +v)(u) € LI(V,W) e (K(¢) + K(v))(u) € L(V,W). Entao devemos
provar que K (¢ +v)(u)(v) = (K(¢) + K(v))(u)(v), para todo v € V.
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De fato,

K(¢ + 7) (u) (U) = (Qb + 7) (u’ U) = ¢(u7 U) + 7(“7 U)
= K(¢)(u)(v) + K(7)(u)(v) = (K(¢) + K(7))(u)(v)

Assim, temos que a primeira condigao foi satisfeita.

(ii) K(Ap) = AK(¢), com A € R

Devemos provar que, K(A¢)(u) = AK(¢)(u), para todo v € U. Como K(¢)(u) €
L(V, W) devemos provar que K (A¢)(u)(v) = AK(¢)(u)(v), para todo v € V. De fato,

K@) (u)(v) = (M) (u, v) = Ap(u, v) = AK(¢)(u)(v).

Portanto, concluimos que K ¢ linear.

S6 resta mostrar que K ¢ bijetora. Verificaremos inicialmente que K ¢é injetora.

Seja ¢ € L(U,V; W), tal que K(¢) = 0. Assim:

K(¢) =0=[K(¢)/(u) =0=[K(¢)](u)(v) =0
= ¢(u7 U) =0,

para todou € U e v € V, para ¢ = 0. Logo, como o nucleo de K contém apenas a aplicacao
nula, pelo Teorema 1.1.2 temos que K ¢ injetora.
Vamos verificar que K é sobrejetora. Pela Proposigao 1.1.2 devemos mostrar que a dim(Im(K)) =
dimL(U, L(V,W)). Pela Proposi¢ao 2.1.2, temos que dimL(U,V; W) = mnp. Como K é in-
jetora temos que dim(Ker(K)) =0. Assim, pelo Teorema 1.1.3, temos:
dimL(U, L(V,W)) =dim(Ker(K))+ dim(Im(K))
=0+ mnp

= mnp
Logo, K é sobrejetora.

Como K ¢é bijetora e linear, concluimos que K é um isomorfismo. O
Observe que K nao depende da escolha da base, pois tanto L(U,V; W) e L(U, L(V,W)) sao

isomorfos.



CAPITULO 3

Produto Tensorial entre espacos vetoriais

Neste capitulo seré apresentado o objeto de estudo central do trabalho, o Produto Tensorial
entre espacos vetoriais. Inicialmente apresentaremos a definicao formal do Produto Tensorial
entre espacos vetoriais. Vale ressaltar que sempre consideraremos aqui espagos vetoriais de
dimensao finita. Em seguida faremos algumas construcoes de exemplos abstratos e finalizamos

o capitulo estudando alguns isomorfismos entre determinados espagos vetoriais.

3.1 Produto Tensorial entre dois espacos vetoriais

Nesta secao iremos apresentar a definicao de Produto Tensorial e alguns exemplos.

Definicao 3.1.1. Dados os espacos vetoriais U e V de dimensoes m e n respectivamente,
chamamos de Produto Tensorial de U por V, todo par (Z,¢) que satisfaga os seguintes

axiomas:
(1) Z é um espago vetorial e ¢ : U x V' — Z é uma aplicacao bilinear do par U,V em Z;
(2) dimZ = dimU - dimV;

(3) (U x V') gera o espago vetorial Z, ou seja, todo elemento de Z é escrito como combi-

nacao linear dos elementos de ¢(U x V).
Supondo o axioma (1), os axiomas (2) e (3) s@o equivalentes ao axioma (2’), enunciado abaixo:

(2) Se &€ = {uy,...,un} e S = {vy,...,v,} sdo bases de U e V respectivamente, entdo a

mn-upla ¢(u;,v;), onde 1 <i<mel<j<n, forma uma base de Z.

De fato, suponha valido os axiomas (1), (2), (3) e vamos mostrar (2’), ou seja, que ¢(u;, v;)
forma uma base de Z. Inicialmente vejamos que ¢(u;,v;) gera Z.

Note que dados u € U e v € V, existem escalares o, ..., um,, 01, ..., B, tais que
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m
U = QU] + QU + ... + AUy, = E ol
=1

v = P11 + Povs + ... + Buv, = Z/ijj
j=1

Assim,

o(u,v) =¢ <Z Qg Zﬁj%’) = aiBo(ui, v)). (3.1.1)
i=1 j=1 .3

Logo para cada u € U e v € V temos que ¢(u,v) se escreve como combinagao linear dos
é(ui,vj). Assim como pelo axioma (3) sabemos que ¢(U x V') gera Z e por (3.1.1) temos
que ¢(u,v) se escreve como combinagao linear dos ¢(u;, v;), concluimos que de fato, ¢(u;, v;)
também gera Z.

Pelo axioma (2), temos que dim(Z) = dim(U) - dim(V') = mn. Como o nimero de elementos
de P ={o(u;,v;) : 1 <i<m,1<j<n} também é mn e o conjunto gera o espago vetorial
Z, concluimos que P forma uma base para Z.

Suponha agora os axiomas (1) e (2’). Provemos que sao vélidos os axiomas (2) e (3). Sejam
E={uy,....,un} eS ={vy,..,v,} bases de U e V| respectivamente.

Do axioma (2’) sabemos que o conjunto P forma uma base para Z e portanto temos que a
dim(Z) = mn = dim(U) - dim(V'), o que prova o axioma (2).

Agora dado z € Z, temos que existem escalares \;; tais que

z= Z)\ijqﬁ(ui,vj), onde 1<i<me 1<j<n.
1,3
Mas, para cada i e j temos que ¢(u;,v;) € ¢(U x V) e logo concluimos que z se escreve como
combinacao linear dos elementos de ¢(U x V). Portanto ¢(U x V') gera Z, satisfazendo assim
o axioma (3).
A seguir apresentaremos trés exemplos abstratos do Produto Tensorial entre os espacgos ve-

toriais U e V' quaisquer.

Exemplo 3.1.1. Considere £ = {uy,...,un} €S = {vy,...,v,} bases de U eV, respectivamente.

Seja Z um espago vetorial qualquer de dimensao mn. Tome

g = {911, -y Gij, ---,an}
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uma base de Z e defina ¢ : U x V. — Z nos pares ¢(u;,v;), onde u; € € ev; € S, por

d(ui,v;) = gij. Nos pares (u,v), onde u € U ev € V, ¢ serd estendida por bilinearidade.

Pela propria construgao de Z € evidente que (Z,¢) é Produto Tensorial.

Exemplo 3.1.2. Tome o espago vetorial Z como sendo o dual das formas bilineares B(U,V)

sobre o par U,V , ou seja, Z = B(U,V)*. Defina ¢ : U xV — Z, como sendo a aplica¢ao

que ao par (u,v) associa o elemento F € B(U,V)* = Z, tal que
F(w) =w(u,v),¥Y w e B(U,V)

De modo esquemdatico temos:

6 . UxV—Z=BUVY)
(u,v) — ¢(u,v) = F.

onde

F : BUYV) - R
w = Fw) = [¢(u,v)](w) = w(u,v).
Vejamos que ¢ ¢ de fato bilinear:
()
[p(u+ v, v)|(w) =wu+v,v)=wlv)+w,v)
= [o(u, v)](w) + [(u, v)](w)

= [o(u,v) + o(u', v)](w), ¥ w € B(U, V),

ou seja,
O(u+u',v) = ¢(u,v) + ¢(u',v).

De modo andlogo, temos que ¢p(u,v +v') = ¢(u,v) + ¢(u,v').

(ii) Seja X\ escalar. Entdo
[p(Au, v)l(w) = w(Au,v)

= w(u,v) = No(u,v)](w),V w e B(U,V),

ou seja, ¢(Au,v) = Ap(u,v).

Da mesma forma prova-se que ¢(u, \v) = Ap(u,v).

(3.1.2)
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Portanto, de (i) e (ii) temos que ¢ € bilinear.

Agora vamos verificar o axioma (2°). Para isso serd necessdrio considerarmos € = {uy, ..., U }
eS ={v1,...,v,} bases de U eV respectivamente. Mostremos que o conjunto P = {¢(u;,v;) :
1<i<m,1<j<n} éuma base para Z.

Suponha que

Z Xijo(u;,v;) =0, onde \jj € R

,J
entao,
[Z /\ijqﬁ(ui,vj)] (w) =0, para todo w € B(U,V). (3.1.3)
Assim de (3.1.3) temosﬂque
Z)\ijw(ui,vj) =0, Vwe BU,YV). (3.1.4)
1,J

Para cada u, € € e cada vy € S, podemos definir o elemento w = w,; € B(U,V), tal que

Wrs(Up, V) =1 € wps(ui,v;) =0, ser #i ou s # j. Substituindo w,s em (3.1.4) obtemos

O = Z )\,-jwrs(ui,vj) = )\rs-

,L"j
Provamos entao que \.s = 0,para cada 1 < r < m el < s < n e portanto o conjunto

{p(u;,v;) : 1 <i <m,1 <j <n} € linearmente independente. Pelo Teorema 1.2.1 temos

que dimB(U,V)* = dimB(U, V). Logo a
dim(Z) = dimB(U,V)* = dimB(U,V) = dim(U) - dim(V') = mn.

Como o conjunto P = {¢(u;,v;) : 1 < i < m,1 < j < n} € linearmente independente e
possui mn elementos que € igual a dim(Z), concluimos que o conjunto P é uma base para Z

e logo o axioma (2°) foi satisfeito. Portanto, Z é Produto Tensorial de U por V.

O exemplo acima nos mostra que dados dois espacos vetoriais U e V o produto tensorial

entre eles é dual das formas bilineares B(U, V).
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Exemplo 3.1.3. Considere o espago vetorial Z = L(U*, V') das aplicagées lineares do dual de
U em V. Defina a aplicagio ¢ : U x V. — Z, que relaciona o par (u,v) a aplica¢ao linear

T € L(U*,V), definida por:
T(w) = w(u)v, paraw € U, u e U eveV

De modo esquemdtico, temos:

o+ UxV = LUV)

onde

T .U =V
w = T(w) = ¢(u,v)(w) =w(u)v.

Agora vamos verificar que ¢ estd bem definida. Para isso, devemos mostrar que T € linear.

De fato, dados wi,ws € U*, temos

T(w1 + U)Q) = ¢(u, U)(w1 + U)Q) = (w1 + U)Q)(U)U
= wy(u)v + wolu)o = Pu, v) (wn) + Plu, v)(wp)
= T(wl) + T(wz)

Seja A um escalar, temos

T(Aw) = ¢(u,v)(Aw) = (Aw)(u)v = Mw)(u)v = Ap(u, v)(w) = AT (w).

Portanto T € linear.

Agora vamos verificar que ¢ € bilinear. Dados u,u' € U e v,v' € V, temos

()
dlu+d,v)(w) =wu+u)v=(w)+w))v=wu)v+w)
= ¢(u,v)(w) + ¢(v',v)(w), para todo w € U*

e logo concluimos que ¢p(u + u',v) = ¢(u,v) + ¢(u',v).
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(i)

Analogamente se prova que ¢(u,v +v') = ¢p(u,v) + ¢(u,v').

Seja A\ escalar, temos

o(Au,v)(w) = wAu)v = w(u)v
(u, \)(w), para todo w € U* e logo ¢p(Au,v) = ¢(u, \v).

Portanto, ¢p(Au,v) = ¢(u, Av).

Por outro lado, temos

o(Au,v)(w) = wAu)v = Aw(u)v]
= Aop(u,v)(w), para todo w € U* e logo ¢p(Au,v) = Ap(u,v).

Concluimos que ¢(Au,v) = Ap(u,v).

Portanto ¢ é uma aplicagao bilinear do par U, V em L(U*, V). Resta provar o axioma
(2°) da defini¢io de Produto Tensorial. Para isso dada € = {uy, ..., un} uma base de

UeS={v,..,v,} uma base de V', vamos mostrar que o conjunto
P={¢(u;v;):1<i<m,1<j<n}
forma uma base para Z. Como
dim(Z) = dim(L(U*,V)) = dim(U*) - dim(V') = dim(U) - dim(V') = mn

e o conjunto P possui mn elementos, basta provar que os elementos da mn-upla sao

linearmente independentes.
Sejam escalares \;j tais que, Z Xijo(u;, v;) = 0. Entdo
2

[Z Nij @ (i, vj)] (w) =0, para todo elemento w € U™.
i,J

Considerando w = fy, onde fi € o k-ésimo elemento da base dual E* = {f1, ..., fm}
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definido na segcao 1.2, temos

0 = [Z Az’jﬁb(umvj)] (w) =D Nijd(us, v))(w) = > Agw(u;) - v;
i i\ i
= Nij fr(w;) - v; = Z)\kjvj, para todo k =1, ..., m.
1,5 J
Como S é uma base, temos que os v; sdo linearmente independentes, logo \p; = 0,
para todo k e todo j. Portanto, o conjunto P € linearmente independente. Com isso,
concluimos que o espago vetorial L(U*, V'), munido da aplica¢ao bilinear ¢ como foi

definida acima € um Produto Tensorial de U por V.

De agora por diante, indicaremos o Produto Tensorial de U por V por U ® V; assim, ¢(u,v)
sera substituido por u ® v (que se 1é "u tensor v”).

Da defini¢ao de Produto Tensorial sabemos que ¢p(U x V') gera Z = U ® V. Porém nao temos
que ¢(U x V') = Z, ou seja, nem todo elemento de U @ V' é do tipo u ® v, por mais que todo

elemento z € U ® V' se escreva como combinacgao linear z = E U @ V.

Definigao 3.1.2. Os elementos do espago vetorial U®V s@o chamados de tensores (de segunda

ordem). Os tensores da forma u ® v, onde u € U e v € V| s@o chamados decomponiveis.

Mostraremos a seguir que a forma de representar um elemento z € U ® V como soma de
tensores decomponiveis nao é Unica.

De fato, veja que

1 1
U ®R2 =¢ <%’ 21)) = 5.2¢(u,v)
= 16(u, ) = §(u,0) = u @ .

Por outro lado, temos que

(u+u)@v+u @ W —v) —u @V =¢u+u,v)+ o, v —v)—o(u,v)
= [0, v) + o(u', )] + [o(u/, ') = ¢(u', v)] = P (', V")

= ¢(u,v) =u®v, onde u,u’ € U ev,v' €V.

A partir de agora vamos apresentar alguns resultados que mostram propriedades importantes

do Produto Tensorial entre dois espacos vetoriais.
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Por questao de notagao, nos préximos resultados vamos denotar as bases dos espacos vetoriais

UeVpor&=A{e,..,en} e S={t,.., t,}, respectivamente.

Teorema 3.1.1. Sejam U ® V' o Produto Tensorial de U por V, e W um espago vetorial
qualquer. Se g : U x V. — W € uma aplicacdo bilinear, entdo existe uma tunica aplicacao

linear g : U@V — W tal que §(u ® v) = g(u,v), para todo uw € U e todov € V.

Demonstragao: Seja g : U x V' — W uma aplicacao bilinear. Dado z € U ® V sabemos que
z = Zuk ® vg. Defina g : U ®V — W do seguinte modo g(z) = Zg(uk,vk). Note que,
quandko se trata de um tensor decomponivel obtemos a propriedade aclfma requerida, ou seja,
§u @ v) = g(u,v).

Vamos verificar que g estd bem definida, ou seja, nao depende da particular maneira de escre-
ver o tensor z como soma de tensores decomponiveis. Seja & = {eq,...,en}, S = {t1,....tn}

bases de U e V, respectivamente. Se

m n
_ i _ J
Up = E ape; e v = E Bit;,
i=1 j=1

entao,
m n
s - o= ¥ |(Saie) o (o)
k k i=1 j=1
=> aifle®@t;, 1<i<m, 1<j<n
i7j7k:
Tomando £ = Z aZﬁi, podemos escrever z = Z UL QU = Z £e;®t,. Logo, os escalares
k k 1,7
§¥ sao as coordenadas do tensor z relativamente a base formada pelos tensores e; ®t; e como

tal nao dependem da particular maneira de representar z = g U @ como soma de tensores

k
decomponiveis. Logo, temos que

9(z) = glu,v) = g (Z 06?&%2@%)

k

ivj? ZJ

pela bilinearidade de g. Concluimos que a aplicacao ¢ tem sua definicao independente da
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maneira de representar z como soma de tensores decomponiveis.
Vamos verificar que g é linear.

Sejam z1 € 20 € U® V. Assim 2z = ny”el ®tje = Z:ofjeZ ® t;. Entao:

7] 7.7

(i)

glz1+22) =79 (ZV”@' ®t; + Z&ijei ®tj>

ij &
=g (Z(Vij +a7)e; ® tj) => (77 +a)glest;)
‘,j '7j

—Z 77g(eit;) +aglest; Z’V” eit;) + Y avg(eit;)
.J
<27 eﬂX)t)—i—g(Zoz el®t>

= 9(21) + ().

Ny

(ii) Dado A um escalar e z = Z e, @t; € Z, temos

g(AZf%Z@t) (Zw] g(es t; )

A (Z fijg(ei;tj)> Ag (Z E9e; @t )

= Ag(2).

g(A\z)

Logo, g ¢ linear.

Provemos agora a unicidade da aplicacao linear g. Suponha que § : U ® V. — W é uma
aplicagao linear tal que g(u®v) = g(u,v), paratodou € U e v € V. Assim, dado z €e U®V,

temos
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Logo g = g.
Portanto, provamos que existe uma tnica aplicacao linear g em U ® V. O

Como consequéncia deste Teorema temos o proximo resultado.

Corolario 3.1.1. A correspondéncia g — § constitui um isomorfismo do espago L(U,V; W)
das aplicagoes bilineares do par U,V em W sobre o espago LIURV, W) das aplicagoes lineares
do produto U @ V. em W. Isto é:

LU VW)~ LUV, W).

Demonstragao: Seja ¢ : L(U,V; W) — L(U @ V, W) dada por ¢(g) = g, onde

g:U®V — W é definida por g(z) = Zg(uk, Vk).

Vamos verificar que ¢ é linear. Dados f,kg € L(U,V; W), vejamos que ¢(f+g) = ¢(f)+¢(g),
ou seja, f/—i\—/g = f+§.

De fato, se z € U ® V entao

k k

/
logo, ¢(f +g) = o(f) + ¢(g)-
Agora se A é um escalar, devemos provar que ¢(Ag) = Ap(g), ou seja, XE] = Ag.

Dado z € U ® V, temos que

(A)(z) =(\g) (Z Uy, ® Uk) = (Ag)(ug, vy
D (A9 (uk, v) = Y Aglug, vp)
A g(ug, o) = Aj(2)

= A\g = Ag.
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Logo, ¢(Ag) = A¢(g).

Portanto ¢ é linear. Para concluir a demonstracao resta provar que ¢ é bijetora, mas como
dimL(U,V ;W) =dimL(U ® V,W), segue da Proposi¢ao 1.1.2 que é suficiente provar que ¢
é injetora.

Se g € Ker(¢), entdo ¢(g) = 0, ou seja, § = 0. Assim, se u € U e v € V segue que
u®v e UV, elogo 0= g(u®wv) = g(uv). Concluimos entao que g é aplicacao nula
e logo ¢ ¢ injetora, como querfamos demonstrar. Portanto, o espago das aplicacoes lineares
LU, V; W) é isomorfo a LU @V, W). O

O proximo resultado mostra que a propriedade do Produto Tensorial vista no Teorema 3.1.1

serve para caracteriza-lo.

Teorema 3.1.2. (Unicidade do Produto Tensorial.) Sejam U @ V e U XV dois produtos
tensoriais de U por V. Existe um tunico isomorfismo de U @ V' sobre U XV que leva u ® v

em uXwv, para todou e U ev e V.

Demonstragao: Seja g : U x V. — U KV definida por g(u,v) = uXv. Vejamos que g é

bilinear. Dados u,u € U e v,v" € V, temos:

glu+u,v) =@w+uv)Rv=ulv+uXuv

= g(u, U) + g(u’, U)

Analogamente se prova que g(u,v 4+ v") = g(u,v) + g(u,v').

Agora dado A escalar, segue que

g Au,v) = (M) Ko = ANuNv) = Ag(u,v),

logo g(Au,v) = Ag(u,v).

Por outro lado,

glu, ) =ul (W) = (M) Ko = AuXv) = Ag(u,v)

Portanto concluimos que g é uma aplicacao bilinear. Assim do Teorema 3.1.1 temos que

existe uma tnica aplicagao linear g: U @ V — UKV, tal que, g(u ® v) = g(u,v) = uX v.



Capitulo 3 38

Considere agora a aplicaciao h : U x V' — U ® V definida por h(u,v) = u®v. E facil verificar
que h é bilinear. Usando novamente o Teorema 3.1.1 temos que existe uma tinica aplicacao
linear h: UKV — U@V, tal que h(uXv) =u® v.

Vejamos que as aplicacoes h e § é inversa uma da outra. De fato, a aplicacdo linear h o § :
UV = U@V étal que (ho§)(u®@v) = h(uKv) = u®u, isto é, a aplicacio h o § coincide
com a aplicacao identidade no conjunto dos tensores decomponiveis de U ® V. Como tal
conjunto gera U ® V', concluimos que de fato ho g ¢ igual aplicacao identidade.

Por outro lado, a aplicacio linear goh : UKV — UKV é tal que (joh)(uXv) = §(u®v) = ulv,
ou seja, a aplicacao g o h coincide com a aplicacao identidade no conjunto dos tensores
decomponiveis de U X V. Como tal conjunto gera U X V| concluimos que g o hé igual
aplicagao identidade.

Como Goh e ho § resultam na aplicacao identidade segue que sio inversas uma da outra.
Provemos agora a unicidade da aplicagao g. Para isso, suponha que f UV - UKV seja
um outro isomorfismo tal que f(u® v) = uXv.

Assim dado z = Z up Qv € U RV, temos
k

e logo f = §. Concluimos que § é dnica, logo § é um isomorfismo. O

3.2 Alguns isomorfismos

A partir de agora veremos alguns isomorfismos. Comecaremos por um isomorfismo mais
simples: considerando R como espaco vetorial sobre si proprio exibiremos um isomorfismo

entre R® V e V, onde V é um espaco vetorial qualquer.

Teorema 3.2.1. Eziste um isomorfismo entre RQV eV, que transforma a ® v em av, para

todo escalar v e v € V.

Demonstragao: Considere a aplicagdo ¢ : R x V' — V| dada por ¢(a,v) = av. Vejamos que
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¢ tem as propriedades requeridas para fazer do par (V, ¢) um Produto Tensorial de R por V.

E f4cil verificar que ¢ é bilinear. De fato, dados o, o/ € R e v,v’ € V, temos que
dla+ad,v)=(a+d)v=av+adv=a¢lav)+ o, v).

Analogamente, temos que ¢(a,v +v') = ¢(a,v) + p(a,v’). Se A é escalar, entdo (Ao, v) =
(Aa)v = a(Iv) = ¢(a, \v).
Por outro lado,
(A, v) = (Aa)v = (Aa)v = Ap(a,v), ou seja,
d(Aa,v) = P(a, A\v) = Ap(a, v).
Portanto ¢ ¢ bilinear. Agora, dado v € V, se S = {ti,...,t,} é uma base de V, existem

escalares aq, ..., a, € R, tais que
v =ity + ... + apty, ou seja, v = d(ag, ty) + ... + O, ty).

Isso prova que ¢(R x V') gera V, satisfazendo o axioma (2’) da defini¢ao de Produto Tensorial.
Concluimos entao que o par (V, ¢) é um Produto Tensorial de R por V. Assim, do Teorema
3.1.2, segue que R® V' é isomorfo a V. O

Usando os exemplos que fizemos na Secao 3 podemos exibir também alguns isomorfismos.
Com base no Exemplo 3.1.3 o Produto Tensorial de U por V ¢ a transformacao linear
AU — V tal que A(f) = f(u) - v para todo f € U*. Portanto podemos obter um
isomorfismo entre U ® V' e L(U*, V). Tal este isomorfismo leva o tensor decomponivel u ® v
na aplicagao linear A : U* — V tal que A(f) = f(u)v, f € U*, u € U, v € V. Note que
a imagem de U* pela aplicacdo A é um subespaco de V' de dimensao 1, ou seja, os tensores
decomponiveis em U ® V' correspondem as aplicagdes lineares “de posto 1”7 em L(U*, V).
Pelo Exemplo 3.1.3 e pelo Exemplo 3.1.2 vimos que tanto o espago vetorial £L(U*, V') das
aplicagoes lineares do dual de U por V' quanto o dual do espaco das formas bilineares B(U, V)
sao Produtos Tensoriais de U por V. Portanto, tendo em vista a Unicidade do Produto

Tensorial, valem os isomorfismos

UV ~BUV) ~ LU,V). (3.2.1)
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Vamos agora estudar alguns isomorfismos menos elementares. No proximo resultado mos-

traremos que existe um isomorfismo entre o espaco das aplicacoes lineares de U por V e

UreV.

Proposicao 3.2.1. O espaco L(U, V) das aplicagées lineares de U por V € isomorfo a U*Q@V,
isto é, LU, V)= U*® V.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.2.2 temos que existe um isomorfismo w : (U*)* — U. Consi-

dere a aplicagao
o : LWUYV) — L(UYV)
T o (1)

onde

oT) = (U) =V
[ o(M)(f) =T(w(f))
Vejamos que ¢ estd bem definida. Para isso, devemos provar que ¢(T') é linear. Dadas

f,g € (U*)*, temos que

AT +9) =Tw(f +9) = T(w(f) +w(g)) = T(W(f) + T(wlg) = ¢(T)(f) + (T)(g)-

Agora, se A é um escalar temos

(T)(Af) = T(wAf) = TOw(f)) = AT(w(f)) = A(T)(f).

Portanto ¢(T') é linear. Vejamos agora que ¢ é linear. Dadas T, Q) € L(U, V), devemos provar

que (T + Q) = ¢(T) + ¢(Q) e ¢(AT) = A¢(T), ou seja, (T + Q)(f) = (¢(T') + #(Q))(f) e
AT (f) = Ap(T)(f), para toda f € (U*)* e A um escalar. De fato,

A(T+Q)(f) = (T+Q)(w(f)) = T(w(f)+Qw(f)) = o(T)(f) +¢(Q)(f) = (#(T)+6(Q))(f).
¢(AT)(f) = (AT)(w(f)) = MT(w(f)) = Ao(T)(f).

Logo ¢ é linear. Para concluir a demonstracao resta verificar que ¢ é bijetora, mas como
dimL(U, V) = dimL((U*)*,V), segue do Proposi¢ao 1.1.2 que é suficiente mostrar que ¢ é
injetora. Sejam T € Ker(¢) e u € U. Entao ¢(T) = 0, ou seja, ¢(T)(f) = 0, para toda

f e (U*)*, e como w é um isomorfismo entre (U*)* e U, existe uma aplicacao g € (U*)* tal
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que w(g) = u. Entdo 0 = ¢(T)(g9) = T(w(g)) = T(u). Logo T é aplicagdo nula e portanto
¢ ¢ injetora, como queriamos demonstrar. Concluimos que o espaco das aplicagoes lineares
L(U,V) ¢ isomorfo ao espago L((U*)*,V). Substituindo agora U por U* no isomorfismo
LU*, V)~ U® YV visto em (3.2.1), obtemos L((U*)*,V) ~ U* ® V. Portanto, combinando
estes isomorfismos, temos que L(U, V) =~ L((U*)*,V) = U*®V, ouseja, LU, V)= U*RV.
O

O isomorfismo entre L(U, V') e U*®V', dado pela Proposigao 3.2.1, leva o tensor decomponivel

f®veU*®V na aplicagao linear A € L(U,V) tal que
A(u) = f(u)vonde f e U, ue Uve V. (3.2.2)

Logo, os tensores decomponiveis em U* ® V' correspondem as aplicagoes lineares A : U — V,

na qual a imagem de U por A tem dimensao 1.

Observagao 3.2.1. Um caso particular do isomorfismo anterior é quando V = U. Logo temos
que L(U) = U* @ U, onde L(U) € o espago vetorial das transformacoes lineares de U em
si proprio. Assim, as transformacoes lineares A : U — U, podem ser identificadas aos

elementos do espaco U* @ U.

Definigao 3.2.1. Os elementos do espago U* ® U sao chamados tensores mistos de 2% ordem
sobre U, os elementos de U ® U sao chamados de tensores contravariantes de 2* ordem e os

de U* ® U* sao os tensores covariantes de 2% ordem.

A partir de agora vamos nos referir a transformacao linear A : U — V correpondente ao

tensor t = ng Qv € U*®V como sendo a aplicagao definida em (3.2.2).

k
No préximo resultado, se € = {ey, ..., €, } é uma base do espago vetorial U, a base dual de U

serd denotada por £* = {f1, ..., fm}.

Proposicao 3.2.2. Consideremos as bases € = {eq,...,en} em U, sua dual £ = {f1,..., fm}
emU* eE*RE ={fj®e;i,j=1,...,m}emU*®@U. Sejam A : U — U uma aplicagao
linear e (o) = [A, £] sua matriz na base €. Entdo as coordenadas, na base E* @&, do tensor
t € U*® U, correspondente a A no isomorfismo entre L(U) e U* ® U, coincidem com 0s

elementos da matriz (o).
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Demonstragao: Lembremos inicialmente que a transformagao linear A € L(U), correspon-

dente ao tensor t = ng ®ug em U* @ U é definida por A(u) = ng(u)uk, onde u € U.
k k

Se uk:Zﬂ,iei € Uegk:Z’y]’?fj € U™ temos que

J
ge(e) =Y _Affile)) =~k 1=1L

Portanto,

Ale;) = ng(ej)uk = Z%k (Z 5};61') = Z (Z 7?52) €;. (3.2.3)

)

1) = [A; &] é a matriz da aplicagao A na base &, segue que

Por outro lado, como (a;

Alej) = Z ale; (3.2.4)

Comparando as expressoes (3.2.3) e (3.2.4), temos o) = Z%kﬁi; Mas, veja que
k

t :ZQk@uk:Z <Z’Y§€fj> ® (E /B};ei>]
k k J i
=2 (Z%’Wé) fioe =Y aif@e.
,J k i

Portanto concluimos que as coordenadas na base £ ® £ do tensor ¢ correspondente a A no
isomorfismo entre L(U) e U* @ U coincidem com os elementos da matriz (o). O
Nosso préximo objetivo é definir o trago de uma aplicacao linear. Para isso serd necessario

definir um funcional linear ¢ no espaco vetorial U* ® U.

Proposigao 3.2.3. Seja U um espaco vetorial. Entao existe um funcional linear natural ¢ no

espaco vetorial U* @ U.

Demonstragao: Defina a aplicacao g : U* x U — R por g(f,u) = f(u). Vejamos que g é

bilinear. De fato, dados f, f' € U* e u,u’ € U, segue que

g(f + ['u) = (f + )W) = fu) + f/(u) = g(f,u) + g(f, w).
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Da mesma forma tem-se que g(f,u+u') = g(f,u)+ g(f,u'). Agora se A\ é um escalar, temos
90N, 1) = (\F)(w) = Af(u) = Ag(f, u). Por outro lado g(f, Au) = f(u) = Af(u) = Ag(f, u).
Assim g(Af,u) = g(f, Au) = Ag(f, u).

Portanto ¢ é bilinear e logo segue do Teorema 1.2.1 que existe uma unica aplicacao linear
¢:U" U — Retal que ¢(f @u) =g(f,u) = f(u), o que conclui a demonstragao. O

Agora estamos em condigoes de definir o traco de uma aplicacao linear.

Definigao 3.2.2. O funcional linear 7 : L(U) — R dado por T = ¢ow, onde ¢ : U*®@U — R
¢ o funcional linear da Proposi¢ao 3.2.3 e w : L(U) — U*®U é um isomorfismo, denominado

traco.

Exemplo 3.2.1. Seja A € L(U) a transformagao linear correspondente ao tensort de U*®U .
Assim w(A) € U* @ U. Digamos que w(A) = Z gr ® ug. Logo:

T(A) = (¢ow)(A) = p(w(A)) = ¢ (Z 9k ® Uk:) = ol @w) = grlw).

Portanto, T (A) = Z gr(ug).
k

YY) € a matriz de A numa base qualquer £, entdo o trago de A € a

Proposigao 3.2.4. Se (a;

soma dos elementos da diagonal dessa matriz, isto €,
T(A) = Z al.
i

Demonstragao: Sejam uy = Zﬂ,ﬁej eUeg,= Z%kfi e U™
j i
Entao:

T(A) _ ng(uk) = ng (Z 5}1@) - Z [Z%kfz (Zﬁi}e]>]
¥ [Z vfﬁifi(ej)] =22 M=) (Z wh ’i)
= Zg;’.

Como vimos na Proposigao 3.2.2 temos 5;'- = g 7;? B, sao as coordenadas do tensor
k
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t = Z gk ® uy, relativamente a base £* ® £. Como tais coordenadas coincidem com os
k
elementos da matriz (o) temos que & = «f. Portanto T(A) = Z ol O

i
Da Proposicao anterior, podemos concluir que se (a;-) e (BJZ) sao matrizes da mesma aplicacao

linear A : U — U relativamente a duas bases distintas de U, segue que
Soi= 34
i i

Proposicao 3.2.5. O dual do Produto Tensorial de U por V € isomorfo ao Produto Tensorial
do dual de U pelo dual de V :
UV) =U'eV"

Demonstragao: Tomando W = R no Corolério 3.1.1, temos que L(U ® V,R) =~ L(U,V;R),
ou seja, (U® V)* ~ B(U,V). Agora, considerando também W = R na Proposi¢ao 2.1.4
vem que L(U,V;R) ~ L(U,L(V,R), isto é, B(U,V) ~ L(U,L(V,R)) = L(U,V*). Mas
pela Proposigao 3.2.1 sabemos que L(U,V*) ~ U* ® V*. Portanto, fazendo as combinagoes
sucessivas destes isomorfismos, concluimos que (U ® V)* =~ U* @ V*. O

Este isomorfismo associa ao tensor f ® g € U*® V* o funcional linear ¢ € (U ® V)* definido
por ¢(u @ v) = f(u)g(v).

Corolario 3.2.1. Os tensores covariantes de sequnda ordem do espaco U* @ V* identificam-se

canonicamente as formas bilineares B(U, V'), ou seja, U* @ V* = B(U, V).

Demonstragao: Segue diretamente da demonstragao da Proposi¢ao anterior que o espaco
U* ® V* é isomorfo ao espaco da aplicagdes bilineares B(U, V).

O espago U* ® U* dos tensores covariantes de segunda ordem ¢ isomorfo ao espaco da apli-
cagoes bilineares B(U). Este isomorfismo relaciona ao tensor f ® g a forma bilinear f - g,

definida por (f-g)(u,v) = f(u)-g(v), o qual é denominado produto das formas lineares f e g.
Proposigao 3.2.6. O Produto Tensorial goza das sequintes propriedades formais:
(i) Comutativa: U@V =~V @ U;

(i1) Associativa: (U@ V)W ~U® (VW)
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(11i) Distributiva em relagao a soma direta: (U V)W ~ (U W) (Ve W)

Demonstragao: Vamos demonstrar apenas o item (i). A ideia das demontragoes dos itens
(ii) e (iii) se encontram na pégina 63 da bibliografia [8]. Usaremos a unicidade do Produto
Tensorial para verificar a propriedade comutativa do Produto Tensorial.

Considere a aplicagao ¢ : U x V. — V ® U definida por ¢;1(u,v) = v ® u. E f4cil verificar

que ¢, ¢ bilinear. De fato, dados u,u’ € U e v,v' € V, temos
Prlutu,v) =v@utu)=v@utvu =i (u,v)+ ¢ (v, v).

Analogamente tem-se ¢1(u,v + v') = ¢1(u,v) + ¢1(u,v’). Agora se A é um escalar, temos
Hdr(Au,v) = v @ (M) = AMv ®u) = Ad1(u,v). Por outro lado, ¢1(u, \v) = (M) @ u =
AMv ® u) = A1 (u,v). Portanto concluimos que ¢; é bilinear. Pelo Teorema 3.1.1 temos que
existe uma tinica aplicacio linear ¢1 : U®V — V @ U, tal que ¢1(u®v) = ¢y (u,v) = v @ u.
Considere agora a aplicacdo ¢y : V x U — U ® V definida por ¢o(v,u) = u ® v. E simples
verificar que ¢ € bilinear e logo, usando novamente o Teorema 3.1.1, temos que existe uma
tinica aplicaco linear ¢, : V@ U — U @ V tal que ¢o(v @ u) = ¢o(v,u) = u @ v.

Vejamos que as aplicacoes ¢; e ¢ sdo inversas uma da outra. De fato, a aplicacio (gZ;l o ngQ) :
VU —VeU étal que (¢ 00:)(v@u) = ¢ (u®v) = v @ u, ou seja, a aplicacio (o1 o ¢)
equivale a aplicacao identidade no conjunto dos tensores decomponiveis de V @ U. Como tal
conjunto V ® U gera U ® V', concluimos que (gb~1 o gzgg) ¢ igual a aplicacao identidade.
Analogamente, a aplicacio linear (¢ 0 ¢1) : URV — U @ V tal que (¢3 0 ¢)(u @ v) =
(52(1) ®u) = u® v, isto é, a aplicagdo ((52 o (51) ¢ equivalente a aplicacao identidade dos
tensores decomponiveis de U ® V. Como tal conjunto U ® V' gera V ® U, concluimos que
(¢§2 o gz;l) é igual a aplicacao identidade. Logo (gb] o gZ;g) e (ngQ o gzgl) resultam na aplicacao
identidade, portanto ¢, é bijetora. U®V ~V @ U.O



CONCLUSAO

Através deste trabalho fizemos um estudo detalhado sobre o Produto Tensorial entre
espacos vetoriais de dimensao finita. Com uma das construcoes abstratas que fizemos, po-
demos concluir que é relativamente simples construir o Produto Tensorial entre dois espacos
vetoriais quaisquer. Vimos também que o Produto Tensorial entre dois espagos vetoriais sao
Unicos, a menos de isomorfismo. Concluimos também que o espago das aplicacoes bilineares
LU, V;W) e o espago das aplicagdes lineares L(U @ V; W) sdo de certa forma idénticos,
pois provamos que estes espacos sao isomorfos. O mesmo podemos concluir para os espacos

UeV)elU ® V"
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