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Resumo

Este Trabalho de Conclusao de Curso contém uma introducao as Equacoes Diferenciais
Ordinarias (EDOs). Inicialmente, com o objetivo de situar o leitor sobre o assunto,
fazemos uma breve introducao historica, apontando alguns fatos e destacando pessoas
importantes para o surgimento, desenvolvimento e consolidacao das EDOs. Em seguida,
apresentamos alguns conceitos bdasicos necessarios para o entendimento do tema e os
principais métodos de resolucao para EDOs de primeira ordem e de ordens superiores.
Por fim, apresentamos algumas das diversas aplicacoes das EDOs de primeira e segunda

ordem.

Palavras chave: Equacoes diferenciais ordinarias. Métodos de resolucao. Aplicacoes.



Abstract

This Final Paper contains an introduction to Ordinary Differential Equations (ODEs).
Firstly, with the aim of situating the reader on the subject, we make a brief historical
introduction, pointing out some facts and highlighting important people for the emergence,
development and consolidation of ODEs. Next, we present some basic concepts that are
necessary for understanding the subject and the main resolution methods for first order
and higher order ODEs. Finally, we present some of the different applications of first and
second order ODEs.

Key words: Ordinary differential equations. Resolution methods, Applications.
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Introducao

Segundo (BOYCE; DIPRIMA, 2010), o estudo das equagoes diferenciais teve seu inicio
no Século XVII, por meio do cdlculo idealizado por Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Inicialmente, elas sugiram como solugbes para problemas
associados a geometria e mecanica. Apds o avanco inicial, a atencao foi voltada a procura
de técnicas de solugao de certos casos especificos de equagoes diferenciais.

De acordo com (BOYCE; DIPRIMA, 2010), as descobertas de Newton sobre o calculo
e as leis da mecanica datam de 1665. Apesar delas terem circulado entre seus amigos,
Newton sé as publicou a partir de 1687. Mesmo com sua pequena atuacao em equacoes
diferenciais, mas por meio do seu conhecimento de cédlculo e das leis basicas da mecanica,
Newton proporcionou a base para a aplicacao de equagoes diferenciais e estabeleceu uma

classificagao para elas, de acordo com as formas abaixo,

dy
dx

dy

= [(x), === f(y).

d
_y_f<m7y)v dx

dx
Foi por meio de seu conhecimento em escrever fungoes em termos de séries infinitas,
que Newton conseguiu desenvolver um método de resolucao utilizando dessas séries para
i 56 de Drimei dom, W _ ¢ 7 )
solucionar uma equagdo de primeira ordem, —~ = (x,y), no caso em que f(x,y) é um
polinomio em x e .
Leibniz dedicou sua vida académica em diversos campos. Chegou de modo indepen-

dente aos resultados fundamentais do calculo e em 1684 os publicou, antes mesmo de

Newton. Foi o responsavel pela criacao da notacao de derivada, %, e o sinal de integral.
Em 1691, criou o método de separacao de variaveis e a reducao de equagoes homogeé-
neas em separaveis. Em 1694, desenvolveu o método de resolucao de equacgoes lineares
de primeira ordem. Leibniz juntamente com os irmaos Bernoulli, puderam colaborar ex-
pressivamente para o avango de métodos resolutivos de equagdes diferenciais (BOYCE;
DIPRIMA, 2010).

Segundo Zill e Cullen (2001, p.79), “os Bernoulli foram académicos cujas contribuicoes
a matematica, fisica, astronomia e historia datam do Século XVI ao XX”. Os irmaos,
Jakob Bernoulli (1654 — 1705) e Johann Bernoulli (1667 — 1748), por meio do célculo,
solucionaram problemas em mecanica os formulando como equagoes diferenciais. Jakob

escreveu equacoes para o movimento planetario utilizando dos principios de Newton, além



de utilizar da expressao “integral” pela primeira vez em seu sentido moderno. Em 1696,
Johann propos o problema da braquistécrona, um problema que foi solucionado por ambos
os irmaos, além de Leibniz, Newton e L’ Hospital. Outro nome envolvido nos estudos de
equagoes diferenciais foi Daniel Bernoulli (1700 — 1782), filho de Johann Bernoulli, que
se interessava principalmente por equacgoes diferenciais e suas aplicagoes. Seu nome ficou
atrelado a famosa equacao de Bernoulli em mecanica dos fluidos. Foi também, o primeiro
a encontrar as fungoes que seriam conhecidas um século mais tarde como fungoes de Bessel
(BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Leonhard Euler (1707 — 1783) foi considerado um génio do Século XVIII. Seu traba-
lho nessa area abarcou estudos em &lgebra, trigonometria, geometria analitica, calculo,
calculo das variagoes, equacoes diferenciais, variavel complexa, teoria dos niimeros e to-
pologia (ZILL; CULLEN, 2001). Euler formulou problemas de mecanica e desenvolveu
métodos de resolugao para estes. Entre 1734 e 1735, encontrou a condicao para que as
equacoes diferenciais de primeira ordem se tornem exatas e desenvolveu a teoria dos fatores
integrantes. Em 1743 encontrou a solucao geral para equacoes lineares homogéneas com
coeficientes constantes e em 1750 expandiu esse resultado para equacoes nao homogéneas.
Euler usou séries de poténcias para resolver equacoes diferenciais. O uso de aproximagoes
numéricas para a aproximacao de solugoes também se deve ao seu trabalho. Euler trouxe
contribuigoes importantes em equacoes diferenciais parciais e deu o primeiro tratamento
sistemédtico do célculo de varia¢oes (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) é conhecido pelo seu trabalho sobre mecanica
newtoniana, equagoes diferenciais parciais e célculo de variagoes. Ele introduziu equagoes
gerais de movimento para sistemas dinamicos, hoje conhecidas como equagoes de La-
grange. Em relacao a equacoes diferenciais, Lagrange mostrou que a solucao geral de uma
equacao diferencial linear homogénea de ordem n é uma combinagao linear de n solugoes
independentes. Foi ele quem também desenvolveu o método de variagao dos parametros
(BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Pierre-Simon de Laplace (1749 — 1827) foi matematico, fisico e astronomo. Ficou co-
nhecido como “o Newton da Franga” e se destacou no campo da mecanica celeste (ZILL;
CULLEN, 2001). A equagao de Laplace, estudada em conexao com a atragao gravitacio-
nal, é de suma importancia em muitos ramos da fisica matematica. Embora reconhecida
mais tarde, a transformada de Laplace, homenageada com seu nome, permite que seja so-
lucionada uma equagao diferencial ordinaria de coeficientes constantes através da solugao
de uma equagao algébrica (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

O Século XVIII foi uma época de intenso desenvolvimento da teoria das equagoes
diferenciais. Foi desenvolvido uma variedade de técnicas e métodos sistematicos para
determinar solucoes de equacoes diferenciais em termos de funcoes elementares, resulta-
dos que ainda hoje fazem parte da teoria qualitativa das equacgoes diferenciais. No fim

deste século, ficou evidente que poucas equacoes diferenciais podiam ser resolvidas por



métodos elementares o que levou a questionamentos sobre como encontrar condigoes de
existéncia e unicidade de solucoes e deduzir propriedades da solugao através da andlise da
propria equacao diferencial, foi a partir dai que surgiu a Teoria Qualitativa das Equacoes
Diferenciais e os trabalhos de Henri Poincaré (1854 - 1912).

A partir do Século XX, com o desenvolvimento da computagao houve um progressivo
aumento da capacidade de realizacao de calculos laboriosos, tornando possivel resolver
uma gama de problemas por métodos numéricos.

Atualmente, as equagoes diferenciais constituem uma das dreas mais fecundas da Ma-
tematica, sendo fonte intensa de estudos e pesquisas, tanto por suas aplicacoes ao mundo
moderno como por sua contribuicao a criacao e ao desenvolvimento de varias outras areas
como, por exemplo, Algebra Linear, Andlise Funcional, Anélise Numérica, Célculo de
Variacoes, Dinamica de Fluidos e Mecanica Quantica.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 apresentamos conceitos
iniciais, definicoes importantes e classificagoes relacionadas as equagoes diferenciais. Os
Capitulos 2 e 3 trazem os principais métodos de resolucao para equacgoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem e de ordem superior. No Capitulo 4 algumas das diversas
aplicacoes das EDOs de primeira e segunda ordem sao apresentadas e, finalizando o texto,
no Capitulo 5, apresentamos as consideragoes finais acerca do trabalho desenvolvido e em

seguida as referéncias bibliograficas utilizadas.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

Partindo da ideia de que em uma equacao procuramos definir as incognitas que, se
substituidas por certos valores ou termos, tornam a igualdade verdadeira e de que a
palavra diferencial se refere a derivada de uma funcao, obtemos de maneira intuitiva o

significado para a expressao equacao diferencial.

DEFINICAO 1.1. Uma equacdao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
varidaveis dependentes em relacdo a uma ou mais varidveis independentes € chamada de
equagao diferencial (ZILL; CULLEN, 2001).

Equacoes diferenciais podem ser classificadas conforme o tipo, ordem e a linearidade.

(1) Classificagao pelo tipo: uma equagao diferencial que contém apenas derivadas de uma
tnica variavel independente é chamada de equagdo diferencial ordindria (EDO), enquanto
a que apresenta derivadas parciais de duas ou mais variaveis independentes é nomeada de
equagao diferencial parcial (EDP).

d? d
EXeEMPLO 1.1. A equacgao diferencial LA 4 + 6y = 0, € uma EDO, pois envolve

dx? dx
derivadas de uma varidvel dependente, y, em relacao a uma unica variavel independente,
du dv
x. A equagao diferencial T dr x, também é uma EDOQO, pois apesar de apresentar
x x

duas varidaveis dependentes, u e v, ela envolve derivadas em relagdo a uma unica varidvel
oplz.y) | Opl.y)
ox dy

apresenta wma unica varidvel dependente, |, e envolve derivadas parciais em relacao a

= u(x,y), € uma EDP, pois

independente, x. A equacdao diferencial

duas varidveis independentes, x e y. [ |

(i1) Classifica¢ao pela ordem: a ordem de uma equacao diferencial é o valor da maior

ordem entre as derivadas da equacao.

EXEMPLO 1.2. A equagdo diferencial y" +2ety” +yy' = t*, é uma EDO de terceira ordem,

pois envolve as derivadas de uma unica varidvel independente, t, e a derivada de maior
0%u ou

~— t Y5 = u, € uma EDP de segunda ordem,
or dy

ordem € 3. A equacdao diferencial x

11



pois possui uma varidvel dependente, u, envolvendo deriwadas parciais em relagao a duas

varidveis dependentes, x ey, e a deriwada de maior é 2. [

Observacao 1.1. De modo geral, uma EDO pode ser representada na forma,

F(z,y',y",..y") =0, (1.1)

onde F' € uma funcao de x, y e das derivadas de y.

(111) Classificagao pela linearidade: uma EDO (1.1) é dita ser linear se a fungao F' é linear

em relagao as variaveis y,vy',y", ..., y", isto é, se pode ser escrita na forma,
ar dn—l d
an(x)ﬁ + an—1() dmn_g{ +oot @1(95)% + ao(x)y = g(x), (1.2)

ou ainda, em uma equacao diferencial linear a varidvel dependente, y, e todas as suas
derivadas sao de primeiro grau e cada coeficiente, ay, as,..., a,, depende apenas da
variavel independente, z. Uma equagcao diferencial que nao é linear é chamada de equacdo

diferencial nao-linear, ou seja, ndo pode ser escrita na forma (1.2).

3

d d
EXEMPLO 1.3. A equacgdo diferencial d—‘z + xd—y — by = €%, € linear, pois os coeficientes
xr x
da varidvel dependente, y, e de suas derivadas sao de grau 1 e sao em relagdo a uma
2

unica varidvel independente x. A equacao diferencial —:Z +siny = 0, € nao-linear, pois a
funcgao siny é nao-linear. A equacdo diferencial (1 —y)y + 2y = 3x, € nao-linear, pois o

coeficiente que multiplica y', (1 —y), nao depende apenas da varidvel independente, x. B
DEFINIGAO 1.2. Uma solucdo para uma EDO, F(z,y,y,...,y™) = 0, é uma funcio f que
possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equagao, isto é, F(x, f(x), f'(x),..., f"(z)) =0
para todo x no intervalo 1.
ExXEmMPLO 1.4. Verifique se a funcdao dada é uma solu¢ao para equacao diferencial

a) y=e’; y" =2y +y=0.

d

b) Y _ \/g;y: (VT +¢1)? com x> 0,¢1 > 0.

dx x
Solucao:

a) Se y = xe” entao y = e* + xe® ey’ = 2e” + e,

Assim, ¢y — 2y +y = 2e” + xe” — 2(e” + xe”) + xe® = 0. Logo, y é solucao para

equacao.

VTt
RV
dy Wrta)? Veta Vita

L &
8% T VT NZ3

equacao. [ |

b) Se y = (v/x + ¢1)? entdo y =

= 0. Portanto, y é solugao para

12



DEFINICAO 1.3. Uma solucdao para uma ED que € identicamente nula em um intervalo I

¢ chamada de solucao trivial.

DEFINIGAO 1.4. Se a solu¢iao de uma EDO pode ser escrita na forma y = f(x), ela é
chamada de solugdo explicita e, se é escrita na forma g(z,y) = 0, ela é chamada de
solucao tmplicita.

EXEMPLO 1.5. Mostre que a relagdo 2 + y* — 4 = 0 € uma solugdo implicita para a ED

d
@__T no intervalo —2 < x < 2.
dz Y

Solugao: A relacao 2%+ y* — 4 = 0 define duas fungoes diferenciais explicitas, h(r) =y =

V4 —a? e k(x) =y =—+4— 22, no intervalo (—2,2). Como h'(z) = _f’ entao,
Y

dy =« r
F(x,h(z),h(x))=—=+==—-=+==0.
( dr y y oy
5002 02 : L ., dx x
Isto mostra que a fungao == + y~ — 4 = 0, satisfaz a equagao diferencial e sendo
Y Yy
assim uma solugdo da mesma no intervalo (—2,2). |

Quando resolvemos uma EDO de 1* ordem, F(z,y,y’) = 0, normalmente obtemos
uma familia de curvas ou fungoes G(z,y, ¢) = 0 contendo um parametro arbitrario tal que

cada membro da familia é uma solucao da EDO. Assim, quando resolvemos uma equacao
mn

d
de n-ésima ordem, F'(z,y,y,...,y™) = 0, em que y™ significa d—‘z, esperamos uma familia
x

a n-parametros de solugoes G(z,y, ¢y, ..., ¢,) = 0.

ExXEmMPLO 1.6. Considere a EDO, % =sinx. Para quaisquer valores de ¢ € R, a funcao
y(x) = —cosz + ¢ € solugao da EDO. Ou seja, escrevendo G(z,y,c) = y + cosz — c,
G(z,y,c) = 0 € uma familia de solugoes para a EDO considerada. A Figura 1.1 mostra
o grafico de algumas curvas da familia de solugoes G(x,y,c) = 0, para alguns valores de

C.

+ + ¥
M= =2 MW

—oosx)

i e T
MW S M

Figura 1.1: Gréfico de algumas solucoes da EDO ¢’ = sin z.

DEFINIGAO 1.5. o A solugao geral de uma EDO de n-ésima ordem € uma familia a

n-parametros de solucoes que contém todas as solucoes possiveis num intervalo I.

13



e Uma solucao particular é uma funcdao que pode ser obtida da solugao geral por

determinacao do valor das n constantes arbitrarias. Neste caso, a determinac¢ao

das n constantes depende de algumas condigoes dadas.

e Uma solucao singular é uma func¢ao que € solucao da EDO e que nao pode ser obtida

a partir da solucao geral.

14



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de

1% ordem

- d
DEFINICAO 2.1. Uma EDO que contenha somente a primeira derivada iy’ = _y} possivel-
mente y e alguma fungdo de x, isto €, uma equagdo do tipo, y' = f(x,y) é chamada de

equacgao diferencial ordindria de 1* ordem.

2.1 Problema de valor inicial para EDOs de 1? ordem

Estamos interessados em obter a solucao para,

dy .
y(zo) = Yo

onde zg € I e yy € R. A este problema damos o nome de Problema de valor inicial (PVI)
ou Problema de Cauchy. Normalmente, a condicao inicial é usada para determinar o valor
da constante ¢ da solugao geral. A solugao de um PVI é, geometricamente, a solugao da
EDO cujo gréfico passa pelo ponto (g, yo).

Antes de buscarmos solucoes para um PVI, nos perguntamos se tal solucao existe e, se
existir, se é a inica para o problema dado. Desse modo, utilizamos o teorema abaixo afim

de garantir condicoes suficientes para a existéncia e unicidade da solucao de um PVI.

TEOREMA 2.1 (Existéncia e unicidade de uma solucao). Seja R uma regiao retangular no

plano xy definida por a < x <bec <y <d que contém o ponto (xg,yo) em seu interior.

Se f(x,y) e a—(a:,y) sao continuas em R entdo existe um intervalo I centrado em x e
Y

uma unica fungao y(x) definida em I que satisfaz o PVI (2.1).

A demonstracao do Teorema 2.1 sera omitida neste trabalho, o leitor pode encontré-la

em (DOERING; LOPES, 2007).
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d
. (y+1)57 = cosz . -
ExemprLO 2.1. Considere o PVI dx . Verifique se as condicoes para a
y(0) =2
existéncia e unicidade de solucoes sao satisfeitas.
dy  cosx

Solucao: Escrevendo a equacao diferencial na forma explicita temos, i 1 Note
Yy

cos T af cos T

que f(z,y) = STl e sua derivada, a—y(a:,y) = —m,

y = —1, ou seja, essas fungoes sdo continuas em qualquer retangulo centrado (0,2) que

sao continuas exceto quando

nao corte a reta y = —1. Logo, pelo Teorema 2.1, existe um intervalo I centrado em x = 0

no qual a equagao diferencial dada possui uma tnica solucao tal que y(0) = 2. [ |
/

y=avy o o !

\/—. E facil verificar que y(z) =0 e y(z) = T

y(0) =0 16

sao solugoes do PVI no intervalo (—oo,00), ou seja, o PVI nao possui solugao inica no

EXEMPLO 2.2. Considere o PVI {

intervalo (—o0,00). Por que este fato nao contradiz o Teorema 2.17

0
Solugao: Aqui temos f(x,y) = x/y e a—f(x,y) S Logo, f nao é continua em
Y

2,/y Ay

qualquer que seja a regiao contendo o ponto (0,0) e assim as condigoes do Teorema 2.1

nao sao satisfeitas, ou seja, o Teorema 2.1 nao pode ser aplicado. [ |

A seguir, descrevemos alguns métodos para encontrar a solugao de uma EDO de pri-
meira ordem. E importante destacar que nao ha um tnico método que resolva todas as
EDOs de primeira ordem e que métodos eficientes para a resolucao de um determinado
tipo de EDO podem néao ser aplicaveis em um outro tipo (ZILL; CULLEN, 2001).

2.2 Solugoes para EDOs de 1Y ordem

2.2.1 Equacoes separaveis

d
Uma EDO da forma d_y = % 5 chamada separavel pois suas varidaveis z e y podem
L Y

ser separadas de modo que y apareca somente no lado esquerdo da equagao e x apenas

no lado direito, ou vice-versa. Desse modo, podemos reescreve-la na forma,

dy _

h(y)dx = g(x). (2.2)

Observe que:

d
e (2.2) se reduz a d_z = g(z) quando h(y) = 1.

e se y = f(z) é uma solugao para (2.2), entao h(f(z)) - f'(z) = g(z).
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Método de solugao
Para resolver a equacgao integramos ambos os lados da igualdade com relacao a =x.

Logo,

/ W (@) - f'(e)de = / g(@)dz + . (2.3)

d
Mas, se y = f(z) entédo d—i = f'(x), ou seja, dy = f'(z)dz. Substituindo este resultado

em (2.3), chegamos ao método de solucao para EDOs separaveis,

/h(y)dy: /g(m)da:—l—c.

dy «x
EXEMPLO 2.3. Encontre a solucido do PVI, { dz y.

y(4) =3
Solugao: Primeiro separamos as variaveis, ydy = —xdx.

Em seguida, integramos ambos os lados da equacao em relacao a z,

y? x?
/ydy:/—:zcdac:E:_5_1_01:5(/,2_’_y22627

onde ¢ = 2¢;. Assim, encontramos a solucao geral da equacao: z? + y? = ¢?, que neste
caso representa uma familia de circulos concéntricos.

Utilizando a condicao inicial dada no problema encontramos o valor de c?,
4243 == =25
Logo a solucao do PVI é dada por 2% + y* = 25.
Podemos verificar que a solucao encontrada ¢é tinica usando o Teorema 2.1. Note que,

e f(z,y) é continua em todos os pontos (z,y) € R?, tais que y # 0. Logo, é continua
em (4,3).
of x , . 2 4

o 3 = 7 é também continua em todos os pontos (z,y) € R?, tais que y # 0. Logo,
¢ continua em (4, 3).

Portanto, pelo Teorema 2.1 a EDO possui uma unica solucao passando pelo ponto

(4,3), dada por z? + y* = 25. [ |

2.2.2 Equacoes homogéneas

DEFINIGAO 2.2. Uma fung¢ao f é homogénea de grau n, se f(tx,ty) = t"f(x,y) para

algum numero real n.
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EXEMPLO 2.4. Verique que as fungoes abaizo sao homogéneas.
a) f(z,y) = V2> + 2. b) fla,y) = 2> +y° + 1.
Solugdo: a) f(tx,ty) = 3/ (tx)? + (ty)2 = /t2(2? + y2) = t3 f(z,y). Logo, a funcao dada
2
é homogénea de grau n = 3
b) f(tz,ty) = (tx)> + (ty)®> + 1 = t3(2® + y3) + 1 # 3 f(x,y). Portanto, a fungao nao

¢ homogeénea.

Observacao 2.1. Podemos analisar a homogeneidade de uma func¢ao polinomial exami-
nando o grau de cada monomio que a compoe, se todos os termos forem do mesmo grau

a fung¢ao serd homogénea. Caso contrario, a fun¢ao serd nao homogénea.

Observagao 2.2. Se f(x,y) for uma fun¢ao homogénea de grau n, podemos escrever:
Z Y T )

homogéneas de grau zero.

DEFINICAO 2.3. Chamamos de equacao diferencial homogénea a equacao da forma,
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0,

em que os coeficientes M e N sao fun¢des homogéneas do mesmo grau, ou seja, M (tx,ty) =
t"M(z,y) e N(tz, ty) =t"N(z,y).

Método de solugao: Podemos resolver uma EDO homogénea através da substituicao
algébrica, y = uxr ou x = vy, onde u e v sdo novas variaveis independentes. Assim, temos
dy = udzr + xdu no primeiro caso e dr = vdy + ydv no segundo caso. Dessa maneira,
obtemos uma EDO de 1* ordem separavel. Substituindo y por ux, temos, M (x,ux)dx +
N(z,ux)[udzx + xdu] = 0.

Pela propriedade da homogeneidade, observacao (2.2), podemos escrever,

M (z,uz)dx + N(z,uz)[udx + xdu] =0
ux
="M (1 —) dr +2"N (1, ?) [udz + zdu] =0
="M (1,u)dz + "N (1,u)[udx + xdu] =0
=[z"M(1,u)|dx + [z"N (1, u)uldz + [x"N(1,u)z]du = 0
=M(1,u)dx + uN(1l,u)dz + 2N (1,u)du =0
=[M(1,u) + uN(1,u)|dx + zN(1,u)du =0

dx N(1,u)du
M(1,u) + uN(1,u)

=0.

A 1ltima equagao acima é uma EDO separavel e pode ser resolvida de acordo com o
método da Secao 2.2.1.
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EXEMPLO 2.5. Encontre a solugio da EDO (2? + y?)dx + (2* — zy)dy = 0.

Solugdo: Observe que ambos os termos M(z,y) = (22 +y?) e N(z,y) = (z? — zy) sao de
grau 2, logo a equacao é homogénea. Utilizaremos o método das equagoes separaveis para
encontrar a solugao da EDO. Inicialmente, faremos a mudanca de variavel de y por uz.

Aplicando a mudanca sugerida acima, obtemos,
(2% + o) dr + (2* — 2%u)[zdu + udz] = 0.
Pela propriedade da homogeneidade, podemos escrever,

2*M(1,u)dr + 22N (1, u)[xdu + udr] = 0
22 (1 + v?)dx + 2*(1 — u)[zdu + udr] = 0

2 + 22 + 2*u — *u?)dr + [P (1 — u)]du =0
2 + 2*u)dz + [2°(1 — u)]du = 0

= (2% + 2?u?)dz + [22(1 — w)z]du + [2*u(1 — u)]dz = 0

=(?

=(?
=[2*(1 + u)]dz + [2*(1 — u)]du = 0

2

:>x—d:v+ _udu:O
3 14+ u
1 1-—

=—dx + udu:O
T 1+4+wu

2 1
:>[—1+ ]du—l——dm:().
1+u T

Integrando a tultima linha, temos,

/( ) dx:():>—u+2ln|1+u|+ln|x|:ln|c|.
Como y = uz, entao u = Y. Assim obtemos,
T
2 2
L <1+Q> +In|z| = In|c| = -2t <1+Q> x| = In|c|
x x x x
2
=Y _n (1+Q> z|—Inlc] =0
x x
v, v
In <1 + 2=+ —2) x
Yy r x
= — =
x In|c|
<x2+2xy+y2>
In|{————
= =
x In|c|
2
=Y -m —(x+y) .
x cx

—_
Ne)



Aplicando exponencial de ambos os lados da igualdade e considerando o intervalo de

~ Y 2 Y
solucao com z > 0, encontramos, e= = % = (z + y)? = cwe=.

Portanto, a solu¢ao da EDO é dada pela funcao implicita g(z,y) = 0, onde g(x,y) =
(x +y)? — cer. [ |

2.2.3 Equacoes exatas

Seja f(z,y) = ¢ uma familia de curvas, onde ¢ é uma constante e f uma funcao

diferenciavel. Lembramos que a diferencial total de f é dada por,

of of
df = —dx + =—dy.
4 Ox v dy Y
- of af
Segue que se f(x,y) = ¢, entdo df = a—dx + 8—dy = 0. Em outras palavras, dada
x y

uma familia de curvas f(x,y) = ¢, podemos gerar uma EDO de 1* ordem calculando sua

diferencial total. Além disso, é claro que f(x,y) = ¢ é uma solugao para a EDO df = 0.

EXEMPLO 2.6. Calcule a diferencial total da funcdo f(x,y) = x* — bxy + > = c.

0 0
Solugdo: 8—(:132 —bzy+y®)+ a—(:z:2 — 5y +1y°) = 0 = (20 — 5y)dx + (—5x + 3y*)dy = 0.
X Y
N . dy —2x +5
Reescrevendo a equagao acima, temos, — = ———————
dr  —bx + 3y?
dy —2x+5

dr  —bx +3y%
DEFINIGAO 2.4. Uma equagao diferencial da forma M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é cha-

isto é, a equacao diferencial de

1* ordem gerada pela diferencial total de f ¢ dada por, |

mada de equagao exata se a expressao do lado esquerdo é uma diferencial exata, ou seja,

M (z,y)dx + N(x,y)dy corresponde a diferencial total de alguma funcao f(x,y), isto é,
0 0
5= M(wg) e 5 = Na)

Ox
EXEMPLO 2.7. A equagdo diferencial x*y3dx + x®y*dy = 0 é uma equacao exata.
3,3 o o
Solugao: De fato, tomando f(x,y) = %, temos 8_f = 2% e (9_f = 23y%. Portanto,
T )
a equacao x?y3dxr + x3y?’dy = 0, é exata pois corresponde a derivada total da funcao
3,3

7y

flo) = 2 .

TEOREMA 2.2. Sejam M (z,y) e N(z,y) fungdes continuas com derivadas parciais con-

tinuas em uma regido retangular R = {(z,y) € R*a < z < bec < y < d}. Entdio,
oM  ON

dy  Or’

Demonstragao: (=) Se a expressao diferencial M (z,y)dx + N(z,y)dy é exata, existe uma

M (z,y)dx + N(z,y)dy é uma diferencial exata se, e somente se,

funcao f tal que para todo (z,y) em R,

0
M(z,y)dx + N(z,y)dy = a—idx + a—ydy.
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, 0 0 oM 0 (0 0? ON
Dai, M(z,y) = a—i e N(z,y) = —f Logo, ¥ = 8_(8_£> = / e — =

dy Oyox ox
of\ _ o0 f
8:c Ay ) dxoy

Como, por hipétese, M(x,y) e N(z,y) possuem derivadas parciais de primeira ordem

continuas em R, f possui derivadas parciais de segunda ordem continuas em R. Assim,

2 2
ot = of Portanto oM ON

dydxr  0x0y’ " Oy " Oz

(<) Precisamos mostrar que M (z,y)dx + N(z,y)dy é uma diferencial exata, isto é,

pelo Teorema de Schwarz, temos

mostrar que existe uma funcao f tal que i M(z,y) e 50 = N(z,y).
x
Primeramente, integramos M (z,y) em relagdo a = (ou N(x,y) em relacdo a y), ob-

tendo,

f(x,y) = /M(I,y)dfﬁ +9(y). (2.4)

0
Derivando parcialmente a equagao (2.4) em relagao a y e supondo of = N(z,y), obtemos,

dy

of

L [ M+ ) = N

dai,
, B 0
g'(y) = N(z,y) @/M(x,y)dx

Integrando em relagao a y encontramos,

g(y) = / (N(x,y) — (%/M(;z:,y)dx) dy + c. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos a funcao f,

f(x,y):/M(:c,y)d:IJ+/<N(x Y) /M:c ydx) dy + c.

E claro que g—i = M(z,y) e g—g = N(z,y), pois,
%:3 {/M(m,y)dm—l—/(N(xy /Mxydx)dy—i—c]
/Mxydx+ny /M$?J
ZN(JJ,y);
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% _% U M(z, y)dz +/ (N(x,y) - %/M(x,y)dx) dy + c}
ZM(x,y)Jr%/ (N(x,y) - %/M(%y)drr) dy,

note que (N(x,y) — Gg / M (z, y)d:p) nao depende de x, de fato,
Y

o e - 5 [araas| = G- 2 (5 [arte)

_ON oM

Oz oy

Dali, / (N(m,y) — g / M (z, y)dx) dy, também nao depende de x. Assim,
Y

%/(N(w,y)—%/M(%y)dﬂU) dy = 0.

0
8—£=M(m,y). [

Portanto,

Observagao 2.3. Segue da demonstracao do Teorema 2.2 um método para encontrar
solugdo para equagoes exatas. Dada a equagao M (x,y)dx + N(x,y)dy =0,
oM  ON

1. Most —_— =
ostre que 3y E

2. Supondo que g = M(x,y), encontramos f(z,y) = /M(:p,y)dx +9(y);
x

3. Derivando f em relagao a y e supondo 0= N(z,y), obtemos,
Y

L= [ M+ ) = M) = g0) = Ne) - 5 [ Mgy,
4. Integrando ¢'(y) em relagdo a y e substituindo na expressio de f(x,y), encontramos

a solucao para equacao,
0
fen) = [ Mot [ (Vo) - 2 [ drtegas ) ay =

EXEMPLO 2.8. Encontre a solucdo para equacao, (2xy)dz + (z* — 1)dy = 0.

oM ON
Solugao: Sejam M (z,y) = 2xy e N(z,y) = 22 — 1, logo, = 2r = s
Yy x
Note que M e N possuem derivadas parciais continuas em todo R?. Assim, segue do

Teorema 2.2 que a equagao diferencial é exata e portanto existe uma fungao f(z,y) tal
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que

Integrando a primeira equagao em relagao a x obtemos,

/%dm = /2:Byd1: = f(x,y) = 2%y + g(y).

. . 0
Derivando o resultado em relagao a y e supondo que —f =22 — 1, temos,

dy

of _ o 2
dy y+gy) =a

Assim, ¢'(y) = —1 = g(y) = —y, logo f(x,y) = 2%y — y. Portanto, 2%y — y = ¢ é solugio
para a EDO. ]

2.2.4 Equacoes lineares

Conforme definido anteriormente, uma EDO linear pode ser escrita na forma (1.2),

dy

) o)y = (o).

Assim, para uma EDO linear de primeira ordem temos,

d

a (m)d—i + agy = g(x).
Esta equacao pode ser reescrita como,
Y Py = f(x), (2.0
a(z) 9()
onde, P(x) = —= e f(x) = ——.
(x) o (2) f(x) (@) )
Note que, se P(x) = 0, a EDO (2.6) torna-se, % = f(z), cuja solucdo é y(x) =

f(z)dz + ¢, chamemos esse caso de particular. Para encontrarmos a solugao de (2.6),
onde P(z) nao é, necessariamente, identicamente nula vamos definir uma funcao auxiliar
p(x) de forma que, ao multiplicarmos (2.6) por u(x), a nova equagao é como a do caso
particular, isto é, com P(z) = 0, cuja solugao pode ser obtida integrando a fungao do lado

direito da igualdade. Uma funcao pu(z) com a propriedade descrita acima é chamada de
fator integrante da EDO (2.6).

TEOREMA 2.3. A fungio pu(x) = e/ P@¥ ¢ um fator integrante da EDO (2.6).
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Demonstrag¢do: Multiplicando a EDO (2.6) por u(z) = e/ P®)4=  ohtemos,

dy

pla) 2L+ pl@) Pa)y = pl) (@) (2.7)

Agora, note que,

d_/,L _ i [ P(z)dr __ J P(z)dz __
i (/ P(:L’)dl’) e = P(x)e = P(x)u(z).

Substituindo este resultado em (2.7), temos,

p Y Uy = ) f). 2.9

Segue da derivada do produto de duas funcgoes que,

d du dy

o (ny) = R

Logo, substituindo no lado esquerdo da equagao (2.8) obtemos,

d
D) ) fa) (2.9)
dY )
Escrevendo py =Y e puf = F, obtemos a EDO, e F(z), que é da forma do caso
x
particular com P(z) = 0.
Portanto u(x) = e/ Y@ & um fator integrante da EDO (2.6). |

Observagao 2.4. Integrando (2.9), obtemos, p(z)y(x) = /,u(a:)f(x) +c. Como pu(x) #

0, para todo x, encontramos a solu¢ao geral da EDO (2.6),

) = | [t e] = i | [ P00+ ]

Observagao 2.5. Seque da Observacao 2.4 o método para encontrar solu¢ao para equagoes

lineares de primeira ordem.
. dy
1. Coloque a equagao na forma Ir + P(x)y = f(x);
x
2. Identifique P(x) e encontre o fator de integra¢ao el P@)de .
3. Multiplique a equacao pelo fator de integracao,

efP(z)dw;l_i + efP(x)de(l,)y _ efP(r)dmf(I)

4. O lado esquerdo da equacao obtida acima € exatamente a derivada do produto do
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fator integrante pela varidvel dependente vy, isto €,

d
_[ fP(x)dxy] _ efP(x)dxf(x)

dz

5. Por fim, integre ambos os lados dessa tultima equagao para encontrar a solucao,

1
y(r) = TP [/ el P@Hr () + c} .

dy

— =3y =0
EXEMPLO 2.9. Encontre a solucio do PVI { dx Y .

y(0) =1

d
Solugdo: Como na EDO d_y — 3y =0, P(z) = —3, o fator integrante é p(z) = e 3% =
x

e~3%. Multiplicando a equacao pelo fator integrante, obtemos,

d
e _ 3ye 3 = 0.
dx
d. 4 3. Y -3 d. 4 . ~
Como —[e **y] = e %" ——=3ye "%, temos — [e*"y] = 0. Integrando essa ultima equagao,
dx dx dx

d
/ %[6_3@] = /O = ey =c = y(x) = ce®.

d
Logo a solugao geral da EDO, d_y — 3y =0, é dada por y(z) = ce®.

x
Agora, como a condigao inicial é y(0) = 1, segue que, ¢ = 1. Portanto, a solugao para
o PVI é y(z) = €*. |

2.2.5 Equacao de Bernoulli
DEFINICAO 2.5. Chamamos de equa¢ao de Bernoulli a equacdo diferencial,

dy

ys P(x)y = f(x)y", (2.10)

em que n € um numero real.
Observe que paran =0 e n = 1, a equacao (2.10) é linear em y.

Se y # 0, podemos reescrever (2.10) como,

y L Py = f(a). (2.11)

Através de uma substituicao reduziremos esta equacao em uma equacao diferencial

linear. Assim, se, w = y'™™, (n # 0,n # 1) entao d_w =(1- n)y‘"d—y. Substituindo em
x x
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(2.11), temos,

X (= m)Payw = (1 - n)(x). (2.12)

Como P(z) aparece precedido do termo (1 —n), o fator integrante de (2.12) é,

e(l—n) J P($)dx‘

Conforme o método proposto para resolver equacoes lineares, multiplicamos a equacao

pelo fator integrante, assim obtemos,
e(l—n)fP(a:)d:L‘Cji_w + e(l—n)fP(a:)dac(l . n)P(x)w _ 6(l—n)fP(x)dac(]_ . n)f(x)
x

Ja que o lado esquerdo da equacao acima é exatamente igual a derivada do produto do

(1-n) [ P(z)dz

fator integrante e pela varidavel independente w, podemos reescrever a equagao

acima como,

i[e(l—n)fp(x)d:vw] _ 6(1—n)fP(x)da:(1 . n)f(x)

dx

Integrando ambos os lados desta equacgao, temos,

/ (%[e(l_n)fP(ﬂﬂ)dxw]) do = /[6(1_”)fp(x)dx(1 —n) f(z)]dz.

Logo,
p(1-n) [ P(2)da,,, _ /[e(l—n)fp(x)df”(l —n) f(x)ldx + c.

Assim,
w = ef(lfn)fP(z)d:rc + ef(lfn)fP(z)d:r /[e(ln)fP(m)dz(l . n)f(x)]dx

Portanto, para encontrarmos a solucao y, basta fazermos w = y!=".
. Cody 1 5
ExEmMPLO 2.10. Encontre a solucao para equacgao e + —y = xy”.
r X

Solu¢ao: Podemos reescrever a equagao como,

dy 1
-2
— 4+ — == 2.13
dx + xy . ( )
: - 1- -1 / Ly o /
Aqui temos n = 2. Assim, w =y " =y = w = —y T Substituindo w e w" em
x

(2.13), obtemos,

dw 1

— - —w=—ux.

de «x

Esta equacao é uma EDO linear, assim utilizaremos o método do fator integrante para
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1
encontrar a solugao. Como P(x) = —= 0 fator integrante é, u(x) = ef —zde = e—nlel =

-1 . s . . ~ . ~
e e = |z|~1. Sendo o intervalo méaximo de existéncia de solucdes (0, +-00), temos z > 0.
Dai, pu(z) =271

Multiplicando a equagao, (fl—: — éw = —, por 7!, temos,
A L B
Como x_lc;—w - % = di[x Lw], segue que
%[x tw) = —1

Integrando ambos os lados da equacao acima obtemos,

d
/d:c[x w]dw—/—lda::>x_lw:—:L’—l—c:>w:—:132+ca:.

Agora, como w = y~! temos y = w~!. Portanto, a solucdo geral para a EDO é,

S |
y -2+ cx

2.2.6 Equacao de Ricatti

DEFINICAO 2.6. A equacao diferencial nao linear,

W _ pa) + Q) + R (2.14)

¢ chamada de equacao de Ricatti.

Para resolver essa equacao, inicialmente precisamos encontrar uma solucao particular,

y1. Fagamos agora a substituicao, y = y; +u = ? = C;yl + ;i_u Substituindo em (2.14)
x x
obtemos,
dy1 2
W 0 P(@)+ Q) + ) + Blx) o + )
= P(z) + Q(z)y1 + Q(2)u + R(z)y® + 2R(z)y1u + R(x)u?

= [P(2) + Q(@)y1 + R(x)y:®] + [Q(w)u + 2R(2)yru + R(w)u?].
Ja que y; é uma solugao particular para (2.14), temos,

d
= P(x) + Q(a)y: + Ry
x
dai,
% du dy1

0 T o = gy T Q@)u+ 2R(z)yu + R(z)u?).
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Assim, encontramos a seguinte equacao diferencial para u,

d
% = [Q(x) + 2R(x)p]u + R(x)u?. (2.15)
Observe que (2.15) é uma equagao de Bernoulli com n = 2, onde P(z) = Q(x) + 2R(z)y;

e f(z) = R(z).

d
Reescrevendo (2.15) na forma u_Qi — [Q(x) + 2R(x)y1Ju™ = R(z), e fazendo a
substi‘fui(;éo w=u'l = 2—7;} = _U23_Z = —Z—Z = u2%, em (2.15), obtemos a
equagao,
dw dw
1) + 2R()ylw = R() = % + [Q(r) + 2R (2}l = ~R(z).

Esta ultima equagao é uma EDO linear onde P(x) = Q(x) + 2R(x)y;. Assim, o fator

integrante é u(x) = el [RQ@IT2R@YAr o 5 solucdo da equacio é,

W — — e Q@ 2RI _ [ [Q@)+2R@)y]de / e/ Q@ 2R@MIdr R (1)1 4y

Como w = u™!, temos,

1

U e TR 1 2R@mldr | o | Q@) +2R(x)y]de [ e/ R@T2RE e R(z)]dz

Portanto, a solucao geral para equagao (2.14) é,

y=uy+u
1
o JQ@ 2R@ I | o Q) 2R@mlds [ [of Q@ 2Ra@nlde R (1)]dx

=1+
c

d
EXEMPLO 2.11. Verifique que y; = 2x € uma solu¢ao para a equacao d—y =2 — 2xy + 1>
x

e encontre sua solugao geral.

Solugao: Primeiramente, note que a EDO acima é de Ricatti. y; = 2z é solucao da EDO,
pois,

d
%[zx] — 242z 2x — (22)* = 0.

Fazendo a substituicao, y = y; + v = 2z + u, obtemos,

dy, du 9
= T o(yp +u) + (y1 + u)

Como y; = 2z, y; = 2. Reescrevendo a equagao acima,

d d
2+£:2—2x(2x+u)+(2x+u)2:>£:2xu+u2.
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Note que esta ultima equacao é uma EDO de Bernoulli com n = 2. Assim, reescrevendo-a

d d
na forma u22% — 2pu~! = 1, e fazendo a substituicio w = v™! = 4 u_Q—U,
x dx dx
obtemos a EDO linear,
dw dw
I Tw I + 2zw (2.16)
onde P(z) = 2z e portanto, o fator integrante é p(x) = ef 24 = ¢7*,

Assim, a solugao de (2.16) é,

— 2 _ 2 2
w=ce "~ —ex/ewdx.

. 2 ~ ~
Como a integral / e® dr nao pode ser expressa em termos de funcoes elementares, a

x

2 7’ /7

reescrevemos como / e* dt, em que o é uma constante. Dai,
o

X
a2 2 2
w=ce " —ex/etdt.

1

xT
ce—r? — g—a? fwo et’ dt

e portanto, a solucao

Finalmente, como w = u~!, temos u =
geral para equacao é,
1

2 2 x 2 :
ce T —e® f et dt
zo

y=uy1t+u=2+

[ |
2.2.7 Equacao de Clairaut
DEFINICAO 2.7. Uma equacao diferencial de primeira ordem escrita como,
y=uxy + f(), (2.17)

¢ chamada de equacgao diferencial de Clairaut.

Vemos que a familia de retas y = cx + f(c), em que ¢ é uma constante arbitraria, sao
solugoes de (2.17). De fato, y = cx + f(¢) = vy = c. Substituindo este resultado em
(2.17), obtemos: y = cx + f(c).

A equagao (2.17) pode ainda possuir um outro grupo de solugoes que é dado na forma

parameétrica,

= —f(t),y = F(t) = tF(2).

Esta equagao é singular pois se f'(t) # 0 ela ndo pode ser obtida da familia de solugoes

29



y=cx+ f(c).

1
EXEMPLO 2.12. Encontre a solugdo para equagio y = zy' + =(y')>.

2
1
Solucao: Note que a EDO acima é uma equacao de Clairaut. Assim, f(y') = é(y’)Q.
1
Logo, temos, f(t) = §t2.
Segue que uma familia de solugoes para equagao é y = cx + f(¢) = y = cx + 502.
Como f'(t) = t, podemos ainda obter uma solucao singular,
! / 1 2 2 1 2
v =—f(t),y=f{t)—tf(t) = r=—hy=gtt ==t
- . ~ 1, .
Eliminando o parametro obtemos como solugao y = —5%" Percebemos que esta funcao
1
nao faz parte da familia de solugoes y = cx + 502. [
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Ordinarias de

ordem superior

Neste capitulo estudaremos métodos para resolucao de EDOs lineares de ordem maior

que um. Inicialmente, vejamos algumas defini¢coes preliminares.

3.1 Problema de valor inicial para EDOs de ordem

superior

Considere um sistema formado por uma EDO linear de n-ésima ordem e n condig¢oes
complementares que a determinam. Se o valor da funcao incégnita e de suas derivadas

até a ordem n — 1 sao especificadas em um mesmo ponto, entao temos um problema de
valor inicial (PVI).

( dr dn! d
(1) T+ ana (0) T+ (@) + ao(@)y = g(a)
y(o) = Yo
y/(x0) = v} (3.1)
\y("_l)(xo) _ yo(n—l)
As condicoes y(x0) = yo, ¥ (x0) = Y, ..., y " (xg) = y[(]nfl), sao chamadas de condigoes

iniciais da EDO (3.1). Uma solugao para o PVI (3.1) é uma fungdo y = f(z), n vezes
derivéavel, que satisfaz as condicoes iniciais dadas e a equagao diferencial em um intervalo

L.

TEOREMA 3.1 (Existéncia e unicidade de solugoes). Sejam a,(z), an—1(x), ..., a1(x), ag(x)
e g(x) continuas em um intervalo I, com a,(x) # 0 para todo x € I. Entdo, dado zo € I,

existe uma unica solu¢ao y(x) para o PVI (3.1) no intervalo I.
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A demonstracao do Teorema 3.1 serd omitida neste trabalho, o leitor pode encontré-la
em (DOERING; LOPES, 2007).

2z

EXEMPLO 3.1. Mostre que a fungdo y = 3e** + e=2* — 3z € a tinica solucao para o PVI,

y' — 4y =12z
y(0) =4 )
y'(0)=1

no intervalo (—o00, 00).
Solucio: Como y = 3e?® + =2 — 3z, temos que y” = 12e2® + 4e~2%. Assim,

Y —dy — 120 = 12e* + 4e™ 2 — 4(3e* + 7% — 3z) — 122
= 12%* 4 472 — 12e%* — 472 + 122 — 122 = 0.

Logo, y é de fato solugao para EDO em questao.

Agora, note que a equagao diferencial ¢y’ — 4y = 12x é linear. Seus coeficientes,
as(xz) =1, a1(x) =4 e g(x) = 12z, sdo continuos em R e, além disso, as(z) = 1 # 0 para
todo x € R. Portanto, pelo Teorema 3.1, y = 3e** + e72¢ — 3x ¢ a tnica solucao do PVI
definida em I = (—o0, 00). |

EXEMPLO 3.2. Verifique que a funcgdo y = cx*+x+3, onde c € R, € solugdo para o PVI,

22y — 2xy' + 2y =6
y(0) =3 :
y(0)=1

no intervalo (—oo, 00) para qualquer c. Explique porque ndo hd contradi¢ao com o Teorema

3.1.

Solucdao: Como y = cz? + x + 3, temos: 3y = 2cx +x + 3 e iy’ = 2c. Assim,
G Y

22y — 2oy + 2y =2*-2c—2x- (2cx + 1) +2- (ca® + 2+ 3)
= 2cx® — 4cx® — 2z + 2cx® + 27 + 6 = 6.

Além disso, y(0) = c-0*+0+3 =3¢y (0) =2-0-c+1 = 1. Assim, y é solugao
para o PVI para qualquer valor de ¢, ou seja, existem infinitas solugoes para o PVI.
Esse fato nao contradiz o Teorema 3.1, pois embora a EDO seja linear e os coeficientes,
az(z) = 2% a1 (x) = —2x,a0(x) = 2 e g(x) = 6, sejam continuos em toda a reta, as(z) = z*

se anula quando x = 0, logo as condigdes nao sao satisfeitas. |
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3.1.1 Dependéncia e independéncia linear
DEFINIGAO 3.1. Dizemos que as fungoes fi, fo, ..., fn SGo0 linearmente dependentes (LD)
em um intervalo I se existem constantes cq, ca, ..., C,, nao todas nulas, tais que,

afit+cfot - +cfn=0,

para todo x € 1. Se fi, fa, ..., fn nao sao LD dizemos que elas sao linearmente indepen-

dentes (LI),ou seja, se para as unicas constantes nao todas nulas,

afitcfot+ - +enfn =0,

para todo x € I.

Observacgao 3.1. Seja fi a funcao identicamente nula em um intervalo I, isto é, fi(x) =
0 para todo x € I. Entao qualquer que seja a funcao fo definida em I, tem-se que f1 e fo
sao LD.

Observagao 3.2. Note que, se duas funcoes fi e fo sdo linearmente dependentes em um

intervalo I, entao existem constantes ci e co, nao nulas, tais que, para todo x € I,

cifi(z) + cafo(z) = 0.

Assim, se supormos c¢; # 0 teremos,
Co
(@) = == fa(),
C1

isto €, se duas funcgoes sao LD, entao uma é multipla escalar da outra. Reciprocamente,
se fi(x) = cfao(x) para alguma constante ¢, entdo (—1)fi(x) + cafa(x) = 0 para todo x em
algum intervalo. Logo, as fungées sao LD, pois pelo menos umas das constantes (¢; = —1)

€ nao nula.

EXEMPLO 3.3. As funcdes fi(x) = sin2z e fo(x) = sinzcosx sio LD no intervalo

(_OO’ OO)
. 1
Solucao: De fato, tomando ¢; = gec= —1 temos,
€1 8in2x + cysinx cos v = 5 sin2x + (—1)sinxz cos
= 5(28inxcosx) —sinzcosz =0,
para todo x € (—o0, 00). |

EXEMPLO 3.4. As fungoes fi(x) =z e fo(x) = |z| sdo LI no intervalo (—oo,00), porém

sao LD no intervalo [0, 00).
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Solugdo: Ao analisarmos os graficos das duas fungoes, Figura 3.1, no intervalo (—oo, 00),
vemos que uma nao é miltipla escalar da outra. Assim, para obter ¢; fi(x) 4+ cofo(x) =0

devemos ter ¢; = co = 0. Portanto, nesse caso, as fungoes sao LI. J4 no intervalo [0, c0)

essas fungoes sdo LD, pois tomando, por exemplo, ¢; = 2 e ¢y = —2, temos c1x + co|z| =
2z + (—2)z = 0 (note que, neste caso, os graficos das fungoes coincidem). [
5 //
// -10

Figura 3.1: Gréfico das fungoes fi(x) =z e fo(x) = |z|.

Observacao 3.3. Como visto no exemplo acima, para analisar a dependéncia ou inde-
pendéncia linear de funcgoes é importante levar em consideracdao o intervalo no qual elas

estao definidas.

DEFINICAO 3.2. Sejam fi,fa,...,[fn funcoes diferencidveis pelo menos n — 1 wvezes. O

determinante,
fi f2
b i S
n—1 n—1 n—1
g

denotado por W (fi1, fa, ..., fn), € chamado de Wronskiano das fungoes fi, fo, ..., fu-

O teorema a seguir nos fornece uma condicao suficiente para a independéncia linear
de n fungoes em um intervalo. Supomos que cada funcao seja diferenciavel pelo menos

n — 1 vezes.

TEOREMA 3.2. Suponha que fi, fo, ..., fn sejam diferencidaveis pelo menos n — 1 vezes. Se
W(f1, fa, s fn)(x) # 0 em pelo menos um ponto x € I, entdo as fungoes fi, fa, ..., fn G0

LI no intervalo 1.

Demonstracao: Provaremos este teorema paran = 2. O caso geral, para n qualquer, pode
ser demonstrado de maneira analoga.

Faremos a validacao deste resultado usando sua contrapositiva, isto €, se fi, fa, ..., fn
sao LD em I, entao W (f, fa, ..., fn)(x) = 0 para todo x € I.

Suponha que f; e fy sejam LD no intervalo I, ou seja, existem constantes c¢; e ¢y, nao

simultanamente nulas, tais que ¢, fi(x) 4+ ¢ fo(z) = 0, para todo z € I. Assim, supondo
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¢ # 0, temos,

C2 / __© x
filz) = —c—lfz(l’) = filz) = lez( ).
Logo,
f1($) f2(x) / /
WS, f2 = = J1(7)J2(%) — J2(Z) ]y
(1 2)(0) | o Ty | = AE@A@ -~ @@
=~ 2R file) + folr) 2 fi(a) =0
para todo z € I. O que termina demonstracao do resultado para n = 2. [ |

Observacao 3.4. A reciproca do Teorema 3.2 nao é verdadeira, isto €, duas funcoes [ e
g podem ser LI mesmo quando W (f,g)(xz) = 0 para todo x em I. Por exemplo, as fungoes

fi(x) =22 e fo(x) = x|z| sao LI em R, porém,

x| |

=2 |z| — z|z| - 22.
2z 2|x|

W (fi, fo)(x) =

Desse modo, se x < 0= W (f1, f2) =0esex > 0= W(f1, f2) =0, ouseja, W(f1, f) =0
para todo x € R.

EXEMPLO 3.5. Se v e 8 sao numeros reais, f # 0, entdao yi(x) = e** cos Sz e yo(x) =

e*sin B sao LI em R.

Solugao: De fato, como,

e cos fr e sin S

— 562(3@7
ae® cos fxr — fe* sin fxr  ae™® sin fx 4+ e[ cos fr

Wiy, y2)(z) =

sabemos que 3 # 0. Segue que, $e2** = 0. Portanto, as funcoes y; e 9, sdo LI em R. W

3.2 Solucgoes para EDOs lineares de ordem superior

DEFINICAO 3.3. Uma EDO linear de n-ésima ordem,

dn n—1
an(x)_y + anfl(:p

Ao Y +---+ al(x)d—y + ap(x)y = g(x), (3.2)

) dgn—1 dzx

¢ chamada de homogénea se g(x) = 0 para todo x. Caso contrdrio, isto €, se g ndao € a

funcao identicamente nula, a EDO € chamada de ndao homogénea.

Observacao 3.5. Para os resultados a partir daqui precisaremos das condi¢oes para exis-
téncia e unicidade de solucoes em um intervalo I. Assim, para evitar repeticoes, sempre
estaremos considerando que as fungoes a;, i = 0,1,....,m e g, em (3.2), sao continuas em

I e que a,(x) # 0 para todo x € 1.
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3.2.1 Equacoes homogéneas

TEOREMA 3.3 (Principio da superposi¢ao para equagoes homogéneas). Sejam yi, Yo, ..., Yn
solugoes para a equacao linear homogénea de n-ésima ordem,

dn dnf 1

an(r)—= + a, 1 4

dy
de" (@W + -+ al(x)— —+ ag(a:)y =0, (33)

dx

em um intervalo 1. Entao, a combinacdao linear y = c1y; + cays + - - - + Cuyn, ¢; € R, para

i=0,1,....,n, € também solugdo de (3.2) no intervalo I.

Demonstra¢ao: Dadas yi, Yo, ..., Yo solugoes para (3.2) seja y = c1y1 + CaYa + -+ + CuYn-

Note que, para cada n € N, y(™ = clygn) + czyén) +- 4+ Cnyr(Ln). Assim,

Cl,n({lf)y(n) + -+ (Io(l’)y = an[clygn) + -+ Cnyén)] + e+ aO[Clyl + -+ Cnyn]

= [anclyin) mal ancnyfzn)] + - [aocryr + -+ aoChYn]
= crfanyl” + -+ aog] + - + calany( + -+ aoya)

2010+020++6n0:0
Portanto, y é solugao de (3.2). |

COROLARIO 3.1. Seja y; uma solugio de uma EDO linear homogénea. Entao y = cy, €

também uma solucao para a mesma EDQO, para todo ¢ € R.

EXEMPLO 3.6. A funcdo y = 2 é uma solugdio para a EDO linear homogénea x*y—3xy' +
4y = 0 em (—00,00). Pelo Coroldrio 3.1, outras solugdes para a EDO seriam, y = cz?,

ceR.

TEOREMA 3.4. Sejam y1,ys, ..., Yn Solugoes para equagdo homogénea (3.2) em um inter-
valo 1. As solugoes yi, Yo, ..., Yn sdo LI em I se, e somente se, W(y1,ya,...,yn)(z) # 0
para todo x € I.

Demonstracao: Provaremos para o caso n = 2. O caso geral pode ser demonstrado de
maneira analoga.

(<) Se W(y1,y2)(z) # 0 para todo = € I, entao pelo Teorema 3.2 segue que y; € yo
sao LI

(=) Vamos demonstrar pela contrapositiva, isto é, supor que existe um ponto z € [
tal que W (y1,y2)(x9) = 0 e mostrar que y; e ys sao solugdes LD.

Se W (y1,y2)(x0) = y}(mo) Zl/?(xo)
y1(zo) ys(zo)
matriz sdo multiplas escalares, isto é, existe ¢ € R, ¢ # 0 tal que (y2(xo),y5(x0)) =
c(f1(x0),y1(z0)) = (ey1(x0), ey (20)). Logo, ya(wo) = cyi(x0) € ya(x0) = cyi (7o), ou seja,
cy1(zo) — yo(z0) = 0 e ey (x0) — y4(xo) = 0. Tomando, ¢; = ce ¢y = —1, temos ¢; # 0 e

= 0, para algum xy € I, entao as colunas da
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co # 0, tais que,
c1y1(zo) + caya(0) =0 e 1y (wo) + cays(z0) = 0.

Agora, defina y(z) = ciyi(z) + coya(x). Assim, y(xg) = c1y1(xo) + caya(z0) = 0 €
Y'(z0) = a1y (x0) + cayh(z9) = 0. Ou seja, y é solucao do PVI,

az(x)y" + ar(x)y" + ao(x)y =0
y(wo) =0
y'(z9) =0

Por outro lado, a funcao identicamente nula também satisfaz o PVI acima. Logo, pelo
Teorema 3.1, y(z) = 0, para todo = € I, isto é, ciy1(x) + caya(x) = 0, para todo x € 1.
Portanto, y; e y sao LD em [I. [ |

DEFINIGAO 3.4. Qualquer conjunto contendo n solugoes LI da equagdo (3.3) em um in-

tervalo I € chamado de conjunto fundamental de solugoes em I.

TEOREMA 3.5. Existe um conjunto fundamental de solugdes para a equagdo (3.3) em um

intervalo 1.

Demonstracao: Provaremos para o caso n = 2. O caso geral pode ser demonstrado de
maneira analoga.

Considere a equagao az(z)y” + ai(z)y’ + ap(z)y = 0. Escolha um ponto zy em I.
Sejam y; e yo solugoes da equagao, com y; satisfazendo as condigoes iniciais y;(zg) = 1,
y1(zo) = 0 e yy satisfazendo as condigbes iniciais ya(zg) = 0,y5(x9) = 1. Note que, a
existéncia de y; e yy é garantida pelo Teorema 3.1, pois na equacao acima ag, ay, s, SA0
continuos em 1.

Vamos agora mostrar que y; e ¥ formam um conjunto fundamental de solucoes. Cal-

culando o Wronskiano em z(, temos,

W (y1, y2)(z0) = ‘ zfgg zfgz)

=140.

Logo, pelo Teorema 3.2 as funcoes sao LI e portanto formam um conjunto fundamental

de solucoes para equacao em I. [ |

TEOREMA 3.6. Sejam yi, Y, ..., Yn solug¢oes LI para a equagao (3.3) em um intervalo I.
Entao, toda solug¢ao Y de (3.3) € uma combinagao linear de yy, Yo, ..., Yn, 0U seja, podemos

encontrar constantes ¢y, Ca, ..., Cy tais que, Y = c1y1 + CoYo + - -+ + CplYn-

Demonstracao: Provaremos para o caso n = 2. O caso geral pode ser demonstrado de

maneira analoga.
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Sejam Y uma solugao qualquer e y;, ys solugoes LI de az(z)y” + a1(x)y + ap(x)y =0
em /. Vamos mostrar que existem cy,co € R tais que Y = c1y;1 + coyps.

Sejam Y (xg) = k1 e Y'(xg) = ko, assim Y é solugao do PVI,

as(x)y" + a1 (x)y' + ag(z)y = 0
y(zo) = ki
y'(z0) = ko

Defina G = c1y1 + cays, onde c¢1,co € R. Pelo Teorema 3.3, G também é solugao para a
equacao. Além disso, G’ = ¢y + coyh. Vamos determinar ¢; e ¢o para que G seja solugao
do PVI acima, isto é, G(zo) = k1 e G'(x¢) = ko. Note que, c1y1(xg) + cayo(zo) = k1 €

1y (xo) + coyb (o) = ko, escrevendo em forma matricial temos o sistema linear,

y1(zo) ya(zo) al| |k

yi(zo) va(wo) | | 2 ks
O sistema linear acima possui solucao se, e somente se, o determinante da matriz dos
coeficientes for diferente de zero. Esse determinante é exatamente W (y1,y2)(xo), que é
diferente de zero, pois y; e yo sao LI. Logo, existem c¢; e ¢y tais que G é solugao do PVI.

Logo, Y e G sao solugoes do mesmo PVI. Portanto, pelo Teorema 3.1, ¥ = G =

c1y1 + C2¥o. [ |

DEFINIGAO 3.5. Sejam y1,Ya, ..., Yn solucoes LI da equagao (3.3) em um intervalo 1. A
solugao geral de (3.3) em I é definida pory = c1y1+Colyo+- - -+CuYn, onde c;, 1 = 1,2,...,n

sao constantes arbitrdrias.

d3
EXEMPLO 3.7. Verique que y; = €%, yo = €2, y3 = 3%, sdo solugoes da equacao i
x
d? d
6—y + 11_y — 6y =0, em R, e encontre sua solugao geral.
dz? dx

Solugao: Substituindo vy, 2, y3 e suas derivadas na equagao, temos,

Py Py dy G o 116" Get
.W—6W—|—11%—6y1:6 — 6e” 4+ 11e” — Ge :0,
Pyy  Pys dys 2% % 2 %

d3y3 d2y3 dy3 3z 3z 3z 3z
° W_6W+11%_6y3:276 — 6(9e°”) + 11(3e’*) — 6e** = 0.
Assim, 1, y2, y3 sao solucoes. Agora, devemos verificar se elas sao LI. Para isso, calcula-

mos seu Wronskiano. Temos,

T 2x 3z

(& (& €

Wy, yo,y3)(w) = | e® 2% 3¢ | = 25¢5 — 235 = 2¢% £ 0, para todo x € R.

e 46237 9623:
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Portanto, a solucao geral da equacdo em R é y = cie® + ez + czex. [ |

3.2.2 Reducao de ordem

Conforme visto anteriormente, para descobrir a solucao geral de uma equacao de se-
gunda ordem precisamos encontrar duas solugoes que sejam LI. Entretanto, se apenas uma
solugao da equagao é conhecida, é possivel construir uma segunda solugao ys da forma
Yo = u - Y1, onde u = u(zx) é a fungdo a determinar.

Consideremos a equagao as(x)y” + a1(x)y’ + ap(x)y = 0. Inicialmente a dividimos por
as(z), note que, pela Observagao 3.5 estamos assumindo aq(z) # 0 para todo x € I, assim

ela pode ser reescrita na forma,
y' + P(x)y’ + Q(z)y = 0, (3.4)

onde P(z) = a(r) e Q(r) = %(@) sao continuas para todo xz € I. Suponha que iy
as(x) as(x)
seja uma solugdo conhecida, nao nula, para equagao. Vamos encontar u = u(x), para que

Y2 = uy; seja solucao da equagao. Calculando as derivadas de yo, temos v, = uy| + u'yy

e ¥y = uy] + 2u'y] + u"y,. Substituindo em (3.4), obtemos,

Yo + P(2)yy + Q(@)y2 = wyf + 2u'yy + u'y1 + P(r)uy) + P(x)u'ys + Q(z)uy
= [y + P(@)yh + Q(z)y]u + 201 + P(z)y]u’ + yru”
=0-u+[2y; + P(x)y|u + yru”
= [24) + P(z)yiJu’ + yau” = 0.

Tomando w = v/, temos, [2y] + P(x)y;]w + y1w’ = 0. Dividindo a equagao por y;, temos,

/
w’—l—[&—i-P(x)]w—O,
Y1

d 1 d /
reescrevendo na forma padrao, e {Qﬂ + P(m)} w assim, e {2& + P(:U)] dz.
dx U1 w Y1
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Integrando ambos os lados, obtemos,

1 / /
/—dw = /— {2£ + P(x)} dx = In|w| = —Q/de — /P(x)dx
w Y1 1

= Injw| = —21n |y| —/P(x)dx—i—c
= In|w|+ 21n |y | :—/P(x)dx+c

= In|wy,?| = —/P(a:)d:c +c
= 6ln\wle| _ e—fP(x)dx . e€

= wy? = cle’fp(x)dx

e—fP(x)dw
S w=c——F5—
n
e—fP(a:)dac e—fP(ac)dx
Como w = o/, entao v’ = ¢; 5 Assim, u = ¢; 5——dx + c2. Escolhendo
Y1 1
effP(x)dx
c1 =1 e cy =0 e substituindo em wu, temos yo = y; / 5 dx, e consequentemente
Y
e—fP(:c)dx e—fP(a:)dac !
v=y, [ s——dx + . Calculando o Wroskiano, temos,
Yi Y1
e—fP(:c)da:
yi(z) Y Tdilf
W (y1, y2)(x) = o / e—fP(ac)dmdl o [ P(a)da
yi(x) vy T+
! ! i Y1
< . /' effP(a:)dxd 6fP(:):)dx) . effP(a:)dxd
=nl\Yy T+ — N / —5 ax
! Y Y ' Y
_ 6f —P(:v)d:c.

Como o Wrosnkiano é nao nulo, temos que as solugoes sao LI em qualquer intervalo onde

y1 # 0. Portanto, y; e yo formam um conjunto fundamental de solugoes de (3.4) e a
— [ P(z)dx
solugao geral dessa equacao é y = c1y; + Cay1 / e—de. [ |
Y1

EXEMPLO 3.8. Sabendo que y; = €™* € uma solugdo da equacdo ay” + by +c =0, use

o método de reducao de ordem para determinar uma sequnda solucdao iys.

Solucao: Seja yo = uy;, onde u = u(x). Calculando as derivadas de ys, obtemos v}, =

miT

™%y + mie™%u e yy = ™% + 2mie™%u’ + mie™%u. Como queremos que Yo seja
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solucao, ela deve satisfazer a equacao acima. Assim,

ayy + byb + cys = a(e™ u” + 2mie™ u' + mie™u) + b(e™ U + mie™ u) + ce™ u
= (amie™" + bmie™" + ce™ )u + (2ame™ + be™ )’ + ae™
=0-u+ (2ame™* + be™ ")’ + ae™ "

= (2am1e™® + be"™ ") + ae™ u" = 0.

b
Dividindo a equacao por ae™'*, temos (2m1 + —) u'+u” = 0. Tomando w = v, obtemos
a

uma equagcao de primeira ordem separavel,

b
(2m1—|——)w+w':0,
a

d b d b
reescrevendo na forma padrao, o <2m1 + —) w, assim “_ (2m1 + —) dx.
dx a w a

Integrando ambos os lados, obtemos,

1
/—dw:/—<2m1+9> d$:>1n|w|:—2/m1dx—/édx
w a a

b
= In|w| = -2mx — -
a

_ _2
= eln|w| —e 2miz—_x

ba

[ a
= w=—:.
€2m1x
_bz _bz _bz
. € a ) € €
Como w = v/, entao u’ = . Assim, u = dzx. Portanto, y = ™%
e2m1x e2m1x e2m1w

3.2.3 Equacoes homogéneas com coeficientes constantes

Estudaremos agora EDQO’s lineares homogéneas em que os coeficientes sao constantes,

isto é, equagoes que podem ser escritas da forma,
any(n) + anfly(nil) + -+ aly/ + oY = 07 (35)

com ag,...,a, € R. Sabemos que para determinar a solucao geral para equagao acima,
basta achar n solugoes LI. Observe que se fizermos a, = --- = ay = 0, teremos uma
EDO linear de primeira ordem que, como vimos no Capitulo 2, possui solucao da forma

y = e* em (—o00,00). Assim, vamos procurar solucoes dessa mesma forma para EDO
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(3.5). Iniciaremos com o caso n = 2, ou seja, com a equagao,
ay” + by’ + cy = 0. (3.6)

Tentaremos encontrar uma solucao da forma y = €™*, onde m é um parametro a deter-

2 mx

T ey” = m*e™®. Substituindo em

minar. Calculando as derivadas de y, temos ¢y = me™
(3.6), temos,

am?e™ + bme™ + ce™ = 0 = (™) (am* + bm + ¢) = 0.

Como e™* 2 () para todo = € R, para que y seja solucao de (3.6) é preciso que o expoente

m seja igual a uma das raizes da equacao quadratica,
am?® 4+ bm +c = 0. (3.7)

DEFINIGAO 3.6. A equagao (3.7) é chamada de equagdo caracteristica ou equagdo auxiliar
de (3.6).

Dependendo do valor do discriminante, /A = b — 4ac, existem trés possibilidades a
considerar para as raizes da equagao quadratica (3.7).
Caso I: A # 0. Neste caso, (3.7) possui duas raizes reais e distintas,

_ b+ VA _—b=vA

my ma

2a 2a
Assim, encontramos duas solugoes y; = e™7* e yo = ™. Calculando o Wronskiano,
temos,
eme em2e
Wy, y2)(z) = = maeM AT e(mitm)r — GlmEm2)T (1, ).
mlemlm m26m2z

Como my # my e e™*m2)% > () para todo x, segue que W (y1,12)(z) # 0 para todo z.
Assim, y; e yo formam um conjunto fundamental de solucoes para a equacao. Portanto,
a solucao geral para este caso é y = c1e™* + cpe™2",

Caso II: A = 0. Neste caso, (3.7) possui duas raizes reais iguais m; = my = —%.
Assim, temos apenas uma solucao y; = €"*. Como visto no Exemplo 3.8, utilizando o

método de reducao de ordem encontramos uma segunda solucao,

bx

= M7 € dx
Y2 €2m1:1:
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b b
Como my = 50 entao 2m; = ——. Substituindo em y5, temos,
a a

b
miT € a miT €2m1:c miT miT
Yo =€ dr =e dr =-e ldx = xe™".
62m1x €2m1x

Calculando o Wronskiano das funcgoes, obtemos,

mix

e xre™m®

2mix 2mix 2mixr __  2mix

=e€ + axmqe — xmie =e€

me™® e 4 xrmqe™*

Wiy, y2)(z) = ‘

Como e*™® > () para todo z, segue W(yy,42)(z) # 0 para todo x. Assim, y; e yo
formam um conjunto fundamental de solucoes para este caso. Portanto, a solucao geral é
Yy = cr1e™T + coxe™,

Caso III: A < 0. Neste caso, (3.7) possui duas raizes complexas conjugadas distintas
my =a+if emy=a—1if, em que a = —% e = %. Logo, a solugao geral para (3.6)
6y = crel@tiPr 4 oyela—ib)z,

No entanto, na pratica, optamos em trabalhar com fungoes reais em vez de exponen-

ciais complexas. Assim, vamos buscar uma solucao real utilizando a Férmula de Euler,

¢ = cosf +isinf. (3.8)
Segue de (3.8) que,

eP* = cos B + isin B,

e~ = cos (—fBx) + isin (—Bx) = cos B — isin fz.
Dali, temos,

P 4 7T — cos B + isin Sz + cos B — isin fx = 2 cos B,

e — ¢7P% = cos Bz + isin fz — cos B 4 isin fz = 2isin fz.

Como y = et 4 coel@=i8)7 ¢ yma solucdo para (3.6), escolhendo ¢; = ¢ = 1 e

c1 = 1,c0 = —1, temos, nesta ordem, duas solugoes:

Y = €(a+iﬁ)x + e(a—iﬁ)a: — 0T, eiﬂm + o . e—iﬁz — eax(eiﬂx + e—i,Ba:) — 2% cog ﬁZL‘

Yy = e(a+iﬁ)x . 6(01—72,3)1‘ — 9% . eiﬁx — e . e—zﬂx — eaac(ei,é’:c . e—iﬁz) — 2% gin 52:

Assim, pelo Corolario 3.1 e Teorema 3.3, as funcoes e** cos Sz e e** sin Sz sao solucoes

para (3.6). Ainda, do Exemplo 3.5, temos que,

W (e cos Bz, ™" sin ) = Be*** £ 0,3 > 0,
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logo as funcoes sao LI. Portanto, e cos Sz e e** sin Sz formam o conjunto fundamental
de solugoes para equacao (3.6) e assim a solugao geral para este caso é y = ¢1e** cos fx +

e sin P,

EXEMPLO 3.9. Encontre a solu¢ao do PVI,

y' — 4y +13=0

y(0) = -1
y'(0) =2
Solugio: A equacao caracteristica do problema é m? — 4m + 13 = 0. Resolvendo-a

encontramos duas raizes complexas distintas m; = 2 + 31 e mo = 2 — 3i. Portanto, pelo

Caso III, duas solucoes LI para EDO sao y; = €**cos3z e yo = e**sin3z. Assim, a

solucao geral é y = €**(c; cos 3x + ¢ sin 3x).

A solugao para o PVI é encontrada escolhendo ¢; e ¢35 de modo que a fungao y encon-

trada acima satisfaca as condigoes iniciais. Impondo essas condigoes, temos,

y(0) = =1 = e* (c; cos (3 0) + casin (3-0)) = —1
= 1(c; 1+4c-0)=—1

= C = —1.
Derivando y, temos, y' = €**(—2 cos 3z — 3sin 3z + 2¢, sin 3z + 3¢, cos 3x). Assim,

y'(0) =2 = e*%(—2cos (3-0) — 3sin (3-0) + 2cysin (3 - 0) + 3¢y cos (3 - 0)) = 2
= 1(—2-14+3c,-1)=2
= —2+3CQ =2

4
= Co = g
. , 9 4 .
Portanto, a solucao para o PVI é y = e** | —cos 3z + 3 sin3x | . [ |

Na resolucao de equacoes com coeficientes constantes a maior dificuldade é encontrar
as raizes para as equagoes caracteristicas de grau maior que dois. Uma maneira de re-
solver a equacao ¢ encontrando uma solucao m,. Dai, pelo Teorema da decomposicao de
polindmios temos que m —m; é um fator. Dividindo o polinémio por m —my, obtemos a
fatoragdo (m—my)-Q(m). Por fim, tentamos encontrar as raizes do quociente Q(m). Ou-
tro método usado para encontrar raizes racionais de equacoes polinomiais é o Algoritmo

de Briot Ruffini. Dado o polinémio,
a,m" +---+aym+ay =0,
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. o, P, . . oA s
com coeficientes inteiros. Se m; = = é uma raiz racional deste polinomio caracteristico,

onde p,q € 7Z sao primos entre si, entao p é um fator de ap e ¢ um fator de a,. Assim,
para determinar se uma equacao polinomial possui raizes racionais, precisamos analisar
as razoes entre cada fator de ag e cada fator a,. Desse modo, teremos todas as possiveis
raizes racionais da equagao que serao testadas pelo algoritmo.

No caso geral, para resolver uma equagao de n-ésima ordem (3.5), precisamos resolver
uma equacao caracteristica de grau n. Se todas as raizes da equagao caracteristica sao

reais e distintas, entao pelo Caso I a solugao geral é,
Y= c1€™T 4 @™ 4o e (3.9)

Se as raizes da equacgao forem complexas distintas, elas sempre aparecerao em pares con-
jugados, o £i3, ja que os coeficientes sao reais. Assim, a solucao geral ainda é da forma
(3.9). No entanto, mesmo que algumas das solugoes da equagao caracteristica sejam com-
plexas, ainda podemos expressar a solugao geral de (3.5) como combinagao de solugoes
reais, como feito para o caso da equacao de segunda ordem.

Se alguma das raizes da equagao caracteristica forem repetidas entao a solugao de (3.5)
nao sera (3.9).

Se m; é uma raiz de multiplicidade k& de uma equacao auxiliar de grau n entao as

xk—l mix

solucoes LI sdo: €™ ge™® gpleme e

linear ¢;€™7% + coxe™® + - -« 4 cprFlem™,

e a solucao geral contém a combinagao

Se m; = a + i é uma raiz de multiplicidade k entao a raiz complexa conjugada
me = a — 13 também se repete k vezes. Logo, das 2k solucoes complexas,
e(a+iﬁ)m7 xe(ox—&-iﬂ)ac7 x2e(a+i6)x+7 . 7+xk—16(a+iﬁ)x

e(a—iﬂ)$7 xe(oz—i,@)a:7 x26(a—iﬂ)x+ . 7_’_‘,L,k—le(oz—‘,-iﬂ)x

I Y

podemos encontrar, com auxilio da Férmula de Euler (3.8), 2k solugoes reais LI,

k—lea:v

e®® cos fx, we®® cos fx, 2™ cos Bz, ..., T cos fx

€™ sin Bz, e sin B, £2e* sin Sz, ..., z¥ e sin .
Assim, nesse caso, a solucao geral de (3.5) contém a combinagao linear das 2k solugoes

reals acima.

3.2.4 Equacoes nao homogéneas
DEFINIGAO 3.7. Qualquer fungdo y, que satisfaca a EDO,

dn dn— 1

an (.TJ) — + anfl(:p

don A a1(x)@ + ap(x)y = g(x), (3.10)

) dgn—1 dzx
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com g(x) # 0, é chamada solu¢ao particular para da EDO.

EXEMPLO 3.10. Verifique que y, = 2* —x é uma solugdo particular da EDO x*y" +2xy’ —
Sy = 43 + 6.

3

Solugao: De fato, se y, = 2° — x entao y, = 3z2 —1e y, = 6x. Substituindo na EDO,

temos,

zyy + 2xyl, — 8y, — 4x° — 6z = 2”(6x) + 2(32° — 1) — 8(a” — x) — 42° — 6
= 62°2 + 62° — 21 — 82° + 87 — 42® — 62 = 0.

Portanto, y, ¢ solucao da EDO. |

TEOREMA 3.7. Sejam y1,Ya, ..., Yn Solugoes da EDO homogénea para a equagao (3.3) em
um intervalo I e y, uma solugdo particular qualquer da EDO nao homogénea (3.10) no
mesmo intervalo. Entao, y = c1y1 + cay2 + - - + CrYr + Yp, onde cy, ....,c, € R, € também

solugao para equac¢ao nao homogénea em I.

Demonstracdo: Para cada k € N, segue que, y*) = cly§ ) 4 czy(k) + -+ cnyy(f) + y](;k).

Assim,

an(@)y™ + -+ ao(@)y =anlewy’” + o+ eyl + 0+ aolewn o+ cuyn + )
=lanciyt” + - +a WUp ] 4+ [agciy + -+ + agyy)
—c1[any™ + -+ aop] + -+ [anyl(,k) + -+ aoyp)
=c1-04+c- 0+ +¢- 04 g(x) = g(x).

Portanto, y é solucao para equacao linear nao homogénea. [

TEOREMA 3.8. Seja y, uma solugao particular da EDO ndo homogénea (3.10) em I
€ Y1, Y2, - Yn Solugdes LI para a EDO homogénea (3.3) associada no mesmo intervalo.
Entao, qualquer solu¢ao Y () de (3.10) em I, pode ser escrita na forma, Y = ciy1 +
Y2 + ... + CuYn +Yp, onde cy, ..., ¢, € R.

Demonstracao: Provaremos para o caso n = 2. O caso geral pode ser demonstrado de
maneira analoga.
Sejam Y (x) e y,(z) solugbes da EDO aq(z)y” + a1(x)y" + ao(z)y = g(x). Note que, a

funcao u(z) = Y (z) — y,(x) é solu¢ao para a EDO homogénea associada. De fato, temos,

az(@)u” + a1 (2)u' + ao(z)u = az(2)[Y" — y,] + a1 (2)[Y" = y,] + ao(@)[Y — y,]
= ax(2)Y" — ax(2)y, + a1(2)Y" — a1 (x)y, + ao(x)Y — ao(x)y,
= [az(2)Y" + a1 (@)Y 4 ao(2)Y] = [az(2)y, + a1(2)y, + ao(x)y,)
= g(z) — g(z) = 0.
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Além disso, como ¥, e ys sao solugoes LI da EDO homogénea associada, segue do Teorema,
3.3, que qualquer solucao da equacao pode ser expressa como combinacao linear dessas
duas solugoes. Assim,
u(r) = c1y1 + cayo
=Y (x) — yp(x) = 191 + 2y
) = c1y1 + Cayo + yp().
|

DEFINIGAO 3.8. Seja y, uma solugdo particular da EDO nao homogénea (3.10) e y
a solugao geral da equag¢ao homogénea associada (3.3). A solugdo geral da EDO nao

homogénea (3.10) € definida por,
Yy =ciyr + Y2+ -+ Cln + Yp = Yn T+ Yp.

TEOREMA 3.9 (Principio da superposicao para equacoes ndo homogéneas). Sejam yy, , ..., Yp,
solugdes particulares para a equag¢io nao homogénea (3.10) em I, correspondendo a k
fungoes distintas g1, ga, ..., G- Entao, v, = yp, () + yp, () + -+ + yp, (x) € uma solugdo
particular para a EDO a,(z)y™ + - + a1 (2)y' + ao(x)y = g1() + - + gi(z).

Demonstracao: Temos,

an ()Y + -+ + ar(2)y) + ao(2)y,
ja”(x)[ypl -t y(n)] Tt a’0<x>[yp1 ++ ypk]
=an @)y + -+ @ @)y + -+ ag(@)yp, + -+ ao(T)yp,

=a ()y§1>+ c+ ag()yp, )+ o+ [ao(@)y + -+ ag(@)yp,]
=g1(7) + -+ g().

Portanto, y, é uma solugao particular da EDO a,(z)y™ + --- + ai(2)y + ao(z)y =
gi(x) + - + gr(x). [ |
Adiante apresentaremos alguns métodos para encontrar a solucao de equactes nao

homogéneas.

3.2.5 Equacoes nao homogéneas com coeficientes constantes

Para obter a solucao geral de uma equagao nao homogénea precisamos encontrar uma
solugao particular para equagao dada e uma solucao para equagao homogénea associada,
chamada fungao complementar. Vamos considerar EDO’s nao homogéneas com coeficien-
tes constantes,

any™ + a1y + -+ ary + agy = g(x),
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onde ay, ..., a, € R e g(z) é uma fungao: constante, polinomial, exponencial, seno, cosseno
ou somas e produtos dessas fungoes, para encontrar uma solucao particular utilizaremos
o método dos coeficientes indeterminados.

Como a combinacdo linear das derivadas a,y™ + a,_1y™ " +- - + a1y’ + agy deve ser
igual a g(x), o método busca determinar uma solucdo particular y, que tenha a mesma
forma de g(x), com os coeficientes A; a determinar conforme os casos abaixo:

1° Caso: Quando g(z) for uma funcao constante admitiremos como solugao particular
y, = A.
2° Caso: Quando g(z) for um polindémio de grau m a solugao particular serd da forma
yp = Ao+ A1z + - + A2

3° Caso: Quando g(z) for uma func¢do exponencial da forma e* admitiremos como
solugao particular y, = Ae®”.

4° Caso: Quando g(z) for da forma g(z) = sin Sz ou g(x) = cos Sz admitiremos

como solugao y, = A; sinax + Aj cos ax.
EXEMPLO 3.11. Determine a solucao geral da EDO " + 4y’ — 2y = 22> — 3z + 6.

Solugao: Passo 1: Inicialmente buscamos a solugao geral da equagao homogénea associada.
Como a equacao caracterisca é m? 4 4m — 2 = 0, ao resolvermos encontramos duas rafzes
reais distintas m; = —2 4+ v6 e my = —2 — V6. Logo, y, = c;e2HV07 4 () e(-24V0)z
Passo 2: Como g(z) é um polinémio quadrético, o método dos coeficientes indeterminados
sugere que procuremos uma solugao da forma y, = Az? + Bx + C. Devemos determinar
os coeficientes A, B e C para os quais ¥, ¢ uma solugao para equacao.

Substituindo y, e suas derivadas y, = 2Az + B e y, = 2A na equagao, temos,

y' + 4y — 2y = 2A + 4(2Ax + B) — 2(Az® + Bx + C)
= 2A+ 8Ax + 4B — 2Az* — 2Bx — 2C
= —2A2° + (8A — 2B)z + 2A + 4B — 2C = 22 — 3z + 6.

Como esta ultima igualdade é supostamente uma identidade, os coeficientes de poténcias

iguais de x devem ser iguais. Assim, obtemos o sistema,

—2A=2
8A—-2B=-3
2A+4B-2C =6

5
A solugao deste é A = —1,B = 5 C = -9. Logo, y, = —2° — o — 9.

Passo 3: Portanto, a solugao geral da EDO ¢

Y=Yn+Yp= crel72HV0T 026(_2+\/6)$ —a? 9.
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EXEMPLO 3.12. Encontre a solugio geral para y" — 2y — 3y = 4x — 5 + 62e>®.

Solugao: Passo 1: Encontrar a solu¢ao para equagao homogénea associada.
A equacao auxiliar é m? — 2m — 3 = 0, e suas rafzes m; = 3 e my = —1. Logo, a solucao
da EDO homogénea correspondente &, y;, = c1€3* + coe™®.

Passo 2: A presenca de 4r — 5 e de 6xe* em g(x) sugere que a solugao particular
contenha um polindémio de primeiro grau e e** multiplicado por um outro polinémio de
primeiro grau, ou seja, y, deve ser uma soma de duas fungoes. Assim, temos vy, = yp, +Yp,,
onde y,, = Az + B e y,, = (Cz + D)e*. Logo, y, = Az + B + Cze* + De?*".

Substituindo y, e suas derivadas y, = A + Ce?® + 2Cze*® + 2De*® e Y, = 4Ce* +

4Cxe* + 4De* na EDO, temos,

Yy, — 2y, — 3y, = 4x — 5+ 6ze®®
= — 3Axr — 24 — 3B — 3Cxe*™ + (2C — 3D)e** = 4x — 5 + 6we*.

Da equagao acima, obtemos o sistema,

(—34=4
—2A—-3B=-5
—3C =6 '
(2C —3D =0
. -, 4 23 4 4 23 . 4,
cuja solucao é, A = —3 B = 5 C=-2D= -3 Logo, y, = —§x—i— 9 2we?* — 562 .
Passo 3: Portanto, conforme defini¢ao, a solucao geral da EDO é,
4 23 4
Y=Yn+Yp= 163 + coe”® — 5‘75 + 9 2re* — gezx.
[ |
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Capitulo 4

Aplicacoes de Equacoes Diferenciais

Ordinarias

Neste capitulo, utilizando as técnicas de resolucao de EDOs desenvolvidas nos capi-
tulos anteriores, apresentamos algumas das diversas aplicagoes das equacoes diferenciais

ordinarias em diferentes dreas do conhecimento.

4.1 Crescimento e decrescimento populacional

Modelos matematicos que descrevem a evolu¢ao do nimero de individuos de uma de-
terminada populacao sao objeto constante de estudos e pesquisas. A seguir apresentamos
dois simples modelos que descrevem o crescimento/decrescimento de uma populagao, os

chamados crescimento exponencial e crescimento logistico.

4.1.1 Crescimento exponencial

Em 1798 o matematico Thomas Robert Malthus criou um modelo que descrevia o cres-
cimento de populagoes pequenas onde a taxa de crescimento era proporcional a propria
populacao (BOYER, 1996). Este modelo ficou conhecido como modelo de crescimento ex-
ponencial. Trata-se do modelo matematico mais simples sobre o crescimento populacional
de algumas espécies.

Seja P = P(t), a populagao de uma espécie em um dado instante t. No modelo tratado,

a taxa de variacao da populagao em relacao ao tempo é proporcional ao valor atual de P,

isto é,
dP
— = kP, 4.1
o (4.1)
onde k é uma constante de proporcionalidade chamada de taxa de crescimento ou decres-
cimento.
Resolvendo a EDO (4.1), sujeita a condi¢@o inicial P(0) = F, encontramos como
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solucao P = Pye*. Assim, podemos concluir que,
e se k > 0, a populagao cresce e continua a se expandir no decorrer do tempo;
e se k < 0, a populagao se reduzird e no decorrer do tempo podera ser extinta.

A solucao para este modelo de crescimento pode nao representar a realidade de uma
populacao, pois existem inibidores proprios do ambiente que impedem esse crescimento

ilimitado.

ExXEMPLO 4.1. Em uma cultura ha inicialmente Ny bactérias. Uma hora depois, isto €,

. , s 3 - 7
no instante t = 1, o numero de bactérias passa a ser §N0. Se a taxa de crescimento é
proporcional ao numero de bactérias presentes, determine o tempo necessdrio para que o

numeros de bactérias triplique.

Solugao: Seja N = N(t), a populagdo de bactérias no instante ¢. Assim, obtemos a
equacao diferencial,

dN
— = kN
dt ’

sujeita a condigao inicial N(0) = Ny. Podemos reescrever a equagao acima como,

1 dN
—— =k.
N dt
Integrando ambos os lados obtemos,
ln\N| = kt+C1.

Aplicando exponencial encontramos,
eln\N| — ekt+c1 = ’N’ — ektecl = N = cekt,

onde ¢ = +e“.

No instante ¢t = 0, temos N(0) = ce*? = Ny = ¢. Logo, N(t) = Nye*.

Agora, determinamos a constante de proporcionalidade k usando a condi¢ao empirica
N(1) = ;NO. Temos,

3 3
N(1) = NoeF! = 3 No = Noe¥ = eF = 3
Aplicando logaritmo no dois lados dessa ultima equagao, encontramos,
k 3 3
Ine” = ln§ = klne = 1115 = k =~ 0,4055.

Assim, a solugio para o PVI acima é N(t) = Nye®40%5¢,
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Para encontrar o tempo necessario para que o nimero de bactérias triplique, buscamos
o valor de t para o qual N(t) = 3Ny, isto é, Nye1%%5 = 3N,. Dividindo ambos os lados

dessa equacgao por Ny, obtemos,
3 — 0,405t

Aplicando o logaritmo em ambos os lados encontramos,

In3 = Ine®1%% = 0,4055¢ - Ine = In3 = 0,4055t = In3 = t ~ 2, 71.

Portanto, para que o niimero de bactérias triplique, sao necessarias, aproximadamente,
2,71 horas. |

4.1.2 Crescimento logistico

Como uma tentativa de corregao para o modelo de Maltus o mateméatico belga Pierre-

Francois Verhulst propos um novo modelo,

% = P(a —bP), (4.2)
onde a e b sdo constantes positivas. A constante a representa a taxa de crescimento da
populacao P no instante ¢ e o parametro b P corresponde a taxa de inibicao de crescimento
desta populacao.

A ideia por tras da substituicao de k por a—bP se da devido ao fato de que a populagao
nao pode crescer de forma ilimitada, como proposto no modelo de Malthus, pois haveriam
problemas como falta de alimento para todos. Logo, seria necessario algo para conter
este crescimento. Para isso, Pierre Francois Verhulst criou um modelo onde ha uma
diminuicao da taxa de crescimento a medida que a populacao cresce. Matematicamente
dizendo, podemos obter esta diminuicao subtraindo da constante de proporcionalidade
um termo que aumenta a medida que a populagao aumenta. Assim, o termo —bP ¢é a
maneira mais simples de implementar tal ideia.

Como visto no Capitulo 2, a equagao diferencial (4.2) pode ser classificada como uma

EDO separével, assim podemos rescreve-la como,

1

——dP = dt.
P(a —bP)

Agora integramos a equacao acima,

/ (ﬁ) P = / dt. (4.3)
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1

Usando o método de fragoes parciais podemos rescrever —————— como,
P(a—bP)

1 b
a 4 a
P la—bp)

Substituindo este resultado em (4.3) obtemos,

Assim,
1 1 b 1
— [ =dP + - dP = | dt
a / P + a / a—bP /
1 b 1
=—In|P|+ - (——ln|a—bP|) =t+c
a a b

1 1
=—In|P|—-Inja —bP|=t+c
a a
Multiplicando ambos os lados da tltima equacao por a, obtemos,
In|P| —Inla —bP| = at + ac.

Utilizando a propriedade do logaritmo de um quociente, podemos reescrever a equagao

acima como,

In ‘ = at + ac.

a—bP

Aplicando exponencial em ambos os lados da igualdade temos,

P
a—bP

t
! @ 4.4
a—bP (4.4)

ln|$’ — 6at+ac =

e ‘ = ¥t =

onde ¢; = £e®. Dai, podemos deduzir que,

P = (a —bP)cie™ = P = acie™ — bPcie™
= P +bPcie” = acie”

= P(1+ bcie™) = ace™
acye® acy

ed(e=at +bcy) (et + bey)’

= P =

Considerando a condigao P(0) = Py tal que Py # %, temos a partir da equagao (4.4)

que,
j . P,
a—bp, T AT L TR
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Substituindo o resultado acima na solucao da EDO, obtemos a solucao do PVI,

a ( F ) aby
P(t) = a—bF _ a—bPy _ aPy |
omat 1} ( Py ) bPy + (a —bFPy)e ™  bPy+ (a — bPy)e
a — bPO a — bPO

EXEMPLO 4.2. Suponha que um estudante infectado com um virus da gripe retorne a uma
faculdade isolada no campus onde se encontram 1000 estudantes. Presumindo que a taza
na qual o virus se espalha € proporcional a quantidade x de alunos infectados e também a
quantidade de alunos nao infectados, 1000 — x, determine o numero de alunos infectados

apos 6 dias sabendo que depois de 4 dias haviam 50 estudantes infectados.
Solucao: Temos os seguintes dados:

e total de estudantes: 1000;

e quantidade de estudantes infectados: x;

e quantidade de estudantes nao infectados: 1000 — z;

dx
e taxa na qual o virus se espalha (ou taxa de estudantes infectados): I

Supondo que ninguém saia do campus enquanto durar a epidemia, podemos escrever o

seguinte PVI,

d
d—f = (1000 — )
z(0) =1
Reescrevendo a EDO acima temos,
dx 1
— = 1000kz — ka? dr = dt.
gr — PO0ORE = RIS 00k — o)

Integrando ambos os seus lados, obtemos,

/(x(lOOO}f—kx)) - /dt- (4.5)

Usando o método de fragoes parciais podemos reescrever (4.5) como,

1 1

1000k 1000 B
/ 1000k — kz d“’_/dt
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dai,

1 1 1 1
[ 24 dr = | dt
1000k | =% " 1000 / 1000k — kz " /

1

= In |z| — In [1000k — kx| = 1000kt + 1000kc.

Usando a propriedade da divisao de logaritmos, podemos escrever a iltima equacao acima

como,
x

In ‘
Aplicando exponencial em ambos os termos obtemos,

x
o 1000kt-+1000ke _y — ¢y el000kt
1000k — kx

x
el | T000k—k= | =

onde ¢; = +e!%%%%¢ T,0g0,

z = (1000k — kz)c e’ = 1000kc, ' — kgc,e!000M

=a(1 + keie'%%) = 1000kc; 'k

1000k ¢, e1000k

“rT=T0 Ji 1 1000kt
1000k

=a(t) = a

e— 1000kt + /{301 ’

Pela condigao inicial sabemos que quando ¢t = 0,2(0) = 1. Entao,

o) _1000key _ 1000ke;
T = 1000k + key 1+ ke
= 1+ ke = 1000kc,
N 1
= —.
L 999k
1000k—1
1000
Portanto, a solugao do PVI é z(t) = 999k Agora, usando

6—1000kt —|—/€ 1 o 9996*1000“ + 1'

999k

a informagao de que se t = 4 entdo x(4) = 50, encontramos o valor de k,

B 1000 B 1000
© 099e—1000-4-k 4 | = 30 = 099 —4000k | |
= 49950e 4% 4 50 = 1000

z(4)

950
—4000k __
e = 19950
95
—4000k
= =
€ 4995
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Aplicando logaritmo em ambos os termos da iltima equacao, obtemos,

95 95
In (e~4000ky — 1y [ —4 —In | —— = .
n(e )=1In 1905 = —4000k = In 1005 = k = 0,0009906
Enfim, obtemos a solu¢ao do problema,
1000 1000

w(t) = 909¢—1000:0,0009906¢ 4 |  9QQe—0,9906¢ 4
Agora, como queremos saber o nimero de alunos infectados apds 6 dias fazemos,

1000

z(6) = 999¢—0.9906:6 4+ |

= 276.

Portanto, apds 6 dias, 276 alunos estarao infectados.
Note que, quando t — oo, z(t) — 1000, ou seja, com o passar do tempo, a quantidade
de alunos infectados aumentara, chegando o momento em que todos os estudantes do

campus estarao contaminados. [ |

4.2 Meia-vida

A meia-vida de um elemento radioativo corresponde ao intervalo de tempo necessario
para que metade dos nicleos radioativos se desintegre ou transmute em atomos de outro
elemento. Por exemplo, a meia-vida do fésforo-32 é 32 dias. Considere uma amostra de
8g desse elemento. Assim, passados 32 dias a massa dessa amostra é 4g. O periodo de
semidesintegracao varia para cada elemento, podendo ir desde fragoes de segundos até

bilhoes de anos.

EXEMPLO 4.3. Um reator converte uranio 238 em isétopo de plutonio 239. Apds 15 anos,
foi observado que 0,043% da quantidade inicial Ay de plutonio se desintegrou. Encontre a
meia-vida desse isotopo supondo que a tara de desintegracao € proporcional a quantidade

remanescente.

Solugdo: Seja A(t) a quantidade de plutonio remanescente no instante ¢. Assim, como ja
visto nos exemplos anteriores, temos A(t) = Age* como solugao para o problema de valor

inicial abaixo,

dA
— =FkA
dt .

Se 0,043% da quantidade inicial Ay de plutonio se desintegrou, entao 99,957% da subs-

tancia permaneceu. Assim, para encontrar o valor de k, usamos a igualdade,
0,99957A = A(15) = 0,99957A = Age'™ = 0,99957 = e!5*.
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Aplicando logaritmo em ambos os lados da tltima equacao acima, obtemos,

In 0, 99957
In0,99957 = Ine'® = 15k =1n0, 99957 = k = HT = k ~ —0,00002867.

Portanto, A(t) = Age 000002867t

A
Para encontrar a meia-vida, basta encontrar o valor de ¢ tal que A(t) = 70. Isto é,

Ao
— A0€_0’00002867t _ 6_0’00002867t.

N | —

=
Aplicando logaritmo em ambos os lados da tltima equacao, temos,
1 —0,00002867¢ 1
In 5= Ine™™ = —0,00002867t = In 3 =t ~ 24176, 74.

Portanto, a meia-vida do pluténio é aproximadamente 24000 anos. |

4.3 Decaimento Radioativo ou Cronologia do Car-

bono

O carbono-14 (C-14) é um isétopo radioativo do carbono. Ele é produzido na atmosfera
pela colisao entre os raios césmicos e o nitrogénio 14. E um dos principais elementos que
compoem 0s seres Vivos.

A datacao por C-14 é uma ferramenta de grande importancia para a arqueologia.
Trata-se de um dos métodos de datagao histérica mais conhecidos. Enquanto um orga-
nismo esta vivo a quantidade de C-14 permanece constante, mas a partir de sua morte a
absorcao de C-14 cessa. Assim, através das quantidades residuais desse elemento é pos-
sivel obter uma estimativa da idade da amostra em estudo. Esta estimativa se relaciona
com a meia-vida do C-14, que é aproximandamente 5730 anos.

Mesmo quando ha uma pequena quantidade R de C-14 em uma amostra, ainda é
possivel descobrir a quantidade inicial, Ry, por meio da proporcionalidade R/ Ry.

Segundo Beltrao (2009), “a desintegracao (variagao) desse atomo que ocorre por uni-
dade de tempo é proporcional a quantidade de atomos radioativos presente em cada
instante. Assim, se R = R(t) representa o nimero de dtomos radioativos em cada ins-
tante t, uma equagao matematica, que pode representar o fenomeno, ¢ dada pela equagao
diferencial, iR

o —kR, (4.6)
onde k, chamado de constante de desintegragao, ¢ uma constante que na equagao apresenta-
se como coeficiente de proporcionalidade”.

Como a equagao (4.6) possui estrutura semelhante a (4.1) sua solugao é da forma
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R(t) = R(]@_kt.
Consideremos que para o instante inicial ¢ = 0, a quantidade de C-14 é R,. Para

determinar o valor de k£ usamos o fato de que a meia-vida do carbono 14 é 5730 anos. Ou

R
seja, R(5730) = 70. Temos entao,

Ry
0 _ RT3k 5730k

= _=c¢

N —

Aplicando logaritmo em ambos os lados da equagao obtemos,

1 In2
In-=ne™% = k= ——— = —0,00012097.
hpTme = 5730

Como k < 0, o modelo é de decrescimento, ou seja, k representa a taxa de proporgao no

qual C-14 diminui ao longo do tempo.
Portanto, a solugao da EDO é R(t) = Rye™ 000012097,

EXEmMPLO 4.4. Em 1988, o Vaticano autorizou o Museu Britanico a datar a reliquia
conhecida como Suddrio de Turim ou Santo Suddrio. Trata-se de um tecido que contém
o negativo da tmagem de um corpo humano, até entdo, acreditava-se ser o pano que
cobriu Jesus Cristo apos sua morte. O relatorio do Museu Britanico mostrou, a partir
de trés testes feitos, que a quantidade de carbono 14 do tecido estaria préoximo a 92% da
quantidade encontrada em um tecido novo equivalente. Como podemos usar esses dados
para estimar a idade do Santo Suddrio? (YARTEY; RIBEIRO, 2017)

Solucao: Considere Ry = R(0) a quantidade inicial de C-14 no sudario. Como visto
acima, se tratando do carbono 14 a constante de proporcionalidade ¢ k£ = 0,00012097.

Assim, a equacao diferencial que modela este problema pode ser escrita como,

dr = —0,00012097R.
dt

Sabemos que a solucao para esta EDO é R = ce~0,00012097¢,

Agora, usando a condicao inicial R(0) = Ry encontramos o valor de ¢,

R(0) = ce™ 0000120970 _ B 0 o o= Ry

Logo, podemos reescrever a solucao como R = Rye~ 000012097
Pelas informacoes do problema temos que a quantidade de C-14 em 1988 era, aproxi-
madamente, 92% da quantidade inicial Ry. Nosso interesse é encontrar tempo necessario

para a quantidade de C-14 decair de Ry para 0,92R,. Substituindo estes dados na equagao
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temos,
0,92R, = Rye0:00012007¢ . ,—0,00012097¢ _ 0,92

— Jpy e~ 0:00012097¢ _ 11, ) 992
= —0,00012097¢ = —0, 08338161
=t ~ 689, 27.

Como a descoberta foi em 1988, estima-se que o tecido tenha sido confeccionado 689 anos
antes, ou seja, por volta do ano de 1299 d.C. Portanto, se aceita a validade de datar por

carbono-14, o Sudério de Turim nao pode ser o tecido que cobriu Jesus. [ |

4.4 Velocidade de escape

Quando um objeto é lancado para cima, a partir da superficie de um corpo massivo
(planeta, satélite, etc.), uma pergunta que surge naturalmente é qual deve ser o valor
minimo de sua velocidade para que escape da atracao gravitacional desse corpo. Tal
velocidade é chamada de velocidade de escape.

A equacao diferencial de um objeto em queda livre préximo a superficie da Terra é,

d*r

ﬁ = -9,
onde g é a constante de gravitacao universal e r representa a distancia da superficie da
Terra ao objeto, sendo a diregao positiva considerada para cima. Neste caso, consideramos
que a distancia r é pequena quando comparada com o raio da Terra, R. Caso essa distancia
r for grande quando comparada com R, entao combinamos a segunda Lei de Newton sobre
o movimento com a Lei universal de gravitagao para encontrar uma equagao diferencial na
variavel r. Assim, a solucao dessa equacao pode ser usada para determinar a velocidade de
escape que um objeto precisa para se livrar da atracao gravitacional de um corpo massivo.

Considere que um corpo de massa m ¢é lancado verticalmente a partir da superficie da
Terra. Considerando a direcao positiva para cima e desprezando o efeito da resisténcia do

ar, entao pela lei da gravitacao universal, a forca gravitacional é,

GMm

2 Y

F=-

(4.7)

r

onde G ¢é a constante universal de gravitagao, M ¢é a massa da Terra e r é a distancia do
corpo até o centro da Terra.

Pela segunda Lei de Newton, temos,
F =ma.

Como a aceleracao é a derivada da velocidade, que por sua vez é a derivada da distancia
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r, podemos reescrever a equagao acima como,

d*r

Igualando as equagoes (4.7) e (4.8), obtemos a seguinte equagao diferencial,

GMm d27’ N & _ _GM (4.9)
r? dt2 a2z 2 )

Na equagao (4.8) procuramos r como fungao do tempo. Mas para encontrar a solugao

dr
desta equagao vamos considerar v = o como uma funcao da distancia r, j4 que para
cada altura r temos uma respectiva velocidade v. Fazendo isso e associando a regra da

cadeia temos,

dr  dv dvdr dv
er_av_oer_ %Y 4.1
a2 At drdt dr (4.10)

Substitindo o resultado de (4.10) em (4.9), obtemos,

dv GM

V— = — )
dr 72

Note que a equacao acima é uma EDO de 1* ordem que pode ser resolvida por sepa-

racao de variaveis. Assim,

dv GM GM

’UE_
:>/vdv——GM/—d'r’

:>—:—GM( )—i—c
2 r
v

2 GM
= —=—+c
2 T

Agora, supondo que a velocidade inicial é v = vy e que r = R, obtemos o valor de c,

Substituindo o valor de ¢ na solucao geral, obtemos,

U2_GM+U02 GM
2 7 2 R

ou
, 2GM ., 2GM
V= —— 4t — ——
r 0 R
: 2GM
Fazendo r — oo, temos que — 0. Portanto, lim v(r) = 1/ve% — 5 Temos
r—00
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trés situacoes:

2GM
1. Se vy? — T < 0, entao ha algum valor de r para o qual v = 0 e assim o corpo

atinge uma altura méaxima e depois cai.

2GM

2. Se vy — —— = 0 entao lim v(r) = 0, ou seja, o corpo escapa da atracio gravita-
r—00
cional da Terra e chega em pontos infinitamente distantes com velocidade tendendo
a 0.
2GM . 2GM .
3. Se 1y — —— > 0 entdo lim v(r) = {/vy2 — —— > 0. Ou seja, o corpo escapa
r—00

da atracao gravitacional da Terra e chega no infinito com velocidade positiva.

Por fim, podemos dizer que a velocidade de escape pode ser calculada por meio da

expressao,
2GM

Ve =\ ——.

R

EXEMPLO 4.5. Determine a velocidade de escape da Terra, sabendo que R = 6350km.

Solu¢ao: No instante inicial ¢ty = 0, sobre a superficie da Terra, sabemos experimental-

mente que a aceleracao é 9,8m/s%.

d?r GM GM

Pela equagao (4.9), podemos escrever: ——(0) = —g = ———, ou seja, g = 77

Substituindo o resultado acima na férmula da velocidade de escape encontramos,

Ve = V/2¢9R.

Fazendo as substituigoes, descobrimos o valor aproximado da velocidade de escape da

Terra,

Ve = /20,0098 - 6350 = /124,46 = 11, 2km/s.

4.5 Movimento vibratodrio

No movimento vibratério ou oscilatorio o corpo se move periodicamente em torno de
uma posicao de equilibrio e o sentido do movimento ¢é invertido em intervalos de tempo
regulares. Como exemplos, podemos citar o movimento de um péndulo, de uma mola ou

de uma corda de violao.

4.5.1 Movimento harmoénico simples

O movimento harmonico simples (MHS) é o mais importante de todos os movimentos

vibratorios, pois descreve de forma precisa muitas oscilagoes encontradas na natureza.
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Além disso, é o movimento mais simples para se descrever matematicamente. Nesse tipo de
movimento, o sistema oscila periodicamente sem atuacao de forcas externas dependentes
do tempo. Um exemplo de sistema em MHS é o sistema massa-mola, sem forcas externas.
Nele, a tinica for¢a atuante sobre o sistema é uma forca restauradora.

Considere uma mola em posi¢ao de equilibrio, com uma de suas extremidades presa a
um suporte rigido e a outra livre. Pela Lei de Hooke, a mola exerce uma forga restauradora
F; oposta a direcao do alongamento e proporcional a distensao s, assim podemos denotéa-la

como,
F, = —ks,

onde k é a constante elastica da mola. Por convencao, adotamos que deslocamentos
medidos abaixo da posicao de equilibrio sao positivos. Como a forca restauradora da
mola age em dire¢ao oposta ao movimento, isto ¢, no sentido negativo, adotamos o sinal
de menos.

Ao aplicar uma massa m na extremidade livre da mola, até entao em posicao de
equilibrio, ela provoca uma distensao neste objeto. Para que o equilibrio seja novamente
restabelecido, a forca restauradora deve ser igual a forca peso que age sobre o corpo, e é
dada como,

P =mg,

onde g = 9,8m/s?. Assim, pela condi¢ao de equilibrio, podemos escrever,

|P| = [ £
=mg = ks (4.11)

=mg — ks = 0.

Se a mola for esticada ou comprimida por uma quantidade z a partir da sua posicao

de equilibrio e depois for solta, a forca resultante é pela segunda Lei de Newton,

F =ma,

2
x . -
onde a = —. Neste caso, podemos denotar a nova distensao como: (s + z).

dt?

Supondo que nao haja forcas de retardamento agindo sobre o sistema e que a massa
esteja em movimento livre, ou seja, vibre sem influéncia de outras forgas externas, podemos
igualar F' a forga resultante do peso e da forga restauradora, assim temos,

d*x

mﬁ:—k(s+x)+mg:mg—ks—kx.
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Substituindo (4.11) na equacao acima, temos,

d*x

Dividindo a igualdade acima por m, obtemos,

Fazendo w? = —, encontramos,
m
d*z
— +w'zr =0. 4.12
T (4.12)
Agora, precisamos encontrar a solugdo da EDO acima, ou seja, a fungao z(t) que
descreve o movimento de um sistema massa-mola executando MHS.

X ~ - . .
Fazendo i m, encontramos a equagao auxiliar associada a (4.12). Assim, temos,
m? 4+ w? =0

cujas raizes sao os numeros complexos m; = wi e my = —wi
Portanto, como jé visto na se¢ao 3.2.3 (caso III), uma solugao para EDO (4.12) pode
ser escrita como

x(t) = ¢ coswt + ¢y sin wt. (4.13)

Podemos reescrever (4.13) na forma alternativa,

x(t) = Acos (wt + ¢), A = /12 + 2. (4.14)

Como a funcao, cos, varia entre —1 e 1, os valores maximos do deslocamento e os
valores minimos do deslocamento variam entre A e —A, o que nos indica que A ¢é a
amplitude do movimento. O termo, wt 4+ ¢, é chamado de fase do movimento harmoénico
simples.

Para verificar que as solugbes (4.13) e (4.14) sdo equivalentes, inicialmente desenvol-

vemos a expressao (4.14). Assim,

Acos (wt + ¢) = Acoswt cos ¢ — Asinwt sin ¢. (4.15)

Agora, comparando (4.13) e (4.15) vemos que elas sao iguais, desde que,

c1 = Acos o
co = —Asin ¢.

Observe que, dados A e ¢, podemos determinar os valores de ¢; e ¢o. Ou ainda, com ¢; e
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co podemos calcular os valores de A e ¢,

¢ C1 C1
COSQ) = ——— = —
vV 012 + 022 A

. Co Co
Sin g = —— = —.

Ve?+e? A

Por fim, se ¢ é definido como descrito acima entao (4.15) torna-se,

c c
A= coswt — A= sinwt = ¢ coswt + co sinwt = z(t).

A A

O periodo de vibragoes livres, T', descrito por (4.13) é definido como o tempo de

duragao de uma tinica oscilacao e é dado por,

T=—.
w

A frequéncia por sua vez é definida pelo nimero de oscilagoes por unidade de tempo

e ¢ obtida através da equacgao abaixo,

4.5.2 Movimento harmonico Amortecido

Consideremos um sistema composto por uma massa m presa a uma mola com constante
elastica k, imerso em um fluido viscoso. As oscilagoes neste sistema sao amortecidas pela
presenca do fluido, caracterizando assim o movimento como oscilatério amortecido. Se o
amortecimento for pequeno, a amplitude das oscilagoes diminui lentamente com o tempo.
Consideramos que o fator de amortecimento é uma forga F4 proporcional a velocidade do

corpo, isto é,
dx

Ea

onde b é a constante de amortecimento. O sinal de menos indica que a for¢a de amorte-

FA:—bvﬁFA:—b (416)

cimento age em dire¢ao oposta ao movimento.

Pela segunda Lei de Newton, temos,

dgx
ma m %

Considerando que nao hé outras forcas agindo sobre o sistema, podemos igualar F' a

forga restauradora e a forga de amortecimento dada pela equagao (4.16). Assim,

dx dz dx dx
L W N I R
mdt2 a:+( dt)émdﬂ%— dt+ x=0
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Dividindo ambos os lados da equacao acima por m, encontramos a EDO que descreve o

sistema massa-mola em movimento amortecido,

U (4.17)

Substituindo estas igualdades em (4.17), obtemos:

& d
2t = 0, (4.18)

que é uma EDO de coeficientes constantes cuja equacao auxiliar a associada é obtida

fazendo d—f = m. Assim, temos,
m? 4 2 m + w?* = 0.

Podemos obter trés tipos de solugao para (4.18), a depender do valor do discriminante.

Assim,

e se A2 — w?<0, a equacao possui duas raizes complexas distintas. Assim, pela secao

3.2.3 (Caso III), a solucdo geral pode ser escrita como,
z(t) = e V[er cos (Vw? + Nt) + cpsin (Vw? + A1),

A amplitude diminui com o passar do tempo. Assim, para grandes intervalos de
tempo o sistema péara de oscilar,ou seja, A — 0 quando ¢t — oo. Neste caso,
o amortecimento do sistema ¢é fraco de modo que a oscilagao tem sua amplitude
reduzida aos poucos conforme o tempo passa. Nessa situacao o sistema é chamado

de subamortecido.

Podemos, reescrever a solugao acima como,
z(t) = Ae Msin (Vw? — N2t + ¢), (4.19)

onde A = V12 4 22, w a frequéncia angular do sistema e ¢ é o angulo de fase do

movimento, determinado pelas equagoes,

c c c
sin ¢ = Zl,cosgb: ZQ,tanqb: -1

C2
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2
Vw? = 22

Como, (4.19) ndo é uma funcado periddica, o nimero é chamado de quasi

periodo e T é a quasi frequencia.
T

w? — A2

e se \2 —w? = 0, dizemos que o sistema é criticamente amortecido. De acordo com a

segao 3.2.3 (Caso II), a solugao para (4.18) é dada por,

z(t) = cre M+ cae ™M = e M (cp + ).

Neste caso, nao temos uma oscilagao completa, antes de a oscilagcao se completar a

massa para.

e se \2—w? > 0, dizemos que o sistema é superamortecido, pois h4 um amortecimento
intenso. Neste caso, de acordo com a sec¢ao 3.2.3 (caso I), a solucdo para (4.18) é

dada por,
z(t) = cre™t + cpe™?!
:>I(t) _ clef)\tth\/)\waQ + 6267)\15715\/)\271112

=a(t) = e (e eV TV 4 etV T,

O fator (VA2 —w?) reduz o decaimento pois aparece subtraindo o fator A. Assim,
nota-se que a equagao representa um sistema com movimentos suaves, sem oscila-

¢oes, apenas relaxa para o estado de equilibrio.

4.6 Circuitos elétricos

Um circuito elétrico é descrito como uma ligacao entre elementos, de modo que forme
pelo menos um caminho fechado para a passagem de cargas elétricas. Para o desenvolvi-
mento de nossas analises utilizamos alguns conceitos basicos descritos abaixo,

Corrente elétrica: é taxa de variacao da carga elétrica por unidade de tempo e é dada

por,

onde ¢ representa a carga elétrica.
Diferenca de potencial ou tensao elétrica: a tensao elétrica entre dois pontos em um
circuito elétrico é a energia necessaria para deslocar uma carga de um ponto a outro e é

dada pela expressao,
_dw

_d_q'

2% Lei de Kirchhoff: também chamada de lei das malhas ou lei das tensoes foi desenvol-

(Y

vida pelo fisico Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887) para descrever o comportamento

de circuitos elétricos. A lei estabele que em um circuito em série, a soma das quedas de
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tensoes nos elementos dependentes (resistor e capacitor ou resistor e indutor) é igual a
voltagem.

1% Lei de Ohm: Desenvolvida pelo fisico e matemético Georg Simon Ohm (1789 -
1854), estabelece que a razao entre a tensao (V') e a corrente elétrica (i) em dois pontos
distintos do condutor ¢ definida como resisténcia elétrica (R). Assim, podemos escrevé-la

como,

r=Y.
i
Elementos de um circuito elétrico: Os circuitos elétricos podem ser formados por
diversos elementos a depender da funcao a ser exercida. Abaixo descrevemos os elementos
necessarios para nosso estudo seguido de algumas de suas caracteristicas.
Resistor: é um dispositivo elétrico, de resisténcia R, que tem como finalidade basica
transformar energia elétrica em energia térmica. Outra funcao é dificultar a passagem de

corrente elétrica pelo circuito. Produz uma queda de tensao dada pela Lei de Ohm,

R= % = Ep = Ri. (4.20)

Capacitor: é um componente que armazena energia elétrica na forma de campo elétrico. A
queda de tensao em um capacitor, de capacitancia C', é proporcional a sua carga elétrica.

Assim, podemos escrever,

Indutor: é um dispositivo, de indutancia L, que quando recebe uma corrente elétrica cria
um campo magnético que faz com que a corrente varie em todos os pontos em relagao ao
tempo e tal variagao é igual a queda de tensao neste indutor. Assim, a queda de tensao
neste dispositivo pode ser descrita pela expressao,
E; =Li = L@, (4.21)
dt
Os elementos que os compoem um circuito determinam sua classificacao. Os consti-
tuidos por resistores e indutores sao chamados circuitos RL, os formados por resistores e
capacitores sao os circuitos RC e os compostos pelos trés dispositivos recebem o nome de
circuitos RLC. Os circuitos podem ainda receber uma outra classificacao, dada de acordo
com a disposicaao de seus componentes, que podem ser em série ou paralelos.
Os circuitos em série podem ser modelados por uma EDO enquanto os circuitos pa-
ralelos sao modelados por um sistema de equacoes lineares. Neste trabalho abordamos
apenas problemas envolvendo circuitos elétricos em série dos tipos RL, RC e RCL, Figuras

4.1, 4.2 e 4.3, respectivamente.
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Figura 4.1: Circuito em série RL. Figura 4.2: Circuito em série RC.

G L
-

c

Figura 4.3: Circuito em série RLC.

4.6.1 Circuito elétrico de 1* ordem

Um circuito é dito de primeira ordem quando possui um tnico elemento armazenador
de energia (capacitor/indutor) e é descrito por uma equagao diferencial ordindria de pri-
meira ordem. Aqui, podemos citar como exemplos os circuitos RC e RL que associados

as leis de Kirchhoff resultam em equacoes diferenciais de primeira ordem.

Circuito em série RL

Considere um circuito ligado em série a um resistor, a uma fonte de tensao continua
que possui um indutor desenergizado. Aplicando neste circuito a 2% lei de Kirchhoff, a
qual estabelece que a soma entre a queda de tensao no indutor e a queda de tensao no

resistor devem ser iguais a voltagem F(t), temos,
Er+Er=FE.

Substituindo as equagoes (4.21) e (4.20) na expressao acima, obtemos a equagao,

di
o 8= E(t)

Dividindo ambos os lados da equacao acima por L, obtemos:

di R. E(t)
< . . . R
Observe que a equagao (4.22) é uma EDO linear de 1* ordem, assim P(z) = T

portanto o fator integrante é,
R R
e T — oLt
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Segue da parte de resolucao da EDO via fator integrante, a solucao geral da EDO, ou

seja, a equacao que nos permite determinar a corrente elétrica em um circuito RL é,

i(t) = e—’ft/ (eft@> dt + c.

Este resultado indica que a resposta natural de um circuito RL é uma queda exponencial

da corrente inicial.

Circuito em série RC

Agora considere um circuito ligado em série a um resistor, a uma fonte de tensao
continua e que possui um capacitor descarregado. Aplicando neste circuito a segunda lei
e Kirchhoff, temos,

Ec+ Er=FE.

~ . . ~ . q . .
Sabendo que as tensoes do capacitor e do resistor sao, respectivamente,— e Ri, substi-

C

tuindo esses dados na equacao acima, temos,

q )
— 4+ Ri=F. 4.23
z (423
Sabemos que a intensidade de corrente é igual a variacao das cargas em relacao ao
tempo, ou seja, i(t) = d_z Substituindo esta informacao em (4.23), obtemos,
q dq
—+R—=F
¢ ar

Dividindo ambos os lados da equacao acima por R, temos,

dg 1 E
—+—=qg==. 4.24
@t " RC!T R (4.24)
Note que (4.24) é uma EDO de 1* ordem linear. Assim, o fator integrante ¢,

1 t
el "o — oRo

Segue da parte de EDO linear /fator integrante que a carga elétrica de um circuito RC

/(%[eﬁc.q])dt:/Gﬁc%)dt
B E

EXEMPLO 4.6. Um marcapasso é constituido por uma bateria, um capacitor e o cora¢ao
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funciona como o resistor. Quando a chave S estda em P o capacitor € carregado; quando
S estd em @, o capacitor é descarregado, enviando um impulso elétrico ao cora¢ao (A
chave € aberta e fechada periodiocamente para simular o batimento cardiaco). Durante
esse tempo, a voltagem E(t) aplicada ao corac¢ao € dada por,

de 1

d  RC™’
onde t; <t <ty e R, C sio constantes. Determine E(t) se E(t;) = Ej.

Solugao: De acordo com as informacoes do problema, podemos escrever o PVI abaixo,

dr 1
E(tl):E()

Observe que a equacao é linear. Assim, seu fator de integracao é,
1 t
el "o — oRo

Segue da parte de EDO de 1* ordem a solucao,

1
EF=—-c

€ RC

Para definir o valor da constante ¢ usamos a condicao inicial dada, ou seja, em t = t;

a voltagem é 0. Assim,

1
E(tl):ctil:>E0:cLl:>c:Eoel%.

e RC € RC

Portanto, a solugao para o PVI acima é,

b1
E(t) = Eyere —
eRC

= E(t) = Byelmo 7o)

S E(t) = Eyel ]

Por meio desta ultima equagao podemos determinar a voltagem aplicada no coracao, dada
a condicao inicial imposta. |
4.6.2 Circuito elétrico de 2 ordem

Um circuito é dito de segunda ordem quando possui dois elementos que armazenam
energia elétrica e é representado por uma equacgao diferencial de segunda ordem. Os

circuitos RLC sao exemplos de circuitos de ordem 2.
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Circuito RLC

Considere um circuito formado por um resistor R, um indutor L e um capacitor C

conectados em série com uma fonte de tensao F. Sabendo que a queda de tensao no

. . . ~ . . . q .
resistor, indutor e capacitor sao, respectivamente, por Ri, L— e —, e aplicando a segunda

dt  C
lei de Kirchhoff, obtemos,
di . q

: .. dg
A intensidade de corrente esta relacionada a carga através da equacao, i = —, deri-

dt
vando esta igualdade, temos,
di d*q
dt — dt?’
Substituindo em (4.25), obtemos a equacao diferencial para a carga elétrica,
d? d
A Ry e S S ) (4.26)

dt? a C

A equacao (4.26) é uma EDO de coeficientes constantes. Assim, a equagao caracteris-

1
tica a ela associada ¢ Lm? + Rm + o= 0. Dessa forma, quando R # 0, podemos obter
trés tipos de solucao para EDO, a depender do valor do discriminante. Assim, se:
1. R?— el < 0, as raizes sao complexas e entao o circuito é chamado de subamortecido;

4L - L . . o
2. R? — — > 0, as raizes da equacao caracteristica sao reais e distintas e o circuito é

chamado superamortecido;

4L
C

Podemos ainda obter uma equacao para determinar a intensidade de corrente. Para

3. R? = 0, as raizes sao reais e iguais e entao o circuito é chamado de amortecido.

isso, primeiro derivarmos (4.26) em relagao a t. Assim, obtemos,

a et ae T a

dg
Novamente, utilizando a relagao ¢ = e podemos reescrever a equagao acima como,

@i pdi i dE
dt? dat  C  dt’

Através desta tltima equacao podemos calcular a intensidade de corrente para um circuito
RLC.
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4.7 Modelo de Competicao entre espécies

Um dos modelos matematicos mais simples, conhecidos e estudados, para o estudo da
dinamica populacional entre duas espécies em competicao, onde uma é predadora e outra
presa, é o modelo de Lotka e Volterra. O modelo acaba por nao descrever fielmente as
relacoes ocorridas na natureza mas nos fornece uma ideia para compreensao de modelos
mais sofisticados.

Considere z(t) e y(t) as populagoes de predador e presa, respectivamente, no tempo
t. Para modelar matematicamente a interacao das espécies, consideramos as seguintes
hipéteses (BOYCE; DIPRIMA, 2010; ZILL; CULLEN, 2001): na auséncia do predador,
z(t) = 0, a populagao de presas aumenta a uma taxa proporcional a populacao atual, ou
seja, ya, onde a é uma constante positiva. Por outro lado, a auséncia de presas, y(t) = 0,
acarreta a exting¢ao da populagao de predadores, —vx, onde v é uma constante positiva.
Considera-se também que o nimero de encontros entre as duas espécies é proporcional
ao produto das populagoes de cada espécie, ou seja, z(t)y(t). Estes encontros tendem a
promover o crescimento da populacao de predadores e a inibir o crescimento da populacao
de presas. Assim, a taxa de crescimento da populacao de predadores, d—f, ¢ aumentada
[C}(zjr um termo da forma, Azy, enquanto a taxa de crescimento da populacao de presas,

e ¢ diminuida por um termo da forma, —fSzy, onde \ e [ sao constantes positivas. Em

consequencia dessa modelagem matematica, somos levados as equagoes de Lotka-Volterra,

Y~ (- p),
dx

onde « é a taxa de crescimento da populacao de presas na auséncia de predadores, (5 é a
taxa de decréscimo da populacao de presas devido a predagao, v é a taxa de mortalidade
da populagao de predadores na auséncia de presas e A é a taxa de crescimento da populacao
dos predadores devido a predagao.

O modelo presa-predador é um sistema nao-linear de equacoes diferenciais ordinarias.
Esse sistema nao possui solucao explicita, assim encontramos na literatura analises quali-
tativas das solugoes utilizando métodos que nao foram abordados nesse trabalho. Vamos
descrever abaixo uma possivel solucao que relaciona as duas populagoes em qualquer ins-
tante de tempo .

Dividindo a primeira equacao pela segunda, obtemos,

dy  y(a—pPx)

dr  z(—y+\y)’ (4.27)
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A EDO acima é separavel, assim usando o metodo de separacad de variaveis, encontramos,

dy _ yla—fx) :(—’Hky)dyz (a—fz)
X

dr — x(—y+ \y) Yy

[ o
:/—gdyqt/%dy:/%dx— %dm

= —vlnly|+ Ay = aln|z| — x + c.

Dai, g(x,y) =0, onde g(z,y) = aln|z| +vIn|y| — Ay — Bz + ¢, é a solugao geral da EDO
(4.27), dada de forma implicita.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Neste trabalho, o principal objetivo foi apresentar o estudo das equagoes diferencias
ordinarias dando énfase a algumas de suas vastas aplicacoes. Buscamos, nas bibliografias,
reunir, de forma clara, os principais conceitos e resultados relacionados a teoria das equa-
¢oes diferenciais ordindrias a fim de auxiliar o leitor na compreensao do assunto abordado.

Durante as pesquisas, vimos que até mesmo as equacoes diferenciais simples sao ca-
pazes de modelar matematicamente situagoes reais. E que em casos de sistemas mais
complexos podem ser necessarios métodos numéricos e computacionais para determinar
a solu¢ao. Também notamos a grande importancia das equagoes diferencias, hoje, funda-
mentais para o desenvolvimento de novas tecnologias e avanco dos mais diversos campos

do conhecimento.
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