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Resumo

Uma algebra A é uma Pl-algebra se existe um polindémio f nao nulo que satisfaz f(a) =0,
para todo a € A. Nesse caso o polinomio f é chamado de identidade polinomial de A. Neste
trabalho nés vamos nos ater a algebra de Grassmann, definida como o quociente G = F(X)/I,
onde I = (z;x; +x;z;) ¢ um ideal da &lgebra livre F'(X) em F de caracteristica zero. E natural
representar esta algebra da seguinte forma: G = (1,e1,€e3,--- | e;e; = —eje;). Sendo assim, o
objetivo desse trabalho é mostrar que f(z1,x9,23) = |21, 22, 23] ¢ uma identidade polinomial
para a algebra G e que 1d(G) = ([z1, x2, z3])7.

Palavras-chave: Identidade Polinomial, PI-algebra, Algebra de Grassmann, T-ideal.



Abstract

An algebra A is a Pl-algebra if it possesses a nonzero polynomial f that satisfies f(a) = 0,
for all a € A. In this case, the polynomial f is called a polynomial identity of A. In this
work, we will focus on the Grassmann algebra, defined as the quotient G = F(X)/I where
I = (x;x; + z;x;) is an ideal of the free algebra F(X) over a field F' of characteristic zero.
It is natural to represent this algebra as follows: G = (1,ey,€3,--- | €;e; = —eje;). Thus, the
objective of this work is to show that f(xy,zs,x3) = [x1,x2, 23] is a polynomial identity for the
algebra G and that 1d(G) = ([x1, z2, z3]) 1.

Keywords: Polynomial Identity, Pl-algebra, Grassmann Algebra, T-ideal.
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Introducao

Sejam F'um corpo de caracteristica zero, A uma F-algebra associativa e F'(X) a algebra livre
associativa unitaria, onde X = {x1,z5...} é um conjunto enumerével das variaveis. Dizemos
que um polinémio f = f(xy,...,x,) € F(X) é uma identidade polinomial de A se f se anula
sob quaisquer substituicoes de elementos em A. Se A possui uma identidade polinomial nao
nula, entao chamamos A de algebra com identidade polinomial, ou somente, PI-algebra. Por
exemplo, se A é uma algebra comutativa, entao A é uma Pl-algebra cuja identidade polinomial
é dada por [z1, 2| := 2129 — T271.

As pesquisas relacionadas as PI-dlgebras sao conhecidas como Pl-teoria. Essas investigagoes
se iniciaram pelos estudiosos Max Dehn [3], Vaclav Wagner [12] e Marshall Hall [5] publicados
em 1922, 1936 e 1943, respectivamente. Max Dehn fez contribui¢oes fundamentais & teoria dos
grupos abordando a relacao com o problema das palavras e suas conexoes com a Pl-teoria, es-
tabelecendo bases para o estudo de classes de grupos definidos por identidades. Véclav Wagner
colaborou com estudos sobre as algebras de Lie e suas identidades polinomiais, contribuindo
para a compreensao das condi¢Oes necessarias para que uma algebra satisfaga determinadas
identidades.

Em 1950, o estudo das Pl-algebras foi influenciado pelo trabalho de Amitsur e Levitzki .
Este teorema afirma que a algebra de matrizes M, (F) satisfaz o polindmio standard de grau
2n, ou seja, o standard de grau 2n é uma identidade polinomial de M, (F'). Além disso, esses
pesquisadores mostraram que essa ¢ a identidade de menor grau de M,,(F') em um corpo F de
caracteristica zero.

Assim, considere Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A. Se Id(A) é um
ideal de A e ¢ fechado para todos endomorfismos de F/(X), dizemos que Id(A) é um T-ideal de
A. Nesse sentido, a partir de um T-ideal podemos descrever um conjunto gerador para Id(A).
Em 1950, Wilhelm Specht conjecturou que para um corpo F' de caracteristica zero, todo
T-ideal é finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto finito de identidades polinomiais que
geram qualquer T-ideal. Mais tarde, em 1987, Alexander Kemer (ﬂ@, ) confirmou a conjectura
de Specht.

Por exemplo, a algebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um corpo F' de caracte-



ristica diferente de 2 representada por
g - <17617627 e | eiej = —€j€i>-

A algebra de Grassmann possui aplicagao em algoritmos para operagoes envolvendo formas
multilineares e produtos exteriores. Essas técnicas sao usadas em software de dlgebra com-
putacional para resolver problemas complexos envolvendo algebra e geometria. Ademais, ha
aplicacoes na fisica e em outras areas da matemaética que utilizam dessa estrutura para diversos
estudos, por exemplo, modelagem de espagos com dimensoes superiores.

Consiste em mostrar que a algebra de Grassmann é gerada, como T-ideal, por ([z1, x2, z3]) 71
o objetivo central desse trabalho. Desse modo, ao longo desse texto, apresentaremos resultados
matematicos importantes para demonstrar que 1d(G) = ([x1, z2, 23]) .

Para isso, partiremos de conceitos basicos relacionados a algebra abstrata. O texto esta
organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 definiremos grupos, anéis e algebras - estruturas
importantes para os estudos em Pl-teoria, pois representam a base dos estudos desencadeados
nessa teoria. As defini¢oes abordadas sao diretamente ligadas a ideia de munirmos um conjunto
com determinadas operacgoes e, em seguida, observarmos propriedades segundo as quais foram
geradas pelo comportamento desses conjuntos sob as condigoes das operagoes.

No Capitulo 2 partiremos para as defini¢oes e resultados propriamente conectados aos estu-
dos em Pl-teoria. Os polinémios serao destacados pela importancia sobre as Pl-algebras para
descrigao das identidades polinomiais das mesmas. Em seguida, a algebra de Grassmann sera
definida acompanhada de importantes resultados e observacoes que nortearao os resultados fi-
nais desse trabalho. Em especial, mostraremos que o polindémio é [z, x5, x3] uma identidade
polinomial de G. Por fim, no Capitulo 3 apresentaremos resultados que serao capazes de nortear
a demonstragao que 1d(G) é gerado, como T-ideal, por ([z1, z2, 3])7.

Por fim, podemos nos perguntar o que acontece com o T-ideal da algebra de Grassmann ao
considera-la de dimensao finita. Ou seja, consideraremos subalgebras finitas de G. Assim, nas
Consideragoes Finais veremos que IdGe é gerado como T-ideal por [x1, o, 23] € [21, zo][x3, 24].
De maneira geral,

Id(QQk) - <[.T1, Ta, .173], [.Tl, Z’Q] Ce [$2k+1, Z‘Qk]>.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos

Este capitulo dedica-se a apresentacao de conceitos fundamentais para o entendimento da
Pl-Teoria, a area central de estudo deste trabalho. Definiremos conceitos de grupos, anéis e
algebras. Além disso, apresentaremos exemplos e resultados importantes para a compreensao

dessa teoria.

1.1 Grupos

Nesta se¢ao sera feita uma abordagem sobre alguns aspectos importantes de uma estrutura
matematica chamada grupo. Nesse sentido, as defini¢oes de grupo e subgrupo serao colocadas;

e, também, exemplos e resultados importantes.

Definigao 1.1.1. Denotamos por (G, x) um sistema matemético chamado de grupo que é
constituido por um conjunto nao vazio G e uma operacao * sobre os elementos de G que esta

sujeita as seguintes propriedades:

i. Associatividade: (a *b) * ¢ = a * (b * ¢), para todos a,b, c € G;

ii. Existéncia tnica de elemento neutro: existe e € G tal que a * e = e x a = a, para todo
a € G;

iii. Existéncia tnica de elemento simétrico: Para todo a € G, existe a™' € G tal que

1 1

axa - =a " ka=e.

Ainda, se essa operagao cumprir propriedade comutativa: a b = b* a, para todos a,b € G,

o grupo é dito grupo abeliano.

Exemplo 1. O conjunto dos nimeros inteiros munido com a adi¢ao usual € um grupo aditivo

abeliano.

11



Exemplo 2. O conjunto das classes de resto mddulo m, ou seja, Z,, = {0

munido com a adi¢ao usual € um grupo abeliano.

Proposigao 1.1.2. O conjunto Z:, = Z,, — {0} munido com a multiplica¢ao usual é um grupo

se, e somente se, m € um NUMETro Primo.

Demonstragao. Considere que Z;, € um grupo munido com a multiplicao usual. Suponha que
m nao é um numero primo, entao m = ab, para certos a,b € Z. Vendo ab moédulo m temos que
0=m=ab=a-b & Z*. Uma contradi¢io, pois ndo preserva o fechamento do produto.
Reciprocamente, seja m um nimero primo. Considere @,b € Zy,, entao a e b nao sao
multiplos de m. Como m é um nimero primo, segue que, ab nao é multiplo de m. Assim,
ab € Zr,. Dai, sendo mdc(m,a) = 1, pelo Teorema de Bezout, existem zg,yo € Z tais que
mzo + ayo = 1. Entdo, modulo m, temos mxg + ayo = 1, ou seja, ajo = a... %o = 1. Portanto,

cada elemento possui simétrico, e assim, (Z},,-) é um grupo. O]

Exemplo 3. O conjunto M, (R) das matrizes n x n com entradas em R munido com a adi¢ao

usual € um grupo abeliano.

Exemplo 4. O conjunto das matrizes invertiveis GL,(R) = {A € M,,(R) | det(A) # 0} munido

com a multiplicacao usual € um grupo.
Agora, a definicao de subgrupos sera destacada.

Definigao 1.1.3. Considere (G, *) um grupo. Dizemos que o subconjunto H C G é um

subgrupo de G se, H é um grupo munido com a operagao .
Os subconjuntos {e} e o proprio conjunto G sao chamados subgrupos triviais de G.

Exemplo 5. O conjunto H = {3k | k € Z} € um subgrupo de (Z,+).

De fato, sejam a,b € H C Z tais que a = 3k,b = 3l, para certos k,l € Z. FEntao,
a+b=3k+3l=3(k+1) € H, e assim, H € fechado para a adi¢io. Ainda, para k = 0 temos o
elemento neutro dado por 0 =3-0 € H. Além disso, considere a = 3k € H entao para k = —1

o elemento b= 3(—k) € H é o simétrico de a. Portanto, H € subgrupo de (Z,+).

Proposicao 1.1.4. Considere (G, *) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao,

H ¢ um subgrupo de G se, e somente se, a* h™' € H, para todos a,h € H.

Demonstragdo. Suponha que (H,*) é um subgrupo de G. Se h € H, entdao h™' € H. Assim,
considerando a € H, segue que a x h~! € H.

Reciprocamente, suponha que a * h=! € H, para todos a,h € H. Seja h € H, segue que,
h*h ' =e¢e H. Além disso, ex h~' = h=' € H. Logo, (H,*) é um grupo. O

12



b
Exemplo 6. Considere o grupo (Ma(R),+). Mostremos que H = {( ¢ J ) la+d= } é
c

um subgrupo de Ms(R).
. . _ [ @11 Qa2 _ bu b .
Sejam A, B € H tais que A = e B= . Assim,

Q21 —ai

A—i—(—B)z ai; a2 X —by; —bi2 _
a1 —ary —by +bn

ayp —bir ayp — bio _ ay; — b a1z — b2 cH
as —boy  —aq +bn as1 — by —(a;; — byy) 7
pOiS (CLH — bll) + [—(an — bll)] = 0
Portanto, pela Proposicao H é um subgrupo de My(R).

Perceba que a Proposigao fornece uma forma de facilitar a verificagdo se um subcon-
junto de determinado grupo GG é um subgrupo. Com esse resultado, nao é necessario verificar

cada uma das condic¢oes expressas na definicao de subgrupo de G.

Definigao 1.1.5. O conjunto simétrico é o conjunto de todas as fungoes bijetivas do conjunto

{1,2,...,n} sobre si mesmo.
S,=Af:1,2,...,n—{1,2,...,n} | f é bijetiva},
onde cada f é chamada de permutacao

Proposicao 1.1.6. O conjunto S,, das permutacoes bijetivas munido com a composta de funcoes

€ um grupo.

Demonstragao. Sejam f, g e h permutagoes em .S,,. Observe que f o g € uma nova permutagao
em S,, ou seja, S, é fechada para a composicao. Ainda, observe que a permutacao e que
deixa todos os elementos nas posicoes originais é o elemento neutro em S,. O elemento f~*
é a permutagao inversa de f que retorna cada elemento a sua posi¢ao original. Além disso,
a composi¢do de fungoes é associativa, pois ((f o g) o h)(z) = (f o (g o h))(x), para todo
x €{1,2,...,n}. Portanto, S, é um grupo. 0

Considere ¢ uma permutagao em S,,, entao podemos representé-la da seguinte forma:

Exemplo 7. A permuta¢ao identidade € dada por:

1 2 ... n
e = .
1 2 ... n

13



Exemplo 8. O grupo simétrico Ss € o grupo de todas as permutagées de trés elementos {1,2, 3}.

Assim, se o(1) = 2,0(2) = 3 e 0(3) = 1, podemos representar essa permuta¢io da sequinte

1 2 3
o= .
2 31

Definicao 1.1.7. Considere o € S,,, onde

forma:

U(il) = ig, U(ig) = ig, ceey J(ij_1) = ij, J(ij) = il, O'(Zm) = im, m §é {il, Ce ,ij}.

Dizemos que o é um ciclo de comprimento j e usamos a notagao ciclica de ¢ dada por o =
(2122 N Zj).

Proposicao 1.1.8. (, Proposi¢ao 28) Se n > 1, entao toda permuta¢ao de S, pode ser

escrita como um produto de transposicoes.

Demonstracao. De fato, considere o ciclo de comprimento & dado por:

(arasa3 ... ag) = (ayag) o (ajax_1) o (arag_2) ... (a1as).
Com isso, cada ciclo de ordem k pode ser escrito como composicao de k — 1 transposigoes. [

Definicao 1.1.9. Se ¢ é uma permutacao par, ou seja, pode ser decomposta em um numero
par de transposicoes, definimos o sinal da permuta¢ao o, denotadopor sgn(o), sendo igual a 1.

De maneira analoga, definimos permutacao impar e sgn(o) = —1.

Exemplo 9. Seja S3 = {(1),(12),(13),(23), (123), (132)}. Note que (123) é uma pemutacao
par, pois (123) = (13)(12). Entao, sgn(123) = 1.

1.2 Anéis

Nesta secao, sera feito um tratamento sobre o sistema matematico chamado anel. Esse
sistema se difere dos grupos, principalmente, por obter um par de operagoes sobre um conjunto.
Com isso, nesta se¢ao iremos definir os anéis, mostrar alguns exemplos e trazer os conceitos de

subanel e ideal, extremamente necesséarios ao longo desse trabalho.

Definigao 1.2.1. Denotamos por (A,+,:) um sistema matematico chamado de anel que é
constituido por um conjunto nao vazio A e um par de operagoes + e - que estao sujeitas as

seguintes propriedades:
i. (A,+) é um grupo abeliano;
ii. A multiplicacdo é associativa, ou seja, (ab)c = a(bc), para todos a, b, c € A;

14



iii. A multiplicagao é distributiva em relagao a adigao, ou seja, a(b+c¢) = ab+ac = ba+ca =
(b+ c)a, para todos a,b,c € A.

Exemplo 10. Os conjuntos (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-) e (C,+,+) sdo exemplos de anéis.

Exemplo 11. O conjunto Z,, = {0,1,2,...,m — 1} é um anel quando estd munido com as

operacoes de adicao e multiplicacao usuais.

Exemplo 12. Os anéis (M,(Z),+, "), (M,(Q),+,-), (M,(R),+,-) e (M,(C)+,-) sao chamados,
respectivamente, anel das matrizes inteiras, ractonais, reaits € complexas, com as operacoes

usuais de adicao e multiplicacao de matrizes.

Definigao 1.2.2. Seja (A, +,-) um anel. Dizemos que L C A é um subanel de A se (L,+,-)
tem estrutura de anel.

Exemplo 13. O conjunto dos nimeros inteiros 7 é um subanel dos anéis Q,R e C com as

operacoes de adicao e multiplicacao usuais.

Exemplo 14. (M,(Z),+,-) é um subanel dos anéis de matrizes (M,(Q),+,-), (M,(R),+,-) e

(M, (C),+,-), com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao de matrizes.
Para facilitar a identificagao de subanéis usamos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.3. Sejam A um anel e L um subconjunto nao vazio de A. FEntdo, L é um

subanel de A se, e somente se, a — b,ab € L, para todos a,b € L.

Demonstrac¢ao. Seja L um subanel de A. Se a,b € L, entao a —b = a + (—b), ab € L, pois L é
fechado para as operacoes do anel A.

Reciprocamente, se a — b,ab € L, para todos a,b € L, entao L é fechado para as duas
operacoes e, pela Proposicao , (L,+) é um grupo abeliano. Além disso, se a, b, c € L, segue
que, a,b,c € A, e assim, (ab)c = a(bc) e a(b+ ¢) = ab+ ac. Portanto, L é um subanel de A. [

Exemplo 15. Seja L = {a +bv/3 | a,b € R} C R. Mostraremos que L ¢ um subanel de R.
De fato, considere a + b\/g, ¢+ dv3 € L entio:

(a+0V3) —(c+dV3)=(a—c)+ (b—d)V3eL
(a +bV3)(c+ dV3) = (ac + 3bd) + (ad + be)V/3 € L.

Portanto, pela Proposi¢ao L € um subanel de R.
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Da mesma forma que definimos anteriormente os grupos abelianos, poderemos definir os
anéis comutativos, ou seja, anéis em que a multiplicacao goza da propriedade comutativa. Por
exemplo, os anéis numéricos e os anéis das classes de resto, médulo m sao exemplos de anéis
comutativos. Entretanto, um exemplo de anel ndo comutativo é o anel das matrizes M, (A),
pois as matrizes nao comutam com multiplicacao usual.

Um outro tipo de anel sao os anéis com unidade. Esses anéis possuem elemento neutro para
a multiplicacao, isto é, existe um elemento 14 € A tal que 14,-a =a-14 = a, para todo a € A.
Um anel comutativo com unidade que satisfaz a propriedade: ab = 0,4, a,b € A, entdao a = 0y
ou b = 04, é chamado de anel de integridade. Além do mais, quando isso acontece, dizemos

que a e b, a,b # 04, sao divisores de zero.

Exemplo 16. Os anéis (Z,+,-) e (Q,+,-) sdo anéis de integridade.

11
Exemplo 17. O anel (Ms(R),+,-) nao € anel de integridade. De fato, se A = - ]
0 1 . i | |
B= [ 0 —1 ]’ entio A- B = 0. De modo geral, (M,(R),+,-) ndo € anel de integridade.

Definicao 1.2.4. Seja A um anel e n € Z,n > 0. Dizemos que A é:
1. anel nil se para cada a € A tem-se a" = 0;

2. anel nilpotente se para qualquer conjunto de n elementos em A tem-se o produto deles

igual a 0.

3. anel de divisao se possui unidade e todos elementos nao nulos tem inverso multiplicativo.

0
Exemplo 18. Considere o anel A = 0 g |a € R 3. Observe que A é um anel nil, pois

para cada a € A tem-se a" = 0. Além disso, ao efetuarmos o produto de n elementos de A

tem-se quen-a=a+a+---+a=0.
Exemplo 19. O conjunto dos numeros racionar Q é um anel de divisao.

Definigao 1.2.5. Seja A um anel. Se existe um menor inteiro n tal que n-a = a+a+---+a = 0,

para todo a € A, entdo chamamos n de caracteristica de A e denotamos por ¢(A) = n.
Exemplo 20. Os anéis Z,Q,R e C possuem caracteristica zero.

Defini¢ao 1.2.6. Considere F' um anel comutativo com unidade e U(F') o conjunto dos ele-
mentos invertiveis do anel F'. Se U(F') = F*, onde F* é o anel F' sem o elemento 04, entdo F

recebe o nome de corpo.

Exemplo 21. Sao exemplos de corpos os conjuntos dos niimeros racionais, reais e complexos.
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Exemplo 22. (Z,+,-) é um anel de integridade mas nao é um corpo, pois U(Z) = {—1,1}.

Observe que, como os corpos sao anéis de integridade, entao podemos identificar a caracte-

ristica de um corpo pela Definicao [1.2.5]

Definigao 1.2.7. Sejam A um anel e I um subanel de A. Dizemos que:
i. I éum ideal a direita de Asea-r € I, paratodosa € Aer € I
ii. I éum ideal a esquerda Aser-a € I, paratodosa€ Aer e l;

iii. I é um ideal de A se ele for um ideal a direita e a esquerda simultaneamente, ou seja,

a-r, r-a€l, paratodosa€e Aer el.

Observe que A e {e}, e o elemento neutro da soma em A, sao ideais de A chamados de

1deais triviais de A.

Exemplo 23. Considere o anel dos nimeros inteiros Z. Entao I = nZ = {nk | k € Z} é um
1deal de 7.
De fato, observe que, para todos a € Z er € I, temos que a-r = a-nk = (na)k € Z. De

maneira andloga, r - a = nk - a = n(ka) = (nk)a € 1. Portanto, I € um ideal de Z.

Definigao 1.2.8. Considere A um conjunto nao-vazio e ~ uma relagdo que acontece de A em

A. Dizemos que ~ é uma relacao de equivaléncia se, e somente se,
i. se x ~ x, para todo x € A (reflexiva);
ii. se x ~ y, entdo y ~ z, para todos z,y € A (simétrica);
iii. se z ~y ey~ z, entdo = ~ z, para todos x,y, z € A (transitiva).

Exemplo 24. Considere A um anel e I um ideal de A. A relagio ~ em A € definida por
x—y €1, para todos x,y € I € uma relagao de equivaléncia.

De fato, observe que v ~ x jd que x —x = 04 € I, pois o elemento neutro aditivo estd em
I. Sex ~vy, entaox —y €1, logo —(x —y) =y —x € I, ou seja, y ~ x. Ainda, se x ~ y e
y ~ z temos que (x —y), (y — z) € I. Portanto, (x —y)+ (y —2)=x — 2 € I, e assim, x ~ 2.

Definigao 1.2.9. Sejam A um anel e I um ideal de A. Definimos uma relagao ~ em A como
r~ysr—yel,

para todo z,y € A. Esta relagdo é uma equivaléncia em A e, portanto, é simétrica, transitiva
e reflexiva. Definimos ainda que, para todo a € A, temosa ={z € R |z —a € I} =a+1

chamada classe de equivaléncia .
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Observagao 1. Seja A/I o conjunto das classes de equivaléncia ~ dado por AJI = {a + I |
a € R}. Temos que a+1 =0+ I se, e somente se, a —b € I.

Definigao 1.2.10. Definimos as operagoes soma e produto em A/l por:
e (a+ 1)+ (b+1I)=(a+b)+1,
e (a+1)-(b+1)=(a-b)+1,

para todos a,b € A.

Observagao 2. Seja o conjunto A/I. Mostraremos que este conjunto € um anel, chamado de
anel quociente. Sejam a+ I, b+ 1 € A/I. Entao, (a+1)—(b+1)=(a—b)+1€ A/l ¢
(a+1)-(b+1)=(a-b)+1€ A/l

Definigao 1.2.11. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que A/l ={a+1|a € A}

é o conjunto das classes de equivaléncia da relagao ~ em A/I.
Chamamos (A/I,+,-) de anel quociente.

Exemplo 25. Como visto no E:Eemplo nZ é um ideal de Z. Assim, (Z/nZ,+,-) € um anel

quociente.

(a+D+0b+D=(@a+b+I€A/le(a+1)-(b+1)=(a-b)+1€R/I. Pela

1.3 Algebras

O objetivo desta secao é fazer um estudo acerca das dlgebras associativas - importante sis-
tema matematico para esse trabalho. Dessa maneira, vamos definir o conceito de algebras sobre
um corpo F' e, além disso, serao apresentados exemplos, observacoes sobre algumas algebras

especiais e alguns resultados importantes.

Definigao 1.3.1. Chamamos de espac¢o vetorial um conjunto nao vazio, denotado por V', sobre

um corpo F' que satisfaz as seguintes condic¢oes, para todos u,v € Ve o, 5 € F.

i. (V,+) é um grupo abeliano;

Para cada o € F,u € V, esta associado um tnico elemento au € V' que satisfaz:
ii. (fechado pela multiplicagdo) au € V;
iii. (associatividade da multiplica¢do) (af)u = a(fu);

iv. (distributividade dos elementos de V') (o + ) = au + fu;
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v. (distributividade dos elementos de F') a(u + v) = au + awv;
vi. (elemento neutro da multiplicagdo) existe 1 € F tal que lu = ul = u.

Definicao 1.3.2. Uma combinac¢ao linear de um conjunto de vetores vy, vs, . . ., v, de um espago

vetorial V' sobre um corpo F' é dada por:
C1V1 + CUg + - - - + Uy

onde ¢y, o, ..., c, € F sao escalares do corpo F'.
De forma geral, um vetor v € V' ¢é dito ser uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., v,

se existem escalares cq, co, ..., c, € I tais que:
V= U1 + CUy + -+ - + CpU,

Se esse conjunto de vetores gera todo o espago vetorial V', entao qualquer vetor em V' pode

ser escrito como uma combinagao linear desses vetores.

Definicao 1.3.3. Vetores vy, vs,...,v, sao ditos linearmente independentes se a tnica combi-
nacgao linear desses vetores resulta no vetor nulo quando todos os coeficientes sao zero. Ou seja,

os vetores vy, U, ..., U, sao linearmente independentes se:
c1v1 + g+ -+ v, =0
implica que ¢c; = ¢ =---=¢, = 0.

Definicao 1.3.4. Seja V um espaco vetorial. Chamamos de base de V' o conjunto finito
B ={v1,...,v,} CV tal que qualquer elemento de V' pode ser escrito como combinagao linear

dos elementos de 3 e os vetores vy, ..., v, sao linearmente independentes.

Definicao 1.3.5. Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que a dimensao de V é o nimero de

elementos de sua base e denotamos por dim(V).

Assim, apoés definirmos estes conceitos basicos podemos apresentar uma estrutura impor-

tante: as algebras associativas.

Definigao 1.3.6. Seja A um espago vetorial sobre um corpo F. Dizemos que A é uma F'-
dlgebra associativa, ou simplesmente dlgebra, se A é um anel e, para todos a,b € Ae a € F,
temos

ala-b) = (aa)-b=a- (ab).

E importante notar que a forma pela qual a algebra A foi definida acima, evidencia que
essa estrutura matematica é um espaco vetorial com propriedades de anel. Dessa maneira,
as algebras poderao ser tratadas como espacos vetoriais e a base desses espagos servirao para

contabilizar a dimensao da algebra A.
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Exemplo 26. O anel de polinomios munido com adi¢do e multiplicag¢io usuais € uma dlgebra

associativa.

Exemplo 27. O conjunto dos nimeros complexos C € um exemplo de dlgebra de dimensao 2

sobre 0s numeros reais ja que possui base {1,i}.

Exemplo 28. As matrizes M,(F) sio uma dlgebra de dimensio n* e uma base para essa
dalgebra é composta pelas matrizes elementares do tipo {eij}zjzl, ondeey; =1,1=1,2,....,n ¢

eij =0 sei # j.

E possivel dar nomes especiais para uma algebra de acordo com o comportamento dos seus
elementos. Por exemplo, se existe um elemento 1 € A tal que a-1 = 1-a = a, para todo
a € A, chamamos essa algebra de dlgebra unitdria. Agora, se uma algebra satisfaz: a xa = 0
e(axb)xc+ (bxc)xa+ (c*xa)*b=0, para todos a,b,c € A dizemos que essa dlgebra é de
Lie. E, chamamos de dlgebra de Jordan se axb=">bx*a e (a*>*b) * a = a* x (b * a), para todos
a,b e A

Exemplo 29. Se A é uma dlgebra, com a-b = |[a,b] := ab—ba, entdo o comutador |a,b] define
um espaco subjacente a A com estrutura de dlgebra de Lie.

De fato, tome a,b,c € A, temos que

[a, [b, c]] + [b, [, a]] = a(be — ¢b) — (bc — cb)a + b(ca — ac) — (ca — ac)b
= abc + cba — bac — cab
= (ab — ba)c — c(ab — ba)
= [[a7 b]v C]'

Com isso, temos que [[a,b], c]+[b, ], a]+[[c, a], b] = 0. Além disso, vale que [a,a] = aa—aa = 0.

Portanto, A é uma dlgebra de Lie.

Exemplo 30. O espaco vetorial das matrizes triangulares superiores n X n. com entradas em

um corpo F', denotado por UT,(F'), munido com a multiplicacdo usual é uma dlgebra unitdria.

Exemplo 31. Seja A uma dlgebra associativa. Denote por AT o espago vetorial equipado com
o produto o, chamado produto de Jordan, definido por a ob = (1/2)(ab + ba), onde a,b € A.
Entao, A" € uma dlgebra de Jordan em corpo F de caracteristica diferente de 2.

Também é importante destacar que uma algebra A é comutativa, nil, nilpotente ou de

divisao se A é um anel comutativo, nil, nilpotente ou de divisao.

Definigao 1.3.7. Seja A uma algebra e H C A. Chamamos H de subdlgebra de A munida

com as operacoes da algebra A se H tem estrutura de algebra.
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a 0

Exemplo 32. Considere a dlgebra A = My(R) e H = {( 0 b ) | a,be R}. Mostraremos

que H € uma subdlgebra de A.

a 0 c 0 a—c 0
De fato, sejam hy = , hy = € H. Assim, hy — hy = ,
e fato, sejam hy <0 b) 9 (O d) ssim, hy 9 ( 0 b—d)

0 0
hy - hy = ( CE)C b ) e, ahy = oga Nk Dessa forma, como hy — hg,hy - hy € H, seque

que, H possui estrutura de subanel de Ms(R) e como ahy € H, implica que H possui estrutura

de subespago vetorial de A. Portanto, H é uma subdlgebra de My(R).
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Capitulo 2
Algebras com Identidades Polinomiais

Neste capitulo estudaremos um objeto importante na Pl-teoria, as algebras com identidades
polinomiais. Exibiremos algumas defini¢oes fundamentais, como as de polinémios e identidade
polinomiais. Além disso, apresentaremos a élgebra de Grassmann, suas principais propriedades

e uma identidade polinomial dessa algebra.

2.1 Polindbmios

Para iniciarmos os estudos sobre as dlgebras com identidades polinomiais é necessério definir
a estrutura em que essas identidades estarao abrigadas. Para tanto, definiremos a algebra livre
e apresentaremos algumas caracteritiscas importantes dessa estrutura.

Considere uma classe de algebras sobre P, onde P representa uma propriedade, por exemplo,
associativa, comutativa, ou de Lie, etc. Dizemos que um objeto que satisfaz essa propriedade
P é uma dlgebra livre sobre P.

Seja X = {z; | i € I}, onde I é um conjunto enumeravel. Chamamos de varidveis os z;’s
em X e denominamos por palavra a sequéncia enumeravel x;, z;,;, ... x;, , incluido o 1 como a
palavra vazia.

Com isso, considere F'(X) como sendo o espago vetorial sobre um corpo qualquer F' com base
formada por todas as palavras em X. Assim, podemos definir o produto entre duas palavras

por justaposicao, ou seja,
(5%5% c. ZL’in)(ZEleCjZ ce .Z'jm) =Ty LTig «« - LjyLj1 Tjo + + - Ty

onde essas variaveis pertencem a X.

Um elemento f € F(X) é chamado de polinémio e escrevemos f como f = > ayh, onde
ap € F e h é uma palavra em X. Ainda, se a; # 0, entao aph é dito monomio de f e ap
o coeficiente de h. Denotamos f = f(z1,...,z,) o polindbmio que s6 aparecem as variaveis
r; € X,ondei=1,2,...,n.
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Exemplo 33. O polinomio f(z1, T2, x3) = 232903 + 210973 — 2319w3 € F(X) € seus monémios

500 I%JIQ,I’%, T1XoT3 € —I:{).I’QI:;.

Note que F(X) é uma &algebra unitaria com o produto definido acima, pois a palavra vazia
é sua unidade. Também diremos que o posto de F(X) é a cardinalidade do conjunto X.
Desse modo, a partir desse momento, iremos definir alguns polinémios que serao importantes

para o estudo das PI-algebras.

Definicao 2.1.1. O comutador de peso 2 (ou comutador duplo) & o polindomio em F'(X') definido
da seguinte forma:

[1, X9] = 129 — Tox3.
Indutivamente, podemos definir um comutador de peso > 3 como
(1, xn] = ([T, 1], T

Nesses polinémios, valem as seguintes propriedades em corpo F' de caracteristica diferente
de 2:

i. (anticomutatividade) [z, xs] = —[xe, 21];
ii. (identidade de Jacobi) [x1,xe,x3] + [T2, 23, 1] + 23,21, 22] = 0.
Observagao 3. Considere f,g,h € F(x). Entao [f,gh] = [f, glh + g[f,h]. De fato,
[fsglh+ glf.h] = (fg — gf)h + g(fh = hf)
= fgh —gfh+gfh —ghf
= fgh —ghf
= [f. gh].

Definicao 2.1.2. O produto de Jordan de duas varidveis x; e zo é definido como sendo o
polinémio

X1 0 X9 := T1T9 + ToXq.

Dados f,g € F(X), definimos:
[f.9)="Tfg—af
ese fi,..., fn € F(X), temos

[f17~ . afn] = [[flw . wfn—l]afn]'
Dados f,g € F(X), definimos:
o [f.9l=1fg9—af;
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e fog=[fg+ygf,
e, se fi,..., fn € F(X), definimos também: [fy,..., fu] = [[f1,-- - fa1, fal-

Definicao 2.1.3. O polinémio Standard é definido como

Stp(T1,x9, ..., x,) = Z 5g1(0)T5(1)To(2) - - - Ta(n),
gESy

onde S,, é o grupo simétrico de grau n e sgn(o) denota o sinal da permutagao o € S,,.

Observe que o polinomio Standard é formado por monoémios obtidos das permutacoes das

variaveis, em que o coeficiente é o sinal da permutacao correspondente.

Exemplo 34. Considere f(x1,x2) = Sta(x1,22). Assim,

Sty = Z sgn(a)xg(l)xU(Q)

o€S>

= T1T2 — T21

= [mlaxQ]
Exemplo 35. Considere f(xq,x,x3) = St3(x1,x2,x3). Note que

Stg(l'l, X, £C3) = +X1T2T3 — ToX1T3 — T3ToX1 — L1T3T2 + ToX3T1 + T3T1X2.

Com isso,
Sts(x1, T2, x3) = T1[T2, T3] — Xa]x1, T3] + X3[T1, X2]
= $1St2($2, .CE3) — ZUQStQ(ZL’l, 1‘3) + .Q?gStg(ﬂ?l, .Tg).
Definicao 2.1.4. Seja m = m(xy, 22, ...,2,) € F(X) um mondémio.

(a) Denotamos por deg,,(m) o niimero de ocorréncias da variavel z; em m, ou seja, o grau

da variavel z;
b) Denotamos por deg(m) = > . deg, (m) o grau do mondmio m;
Jj=1 Zj

(c) Seja f = f(x1,x2,...,2,) = Y.i_ym;, onde m; = m(zry,xq,...,o,) ¢ um mondmio.
Denotamos por deng( f) o maior grau da variavel x; dentre os monoémios de f, e por

deg(f) o grau do polinémio f, dado pelo maior grau obtido entre seus monémios.
Exemplo 36. Considere m = m(zy, x2, v3) = 2z 251124, entdo

deg,, (m) = 2, deg,,(m) =3, deg,,(m) =4 e deg(m) = 9.
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Exemplo 37. Seja f = f(x1, T2, T3, T4) = 12273 + 222202 + 1230174, entdo
; y L3 3 240341 2 4

deg,, (f) =2, deg,,(f) =3, deg,,(f) =2, deg,,(f) =4 e deg(f) =9.

Definicao 2.1.5. Dizemos que um polinémio f é homdgeneo na variavel x; se, x; aparece com o
mesmo grau em todos os seus monomios. Além disso, f é multihomdgeneo quando é homogéneo

em todas as suas varidveis.

Exemplo 38. Seja f = f(x1, %, 3) = 10973 + 2311 Assim, f é homogéneo na varidvel x, e

nao € homogéneo em xy € 3.

Exemplo 39. Considere g = g(x1, %2, T3,T4) = T1ToT3x4 + 1757475, Entdo, g é multihomé-

geneo.

Agora, considere F,, = F(x1,...,x,) a algebra livre de posto n > 1 sobre o corpo F. Se F}Ej)

denota o subespaco de F;, gerado por todos os monomios de grau j, entao F, = 5 F,(L] ). Dessa
Jj=1
forma, é possivel notar que esse somatorio representa uma soma direta de espacos vetoriais.

Um polinémio f*) e F,Ek), para algum k£ > 1, serd dito homogéneo de grau k. Sendo assim, ao
escrevermos um polinémio f = f® + ... 4+ £0™ diremos que os polinémios néo nulos f* sao

componentes homogéneas de f.

Exemplo 40. Considere o polinomio f(xy,xs,x3) = o+ 321 —|—x:13. Assim, suas componentes

homdgeneas sio V) = zy, f& = 2321 e fO) = 23,

Defini¢ao 2.1.6. Seja f(x1,...,2,) € F(X). Dizemos que f é linear na variavel x;, se x;
ocorre com grau 1 em cada mondmio de f. Se f é linear em todas as suas variaveis, entao f é

chamado de multilinear.
Exemplo 41. Se f(x1,x2,23) = 2122 + X322, entao f € linear na varidvel x,.

Exemplo 42. Sao exemplos de polindmios multilineares: standard, comutador e o produto de

Jordan.
Definigao 2.1.7. Seja f(z1,...,%n, Y1, - - -, Yn) um polindmio linear nas variaveis x1, s, . . ., Tp.
Dizemos que f é alternado nas variaveis xy, xo, ..., x, se, para quaisquer 1 <1 < 7 < n, f se

anula quando substituimos x; por z;.

Considere f = f(x1,...,Zn, Y1, ..,y alternado nas variaveis x, ..., x, entdo

0= flor,...,xi+ o), . T+ T, Ty Y1y e, Yt) —
— f(z1,. .., STy T Yty Ye) — (@1, T Ty Ty Yy Yt)

U
flor, ooy gy T, YY) F (@1, T T T, YT )
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Assim, tem-se,

flrr, ooy gy T, Y, y) F (@1, T T T Y, ) = 0.

Logo, uma caracteristica de um polinémio alternado é dado por

f@r, ooy Ty T, Yy ) = — (@1, Ty Ty T YTy ).

Dessa forma,

f(IU(l)J cosLo(n), Yty - - - 7yt> - sgn(a)f(xl, s Ty Yly - 7yt)7
onde sgn o é o sinal da permutacao o.

Definicao 2.1.8. Chamamos de polinémio de Capelli de posto m o polinomio definido por:

Capp (1, Ty Y1y - -+ s Y1) = Z SGN(0)Y1%0(1)Y2T0(2) - - - YmTo(m)Ym-41-
O'GSn
Observe que o polinomio de Capelli de posto m é linear e alternado nas variaveis zs. Além
disso, é possivel notar que Capy, (1, ..., T, 1,. .., 1) = Sty (x1, ..., T).
Agora, apresentaremos alguns resultados que facilitarao a encontrar identidades polinomais
a partir da base do espago vetorial que compoe a algebra F'(X).

Teorema 2.1.9. ([9], Teorema 3.1.33) (Poincaré-Birkhoff-Witt) Considere o conjunto orde-

nado B formado pelos sequintes elementos de F(X)

T, Loy oy [Tigs Tin )y [Th1, T ls ooy [Thy s Thigs Thg s - - - -

Entao a dlgebra livre F(X) possui uma base sobre F' formada pelos elementos

Tng + - TnyCrmy - - - Crny

onde ny < ng < -+ < np,p > 0,¢my,...,Cm, 8GO0 comutadores de pesos arbitrdrios e ¢, <
Cmy < -+ < ¢, na ordem induzida de B. De maneira equivalente, F(X) possui uma base

sobre ' formada pelos elementos

:Ij'(lll .. .x%m [:cil,xiQ]ﬁl cen [xjp Loy 7'rjp]ﬁk

onde ay, ..., 0m, B1, .. B 20 e [, 25,] < - <[2,2),...,2;,] na ordem induzida de B.

Proposicao 2.1.10. (,@/, Proposi¢ao 3.2.34) Dado uwm polindmio multilinear de grau n, €

possivel escrevé-lo como uma combinacao linear de comutadores de pesos quaisquer do tipo
Tiy o T[Ty g Lo [Ty Ty
em que i1 < --- <15 em diferentes varidveis.

Com todas essas informagoes chegamos ao fim dessa segao, que teve o objetivo de trazer de-
finigbes e resultados importante sobre polinémios em F'(X). Esses conceitos serdo importantes

para o desenvolvimento dos estudos que seguirao nas proximas segoes.
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2.2 PI - algebras

Nessa secao definiremos as algebras com identidades polinomiais, as ditas PI-algebras, e

apresentaremos alguns resultados importantes.

Definicao 2.2.1. Considere A uma algebra e f = f(xy,...,2,) um polinémio em F(X).
Chamamos [ de identidade polinomial de A se f(ay,...,a,) = 0, para todos ay,...,a, € A.

Denotamos por f =0 em A.

A partir dessa definigao, fica facil para o leitor notar que o polinomio nulo é identidade

polinomial de qualquer algebra A. Por isso, a definigao a seguir é importante:

Definigao 2.2.2. Uma éalgebra A é dita Pl-dlgebra se A satisfaz uma identidade polinomial

nao nula.
Com essas definigoes podemos seguir para alguns exemplos de PI-algebras.

Exemplo 43. Sao exemplos de Pl-dlgebras:

(i) As dlgebras comutativas, pois satisfazem a identidade polinomial f(xq,x9) = [x1, T2];
(i1) As dlgebras nilpotentes, pois satisfazem a identidade polinomial f(xy, ..., x,) = T1 ... Ty;

(11i) As dlgebras nil de expoente limitado, pois satisfazema a identidade polinomial f(z) = x™.

Exemplo 44. Seja A = UT,(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem 2 X 2
sobre um corpo F. A € uma Pl-dlgebra.

De fato, considere a = aj1€11 + a12€12 + A22€99 € b = bi1e11 + biaeia + basess elementos em
A, entao |a,b] = aeja, onde a = ay1biz + a12bay — bi1a12 — biaasy. Com isso, se a,b,c,d € A,

entdo |a,bl[c,d] = 0. Assim, [z1,xs][x3,24] =0 em A, logo A é uma Pl-dlgebra.
De maneira anéaloga, é possivel mostrar que o polinémio,
flz1, @, ... Ton—1, Tan) = X1, T2] .. . [Ton_1, Ton]
, ¢ uma identidade polinomial para a algebra UT, (F'), algebra de matrizes triangulares.

Exemplo 45. A dlgebra livre F(X) nao é uma Pl-dlgebra.
De fato, suponha que f seja uma identidade polinomial nao nula de F(X). Como xy,...,x, €

F(X), temos que f(x1,...,2,) =0, e assim, f € o polinomio nulo. Uma contradi¢ao.

O proximo resultado nos mostrard que, para determinar se um polindmio multilinear é

identidade polinomial de uma &algebra A, basta avaliar o polindmio em uma base de A.
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Proposicao 2.2.3. Considere A uma dlgebra gerada como espaco vetorial por um conjunto
B sobre F. Se f = f(x1,...,2,) € um polinémio multilinear que se anula sobre qualquer

substituicao de elementos em B, entao f € uma identidade polinomial de A.

Demonstragao. Considere B = {b; | i € I} um conjunto gerador de A sobre F ¢ ay,...,a,
elementos quaisquer de A. Com isso, temos que a; = Zj c1 @b, onde bjs € B e a,, € F. Seja
f(x1,...,z,) um polinémio multilinear, entao
flar,. . oan) = fO by, anb;)
jel jer

= Z 0[111 . Oémn (bzl,,bzn)

11.0nyim

Como f se anula sob qualquer substituicao de elementos em B, temos que,

f(al,..., Zalll . Odnn (bl177bzn)
= Zalil g, 0

Assim, concluimos que f =0 em A. Portanto, f é uma identidade polinomial de A. O
Proposicao 2.2.4. Seja f € F(X) um polinomio multilinear e alternado nas varidveis xy, . .., Tp,.
Se existem elementos aq,...,a, da dlgebra A sao linearmente dependentes sobre F', entao

f(al,...,an,bl,...,bn):O,

para quaisquer by, ..., b, em A.

Demonstracao. Sejam aq,...,a, elementos em A linearmente dependentes sobre F. Dessa
forma, se aya; + -+ + apa, = 0, onde ofs € F, entao existe i € {1,...,n} tal que oy # 0.
Assim, a;a;, = —a1a1 — -+ — 0G10Qi-1 — Qi1Gip1 — 0 — QG

Como f é multilinear e alternado, entao

—Q1a; — - — QpQy

f(al,..., ,...,an,bl,...,bn):O.

(%)

]

A partir dessa proposi¢ao, podemos perceber que como o polinémio Standard é um polind-

mio multilinear e alternado, segue que:

Corolario 2.2.5. (,@/, Coroldrio 3.2.11). Toda dlgebra de dimensao n possui uma identidade

polinomial dada por St, .
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Com isso, esse resultado nos mostra que toda algebra de dimensao finita é uma PI-algebra.

Exemplo 46. Como a dlgebra das matrizes M, (F) possui dimensdo n?, entdo o polinémio

Stn211 € uma identidade polinomial para M, (F).

O proximo exemplo fornecera uma outra identidade polinomial para My (F').

Exemplo 47. O polinémio f(x1,x2,x3) = [[x1, T2]?, 23] € uma identidade polinomial de My(F).
an a

De fato, seja A = 1T e pla) = 2% — tr(A)x + det(A) o polinémio caracteristico de
Q21 QA22

A, onde tr(A) denota o trago da matriz A. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, seque que,
p(A) = A2 —tr(A)A+det(A)Idy = 0. Considere Ay, Ay € My(F) e defina A = [Ay, As). Entao,
tr(A) = 0 e [A}, Ag)> = —det([Ay, As))Idy € Z(My(F)). Portanto, para Az € My(F), temos
que [[A1, As]?, As] = 0.

2.3 Algebra de Grassmann

Nessa se¢ao definiremos e apresentaremos algumas informacoes sobre a algebra de Grass-
mann. Essa estrutura matematica é o foco de nosso trabalho. Além disso, iremos discutir uma

identidade polinomial para essa algebra.

Definigao 2.3.1. Sejam [ = {z;x; + z;z; | i,j > 1} o ideal de F/(X) e o espaco quociente
G = F(X)/I. Denotamos e¢; := x; + I. Chamamos de dlgebra de Grassmann G a algebra
gerada pelos elementos 1,e;;cny € F(X)/I. Ainda, e;e; + eje; = xjx; + xx; + 1 = I, ou seja,
e;e; = —eje;. Dessa forma, podemos representar G da seguinte maneira, com caracteristica
diferente de 2:

G=(ley,eq, - |eie; =—eje;,i,7 €N).

Observe que uma base para G ¢ dada por § = {1l,e;, ...e;, | 1 < iy < -+ < i,k > 1}
e G possui dimensao infinita. Além disso, a élgebra de Grassmann possui dois subespagos

importantes:
GO = spanp{e;, ... €,k >0} e G =spangp{e;, ... e, , k > 0}
Com esses subespacos difinidos é possivel observar as seguintes relagoes entre eles:
GOgO L gWg® c g o gOgMH 1 gMgO c g

Assim, a primeira relacao nos mostra que G(°) ¢ uma subalgebra de G. Também pode-se observar

que GO NG = {0} e todo elemento de G pode ser escrito como soma de elementos de G e
GW, segue que, G = GO @ gW.
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Definigao 2.3.2. Dizemos que o centro da dlgebra de Grassmann é o conjunto Z(G) = {x €
G | xg = gx,para todo g € G}.
Proposicao 2.3.3. G C Z(G).

Demonstragio. Considere x = e;, ...e;,, € GO e g=aej, ...ej,, + Bej .. .¢jon1 €G. Dessa

forma, precisamos mostrar que rg = gz.

De fato,
rg = x(oey, ... €5, + Bej ... €jon_1)
= €y - - - Ciyy, (aejl <o Chopy + Beh s 6j2n—1)
= Q€ ... €5 Ej - Ejy + ﬁeil e €igk €y - €y
= —Q€, ... €} €y .- Cly B €1y € Chy
= (Oé@jl <€ -+ Bejl . ejgn_l)(eil e 61'%)
= gzr.
Observe que basta usar e;e; = —e;e;. Logo, G C Z(G) 0

Observacao 4. Partindo da definicio de centro, é possivel notar que G C Z(G). Ademais,
para todos a = g+ oy e B = Fo + Bi, com ag, Bo € GO e g, B1 € GV, temos que

[, B] = [ag + ax, By + 1]
= [ay, B1] + [, Bo] + [, Bo] + [, Bi]
= [041,51]
=213 € G,
Entao, [G,G] C Z(G). Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.3.4. O polinémio comutador de peso 3 dado por f(x1,xe,23) = [x1,29,23] €

uma tdentidade polinomial da dlgebra de Grassmann.

Assim, concluimos que a élgebra de Grassmann é uma Pl-algebra.
Proposicao 2.3.5. A dlgebra de Grassmann nao satisfaz St,,, para todo n > 1.
Demonstracao. Considere e, es € G, segue que

Sta(er, e2) = erea — ey
= e162 + €162
= 2e165.

Com isso, Sty(z1,x2) ndo é uma identidade polinomial para G. De maneira analoga, temos
que Stp(er,ea,...,e,) = nlejes...e, # 0, para ey, ey, ...,e, € G. Portanto, a éalgebra de

Grassmann nao satisfaz St,, para todon > 1 n
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Capitulo 3

T-1deais

Neste capitulo consideraremos F' um corpo de caracteristica zero. Definiremos T-ideais,
apresentaremos o Teorema para o processo de multilinearizagao, isto é, um resultado que nos
permite escrever um polinémio pertencente ao conjunto das identidades polinomiais de forma

multilinear. Ademais, exibiremos o T-ideal da Algebra de Grassmann de dimensdo infinita.

3.1 Identidades Polinomiais

Para a PI-Teoria, é interessante estudar todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma
algebra A. Nesse sentido, denotamos por Id(A) o conjunto formado por todas as identidades
polinomiais da 4lgebra A. E importante ressaltar que A ¢ uma Pl-algebra se I1d(A) # {0}.

Além disso, denota-se

Id(A)={fe F(X)]| f=0em A}.

Definig¢ao 3.1.1. Uma aplicagao f : A — B, entre duas algebras A e B é um homomorfismo

se, para todos a,b € A e a € F, temos que:
i flaa) = af(a);
ii. fla+0b)=f(a)+ f(b);
i, f(ab) = f(a) f(b).
Em particular, se o homomorfismo f é dado por f : A — A dizemos que é um endomorfismo.
Observacao 5. Destaca-se que:
i. Id(A) € um ideal de F(X).

ii. Se p : F(X) — F(X) é um endomorfismo e f € Id(A), entao o(f) € Id(A). Isso
significa que Id(A) € invariante por endomorfismo, ou seja, o endomorfismo ¢ preserva

Id(A).
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Exemplo 48. Considere uma dlgebra A em que f(x1,x3,74) = [w374, 23] € uma identidade
polinomial de A. Entao, f(p(x1),p(z3),o(x4)) € Id(A), para todo endomorfismo em F(X).
Logo,

Flo(1), o(w3), p(4)) = [o(z3)(wa), p(21)%] = [p(a3)p(za), p(z1)p(21)].
Por exemplo, se p(x1) = y1,o(x3) = 3ya € p(x4) = y1 + Yo, entao

F(e(xr), p(ws), p(24)) = Bya(yr + v2), v115]

¢ uma identidade de A.

Definigao 3.1.2. Um ideal I de F(X) é um T-ideal se ¢(I) C I, para todo endomorfismo ¢
de F(X).

Observagao 6. Se I e Iy sio T-ideais de F(X), entdo a intersecgao Iy N Iy também o é. De
fato, tome ¢ : F(X) — F(X) ea € I} N I5. Observe que a € I e a € Iy, seque que, p(a) € I
e p(a) € I. Logo, p(a) € Iy N I5. A partir disso, concluimos que a intersec¢ao de uma familia
arbitraria de T-ideiais de F(X) é um T-ideal de F(X).

Definigao 3.1.3. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F' e S = {vy,vq,...,0,} CV
um conjunto de vetores. O span de S, denotado por span;(S) ou simplesmente span(S), é o

conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores de S com coeficientes em F. Ou seja,
spang(S) = {c1v1 + covg + - -+ 4+ Uy | 1,00, ...,y € F}

Com base nisso, temos o objetivo de verificar como pode ser a forma de um conjunto gerador
de T-ideal da algebra livre F'(X). Basta notar que dado um subconjunto S de F'(X), definimos
o T-ideal gerado por S, denotado por (S)r, como a intersecgao de todos os T-ideais de F'(X)

que contém S. Assim,

(S)r =spanp{h1f(q1,.. . gn)ha | f €S e h1,q1,...,gn, ha € F(X)}.

Nesse sentido, um T-ideal é gerado por um conjunto S C F(X) se todo elemento do T-
ideal pode ser escrito como combinacao linear de elementos da forma hy f(g1,...,gn)ho, em
que os polinémios hy, ho, g1,...,9, € F(X) e f € S. Dessa forma, denotamos o T-ideal I por
I ={(S)rou (fi,..., fn)r para mostrar que I é gerado por um conjunto finito S = {f1,..., fu}

como T-ideal.

Definicao 3.1.4. Dizemos que um polinémio f é consequéncia dos polindmios em um subcon-

junto S de F(X) quando f € (S)r. Em especial, indicamos que g é uma consequéncia de f se

g€ (f)r
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Exemplo 49. Note que o comutador de peso n, para n > 3, € consequéncia do comutador de

peso 2.
Proposigao 3.1.5. Seja I um T-ideal de F(X). Entao, I = Id(F(X)/I).

Demonstracao. Seja A = F(X)/I. Mostraremos que Id(A) = I. Paraisso, tome f(zy,...,x,) €
I. Sendo hy + I,...,h, + 1 € A, existe um endomorfismo ¢ tal que ¢(x;) = h;, para todo

i€ {l,...,n}. Dessa forma,

fhi+1,...;hy+1)=f(h1,....hp) + 1= f(o(x1),...,0(xn)) + 1 =0(f(x1,...,2,)) + 1.

Como I é um T-ideal, segue que o(f(z1,...,x,)) € I. Portanto, f(hy +1I,...,h,+1) €I, e
assim, conclui-se que f € Id(A).
Agora, seja f = f(xy,...,2,) € Id(A). Assim,

flry,..o,zn) + 1= fley +1,...;0,+ 1) =1.

Assim, f(xq,...,1,) € 1.
Com isso, temos que I = Id(A). O

3.2 Processo de Multilinearizacao

O objetivo desta secao é estudar o processo de multilinearizacao que serve para obtermos
uma identidade multilinear de grau menor que ou igual a k, partindo de uma identidade poli-

nomial arbitraria de grau k£ de uma algebra A.

Teorema 3.2.1. (Processo de multilinerizacao) Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade

polinomial de grau k, entdo A satisfaz uma identidade multilinear de grau menor que ou igual

ak.

Demonstracao. Seja f = f(xy,...,2,) € F(X) uma identidade polinomial da algebra A. Su-
ponha que em cada monémio de f a variavel z;, para todo ¢ € {1,...,n}, apareca com grau
menor que ou igual a 1.

Se x1 nao aparece em algum monomio, entao podemos definir a seguinte aplicacao:

o1 F(X) — F(X)
Ty — 0

T, — I,

para i # 1. Note que o polinémio ¢;(f) continua sendo uma identidade polinomial de A, pois

se r1 nao aparecia em f entdo p1(f) = f.
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Se em algum mondmio de oy (f) a variavel x5 de ¢ tem grau zero podemos repetir o processo

e definir , da seguinte forma:

po: F(X) — F(X)
T9 — 0

xr; — Iy,

para i # 2. Assim, ¢o(p1(f)) é uma identidade polinomial de A obtida de o;(f) sem os
monodmios que contém o, pelos mesmos argumentos anteriores. Com isso, ao repetirmos o
processo sucessivas vezes para todas as varidveis que nao aparecem em algum monémio, obtemos
uma sequéncia de aplicagoes @1, o, . . ., ¢ tais que, ¢ (¢i—1(. .. v1(f)))) é polinémio multilinear
de grau menor que ou igual a k que ainda pertence a Id(A).

Agora, suponha que exista uma variavel z; tal que deg, (f) = d > 1 e considere o polinémio

h:h(yby?ax%"'wxn) :f(yl+y27x27"'7xn)_f(ylax%"')xn)_f(y27$27"'7xn)'

O polindmio h é ainda uma identidade polinomial de A. Verificaremos que h é nao nulo.

Suponha por absurdo que h = 0. Considerando y; = ys = 7 temos que:

= (Y1, Y2, T2, Ty)

:h(x T1, To, Tn)

= f(w1 + 1, 9, Tn) = f(x1, 22, xp) — f(21, 20, ..., )
= f(2x1,29,...,2,) — 2f (1, Tn)

Entao, f(2x1,...,2,) = 2f(z1,...,2,).
Escrevendo f = fo+ f1 + -+ + fq, onde f; é a soma de todos os monomios de f nos quais

1 aparece i vezes, temos que:

20fo+ fit L) =2"0o+2" fr +- -4+ 270,
= fo+2fi+---+ 2

Assim, fo = (22 —2)fo + -+ (29 — 2) f4, 0 que & uma contradicio, pelo fato de fy ser o termo
em que x; nao aparece, enquanto do lado direito desta equagao x; aparece com grau maior que
ou igual a 2. Logo, f é uma identidade polinomial de A nao trivial.

Portanto, obtemos uma identidade polinomial h da dlgebra A tal que deg,, (h) =d—1<
deg,, (f). Assim, usando f repetimos, se necessario, esse processo de maneira indutiva para

encontrar uma identidade g de A multilinear. O]

Exemplo 50. Seja polinémio f(x1,xs) = 2329, entio g(x1, x9, x3) = (z10T9)x3 € um polinémio

multilinear encontrado a partir de f.
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De fato, observe que x1 possui grau maior que ou igual a 1, por isso, relizaremos o processo

de multilinearizag¢ao sobre essa varidvel. Pelo Teorema[3.2.1) temos que:

h(y1,y2,72) = f(y1 + Yo, 22) — f(y1,22) — f(ya, T2)
= (y1 + y2)?x2 — Yiw2 — Y32
= (Y1 +y2) (Y1 + Y2)2 — yiws — Y57s
= (U1 + 112 + Yoy + ¥3) T2 — YiTs — Y32
= Y1 T2 + Y142 + Yoy T2 + YT — Y1 T2 — Y3To
= Y1Y2T2 + Y2Y122

Considerando o sequinte endomorfismo:

p: F(X) — F(X)
Yy =
Y2 = X2
Ty T3

Concluimos que g(1, T2, T3) = T1T223+ L2123 = (T10x9)3 € encontrado a partir do polindmio

Teorema 3.2.2. Seja F' um corpo de caracteristica zero e considere um polinémio
f=flx,...,z,) € F(X). Entao, f € uma consequéncia de um conjunto finito de polino-

mios multilineares.

Corolario 3.2.3. (,@/, Coroldrio 3.3.15). Seja A wma Pl-dlgebra sobre um corpo de carac-
teristica zero. Entao Id(A) é gerado, como T-ideal, por um conjunto finito de polindmios

multilineares.

Exemplo 51. Seja A é uma dlgebra comutativa unitdria. Vamos mostrar que Id(A) = ([x1, x2])r.

De fato, considere I = ([x1, x2|)7. Note I C Id(A), pois [x1,xs] € uma identidade polinomial
de A.

Agora, mostraremos que Id(A) C I, ou seja, precisamos verificar que f = 0(mod I), para
todo f € Id(A). Para isso, tome f € Id(A). Pelo Coroldrio f € consequéncia de po-
linomios multilineares. Ainda, pela Proposi¢ao temos que [ pode ser escrito como uma
combinagao linear de polinomios da forma x;, ...x; Cy...Cy, em que iy < --- < i, e C]s sao
comutadores de pesos arbitrdrios. Como [z;,z;] = 0 em A, entdo C; = 0 em A, para todos
comutadores de pesos maiores que ou 1guais a 2.

Logo, maodulo I, temos que f(xy,...,x,) = axy...x,, para algum o € F. Assim, precisamos
mostrar que o = 0. Como f € Id(A), avaliando x; = --- = x,, = 1 obtemos 0 = f(1,...,1) =
al. Portanto, a =0 e Id(A) = ([x1, 2.
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Lema 3.2.4. Seja I = ([x1,x9,23])r 0 T-ideal gerado pela identidade polinomial [xq,xs, 3.

Os polinémios [y, xo)[Ta, x3] € [x1, x2][xs, T4] + [21, x3][T2, 4] pertencem a I.

Demonstracao. Considere ([z1,zq, x3))7. Queremos mostrar que [z, z3][xe, x3] € I. Observe

que [z, 73, 23] € I. Assim,

[1’1733%,353] = [[331,33%]7353] [[z1, T2|xe + xa]21, 2], 23]

[[x1, To]T2, T3] + [w2[T1, T2, T3]

[[x1, xa], X3 o + [T1, 2] [T2, 3] + [Ta, 3][71, 2] + Xa[[21, 22, 23] € I.

Como [[x1, xa], x3]Ta, xa2[[T1,x2], 3] € I, segue que, [x1, To|[xa, 23] + [X2, x3][T1, 2] € 1.
Ainda, note que ab + ba = 2ab + [b, a|. Entéo, tomando a = [z, 23] e b = [x2, 23], temos:

(21, 2] (2, T3] + [T2, w3][T1, T2] = 2[w1, To][w2, T3] + [[w2, 3], [21, 2]

=2
— 2[[E1, IQ] [fEQ, I’g]

Portanto, temos que [x1, Zo][zg, 23] € I. Ao fazermos o processo de multilineariza¢do (Teorema
3.2.1) no polinémio f = f(z1,xe,x3) = [1, T2][x2, 23] obtemos o polindmio g = g(x1, T2, 23, 14) =
[IL‘l,ZEQ][Ig,ZE4] + [1’1,1'3][1’2,1'4]. LOgO, g c I ]

3.3 T-ideal da Algebra de Grassmann

Nesta se¢ao chegamos ao objetivo central desse trabalho. Isto posto, mostraremos que o
conjunto das identidades polinomais da algebra de Grassmann é gerado, como T-ideal, pelo

polinémio comutador de peso 3.

Teorema 3.3.1. Seja G a dlgebra de Grassmann sobre um corpo F de caracteristica zero.
Entao, 1d(G) = ([x1, T2, x3])7.

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que 1d(G) = ([x1, x2, x3))r. Considere I = ([xy, z1, z3])7.

E facil notar que I C Id(G), pois pela Proposicio , o comutador de peso 3 é uma
identidade polinomial de G. Assim, I C Id(G).

Agora, precisamos verificar que 1d(G) C I. Para isso, tome f = f(z1,29,...,2,) € 1d(G)
de grau n. Mostraremos que f =0 (mod I).

Como f € Id(G), pelo Corolario , f pode ser considerado um polindémio multili-
near. Além disso, pela Proposigao [2.1.10] podemos escrever f como combinagao linear do
tipo z;, ... 2;,Cy ... Cy, em que C!s sao comutadores de pesos arbitrarios.

Dessa forma, note que C; = 0 em G, para todos comutadores de peso > 3. Pelo Lema[3.2.4]
temos que

[xjusz][zjsv xj4] + [$j17517j3] [x]é? $j4] = O(mOd I)v
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ou seja,
[Iju sz] [Ijz‘s? ‘TJA] = _[‘le ) Ijs] [xj2> xj4]7

e, pela propriedade do comutador
[‘Tjd J ij] = _[‘Tjw‘rﬁ]‘
Entao, conseguimos escrever f da seguinte forma:
Liy -+ Liy [leﬁ x]é] s [$j2m,1, xj2m:|’

com i < -+ <y, J1 < -+ < Jom € ag € F. Diante disso, temos que, mod I,

f = Z AsTiy - - - Ty, [xjnsz] s I:ijm—l7']:j2m:|7

ses
onde S é formado por todas as n-uplas (iy,...,%., J1,. .., jom) satisfazendo iy < -+ < i,,71 <
<o+ < Jo, cOM T+ 2m = n.
Avaliando z; = --- =z, = 1, se m = 0, segue que, o coeficiente do monémio z;...x, é

igual a 0, pois f é uma identidade de G.

Suponha, por absurdo, que o, # 0, onde a sua n-upla correspondente ¢ dada por

(s eyl 1 e s Jom)
e o conjunto {Jji,...,jam} € 0 menor possivel. Considere z;, = -+ =z, =1l e x;, = et €
{1,2,...,2m}. Assim, f = o/2™ejej,...€j,,. Como f é uma identidade, segue que, o/, = 0.
Portanto, 1d(G) = ([x1, x2, 23]) . O
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Consideracoes Finais

Finalizamos esse trabalho com resultados vinculados & élgebra de Grassmann de dimensao
infinita. Assim, podemos nos perguntar o que ocorre com as identidades polinomiais da algebra

de Grassmann de dimensao finita.

Definigao 3.3.2. Seja G a algebra de Grassmann. Dizemos que G, = (1,e1,...,¢e; | €65 =

—eje;) € uma subdlgebra finita de G, para k > 2.

A partir disso, podemos observar que as subélgebras finitas de G possuem dimensao 2 e
sua base é formada por 1 e pelos elementos H €, ..., ondel <s< k.
1< <in
Exemplo 52. Gy € uma subdlgebra finita de G dada por Go = (1,e1,es | e;e; = —eje;). A base

de Gy € formada por {1,e1,eq,e162} € dim Gy = 4.
Proposicao 3.3.3. 1d(Gy) = ([x1, 2, x3], [x1, 2] [x3, T4]) 7.

Demonstracao. Queremos mostrar que 1d(Gy) = ([x1, z2, x5, [1, X2][T3, 24])7. Considere I =
([v1, m2, 23], [T1, 22|23, T4]) 7.

Primeiro, precisamos verificar que I C 1d(Gs). Note que [z1,x9, 23] € 1d(Gs), pois essa é
uma identidade polinomial de G. Agora, mostraremos que [z1, xs][z3, 4] € 1d(Gs). O primeiro
caso é quando avaliamos 1 em alguma das variaveis, e assim, obtemos zero como resultado. O
segundo caso é quando todas as variaveis sao avaliadas de 1. Com isso, teremos um elemento
que é a soma de produtos com pelo menos 4 elementos €js. Sabendo que €? =0 e eje; = —e;e;
obtemos que o resultado dessa avaliagao é igual a zero. Logo, I C Id(G,).

Agora, precisamos verificar que 1d(Gy) C I. Para isso, tome f = f(z1,22,...,2,) € 1d(G2)
de grau n.

Como f € 1d(G,) entdo, pelo Corolario , f pode ser considerado um polindémio multili-
near. Além disso, pela Proposicao podemos escrever f como combinagao linear do tipo
Ziy ... 2, C1...Cp, onde Cls sdo comutadores de pesos arbitrarios. Como visto anteriormente
no Teorema como se [xy, X9, 23] € I, entao f é dado por

Liy - - - Ty, [leﬁ sz] s ['Ij2m—1’ ijm]’
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com iy < -+ < lp,j1 < -0+ < Jom. Além disso, como [x1, x3][xs, 4] € I, implica que C;C; =0
em Go, onde C; e C; sao comutadores de peso 2. Logo, existem escalares o, 3;; € F' tais que
1 <1 <5 <n, com

f=azr...x,+ Z BijTiy - - Ti, o2, 2] (mod I).

i,j=1,i<j

Avaliando x; = -+ = z, = 1 temos que a = 0, pois f € Id(Gy). Agora, fixando i e j
consideramos a avaliacao x = 1, para k # 4, j, e x; = €1 e T; = ey. Assim, f = f5;;2e;e5. Como
f € 1d(G,) implica que 3;; = 0. O

Por fim, de uma forma mais ampla, temos o seguinte resultado provado por Giambruno, La
Mattina e Petrogradsky em 2007.

Teorema 3.3.4. Se k > 1, entdo

Id(Gar) = ([x1, w2, 3], (21, 2] - . . [Tokt1, Torga]) 1
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