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Resumo

No presente trabalho estudamos a classificacao dos sistemas lineares no plano, por meio da Teo-
ria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais, e exploraramos através de um conjunto de exemplos
técnicas para estudar equagoes diferenciais nao lineares e sistemas de equagoes nao lineares no
plano. No caso linear apresentamos a classificacao usando autovetores e autovalores do sis-
tema linear. Para o caso de equacoes nao lineares estudamos a Teoria da Perturbacao, que nos
permite abordar equacgoes diferenciais nao lineares através de uma sucessao de equacoes, usu-
almente lineares, mais simples de resolver. Por fim, para os sistemas nao lineares, vimos alguns
exemplos da Teoria da Bifurcagao, que tem como base sistemas nao-hiperboélicos. Discutimos

dois tipos de bifurcagoes, a Bifurcacao Sela-No6 e a Bifurcacao de Hopf.

Palavras-chave: Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias, Equagoes Diferen-

ciais, Teoria da Bifurcagao, Teoria da Perturbacao.



1 Introducao

As Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) sao equagoes contendo derivadas (ou diferen-
ciais) ordinéarias de uma ou mais variaveis independentes com relacdo a uma tunica variavel

dependente. Sendo matematicamente descritas da seguinte forma

F(z,y,yy",...,.y™) =0, (1.1)
onde y = y(x) e y™ denota a n-ésima derivada de y em relacéo a .

Equagoes como (1.1) s@o extremamente tteis para modelar fenémenos fisicos, quimicos e
biolégicos que regem o mundo em que vivemos conforme o tempo decorre. Alguns exemplos
dessas aplicagoes ocorrem na datacao de fosseis, conforme vemos em livros de quimica, ou
mesmo quando tomamos um ché e observamos o seu resfriamento ao longo do tempo como
vemos por exemplo em: [8] [10], [11]. A fim de analisarmos o comportamento desses eventos,
recorremos as solugoes das EDOs, que sao fungoes definidas em um intervalo I, contido no
conjunto dos ntimeros reais, que satisfazem a equacao dada.

O namero de solugoes de uma equagao diferencial passando por um ponto fixado nem
sempre é Unico. Algumas equacoes apresentam uma Unica solu¢ao, outras nenhuma e varias
delas infinitas solugoes. Ja no século XIX, observou-se que nem sempre é algo simples expressar
analiticamente as solugoes das equagoes diferencias, haja visto que a solu¢ao da grande maioria
delas nao pode ser expressas por meio de funcoes elementares. O trabalho de Henry Poincaré,
matematico que viveu no século XIX, propoe entao uma nova abordagem para esse problema,
no qual analisamos propriedades inerentes das curvas solugoes, sem nos preocuparmos com as
possiveis expressoes que elas venham a ter. Os estudos de Poincaré, e de outros matemaéticos,
sdo conhecidos como a Teoria Qualitativa das Equagdes Diferenciais Ordinarias (TQEDO), cujo
principal objetivo é dar descri¢coes geométricas das solugoes desse tipo de equacao.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a classificacao dos sistemas lineares no plano,
por meio da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias, e explorar, através de
um conjunto de exemplos, técnicas para entender o comportamento das solugoes das equagoes
diferenciais nao lineares e dos sistemas de equagoes nao lineares no plano, em torno de pontos
singulares.

Para equacgoes ou sistemas de equacgoes lineares, a élgebra linear é a ferramenta utilizada
para classificar o comportamento das solugoes do sistemas nos pontos singulares, como vemos
na Secao 3. Para os casos nao lineares existem dificuldades tedricas e outras técnicas precisam
ser aplicadas, como vimos na Segao 4.

Para equacoes diferencias nao lineares usamos a Teoria da Perturbacao para expressar suas
solucoes de maneira analitica, Se¢ao 5. No caso dos sistemas nao lineares, vimos que se dividem
em dois tipos: hiperbélicos e nao hiperbolicos, sendo sua classificacao feita através da analise

dos autovalores da matriz de linearizacao aplicada nos pontos singulares do sistema.



Estudos feitos sobre bifurcacao de solucoes de sistemas diferenciais sob a variagao de um
parametro tem sido estudada nos ultimos anos por muitos autores [4] e [8]. A teoria geral
de bifurcacao descreve como as solugoes para um dado sistema podem se ramificar conforme
o parametro de bifurcagao varia. Nos restringimos aos exemplos de Bifurcagao de Holpf e
Bifurcagao Sela-né.

Para melhor compreensao dos resultados dividimos este trabalho em cinco se¢oes. Na Se¢ao
2.1, listamos alguns resultados e defini¢oes preliminares de topologia e analise no R"”. Na Secao
2.2 apresentamos uma abordagem teorica e formal do conceito de equagao diferencial ordinéria
e resultados importantes, como o Teorema da Existéncia e Unicidade de Soluc¢oes para Equacoes
Diferenciais Ordinarias, Teorema 2.18.E exploramos os sistemas de equacoes diferenciais lineares
no plano em sua versao mais simples, auténomas e homogéneas com coeficientes constante.

Na Segao 4 abordamos o comportamento das solucoes de sistemas nao-lineares auténomos
hiperbolicos, para isso faremos uso de técnicas de linearizagao, afim de aproximarmos esses
sistemas de sistemas lineares e classifica-los a partir dos resultados da TQEDO. Por fim apre-
sentamos as fungoes de Liapunov e estudamos o comportamento das solugoes dos Campos
Gradientes.

Na Segao 5, através de um conjunto de exemplos abordaremos de forma analitica as as
solugoes das equacoes diferencias nao lineares.De modo geral, realizaremos a decomposi¢ao
de um problema mais complexo em um conjunto de problemas mais simples, através de uma
colecao de métodos que nos permite obter solugoes aproximadas, sendo esse conjunto de métodos
conhecido como Teoria da Perturbacao.

Finalmente, na Secao 6, estudamos problemas de bifurcacao. Dada uma equacao diferencial
a l-parametro, uma bifurcagao ocorre quando ha uma mudanca "significativa'na estrutura
das solugoes do sistemas conforme variamos o parametro. Sendo assim, por meio da Teoria de
Bifurcagao, descreveremos a maneira como as caracteristicas topolégicas de uma solugao (fluxo):
numero de pontos estacionarios e érbitas periddicas, variam conforme o parametro varia, para

isso analisaremos duas bifurcacoes em particular: a Bifurcacao Sela-no e a Bifurcacao de Hopf.



2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Esta secao é dedicada a formalizacao do conceito de equagao diferencial ordinéaria e aos
primeiros resultados basicos que envolvem estas equacoes. Para tanto, comecamos com a Sec¢ao
2.1 onde apresentamos algumas defini¢oes e resultados de Topologia e Analise no R™ que serao
uteis ao longo das discussoes abordadas futuramente. As Se¢des subsequentes, Segao 2.2, Se¢ao
2.3 e 2.3.2, sao dedicadas a definicao de equagao diferencial, aos teoremas de existéncia e

unicidade e dependéncia continua das solu¢des com respeito as condigoes iniciais.

2.1 Referencial Teoérico

Todas as demostragoes dos resultados desta secao foram omitidas e podem ser encontradas
em [6] e [7].

Definigao 2.1. (Métrica e espago métrico) Uma métrica em um conjunto Y ¢ uma fungao

d:Y xY — R, tal que dados quaisquer z,y, 2z € Y, valem:
dl) d(z,y) =0 z =y;
d2) d(z,y) =d(y,x),Y z,y € Y;
d3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (desigualdade triangular) .

O par (Y, d) é chamado de Espago Métrico. Dizemos também que Y é um espago métrico que

se submete a métrica d a ele associada.
A definicao a seguir ilustra um caso especifico de métrica.

Definigao 2.2. (Norma) Seja F um espago vetorial real. Uma norma em E é uma aplicac¢do

||.|| : E — R4 com as seguintes propriedades:

N1) ||z|]| =0« = =0;

N2) ||Az|| = |A|||z|| para todo A € R;

N3) ||z + w|| < ||z|| + ||w|| (desigualdade triangular).

Definicao 2.3. (Bola aberta e conjuntos abertos) Dados € R e r € R* qualquer, definimos

a bola aberta centrada em x de raio r como sendo o conjunto
Bz, r) ={y € R" ||z —y|| <r}.

Dizemos que A contido em R™ é um conjunto aberto de R™ se A pode ser escrito como a
unido qualquer (inclusive ndo enumeravel) de bolas abertas de R™. Dizemos que um conjunto

F' contido em R™ é um conjunto fechado se seu complementar ¢ um conjunto aberto.



Definicao 2.4. (Fronteira) Sejam U C R™ um subconjunto nao vazio e x € R™. Dizemos que «
pertence a fronteira de U, e denotamos por x € QU , quando toda bola de centro em x contém

pontos de U e pontos de R" — U.

A seguir, destacamos o conceito de sequencia e veremos algumas defini¢oes de casos especi-

ficos.

Definicao 2.5. Seja X um conjunto qualquer em R”. Uma sequéncia em X é uma aplicacao
z: N — X, definida por z(j) = z;. Dada uma sequéncia z; uma subsequéncia z;; é qualquer
restri¢ao da sequéncia a um conjunto infinito em N. Uma sequéncia, z; € R" diz-se convergente

quando existe a € R tal que lim x; = a. Uma sequéncia de pontos x; € R" chama-se sequéncia
j-}OO

de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe kg € N tal que k,r > ko = ||zx — z,|| < €.

Apresentamos agora alguns teoremas que usados para a demonstracao do Teorema de Picard,

Teorema 2.18, feito na Secao 2.3.

Definigao 2.6. (Espago métrico completo) Um espago métrico é dito completo quando todas

as sequéncias de Cauchy convergem para um ponto que pertence ao espago.

Definigao 2.7. (Contragdo) Uma fungdo F': X — X, onde X é um espago métrico, é uma
contragao se existe uma constante 0 < A < 1 tal que d(F(z), F(y)) < Md(z,y), V z,y € X.

Teorema 2.8. (Ponto fixo) Seja X um espa¢o métrico completo. Entao toda contra¢io F' em
X possui um unico ponto fizo, isto €, existe um unico ponto p € X tal que F(p) = p. Além
disso, p € um atrator de F, ou seja, para todo ponto x € X wale que F™(x) — p quando n — oo.

Em particular, o mesmo vale se F' possui algum iterado, F™ : X — X, que é uma contragao.

2.2 Equacoes Diferenciais

Para escrever essa e as Segoes 2.3 e 2.3.2, utilizamos como referéncias os textos [9] e [10].

Em todo o texto considere o espaco euclidiano R"*! = R x R” com coordenadas retangulares
(t,z), onde t € R e z € R". Consideramos também, subconjuntos abertos U em R"*! que nao
sao necessariamente da forma de produto de abertos. A partir dai podemos formalmente definir

EDO de primeira ordem, como:

Definigao 2.9. Dada uma funcao continua f : U — R, onde U é um aberto de R*™! a

equagao diferencial ordinaria de primeira ordem definida por f é dada por:

dx
pri f(t, z). (2.1)
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As equacoes a seguir sao exemplos de equagoes diferenciais ordinarias,

dy

_ "o _
- 7 () y y +6=0,

(a) y =5y == (b)
onde y = y(x) e y e 3y’ denotam a primeira e segunda derivadas de y em relagao a .
As equacoes diferencias ordinarias podem ser classificadas quanto a ordem e a linearidade.

Quanto a ordem: A ordem da maior diferencial na equacao é, por definicao, a ordem da
equagao. Por exemplo, as EDOs em (a) e (b) sdo de primeira ordem e em (¢) temos uma EDO

de segunda ordem.
Quanto a linearidade: Uma equagao diferencial ordinéria linear é dada na seguinte forma:

dny dnfly

CLn(ZL’)T + an_l(x) dpn—1

+ .. Fag(x)y = g(x) (2.2)

e atende as seguintes condigoes.

(i) a variavel dependente y e todas as suas derivadas s@o de primeiro grau.

(ii) cada coeficiente a;,7 = 0,2, ...n depende apenas da variavel independente z.

Vejamos alguns exemplos:
(a) xdy + ydxr = 0 é uma EDO linear de primeira ordem.

(b) ¥" — 2y +y =0 é uma EDO linear de segunda ordem.

d3y - .
(c) e +y? =0 é uma EDO néo-linear de terceira ordem.
x
Afim de analisarmos o comportamento desses eventos, precisamos encontrar as solugoes das

EDOs, que sao formalmente definidas a seguir:

Defini¢ao 2.10. Uma solugao para (2.1) é uma funcao diferenciavel p : J — R™, onde J é um

intervalo aberto em R, tal que:

(a) para todo t € J tem-se (t, u(t)) € U;

(b) Lulte) = f(to, u(t)). ¥io € J.

Donde %M(to) denota a derivada lateral correspondente no caso em que t, for extremo de
J.

O numero de solucoes de uma equagao diferencial passando por um mesmo ponto fixado nem
sempre é unico. Algumas equagOes apresentam uma Unica solucao, outras nenhuma e varias
delas infinitas solugoes. No século XIX, ja se sabia que nao é algo simples expressar analatica-

mente as solugoes das equacoes diferenciais, haja visto que a solucao da grande maioria delas
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nao pode ser expressa por meio de fungoes elementares. O trabalho de Henry Poincaré propoe,
entao, uma nova abordagem para esse problema, no qual analisamos propriedades inerentes
as curvas solugoes, sem nos preocuparmos com as possiveis expressoes que elas venham a ter.
Os estudos de Poincaré, e de outros matematicos, sao conhecidos como a Teoria Qualitativa
das Equagoes Diferenciais Ordinarias (TQEDO), cujo principal objetivo é dar descrigdes geo-
métricas das solucoes desse tipo de equacdo, para isso recorremos a Algebra Linear, conforme

veremos mais adiante.

Exemplo 2.11. Seja h : Jy — R uma funcao continua no intervalo aberto de Jy C R. Podemos
considerar f : U — R, U = Jy x R definida por f(t,z) = h(t) e a EDO correspondente é entao

' = h(t).
Assim, uma solugao é uma fungao diferenciavel p(t) tal que

pu(t) = plto) + /t h(N)AA, Y to,t € J. (2.3)

to

A (2.3) nos da um preludio para o proximo resultado.

Definigao 2.12. (Problema de Cauchy ou problema de valor inicial-PVI) Dados a equagao

' = f(t,x) e um ponto (o, x¢) € U, o problema de Cauchy associado a EDO é escrito como:

¥ = f(t,x), z(to) = 0. (2.4)

A solucao de (2.4) pode ser descrita através de uma fungao, p : J — R" solugao de
' = f(t,x) tal que tg € J e u(ty) = zo. Como consequéncia do Teorema Fundamental do

Calculo temos o seguinte resultado:

Teorema 2.13. O problema de Cauchy, (2.4) € equivalente & equagao integral

z(t) = xo +/t FA z(A)dA.

Critérios para a existéncia de solugao para o problema de Cauchy sao estuados na proxima

Secao.

2.3 Teorema de Picard

Nesta se¢ao estudaremos critérios de existéncia e unicidade de solugoes para o problema de
Cauchy (2.4). Veremos que, em condigbes bastante gerais, tais problemas podem apresentar,
localmente, solugao tnica, o que nos permitiré estende-las até um intervalo maximal e analisar
caracteristicas como dependéncias quanto a parametros e condi¢oes iniciais. As demonstracoes
omitidas aqui podem ser encontradas em [9).

Primeiramente, fixamos a norma do méximo em R"™! dada por: ||(t, z)|| = maz{|t|, ||z]|},

onde [t| e ||z|| denotam normas euclidianas em R e R", respectivamente.
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Definigao 2.14. Uma aplicacdo f : U C R™"' — R™ (nao necessariamente continua) ¢ dita
lipschitziana com respeito & segunda variavel se existe k > tal que ||f(x,1y1) — f(z,92)|] <

k||lyr — vyo|| para todo (x,y1), (x,y2) € U.

A fungao é dita localmente lipschitziana com respeito a segunda variavel se, todo ponto de
U possui vizinhanca restrita a qual f é lispchitziana com respeito a segunda variavel. Sobre

funcoes lipschitzianas vale ainda:
Teorema 2.15. Toda funcgao localmente lipschitziana € lipschiziana em partes compactas.

Teorema 2.16. Toda funcio f : U C R"™ — R™, de classe C', com respeito a sequnda

varidvel € localmente lischitziana com respeito a essa varidvel.

Teorema 2.17. Sejam I C R intervalo compacto e K C R™ subconjunto compacto. O es-
paco X = C(I,K) das aplicagées continuas p : I — K, com métrica do supremo d(u,~y) =
suprerlu(t) — A(B)]| ¢ completo.

Teorema 2.18. (Teorema de Picard) Seja f : I[ty,a] X Blzg,b] C R™™ — R continua,
lipschitziana com respeito a sequnda varidvel. Entao existe uma unica solu¢ao do Problema de

Cauchy correspondente a f em (to, o), definida no intervalo I[ty, ], onde o = min{a, %} e
M = sup{|[(t,2)|: (t, ) € Tlto, o] x Blao, ]}

Demostragao 2.19. : Tome X = C(I[to;al, Blzo,b]), espago métrico completo das fungoes
continuas de I — B, com a métrica do supremo. Definimos entao uma aplicacao F': X — X

da seguinte forma: t
Flu)(t) = x0+/ FOLR(N) dN, Y £ € I(ty, a). (2.5)

Primeiro, mostremos que f esta bem definida. De fato, de (2.5), temos que V p € X,

¢ ¢
F0@) = ol = | [ FOuOD @ < [ 17O ) Idx < Mt~ to] <
to to
Logo, F(u)(t) € Blx, b,V t € I[ty,a] e, assim F é bem definida. Mostremos agora a
seguinte afirmacao:
Afirmacgao: F™ é uma contracao se n € N é suficiente grande.

Note que, se provarmos esta afirmacao, o Teorema de Picard esta provado, pois uma solugao
para o Problema de Cauchy em questao é dado justamente por um ponto fixo de F. E, o
Teorema 2.8 diz que se F", para algum n for uma contragao, entao F' possui um tnico ponto

fixo em X, o que garante nao so a existéncia da solu¢ao, mas também a sua unicidade.
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Para provar a afirmacao, usaremos inducao finita sobre n, e provaremos que se K é a

constante de Lipschitz de f, entao
K’n
|F™ () (t) — F™ (o) (t)| < F‘t — to|"d (1, p2), ¥t € I(to, ), Yy, o € X,Vn € N.

Com efeito, assumindo-se esta desigualdade para um certo n € N, temos que

)= F* ) ()] = [P ) O-FF () 0)] < | [ 17O () =F O F (A <

t n+1
<| [ 1)) -0y < K| / "y )N < it ).
to .
Assim, F': X — X é tal que
d(F" (), 7" (p2)) < —=d(p, o).

Ic

2.3.1 Intervalo maximal

Uma caracteristica conspicua acerca da solucao dada pelo Teorema de Picard, consiste no
fato de podermos estende-la até um intervalo maximal de tempo. Vejamos como formalizar
essas ideias. As demonstragoes dos resultados apresentados nesta secao foram omitidas mas

podem ser vistas em [9)].

Definigao 2.20. Dada uma EDO 2’ = f(¢, x), uma solugao p : J — R™ é dita maximal se para
toda solugao v : J; — R™ com J C J; e a fungao v restrita a J é p, ou seja, v |;= p, temos

que J = J;. Neste caso, J ¢ dito intervalo maximal de p.

Teorema 2.21. Seja f: U C R*™ — R™ uma fungdo continua tal que para todo (tg, zo) € U
existe uma inica solu¢ao do Problema de Cauchy definida em um intervalo I[ty, xo]. Entao para

todo (to,xo) € U existe uma inica solu¢ao mazimal u(t, (to, xo)) do Problema de Cauchy.

A principal propriedade geométrica da solu¢ao maximal pode ser vista por meio do seguinte

resultado.

Teorema 2.22. Sejam f : U C R*™ — R"™ uma funcao continua e p: J — R™ uma solugdo
mazximal de ©' = f(t,x), onde J(w_,w+) C R € seu intervalo mazimal de defini¢ao. Entao, a
aplicacao

O:J—=U, t—(tu))

satisfaz a sequinte propriedade de divergéncia: Para todo compacto K C U existe uma vizi-

nhanga Q) de (w_,wy) tal que t € Q implica (t) € K. Essa condi¢io € escrita como:
O(t) — U, t — wy,

donde OU representa a fronteira de U.
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2.3.2 Dependéncia de solugoes

Veremos agora, que quando uma funcao f possui uma classe de diferenciabilidade adequada
as solu¢do de Problema de Cauchy associado a f(¢,z) e ao ponto inicial (ty,z) dependem
diferencialmente das variaveis (¢,tp, zo). As demonstragdes dos resultados apresentados nesta

segao foram omitidas mas podem ser vistas em [9).

Teorema 2.23. (Dependéncia continua das solugoes com respeito as condigdes iniciais) Seja
f:UCRXR"— R" uma fun¢do continua no aberto U. Suponhamos que para todo (to, zo) €
U, o Problema de Cauchy correspondente tenha solu¢ao tinica pu = u(t, (to, zo)), definida em

um intervalo mazimal denotado por (w_,wy), onde wy = wy(ty, xo). Entao:
(1) O conjunto D = {(t,to, x0); (to, o) € U,t € (w_(to, o), w(to, o)} € aberto em R x U;
(i) pw: D — R"™ é continua.
Exemplo 2.24. Considere k£ > 0 e a equacao diferencial dada por
X' = (—z,ky) (2.6)
A solugao da equagao (2.6), satisfazendo X (0) = (—1,0), é dada por
X(t) = (—e,0).

Se considerarmos a mesma equagao, na forma Y’ = (—z, ky) e qualquer n # 0, temos que a

solucao que satisfaz a condigdo inicial Y;,(0) = (—1,7) é:
Y, (t) = (—e™",ne')
Note que
V(1) = X ()] = [ne™ — 0] = |n — 0]e** = Y, (1) — X (t)[e"".

Ou seja, quando variamos a condigao inicial, de (—1,0) para (—1,7) as solugdes Y}, se separam
de X(t) como vemos na figura 1, mas o fazem no méximo exponencialmente, ou seja sao
continuas em suas condigdes iniciais Além disso, para qualquer tempo fixo ¢, temos Y, — z(¢)
com 1 — 0.
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p = ;.:39'*"

Yialt)
;,Q!?‘h
- Y‘I?
(=1, n3) - . . 1€~
. - Y,
1 x(t) e’

Figura 1: Solugdes do sistema (2.6) com varia¢do das condigoes iniciais, retirada de |2|.

Equagoes diferenciais, frequentemente dependem de parametros, logo, é natural se perguntar
como as solucoes dessas equacoes dependem desses parametros. Tal questao é respondida no
resultado abaixo.

Teorema 2.25. (Dependéncia continua das solugées com respeito as condigdes iniciais e pa-
rametros) Seja f : U C R x R* x Rl — R"™ uma fungio continua no aberto U. Supo-
nhamos que para todo (to,xo,2) € U, o Problema de Cauchy correspondente tenha solugao
unica p = p(t, (to, xo,2)), definida em um intervalo maximal denotado por (w_,w,), onde

we = wx(to, To, 2). Entao:

(i) O conjunto D = {(t,to, xo, 2); (to, X0, 2) € U,t € (w_(to, To, 2), wy (to, xo, 2)} € aberto em
R xU;

(ii) u: D — R"™ é continua.

O Teorema 2.23 pode ser visto como uma consequéncia do Teorema 2.25. Este fato se da
pela seguinte relagao existente entre as classes de EDOs abordados em ambos os resultados:
toda equacdo do tipo ' = f(t,x,z) pode ser vista como uma equagao do tipo y = F(t,y)

usando a mudanga de coordenadas y = (¢, x).

3 Classificacao de Sistemas Planares de EDOs Lineares

Nesta secao vamos restringir nossos estudos as equacoes lineares e auténomas. Apresenta-

remos classificacao das solugoes de sistemas de equagoes diferencias lineares, auténomas (inva-
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riantes pela agdo do tempo), no plano do ponto de vista da Teoria Qualitativa das Equagoes
Diferenciais Ordinérias. Para tanto, comegamos com a Se¢ao 3.1 na qual abordamos a inde-
pendéncia entre solugoes de uma EDO linear. A Segao 3.1 analisa as EDOs homogéneas com
coeficientes constantes, que irao compor os sistemas lineares abordados nas Segoes 3.2 e 3.3.
As demostragoes dos resultados apresentados em todo a Segao 3 podem ser encontradas em [1],
[10] e [11].

3.1 EDOs homogéneas com coeficientes constantes

Definicao 3.1. Uma equagao diferencial ordinaria de n—ésima ordem homogénea com coefici-

entes constantes é da forma:

any" + an1y" T+ ary +ag =0
onde a; e R, comi=1...n.

Uma caracteristica conspicua acerca das solu¢oes de uma EDO linear homogénea esta no
fato de podermos usar do principio de superposicao de solugoes, isto é, dado um conjunto de
fungoes fi, ..., f. que satisfazem uma equacao diferencial em um intervalo I, podemos sempre
tomar um conjunto linearmente independente (L.I) fi,..., fx, k& < n, denominado conjunto
fundamental, como segue do Teorema 3.2, para o qual todas as solu¢oes da mesma sao escritas

como combinagao linear desse grupo especifico. Sendo a solugao geral, dada por

com C; € R, ¢ =1,...,k constantes arbitrarias.

Teorema 3.2. Eziste um conjunto fundamental de solugoes para a equagao diferencial linear

homogénea de n-ésima ordem em um intervalo I.

Dizemos que um conjunto de fungoes f;(x), com i € {1,...,n} é linearmente independente
(L.I) em I, se a equagao Zle C;fi(z) = 0, é satisfeita apenas quanto todas as constantes Cj,
com i = 1,...,n sao nulas, ou seja, apenas quando C; = 0,V ¢ = 1,...,n. Ademais, pelo
Teorema 3.2, podemos fazer tal afirmagao analisando somente o resultado do Wronskiano das

fi

Definigao 3.3. O Wronskiano de duas fungoes diferenciaveis f(z),g(z), em I, denotado por

W(f(z),g(x)) é definido como a func¢do gerada pelo calculo do seguinte determinante

f(z) g(@)|
f'(x) g'(z)

. O mesmo raciocinio se estende para o caso do Wronskiano de n fungoes.

W(f.g9) =
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Teorema 3.4. Sejam y; .. .,y, solucoes para a equacgao linear homogénea de n-ésima ordem

dn
an(:v)d—x‘z + ..t a(z)y =0,

em um intervalo I. Entao, o conjunto de solucoes é L.I em I, se e somente se,

Wy (), ...yn(z)) #0, V2 € I.

A partir de agora analisaremos uma classe bastante especial de equagoes diferencias, as
equagoes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes que sao importantes no
nosso contexto. Nos iremos relaciona-las com os sistemas de equagoes lineares no plano em
subsecoes posteriores.

Apesar dos métodos aqui demostrados estarem enunciados para equagoes diferencias de
ordem dois, os mesmos se estendem para equacoes ordem n. Deste modo, passaremos a analisar

equagoes do tipo,

ay’ +by +c=0, (3.1)

com a,b e ¢ constantes arbitrarias. Nosso objetivo é descrever todas as suas solugoes como
fungoes exponenciais ou a partir de fungdes exponenciais, digamos y = c;e™*, para isso faremos
uso da possibilidade de associagao da equagao (3.1) com uma equagao polinomial de grau dois
dada por

am® +bm + ¢ = 0. (3.2)

Tal associacao se da pela igualdade abaixo,
am?e™ 4+ bme™" + ce™* = ™ (am® + bm +c) = 0 (3.3)

Deste modo, resolver (3.3) significa encontrar as raizes de (3.2). Existem, ao todo, trés
possibilidades para as raizes de (3.2): duas raizes reais e distintas; duas raizes reais iguais e,
por fim, duas raizes complexas conjugadas. A partir disso, podemos escrever a solucao geral

da EDO (3.1). Em todos os casos vamos denotar por m; e my as raizes de (3.2).

Caso I: Raizes reais e distintas: Se m; # mgy sdo raizes de (3.2), temos que y; = €™ e y, =
™% sao solugdes distintas de (3.1). Calculando o Wronsquiano temos W (yy,ys) =
e(mM=m2)2 (1m) —my), que é sempre diferente de zero, o que garante que as solucdes sao L.I

em [. Portanto, a solucao geral é dada por
Y = Cie™* + Che™,

onde (17, Cy sao constantes arbitrarias.
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Caso II: Raizes reais e iguais: Quando m; = ms, obtemos apenas uma solu¢ao y; = €™, Deste
modo, m; = my = —%, fato que decorre da demostragao da féormula de Baskara. Como
vimos, a solugao geral de uma equacao diferencial homogénea ¢ dada pela combinagao
linear de duas solugdes L.I. Afim de encontrar a segunda solugao, utilizaremos o método

do fator de integracao, que fornece uma segunda solucao que serd L.I. com a primeira.

e2mlz
Yo = €M dr =e™"x.

62m1x

Temos

Portanto a solucao geral é dada por
Y = Cie™® + Coxe™?®,
onde (1, Cy sao constantes arbitrarias.
Caso III: Raizes Complexas: Se mi, mo sao complexas, entao podemos escrever
mi=a+bi, e my=a— bi,

onde a,b € R — {0} e i = —1. Formalmente, nao ha diferenga entre este caso e o Caso

I, sendo assim, a solucao geral é dada por
y = Cle(a-‘rbi)z + CQG(a—bi)x‘

Porém, gracas a conhecida formula de Euler podemos, ao invés de trabalhar com expo-

nenciais complexas, tralhar com funcgoes reais, usando a seguinte igualdade
e = cos(b) + isin(b)
e substituindo na solugao geral anterior obtemos uma nova solucao geral dada por,
y = € (C} cos(bzx) + Cysin(bx))

onde (', Cy sao constantes arbitrarias.

3.2 Sistemas de Equacgoes Diferenciais

Nesta secao e nas subsequentes, daremos inicio ao estudo qualitativo das solugoes de uma
equacao diferencial linear homogénea em sua versao mais simples, sendo elas invariantes pela
acao do tempo, autdénomas, com coeficientes constantes como elucidado na subsecao 3.1. Por
meio dessa escolha, somos contemplados com solucoes de comportamento bem conhecido e
com a vantagem de as entendermos com ferramentas de Algebra Linear, a saber, autovalores e
autovetores. Alguns resultados aqui apresentados, terao suas demostracoes omitidas e podem

ser encontradas em |[2].
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Considere a transformagao linear
T = TA = ASL‘,

em que A € M(n), isto é, A é uma matriz quadrada com entradas reais e de ordem n, sobre o

vetor coluna n x 1. Dizemos que o caminho z : R — R™ é uma solu¢ao para a EDO auténoma
' = Az, (3.4)

se = é derivavel em R e, para cada t € R, 2/(t) = Az(t).

No tocante a questao de existéncia de uma solugao, somos contemplados com duas caracteris-
ticas narradas na subsegao 3.1, a primeira consiste na presenga de um conjunto fundamental de
solugao descrito a partir da sobreposigao de solugoes linearmente independentes (L.I), interpre-
tado aqui como base do espago vetorial, subespago F'(R,R") de todos os caminhos = : R — R".
Isto &, se fi,....., frn s@0 solugoes de (3.4), todas L.I, temos que, qualquer solugao f; dada pode

ser escrita como combinagao linear destas,

i=m

Je= Zaifi-

i=1
A segunda caracteristica ¢ dada pelo Teorema de Picard e estendido para EDOs em campos

escalares pelo teorema a seguir.

Teorema 3.5. Se A € M(n) é uma matriz real entdo, para cada ponto xo € R", existe uma

inica solugao do problema de valor inicial ' = Ax com z(0) = xy.

Tomando 7' um operador linear sobre R", caracterizado por T'(e;) = e;, a A a matriz do

operador T na base candnica de R"™. Se existir vy,...,v,, uma outra base de R", entao
n
T(Uj) = E bijvi,
i=1

onde b; ; = B € M (n) corresponde a matriz do operador de 1" nessa base. Podemos relacionar

A e B, por uma matriz (), chamada de matriz conjugacao, da seguinte forma

A~B— A=QBQ .
Observacao 3.6. A relacao de equivaléncia obedece as seguintes afirmacoes:
(1) A~ A (Reflexiva);
(77) Se A ~ B entao B ~ A (Simétrica) ;
(17i) Se A~ B e B~ C entao A ~ C (Transitiva).
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Temos que, duas matrizes de um mesmo operador linear, em duas bases quaisquer do R",
sao sempre conjugadas por transitividade. Em outras palavras, temos que um operador linear
representa cada classe de equivaléncia de conjugacao de matrizes.

Do ponto de vista de um operador linear 7' : R" — R", dadas duas matrizes A, B que
representam T, os sistemas lineares ' = Ax e 3y = By sao, simplesmente, a mesma equacao
diferencial 2’ = T'(x) nas respectivas coordenadas de suas bases. Do ponto de vista das matrizes
conjugadas A e B, os sistemas 2’ = Az e iy = By, sdo na realidade iguais, a menos de uma
mudancga de coordenadas, dada pela matriz de mudanca de base entre A e B.

Agora vamos listar alguns teoremas que serao de grande importancia.

Teorema 3.7. Se (Q conjuga as matrizes A e B € M(n) entdo Q transforma as solugoes de
y' = By em solugoes de ' = Ax. Mais precisamente, se A = QBQ™!, entdo sao equivalentes

as afirmacgoes:
(1) y(t) € uma solugao de y' = By;
(i1) Qy(t) € uma solucio de «' = Azx.

Demonstragao: Como a matriz () independe de ¢, derivando z(t) = Qy(t) obtemos, z'(t) =
Qy'(t) = QBy(t) = AQy(t) = Axz(t). Logo, (i) implica em (i7). Como ) ¢é invertivel, a

demonstracao da reciproca é anéloga.

Teorema 3.8. : Sejam A € M(n) uma matriz diagonalizdvel, com Q, D € M(n) tais que Q
¢ invertivel e Q 1AQ = diag(\y, ....., \n). Entao, dado i = 1,2...,n e escrevendo Qe; = v; 0
caminho s; : R — R™ definido por

si(t) = eM'Qe; = Ml t €R

¢ solugdo de x' = Ax com valor inicial s;(0) = eMiv;.

A partir daqui veremos que a matriz de conjugacao, (), tem seu formato definido conforme
o nimero de autovalores presente na matriz que se deseja conjugar. Ademais, veremos que
trabalhar com matrizes A com entradas no conjunto dos niimeros complexos sera mais viavel.

Iniciaremos analisando uma matriz A que esta associada a transformacao Ty =T = Ax, com
2 um vetor coluna da base candnica de R", cujo operador linear esta descrito de R™ — R™. Se A
é diagonalizavel, temos que existe uma matriz ) que conjuga A ~ D, com D = diag(Ay, ..., ).
Resultando do Teorema 3.8 que cada vetor Qe; = v; da origem a uma solucao basica de
s;(t) = e)‘jtvj do sistema 2’ = Az. Ademais, observamos que para cada vetor e; da base

candnica de R", obtemos

AUj = )\jUj
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ou seja, cada vetor v; ¢ levado por A em um miltiplo do mesmo. Nesse caso, dizemos que A ¢
um autovalor associado a v, que é chamado de um autovetor de A e define uma solugao para
Ax = 2. Porém, esse fato é bem mais geral, pois independente de A ser ou nao diagonalizavel,
temos que seus autovetores sempre serao solugao do sistema proposto. Como nos sera elucidado

por alguns resultados a seguir.

Teorema 3.9. Seja v € R" um autovetor de A € M(n) com autovalor A € R. Entao
z(t) = eMv,t € R

¢ solugao de ' = Ax,x(0) = v

Demonstragao: Basta derivar z(t) = e"*v,t € R", para obter 2’/(t) = Aet*v = e = P Av =
Ax(t).
Podemos constatar que cada autovetor de uma dada matriz gera um subespago unidimen-

sional, [v] = {pv € R" : p € R}, que ¢é solugao do sistema.

Teorema 3.10. Uma matriz A € M(n) € diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base
de R"™ construida de autovetores de A. Mais precisamente, dadas duas matrizes A, Q € M(n),
temos que as colunas de ) formam uma base de autovalores de A se, e somente se, () € invertivel

e Q7 LAQ ¢ uma matriz diagonal.

De agora em diante veremos uma sequencia de resultados que nos auxiliarao ao longo da

subsecao seguinte.

Teorema 3.11. Sejam dados uma matriz real A € M(n) e um nimero real X\. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) X € um autovalor de A;

(i1) Existe um autovetor de A com autovalor associado \;

(iii) Nuc(A— A) # 0;

(iv) a matriz \I — A nao € invertivel;

(v) det(A\] — A) =0.
Teorema 3.12. Seja A € M(n), entdo A anula seu polindmio caracteristico, ou seja,

pa(A) =0 € M(n).

Teorema 3.13. Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

Teorema 3.14. Se a matriz A € M(n) tem n autovalores distintos, entao A é diagonalizdvel
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Exploraremos agora, os casos em que os autovalores da matriz associada ao sistema sao
complexos, dessa forma, sem perda de generalidade, temos que todas as propriedades e teoremas
elucidadas até aqui serao mantidas. Focaremos no enunciado para o caso em que a matriz
associada ao sistema possui ordem 2.

Afim de garantirmos a solugao do maior nimero de EDOs do tipo, ' = Az com A €
M (2), vamos expandir a a¢ao de A para o corpo dos complexos, dessa forma sua solugao
passa a descrever os caminhos que vao de C™ para C™. Tal escolha, é embasada pelo Teorema

Fundamental da Algebra, que garante que qualquer polinomio p(z) pode ser fatorado em C?,
pa(A) = det(M — A) = (A — A\)(lambda — N2)

para todas as raizes \;,7 = 1,2 complexos. Se A é do tipo a 4+ bi = z, com b # 0, chamamos A
de autovalor generalizado de A. E chamamos o autovetor v complexo associado a um autovalor
generalizado de autovetor generalizado.

Os proximos resultados nos garantirao um completo entendimento a cerca da construgao da
solugao de uma sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem. Ficando assim,
para a ultima subsecao a analise de seu comportamento qualitativo, denominados Retratos de

Fase.

Teorema 3.15. Dados uma matriz A € M(2), um nimero complexo nao real v e um vetor
nao nulo w € C2, temos:

(i) v € um autovalor complexo de A se, e somente se, 7 é um autovalor complexo de A;

(ii) w € um autovetor complexo de A com autovalor de ~y se, e somente se, w € um autovetor

complexo de A com autovalor 7;

(i1i) Se w € um autovetor complexo de A com autovalor 7y, entdo w,w € linearmente indepen-

dente em C?.

Usamos a identificacao C? = R? 4 iR2, ou seja, separar cada coordenada complexa de um
vetor em sua parte real e imaginaria. Sendo assim, dado w € C? podemos escrever w = u + v
com u,v € R%2. Além disso, dado w € C? entao,

1 _ 1 _
u:i(w—l—w) e UZQ_i(w_w) (3.5)
sdo os finicos vetores em R? tais que w = u + iv.
Teorema 3.16. Sejam A € M(2) uma matriz real e w € C* um autovetor complezo de A
associado ao autovalor complezo a+bi € C, com b # 0. Escrevendo w = u+iv, com u,v € R?

dados em (3.5), temos que u,v € linearmente independente em R?

Au = au — bv

Av = bu + av
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Demonstracao: Suponha que w seja um autovetor complexo de A e sejam u,v € R? tais
que w = u + v como em (3.5). Suponha ainda que {u,v} sdo linearmente dependentes em
R?, isto ¢, existe a € R tal que v = au. Entao w — w = 2iv = 2iau = ia(w + W) e,portanto
(1—ia)w = (14ia)w. O que nos mostra que {u, v} sdo linearmente dependentes, o que contraria
o lema acima. Logo {u,v} sao linearmente independentes.

Seja v = a + bi, com b # 0, o autovalor associado a w. Pela unicidade da decomposigao
(3.5), a segunda afirmacao decorre de

Au + Aiv = A(u+iv) = Aw = yw = (a + ib)(u + iv) = (au — bv) + i(bu + av),
por A pertencer a M(n) ser real, temos Au, Av € R%

Teorema 3.17. Dependendo das duas raizes Ai, Ao do polinémio caracteristico pa(\) de uma

matriz 2 x 2 real A € M(2), ocorre exatamente um dos sequintes casos:

A0

0 Ao
congugacao linear dadas por quaisquer autovetores associados aos autovalores Ay, Ag;

(1) se A1, \y sdo reais e distintos, entao A ~ < ), sendo as colunas da matriz de

(2) se Ay = Aa = Ao € real e:

Xo 0
(a) dim Nuc(Aol — A) = 2, entdo A = (00 \ ) = Nol;
0

A 0
(b) dim Nuc(\gI—A) =1, entio A~ [ "° , sendo as colunas da matriz conjugagdo
0

linear dadas por qualquer vetor u fora do autoespago Nuc(Agl — A) e o autovetor
v =Au — Mu de A associado ao autovalor \y;

(8) se \y =a+1ib e Xy =a—1iv, coma,b €R eb+#0, sio nuimeros complexos conjugados,
a
entao A ~ 5 , sendo as colunas da matriz conjugac¢ao dadas pelas partes real e
—b a

imagindria de qualquer autovetor complexo de A associado ao autovalor \;.

Teorema 3.18. Seja w € C? um autovetor complexo de A € M(2) com autovalor complexo
associado N = a + ib, com b # 0. Seja w = u + iv a decomposi¢cio de w dada em (3.5), com
u,v € R". Entao

z(t) = e™[(cos bt)u — (sin bt)v]

y(t) = e™[(sin bt)u + (cos bt )v]

definem as unicas solugoes de ©' = Az, com x(0) = u e y(0) = v, respectivamente.
Seja w € R? um autovetor complexo de A associado a vy e seja w = u + v a decomposicao

de w. Sabemos que {u,v} sao linearmente independentes, portanto a matriz real Q) € M(2)
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de colunas Qe; = u e Qes = v € invertivel, e Au = au — bv e Av = bu + av. FEscrevendo

a b
J = ( ) , temos Jey = ae; — bey e Jeg = bey + aey e,
-b a

AQey = Au = au — bv = aQe; + bQey = Q(aey + bez) = QJey
AQey = Av = bu + av = bQe; + aQ.2 = Q(bey + aey) = Jey

assim A ~ J.

Finalizamos a subse¢ao com um exemplo que mostra como obter a solucao da equagao

0 1 1 1
diferencial dada por ' = Lo ,x(0) = (K1, K3). Segue que a matriz @ = | 4
- i —1

conjuga a matriz A em B = diag(i, —i). Resolvendo o sistema y'(t) = By obtemos y(t) =

1 1 . , , , .
» ) X (ezt’e—zt) — (ezt + e—zt’iezt _

(e, ™), pelo Teorema 3.7 temos que z(t) = Qy(t) = (

ie”") =r(cos(t — 0), —sin(t — 0)) = (sint,cost), poisr =1ed =73.

3.3 Sistemas Lineares Planares

A partir dos resultados apresentados na subsecao anterior, somos capazes de nos atentar a

descricao geométrica das solugoes da equacgao linear vetorial
1 = Ax, (3.6)

sujeita a x(0) = (k1, k2), no plano, A € M(2) e ky, ko € R. Tal descrigao ira proceder segundo
o Teorema 3.17 que aborda o nimero de autovalores distintos de A € M(2), e que caracteriza
o formato de suas solu¢oes como nos Casos I, II e III descritos na Subsecao 3.1.

Cada solugao de (3.6), dada por z = (z1,72) : R — R? pode ser identificada como uma

curva parametrizada no plano, denominada o6rbita, que é dada pelo conjunto de pontos

{(@1(t), 22(2)) |t € R)},

munido de uma orientagdo dada pelo crescimento de ¢t em (—o0,00). Esse sentido sera comu-
mente indicado por uma seta. Pela unicidade das solugoes, por cada ponto passa uma tnica
orbita. Sendo assim, dados duas orbitas distintas, {(z1(t), z2(t))[t € R} e {(v1(t), y2(t))|t € R},
temos pelo principio do terceiro excluido que, ou elas sao coincidentes, ou elas sao distintas.
O esbogo de tais conjuntos no plano é chamado de retrato de fase do sistema de equagoes
diferencias. Com base no tipo dos autovalores que uma matriz A € (2) podemos classificar
o comportamento das orbitas de um sistema do tipo (3.6) em 12 tipos distintos. Listaremos

todos os tipo aqui, os célculos detalhados podem ser encontrados em [2].
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Caso I: Se a matriz A possui autovalores reais e distintos, A\; # Ay, a solugao de (3.11) é
da forma (kje*t kye?2t), t € R. Os possiveis retratos de fase sao dados pela Figura 1, em
Figura 8(a) temos um no atrator, em Figura 8(b) temos uma sela, em Figura 2(c) temos
um no repulsor. No caso de um dos autovalores ser igual as zero, temos os retratos dados
pela Figura 2(d) e Figura 2(e), cujo comportamento é descrito por retas paralelas a uma

reta de singularidade.

Al = A2 =0 Al =0 = A2 o= Al = a2 Al =0 = A2 Al =0 = A2

(a) (b) () (d) (e)

Figura 2: Retratos de fase quando os autovalores sao distintos.

Caso II: Se os autovalores sao reais e iguais, isto é Ay = Ay = A, temos duas possibilidades

_ (A0 (X0
1] A= (0 >\> ou 2] A= (1 )\). (3.7)

No caso (3.7)[1] as solugdes sao da mesma forma que as encontradas no Caso I. No caso
(3.7)[2] as solugdes sdo dadas por ((ki + ko)te, koe?) com ¢t € R. Os possiveis retratos
de fase para esse caso, estao listados na Figura 3.3, sendo que Figura 3(a) é chamado de
foco estéavel, Figura 3(b) é chamado de foco instavel e representam (3.7)[1], enquanto que
Figura 3(c) é chamado de n6 improprio estével e Figura 3(d) é chamado de né improprio

instéavel e representam (3.7)[2].

/ _ / R T N
(a) (b) (c) (d)

Figura 3: Retratos de fase quando os autovalores sao iguais.
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Observagao 3.19. Considere A = 0. Para (3.7)[1] temos A = 0, nessa caso todas as

solugoes sao constante e o retrato de fase é obtido pintando-se alguns pontos do plano.

0 0
Ja em (3.7)[1] temos A = L o) e solugoes sao do tipo, (0, K») quando ky = 0 ¢

retas (ki, kit + ko) com ki # 0.

Caso III: Se os autovalores de A sdo complexos conjugados A = a+bie A =a —bi, b # 0,
a b

temos que A = ) , e a solugao fica na forma re™(cosb(t — 6),sinb(t — 0)). Os
—-b a

possiveis retratos de fase sdo descritos na Figura 3.3. Em Figura 4(a) temos um atrator,

também chamado de espiral estavel, em Figura 4(b) temos um repulsor, também chamado

de espiral instavel, e em Figura 4(c) temos um centro. Em todos os casos, o sinal de b

interfere apenas na orientagao das curvas.

a<o0

(a)

Figura 4: Possiveis retratos de fase para o caso em os autovalores sao complexos conjugados.

Olhando para as matrizes onde a parte real de cada um de seus autovalores é nao nula,

também chamadas de matrizes hiperboélicas, podemos pensar em uma classificagao menos rigida

(classificagao topologica) e agrupar os retratos de fase descritos anteriormente em trés tipos:

e os atratores, com ambos autovalores generalizados de parte real negativa, onde todas as

solugoes tendem a origem com ¢t — oo

e 0s repulsores, com ambos os autovalores generalizados da parte real positiva, onde todas

as solucao tendem a origem com ¢ — —o0

e as selas, com um autovalor real positivo e o outro negativo: duas solugoes tendem a

origem, com ¢t — —o0, duas com t — 0o e as demais nao tendem a origem com ¢ — +o0.

Vamos agora, por meio de um exemplo, usar os retratos de fase acima para analisar com-

portamentos de modelos matematicos.
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Exemplo 3.20. Considere a EDO linear homogénea de segunda ordem descrita por
2 +px’ +qr =0, (3.8)

com p,q € R constantes. Essa equagao generaliza a equagao do oscilador harmoénico simples,
basta considerar p = 2a > 0 representando o atrito e ¢ = w? > 0, constante de elasticidade da
mola.

Considerando x; = z e | = x5. Obtemos o sistema equivalente a (3.8).

To = T

no
I

(3.9)

/
Ty = —qT1 — PT2

A- (_Oq ) |

Temos que um par de fungoes (z1,x2) é solugao do sistema (3.9) se, e somente se, x| = x9

associado a matriz

e o € solugao de (3.8). Vamos aplicar o Teorema 3.17 e analisar o polindmio caracteristico
da matriz companheira A associada ao sistema. Por meio desta anélise, podemos identificar o
comportamento do sistema (3.8), em torno da origem, para todos os possiveis valores de p e q.

Analisando o polindémio caracteristico de A observamos que os autovalores podem ser des-
critos por

A=—axt+/a®—gq, 2a=p,

se A > 0 esse autovalores sao reais e caso A < 0 temos que serao complexos. Vamos analisar
os possiveis comportamentos do sistema, dependendo da equacdo (3.8) modelar, ou ndo um

oscilador harmonico simples sem forga externa.

Caso Al: 0 = p < ¢, movimento oscilatério nao amortecido: Neste caso A < 0, o que nos da dois
. o 0 w
autovalores imaginérios puros e pelo Teorema 3.17 temos que A ~ . Sendo,
—w
assim seu retrato de fase é descrito através de centro linear, Figura 4(c), que s@o elipses

centradas na origem e com periodo igual a %’r, cuja solucao ¢ descrita por
x(t) = ¢y coswt + ¢ sinwt.

Vale salientar que esse caso é estruturalmente instavel, ou critico, afinal qualquer mudanca

no coeficiente de atrito faz com que o sistema perca a caracteristica de centro.

Caso A2: 0 < }th < ¢, movimento oscilatorio subamortecido. Ao analisarmos os autovalores de A,

temos que os mesmos sao complexos e conjugados, da forma a £ bi, com b=+v—A >0¢e
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Caso A3:

Caso 4:

a

0< %2 < ¢ dessa forma pelo Teorema 3.17, A ~ ( ) Resolvendo o sistema asso-

—b —a
ciado e tomando o produto de sua solucao, e~ (ki cos bt + ko sin bt, —ky sin bt + ko cos bt),

pela matriz conjugagao () € M(2). Obtemos
2(t) = e "(c; cos bt + cysin bt).

Que caracteriza a solugcao de Ar = z’. Sendo assim, seu retrato de fase ¢ dado por uma

espiral estavel, como na Figura 4(a).

q = }lp2, movimento criticamente amortecido. Nesse caso temos A = 0, o que nos da
como autovalores da matriz A dois valores iguais e negativos, a saber —a. Pelo Teorema

a
3.17, temos A ~ ) . Resolvendo o sistema associado e tomando o produto de sua
—a

solugdo, e~%(ky, k1 + ko), pela matriz conjugagdo @ € M(2). Obtemos
z(t) = cre”™ + tege™™,

que é solucao de Ax = 2’ cujo retrato de fase é descrito por um né improprio estéavel,
Figura 3(d).

A > 0, movimento superamortecido. Esse cenario tem sua solucao descrita a partir de
uma matriz a A associado ao sistema, cujas raizes de seu polindémio caracteristico sao
nimeros reais e distintos, ou seja A > 0. Dessa maneira, pelo Teorema 3.17, temos
—a— VA 0
A~
0 —a+ VA
sua solugdo, (KjeM!, Kye?') pela matriz Q € M(2), obtemos z(t) = (c;e*? + ce*??) que

é solucao de Azx = ', cujo retrato de fase caracteriza um noé estéavel, Figura 8(a).

, resolvendo o sistema associado e tomando o produto de

A partir dos cenarios descritos para o caso em que (3.8) descreve o Sistema Mola-Particula,

podemos analisar que conforme se variam os parametros p, ¢, obtemos o comportamento geral

das solugoes do sistema associado a A no primeiro quadrante e sobre o eixo das ordenadas

quando g < 0. Os proximos cenarios serdo construidos baseando-se no fato de que (3.8) néo

descreve o Sistema Mola-Particula, ¢ < 0,p < 0.

Caso B1l: p < 0 < ¢. Nesse caso temos que a é negativo, porém (A pode ser negativo, nulo ou

Caso B2:

positivo. A cada um desses possiveis valores de A, temos o dual dos casos A2, A3, A4
respectivamente, apenas invertendo o sentido do movimento, apresentando um espiral

estavel (a* < ¢), um né improéprio instével (a* = ¢) e um no instavel (a® > q).

g = 0. Nesse cenario, temos det(A) = 0 e os autovalores da matriz triangular A sdo

os numeros reais 0, —p = tr(A). Se p for positivo, temos uma reta de singularidade, o
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Caso B3:

autoespaco formado pela origem, e todas as demais trajetorias tendem paralela e trans-
versalmente para essa reta de singularidades. Se p = 0 temos teremos uma reta de
singularidades e todas as demais trajetorias sao paralelas a essa reta, em sentido e lados
opostos a essa reta; se p < 0, temos todas as trajetorias fora da reta de singularidades
se afastam paralela e transversalmente dessa reta. As solugoes de z”7 + px’ + qr = 0 s@o
dadas por x(t) = ¢1 + cae P se p # 0 e por ¢1 + cot = x(t) se a equagao se reduz a 2”7 = 0.
Veja a Figura 2(d) e Figura 2(e).

q < 0. Nesse cenério temos 0 < a? < a®> — ¢ = A, que implica 0 < |a|] < VA e, portanto,
temos dois autovalores reais, distintos e opostos de A. Sendo assim, temos que o campo
de A define uma sela, Figura 2(c) e as solugdes de z” + pz’ 4+ qxr = 0 sao dadas por

z(t) = creMt + cpet.

Ao Analisarmos o caso em que a EDO, 2’ = Az nao descreve o Sistema Mola-Particula,

obtemos o comportamento das solu¢oes nos demais quadrantes.

Portanto, somos capazes de compreender o comportamento de quaisquer solucoes de equa-

¢oes diferenciais lineares do tipo (3.8), levando em consideragdo o quadrante em que ela se

encontra, por meio da variacao dos parametros p, ¢ que provocam mudancas "significativas'"na

estrutura das solucoes do sistemas. Na Figura 4, que caracteriza o Diagrama de Bifurcagao ao

longo dos quadrantes do plano PoQ).
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Figura 5: Possiveis retratos de fase da equagao 3.8

4 Sistemas nao-lineares

Nesta secao, daremos inicio ao estudo de sistemas de EDOs nao lineares. Os resultados
apresentados nesta parte podem ser encontrados em [§].

Um campo de vetores em um aberto U C R? ¢ uma aplicacao continua F : U — R2. Todo
campo de vetores define um sistema de equagoes diferenciais auténomos, invariante pela acao

do tempo, dada por, ' = F(x).

Definigao 4.1. :Seja I : U — R? um campo de vetores. Um ponto P € U tal que F(p) = 0
é dito um ponto singular ou singularidade de F'. Um ponto ¢ € U tal que F(q) # 0 é dito

regular, ou nao singular.

As solugoes de 2/ = F(x) sdo também chamadas de trajetorias, curvas integrais ou fluxos.

Considere o sistema de equagoes diferenciais nao linear ' = F(x), com F um campo de
vetores de classe C''. Seja z(t) uma solugao particular do sistema definida em algum intervalo
I. Fixe ty € I. Para cada t € I defina
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onde DF, ;) denota a matriz Jacobiana de F no ponto z(t). Sendo F' de classe C*, A(t) = DF,,

sao uma familia de matrizes 2 x 2 continuas. Considere a equagao linear

y = At)y. (4.1)

A equagao (4.1) é chamada de equagao variacional ao longo da solugao z(t). Esta provado
em [8] que esta equagao tem solugao definida em I para cada condigao inicial y(tg) = yo

Dado qualquer sistema nao-linear de equagoes diferenciais ' = F'(x) com ponto singular
xg, podemos considerar a equagao variacional (4.1) ao longo dessa solugao. Neste caso, DF}, ¢

uma matriz constante A. A equacao variacional é entao
"= A
Yy = Ay

que é um sistema linear auténomo. Esse sistema é chamado de sistema linearizado em xz,. Mais

formalmente,

Definigao 4.2. (Linearizagao) Seja F' : U C R*> — R? um campo de vetores de classe C'.

Considere o sistema 2’ = F'(x) com ponto singular xy. O sistema linear
y/ - DF;Boya

onde DF,, é a matriz Jacobina de F' no ponto z, é chamado de linearizacao de F' em x, ou de

sistema linearizado.

Definigao 4.3. (Ponto singular hiperbolico) Seja F': U C R? — R? um campo de vetores de
classe C'!. Considere o sistema 2’ = F'(x) com ponto singular zy e sua linearizagao y' = DF,,y.
Quando a matriz DF}, nao possui autovalores imaginarios dizemos que o ponto singular z, ¢

hiperboélico, caso contrario, dizemos que xy é nao hiperbdlico.

As solugoes de sistemas nao-lineares planares, proximos aos pontos singulares, se asseme-
lham as suas partes lineares apenas quando sao hiperboélicos. Formalmente, usamos o termo

conjugacao para sistemas que tem o mesmo comportamento.

Teorema 4.4. (Teorema da Linearizagdo): Suponha que o sistema bidimensional ' = F(x)
tem um ponto singular em xy que € hiperbolico. Entao o fluxo do sistema nao linear é conjugado

ao fluxo do sistema linearizado em uma vizinhanca de xg.

4.1 Retratos de Fase

Nessa se¢ao apresentaremos um procedimento geral para esbocarmos, de forma qualitativa,

as trajetorias de um sistema nao-linear auténomo préximo aos pontos singulares.

I/
y/

fley)
g(z,y)
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1. Encontre todos os pontos singulares resolvendo o seguinte sistema:

2. Para cada ponto singular (z,yy) encontre a matriz A do sistema linearizado, ou seja

calcule a matriz Jacobiana nos pontos singulares

fo(To,0)  fy(xo,Yo) ]
92(Z0, Yo) gy(ivo,yo) 7

A= J(SUO,Z/O) = <

3. Determine o tipo geométrico da origem do sistema linearizado, ou seja, se sao pontos de
sela, noés ou espirais estéveis ou instaveis assim como fizemos para os casos lineares na
Secao 3;

4. No plano xy, marque os pontos de equilibrio e desenhe as trajetorias nas proximidades

dos pontos de equilibrio (zg, yo), incluindo a dire¢do do movimento;

5. Finalmente, represente algumas trajetorias compativeis com o comportamento das tra-
jetorias que foram desenhadas no passo anterior. Se foi cometido algum erro na analise
anterior em qualquer ponto singular ; ele vai aparecer agora. Em outras palavras, seréa

impossivel desenhar de forma plausivel qualquer trajetéria que complete o desenho.

Veja o seguinte exemplo:
Exemplo 4.5. Considere o sistema

{ v=r—ay (4.2)

y =2y -y
Os pontos singulares do sistema (4.2) o sao (0,0) e (0,2).

Agora, derivando cada uma das fungoes que compoe o sistema 4.2, obtemos a matriz Jaco-

Jey) = <1;y 2:2y>'

Vamos analisar os sistemas linearizados para cada ponto singular.

biana

1. Para o caso em que o ponto singular é a origem temos o sistema:

=z
{?/ =2y 43)

cujos autovalores sao Ay = 1 e Ay = 2. Portanto, o ponto singular ¢ um né instavel como

ilustrado a Figura 6.
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Figura 6: N6 instéavel do sistema (4.3) na origem.

2. Para o caso em que o equilibrio ¢ o ponto (0,2) temos o sistema line

¥ =—x
Y =-2

da mudanca de coordenadas u e v é

cujos autovalores sao sao \; = —1 e Ay = —2, assim o ponto singular ¢ um n6 estave

como esboca a Figura 7.

A

SN\ e =

WS
N |
A |
Wiy

0o 2 i

—

=

Figura 7: No estéavel do sistema (4.4) no ponto (0,2).
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4.2 Uma aplicagao de Linearizacao em Campos Gradientes

Comecamos definindo uma ferramenta muito 1til no estudo dos sistemas gradientes. Desen-
volvidas pelo matematico russo, Aleksandr M. Lyapunov, as fun¢oes de Liapunov consistem em
um meétodo alternativo para mostrarmos que um ponto singular, p é assintoticamente estavel

(Teorema 4.6). Os dessa se¢ao, podem ser vistos em |[§].

Teorema 4.6. Seja p um ponto singular para ' = F(x). Seja L : O — R wuma fungao

diferencidvel definida em um conjunto aberto O centrado em p. Suponha ainda que
(a) L(p) =0 e L(x) >0 com x # p;
(b) L' <0 em O — {p}.

Entao p estdvel. Além disso, se L também satisfaz
(¢) L <0 em O —{p}.

Entao p € assintoticamente estdvel.

Dizemos que uma funcdo L que satisfaz (a) e (b) é de Liapunov em p. Se (¢) também é
valido, chamamos L de funcao de Liapunov estrita.

Observe que o Teorema de Liapunov, Teorema 4.6, pode ser aplicado sem resolver a equacao
diferencial, tudo o que precisamos calcular é DL,(F(z)) (Diferencial da fungdo de Liapunov
aplicada no campo). Por outro lado, nao existe um método direto para encontrar essa classe
de fun¢oes. Encontra-las é uma questao de engenhosidade ou uma questao de tentativa e erro.

Analisaremos um tipo particular de sistema para o qual as fungoes de Liapunov sao perti-

nentes. Um sistema gradiente em R? é um sistema de equacoes diferenciais da forma
' = —gradV (x) (4.5)

onde V:R? - R&C? e
ov oV
gT(ldV(QT) = <8_x17 a-@) .

Observagao 4.7. O sinal negativo no sistema (4.5) ¢ uma convencao.

O campo vetorial associado & (4.5) é chamado Campo Gradiente ou Campo Conservativo.
Destacamos duas caracteristica desses campos, a primeira nos é dada de forma imediata pela
Proposigao 4.8 e a segunda consiste no fato da simplicidade envolvendo as propriedades de seus

fluxos, que serda melhor abordada conforme o andamento da segao.

Proposicao 4.8. A fun¢io V € uma fun¢ao de Liapunov para o sistema X' = —gradV (z).

Além disso, V'(p) = 0 se, e somente se, p for um ponto singular.
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Demostracgao: Pela regra da cadeia temos

VI(X) = DVx(X") = —grad(V(2)).(~grad(V (X))
— —|grad(V(X)]* < 0.
Em particular, V/(X) = 0 se, e somente se, grad(V (X)) = 0.
Observagao 4.9.

Lembre-se que V' : R? — R consiste na derivada de V' ao longo da curva solugao X (¢) do

sistema (4.5), isto é

. d
V= V(X ().

A partir da Proposicao 4.8 verificamos a seguinte igualdade fundamental:
DV,(y) = gradV (z)y.

O que nos diz, que a derivada da fungao de Liapunov em X avaliada em y = (y1,72) € R? é dada
pelo produto escalar dos vetores gradV (z) e y. Outra consequéncia imediata da Proposigao 4.8

é o seguinte resultado, que nos fornece as propriedades dos Sistemas Gradientes.
Teorema 4.10. Para o sistema x’' = —gradV (x)

(1) Se p € um valor reqular de V', entdao o campo vetorial € perpendicular ao nivel definido
por V=1(p);

(2) Os pontos criticos de V' sdo os pontos de equilibrio do sistema;

(8) Se um ponto critico é um minimo isolado de V, entao este ponto é um ponto singular

assintoticamente estdvel.

Deste modo para compreendermos um fluxo gradiente geometricamente, basta olharmos
para as superficies de nivel da funcao V : R*> — R. Essas sao subconjuntos de V~!(p) com
p € R. Se x € V7!(p) ¢ um ponto regular, —gradV (z) # 0, entao V~!(p) se assemelha a uma
superficie de dimensao 1 proximo a x. Se todos os pontos em V~!(p) sao pontos regulares,
entao dizemos que p é um ponto regular de V. No caso n = 2 temos que V' é uma tnica curva
simples. Caso contrario, se p for nao regular dizemos que ele ¢ um ponto critico de V=1(p). E
por fim, como propriedade das func¢oes de Liapunov, temos que se uma solucao esta contida em
uma superficie de nivel ela permanece nesta superficie.

Vejamos um exemplo:
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Exemplo 4.11. Seja V : R? — R a funcio V(z,y) = 2?(x — 1)*+y>. Entéo o sistema gradiente
é dado por
¥ =2x(xr—1)2z —1)

y = —2y.

Existem trés pontos de equilibrio: (0,0), (%, 0> e (1,0). As linearizagdes nesses trés pontos

produzem as seguintes matrizes:

(i) DV(0,0) = ( _02 _02 )

(ii) DV(%,O) = ( é _02 )

(iii) DV(1,0) = ( _02 _02 )

Portanto, os itens (i) e (iii) caracterizam nos enquanto o item (ii) caracteriza uma sela. Tanto

0 eixo-r quanto o eixo-y sao invariantes, assim como as linhas z = % exr = 1. Uma vez que

Yy = —2y em linhas verticais segue a curva estéavel em (%, 0) e a linha estavel em z = %

enquanto a curva instavel em (%, O) é o intervalo )0, 1] no eixo-z. Como podemos ver pela

Figura 4.2.

Proposicao 4.12. Para um sistema gradiente, ©' = —gradV (x), o sistema linearizado em

qualquer ponto singular tem apenas autovalores reais.

Demonstragao: Sabemos que a lineariza¢ao de um sistema gradiente em um ponto singular

0*V .
g = _(8xi8xj)<X )

(o5 )0 = (5 ) X

segue que a matriz de linearizagao ¢é simétrica, assim possui apenas autovalores reais. Esse

X* é a matriz [a;;] onde

Como

conspicuo fato procede devido a um propriedade da matriz correspondente ao sistema lineari-

zado, matrizes simétricas possuem apenas autovalores reais.
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Figura 8: (a) Curvas de nivel de V' e (b) retrato de fase do sistema gradiente.

5 Teoria da Pertubacao

Nessa secao daremos uma abordagem mais analitica as solu¢oes das equagoes diferencias
nao lineares, usando técnicas que sao compiladas pelo chamada Teoria da Pertubacao. Nossa
referéncia para essa segao ¢é [4].

A Teoria da Perturbacao consiste em uma colecao de métodos para a obtencao de solugoes
aproximadas de problemas que envolvem, na maioria das vezes, um pequeno parametro, € << 1,
também chamado de parametro de perturbacao. De forma genérica, tal teoria realiza uma
decomposi¢ao de um problema mais complexo em um conjunto de problemas relativamente
mais simples de se obter solugao.

Iniciamos com um exemplo de perturbacao em uma equacao, usada para encontrar as raizes

de um polin6émio,
Exemplo 5.1. Considere o seguinte polinémio
z® — 4,001z + 0,002 = 0. (5.1)

Podemos olhar para equagao (5.1) como um problema de perturbagao introduzindo um para-
metro pequeno €. Em geral essa tarefa nao é facil, entretanto aqui faremos isso de forma bem

simples considerando a familia de polinomios a seguir,
2* — (44 €)x + 2 =0. (5.2)

Observe que (5.2) reproduz (5.1) quando € = 0,001. Pode parecer estranho a primeira vista,
mas ¢ mais facil calcular as raizes aproximadas da familia de polinémios do que resolver (5.1).

A razao para isso é que se as raizes forem consideradas fungoes de €, entao pode-se assumir a
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solugdo em uma série de poténcias de €, a qual chamaremos de série assintotica. Considere z(¢)

uma solu¢ao polinomial, com coeficientes reais, para (5.2) como a seguir
[o¢]
z(€) = ape’ + are' + -+ " = Z ane”. (5.3)
n=0

Os coeficientes a,, podem ser obtidos substituindo-se a equagao (5.3) na equagao (5.2). Para

efeito de calculos, a série assintética sera truncada em termos de terceira ordem, assim
2 3
x(€) = ap + aje + aze” + O(e). (5.4)

Substituindo a equagao (5.4) em (5.2) temos

[ap + are + aze®]® — (44 €)[ag + are + aze?] + 2e = O(€?).

Fatorando a equacao acima e igualando os termos de mesma poténcia obtemos:
(ad — 4ag) + (3aga; — 4a; — ag + 2)e + (3agat + 3alay — 4ay — ar)e* = O(€?). (5.5)

Como o parametro e é arbitrario, fazendo e tender a zero a equagao (5.5) também tendera,

consequentemente os produtos de coeficientes na mesma poténcia devem ser nulos, assim:
Aproximagao de ordem zero (€"): aj — 4ag = 0
Aproximagao de ordem um (¢): 3aga; — 4a; —ag+2 =0
Aproximagao de ordem (€2): 3aga? + 3a2as — 4ay —a; =0

Observe que a solugao da equagao (5.1) restringe-se,apos a introdu¢ao do método das per-
turbagoes, a solugao de trés equacgoes algébricas. Os coeficientes ag, a; e ay sao determinadas
como segue,

1

1
(°) = ag = 0,42; (¢) = a; =0, +5; (%) = ay = 0, ig.

A solucao aproximada das raizes de (5.1) é formada a partir da série assintotica, dada
por (5.4).Um dos aspectos importantes da solu¢do da série de perturbagdo é a introducao de
correcoes na solugao de ordem zero pelos termos de ordem superior. Esta correcao pode ser
tao pequena quanto o parametro de perturbacao. Para referéncia, a série contendo as solucoes

aproximadas das raizes do polinémio é apresentada a seguir

1 1
Ty =—2— 5 + gez + O(e%)

1 1
) :0+§€—§62+0(63)
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quando € = 0,001 obtemos as raizes para (5.1)

x1 = —2,000499875; x9 = 0,000499875; x5 = 2.

O exemplo anterior ilustra uma das ideias principais da Teoria da Perturbacao, que é usar

a expansao polinomial de solugoes, como

x:x0+6x1+62x2+...

e, substituir na equacgao a ser resolvida para encontrarmos os coeficientes x;, igualando os termos
de ordem €'. Por fim, escrevemos a solucao em termos da série assintotica proposta.

A partir de agora, daremos inicio a analises de técnicas semelhantes para as equacoes di-
ferenciais e, em seguida, aplicé-las a varios osciladores forcados que nos darao ideia de alguns
fendmenos distintos nao-lineares que ocorrem nesses sistemas.

Cabe ressaltar que todas essas anélises serao feitas através da observagao de exemplos, que

elucidam cada caso.

5.1 Expansoes Assintoticas

Aqui buscamos analisar se expansoes, semelhantes as feitas no Exemplo 5.1, realmente

convergem.

Definigao 5.2. Dada uma funcao real f(e), dizemos que a soma » .-, fx(€) é uma expansao

assintotica da funcao f se para todo n > 0

f(€) = > ko fr(€)
Jn(€)

Em outras palavras, se o resto for menor que o tltimo termo incluido na expansao.

— 0 com € — 0.

Destacamos que, se Y-, fr(€) € uma expansio assintotica de f(e) entao
F€) ~ D fule), (€= 0)
k

Nosso foco aqui é expandir solugdes de equagoes diferenciais, denotadas por z(t,€). Sendo

assim, obtemos expansoes assintoticas da forma

2(t,€) ~ Y w(t)dke),

k

onde 0y (€) = €” recebem o nome de fung¢oes mediagao, e x(t) sdo fungoes apenas da varavel ¢.

Observe que tal expansao ¢ assintotica em algum dominio, D, se >, ay(t)0x(€e) é uma expansao
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assintotica com € — 0 para todo t € D. Nao verificaremos se a expansao é de fato assintotica,

usaremos apenas o critério de que, se Y, x4 (t)dx(€) € uma expansao assintotica entao

ak+l<t)(5k+1<€>
— = 30 come—0.
2y (t) 0k (€)

Ou seja, analisaremos se os termos sucessivos da série sao menores que o anterior, seguindo
a Definigao 5.2.

Vejamos agora a teoria aplicada no Oscilador de Van der Pol e na equagao de Duffing.

Exemplo 5.3. O Oscilador de Van der Pol é dado pela seguinte equagao diferencial perturbada

2+ e’ (2 —1)+2=0, 0<e<<l. (5.6)
Essa equacao perturbada pode ser pensada como um exemplo de equacao do oscilador harmo-

nico simples. Colocando a expansao assintotica z(t) ~ xo(t)+ex; (t)+€2zo(t)+. . . e substituindo-
a na equagao obtemos

(2'h(t) + ex” (t) + Exh/ () + ... ) + e(x)(t) + ex (1) + €2/ (t) + .. ) [(zo(t) + exy (t)+

+e229(t) + .. )2 — 1] + x(t) + exy (1) + Exy(t) +--- = 0.

Comparando os dois lados da igualdade na equacao anterior, obtemos as equagoes de ordem
0, 1

€7 € €, COmOo Se segue:

zy (t) +xo(t) =0 e o)/ (t) +x1(t) = —2)t) (x5 (t) — 1).
Resolvendo a EDO homogénea, z{/(t) + z¢(t) = 0 obtemos a solugao geral

xo(t) = Acos(t — to) + Bsin(t — to), (5.7)

com A e B constantes reais.
Sujeitando (5.7) a uma dada condigao inicial e considerando ty = 0 obtemos
xo(t) = Acost.
Logo, x/(t) + z1(t) = —x(y(x% — 1) pode ser reescrita como
o)/ (t) + 21 (t) = Asint((Acost)? — 1),

o que implica que z,”(t) + z;(t) = A®sint — A%sin®(t) — Asint.

Dali, pela abordagem da superposi¢ao de solucoes obtemos

A A3
x1(t) = Beos(t — tg) — g(A2 — 4)t cost — — sin 3t.
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Note que o segundo termo nessa solucao cresce com t cost isso vem da ressonancia da fungao
seno. Portanto, se quisermos uma expansao assintotica para z(t) na ordem €' os termos sin ¢
devem desaparecer, para isso, basta tomar A = 2. Assim, a solu¢ao para a equagao (5.6) é
dada por

x(t) ~ 2cost + O(e).

Exemplo 5.4. A equagao de Duffing é dada por

g+ rt+ex®=0,0<e<<1,

essa equagao perturbada também pode ser pensada como um exemplo de equacao do oscilador

harménico simples. Como antes, colocamos a expansao x(t) ~ xo(t) + €x;(t) 4 ... para termos

0

de ordem € e €' e encontramos as equacoes para xy e T,

1 1 3
Ty +x90=0, e xy+wx=—x
Escolhendo as condigoes iniciais de modo que xo = Asint, a segunda equagao equivale a

f A
2y 4+ 2 = —A(sint)® = Z(sin 3t — 3sint).

Note que o termo (A3(sint)* = {(sin3t — 3sint)) ¢ ressonante, e gera uma solugdo propor-
cional a tsint o que impede que a série xg+ €x1 + ... seja assintotica. Uma vez que, os termos
sucessivos nao diminuem. Tomando A = 0 tornarmos essa série assintotica, e a origem ¢é uma
solugao para a equagao.

A solucao completa para a equacao x; é

1 3
xr1 = Bsin(t —t;) — §A3 sin 3t + gAgt cost

e assim

1 3
x(t) ~ Asint + e(B sin—ﬁA3 sin 3t + gASt cost) +...

onde ... denotam termos de ordem dois ou superiores. Essa nao é uma expansao assintotica

para termos de ordem ¢! (a menos que A = 0), pois o termo %etA?’ ¢ de ordem 1 quando

t =0(e ). Mas
3 3
Asint + getA3 cost = Asin (t + getA?’) 4+ ...

e assim poderfamos rearranjar os termos na solugao z(t) e escrito
: 3 3 : I 5.
x(t) ~ Asin t—i-getA +e Bs1nt—3—2A sindt ) +....

Agora z(t) é uma série assintotica para qualquer escolha finita de A. Isso sugere que devemos

pensar um pouco mais sobre a maneira como desenvolvemos a série assintotica.
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5.2 Escalas Mailtiplas

Nessa subse¢ao abordaremos uma forma sistematica de lidar com as amplitudes e o desvio
de fase descritos anteriormente. Um fato importante tratado no Exemplo 5.4 é que as solugoes
oscilam em uma escala de tempo de ordem ¢ com amplitudes de fase que flutuam em uma escala

de ordem €t, o que nos sugere que devemos buscar solu¢oes da forma
R(et) sin(t + O(et))

ou equivalentemente,

A(et)sint 4 B(et) cost.

Note que existem duas escalas de tempo, uma escala rapida na qual as solugoes oscilam,
7 =t e uma escala lenta, T' = et na qual a amplitude e a fase evoluem. Porém, normalmente

propomos uma solucao de expansao assintética como se segue:

x(t) =x(r,T)€) ~ xo(1,T) + exy(1,T) + ...

1

que é assintOtica para termos de ordem €™, ou seja para um perturbacao pequena o suficiente

temos uma boa aproximacao com as solugoes da equacao original. Nesta expressao tratamos 7

e T como variaveis independentes, entao

d 0 0

Usando (5.8) e a defini¢ao 5.2, descobrimos

x~xo(1,T) + ex1(1,T) + ...
'~ xor + €(x1r + TOT) F - (5.9)

7~ xorr + €(T1r + Tors) + - (5.10)

onde os subscritos nas equagoes (5.9) e (5.10) denotam derivadas parciais. Tendo em maos as

analises propostas acima, podemos trabalhar adequadamente o Exemplo 5.4.

Exemplo 5.5. A equagao de Duffing é dada por

o +r+et=0 0<e<<]l.

Procuramos uma solugao em série x(t) ~ xo(7,T) + ex1(7,T) + ... que é assintotica para

1

tempos de ordem €', ondet =1 eet =T.
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Na ordem €” obtemos a equacao
Torr + To = 0,
e assim,
xo = R(T) cos(t+ 0(T)),
onde as fungoes R e 0 sao determinadas pela nao ressonancia na ordem e. A equacgao x; de
ordem €' &
Tirr + 71 = —270,7 — Tp = 2(Rsin(r + 0))r — R*cos®(7 + 0).

Assim, diferenciando o lado direito desta equagao e usando a identidade cos®(t) = }L(cost +

cos 3t) temos

T1r- + @1 = 2Rpsin(7 + 0) + 2R0p cos(T + 0) — %lRB’(B cos(T + 60) + cos 3(T + 0).

Rq
A

» R

Figura 9: Grafico de Ry contra R

O cos3(T + 6) ¢ inofensivo, mas os termos sin(r + ) e cos(7 + ) sdo ressonantes, ou
seja as solugoes dispersam da origem, e portanto, para que as solugoes em série permanecem

1

assintoticas, ao longo das escalas de tempo de ordem e ', os termos sin(7 4 6) e cos(t + 0)

devem desaparecer. Isto é possivel tomando

3
RTZOGQT:§R2.

Resolvendo a primeira equagao acima temos R = Rj, onde R, é constante, e assim a
segunda equacao pode ser resolvida, resultando em 6p = %R(%T + to onde ty é uma constante

(determinada pelas condigbes iniciais). Portanto a solu¢do de maior ordem é

3
x(t) ~ Rgcos(t + gRget +to) + O(e).

Ressaltamos que, esse método nao se limita a analise de osciladores perturbados de equagoes
diferenciais lineares L(z’,z", ") = 0, podendo ser estendido a sistemas de ordem superior.

Dada a equacao que pode ser resolvida usando o método da superposicao de solugoes.
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5.2.1 Escalas Miiltiplas para Osciladores Forgados: Notacao Complexa

Para simplificar os calculos feitos na se¢ao anterior é mais conveniente usar notagao com-
plexa. Usaremos essa notagao para o caso do Oscilador de Van der Pol que ¢ dada pela equacao
2 + e/ (x> — 1)+ 2 =0com 0 < € << 1. Sujeita a z(0) =1 e 2/(0) = 0.

Buscamos uma solugao z(t) ~ xo(7,T7) + €x1(7,T) + ... com t =7 e T = te. Consideramos

assim como no Exemplo 5.3 que é valida para temos de ordem €', o que nos fornece as equacoes:
Torr + o = 0 (511)

2
T1rr + 21 = —220.7 — Tor (x5 — 1)

A solugao para (5.11) é escrita como

zo(1,T) = A(T)e'™ + A*(T)e ™"

Onde A é uma funcao complexa da variavel T' e A* é o conjugado de A. Isso implica que
Tor = 1A —jA*e™ T
Torr = 1AeT — iA%e T
O lado direito da equacao para x; €, portanto,

—2(iApe’ — iALe ™) — (iAe'™ —iA*e ) ([Ae'T + ATe T2 — 1).

Os termos que ressoam com o lado esquerdo da equacao sao €™ e e=*". O coeficiente de €'

—2iAr —iAA* +iA

T

e o coeficiente de e™'7 é
2i A%+ i(A*)2A — i A¥,
sendo eles complexos e conjugados.

Escrevendo A = u +iv,u,v € R, temos

up = %u(l — (W4 v?)) evp = %v(l — (u* 4+ %))
ou alternativamente, escrevendo A = re'? temos
Ap = rpe + irfpet®.
Agora, como 247 = (A — |A]*) = re?(1 — r?), temos

rr=r(1—71%), r0p = 0.
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Assim, com r — 1 e 8 = 0y teremos,
2o(7,T) ~ r(T)e!TH) 4 (T)e~ 7400 = 21(T) cos(t + 6p).

Com r — 1 e T — oo e encontramos uma solugao periédica de periodo 2 +O(e?) na amplitude
2+ O(e), como acima.

O método das escalas multiplas nao se restringe apenas a escalas de tempos mais curtas,
como no recorte aqui proposto, podemos de forma similar analisar escalas de tempo mais longas,
isso ¢ feito com detalhes em [3].

Até este momento discorremos acerca de um método para "transformar"equacoes diferen-
ciais que sao perturbadas em equacoes diferenciais que somos capazes de resolver. Daqui em
diante, usaremos essas técnicas para explorar alguns dos efeitos dos termos nao lineares que
ocorrerem em perturbagoes de osciladores harmonicos simples.

Considere a equacao diferencial

4+ x=cf(r,2), 0<e<<1

As solugbes para a equacao nao perturbada, 2”7 + = = 0, sdo todas periodicas exceto o
ponto singular na origem, que é um centro. J& vimos que centros sao criticos, pois pequenas
pertubagoes podem torna-los focos estéveis ou instaveis assim como vimos na subse¢ao 3.3,
entao existem trés tipos de comportamentos que podemos esperar em tais sistemas. A origem
pode se tornar estavel e todas as solugbes tendem a ela (comportamento de atrator) ou as
solugbes podem se dispersar da origem (comportamento de repulsor) por tempos de ordem
e !, este ultimo fenémeno ¢ chamado de ressonancia. Outra possibilidade é que uma ou mais
das solugoes periodicas da equag@ao nao perturbada "sobrevivam"e, portanto combinagoes de
Orbitas estaveis e, talvez alguns pontos estacionérios estaveis, podem ser observados. Esses

sao os casos das equagoes de Van der Pol e Duffing, que estudamos em exemplos anteriores.

A equagao nao perturbada z’’ + x = 0, pode ser reescrita como: =’ = y,y) = —x e assim se
H(z,y) = (2* + ) nos temos
o oH O0H
- ay 9 ax - y 9

com H constante nas trajetorias.

Por fim, vejamos alguns exemplos que ilustram o quao robusto é o fenémeno da ressonéancia

Exemplo 5.6. (Ressonancia na equagao de Mathieu): Considere a equacao de Mathieu dada

por: " + (1 4 4ecos2t)x = 0 que iremos escrever como
7' +x=—4zrecos2t, 0 <e<< 1.

Para aplicar o método das escalas miltiplas procuramos uma solugao
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x(t) ~ zo(1,T) + €x (1, T) + . ..

com 7 =t, T = et, que é assintotico para t = O(e™!). Isso da a solugao de ordem lider

zo = A(T)e"™ + A*(T)e™".

Portanto, a equacao de ordem € é

Tirr + 21 = 22,7 — 429 c08 2T = —2(iApe’™ — iALe™ ) — 2(AeT + A*e ) (2T + e HT).

tAr + A" =0
ou, se A =u(T) +iv(T),

—vr4+u=0e ur—v=0.

T — cye™T. A solucao, assintotica para

Daf urr = u, entao u(T) = c1e” + cpe™™ e v(T) = cre
tempo de ordem e~ !, tem uma amplitude que cresce exponencialmente com e e obtemos

solugoes com amplitude cada vez maiores e mais distantes da origem.
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6 Teoria da Bifurcacao

Nesta secao pretendemos descrever algumas das técnicas simples usadas para descrever
bifurcacao de pontos singulares, conforme é descrito em [8] e [5]. Para tanto, considere a
familia de sistemas

1 = F,(x)

onde a é um parametro real. Assumimos que F, depende de a em C'*°. Uma bifurcagao ocorre
quando h& uma mudanca "significativa'na estrutura das solugoes do sistema conforme variamos
o parametro. A observacao fundamental para os pontos singulares de fluxo é que se o ponto
singular é hiperboélico, ou seja, os autovalores do fluxo linearizados no ponto singular tem parte
real nao nula, entdo o comportamento do fluxo é localmente determinado pelo fluxo linearizado
conforme vimos na Secao 4. Portanto, as bifurcagoes de pontos singulares s6 podem ocorrer
em valores de pardmetros para os quais um ponto singular nao é hiperboélico. Isso fornece um
critério facil para detectar bifurcagoes: basta encontrar valores de parametros para os quais o
fluxo linearizado préximo a um ponto tem um autovalor nulo ou imaginario puro.

Nas segoOes que se seguem veremos dois tipos de bifurcacoes, a Bifurcacao Sela-n¢ e a Bifur-

cacao de Hopf.

6.1 Bifurcacao sela-né
Considere a equacao de primeira ordem
v = fu(x) = 2% +a.

A equagao tem um tnico ponto singular z = 0 quando a = 0. Observe que f{(0) = 0, mas
f"(0) # 0. Para a > 0 esta equagao nao tem pontos singulares, pois f,(x) > 0 para todo x, mas
se a < 0 essa equagao tem um par de pontos singulares. Assim, ocorre uma bifurcagao quando
o parametro passa pela origem.

Esse tipo de bifurcagao é chamado de bifurcacao sela-nd. Neste caso, hd um intervalo sobre
o valor de bifurcacao ag e outro intervalo I no eixo das abcissas no qual a equacao diferencial

tem:

1. Dois pontos singulares em [ se a < 0;
2. Um ponto singular se a = 0;

3. se a > 0 nao hé pontos singulares.

A bifurcagao descrita no exemplo acima, caracteriza o tipo classico de bifurcagoes em equa-

¢oes de primeira ordem, como definida a seguir.
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Teorema 6.1. (Bifurcacio sela-nd): Suponha que ' = G(x,p) € uma equagao diferencial de

primetra ordem na qual:
(i) G(xo, po) = 0;
(it) Gu(zo, po) = 0;
(iti) Guu(@o, p1o) # 0;

() G(zo, o) # 0.

Entao esta equagao diferencial possui uma bifurcag¢ao sela-ndé no ponto (xg, pg) € R2.

Agora voltaremos nossos olhares para a Bifurcacao Sela-N6 em duas dimensoes. No exemplo

a seguir fica claro, porque essa bifurcagao recebe este nome.

Exemplo 6.2. Considere o sistema nao linear

¥ =2*+a
y=-y,

, (21: O)
= x
0 -1

Quando a = 0 existe um tnico ponto de singular na origem, e o sistema linearizado tem

cuja equagao linearizada é:

autovalores 0 e —1 . Quando a passa pela origem ocorre uma Bifurcacao Sela-No, pois, quando
a > 0, nos temos =’ > 0, entdo o ponto singular desaparece. Quando a < 0 temos um par de
singularidades, nos pontos (++/—a, 0).

Portanto, se a < 0 temos um n6 em (—a,0) e uma sela em (a,0). Para a = 0 temos um
n6 e para a > 0 o sistema nao apresenta pontos singulares. Observe que as solu¢oes nas linhas
2 = 4/—a permanecem o tempo todo nessas linhas desde que 2’ = 0 nessas linhas. As solucoes
tendem diretamente para as singularidades nessas linhas desde que ' = y. Essa bifurcacao é

esbogada na Figura 10

Um Diagrama de Bifurcagao para ' = f(z) é um grafico das varias linhas de fase da equagao

versus o parametro a.

49



Figura 10: Diagrama de bifurcacao sela-né, da direita para a esquerda, a < 0, a =0, e a > 0.

6.2 Bifurcacao de Hopf

A Bifurcacao de Holpf ocorre quando, para algum parametro, os autovalores associados
a matriz jacobiana em torno do ponto singular deixam de ser hiperboélicos e passam a ser

imaginarios puros. Vejamos um exemplo:

Exemplo 6.3. Considere o seguinte sistema bidimensional a um parametro:

v =ar —y—x(x®+y?)
y =+ ay —y(a® + 7).

cujo sistema linearizado é

a —1
1 a

Note que a origem é um ponto singular do sistema, independente do parametro. Os autova-
lores sao a £ 7, entao esperamos uma bifurcacao quando a = 0. Para ver o que acontece, vamos

usar coordenadas polares, e reescrevemos o sistema na forma

r=ar —1r3

0 = 1.

Observe que a origem é o tnico ponto singular desse sistema, pois ¢’ # 0. Para a < 0, a origem
é um atrator, pois os autovalores tem parte real negativa. Assim todas as solugoes tendem a
origem. Quando a > 0, temos ' = 0 se r = y/a. Entdo o circulo de raio y/a é uma solugao
periodica de periodo 2. Também temos ' > 0 se 0 < r < y/a, enquanto ' < 0 se r > /a.
Assim, todas as solugoes diferentes de zero espiralam em diregao a solugao circular com ¢ — oo..

O comportamento, quando a = 0 é o mesmo para a > 0.
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Assim, verificamos que na Bifurcagao de Hopf, nenhum novo ponto singular surge. Em vez

disso, uma solucao periédica nasce no ponto singular quando passa pelo valor de bifurcacao,

conforme vemos na Figura
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Figura 11: Diagrama de Bifurcagao de Hopf, da direita para a escquerda,a < 0, a =0 e a > 0.

Formalmente, a condicao de bifurcacao de Hopf é dada por

Teorema 6.4. (Teorema de Bifurcacao de Hopf): Qualquer sistema bidimensional

x' = f(x’a)7

tendo em a = 0 o equilibrio x = 0 com autovalores A\ 2(0) = Liwg,wy > 0, e localmente em

torno da origem equivalente a

<yi
Yo

)-(;

D)ot
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7 Consideracoes finais

Vimos ao longo desse estudo que, embora para sistema de equagoes lineares bidimensionais,
o comportamento das Orbitas é bem conhecido e totalmente classificado, o mesmo nao ocorre
para sistemas de equacgoes nao lineares, mesmo no caso bidimensional.

Na Secao 4 vimos que, para sistemas hiperboélicos, o comportamento préximos aos pontos
singulares de sistemas nao lineares se assemelha ao comportamento do sistema linear a ela
associado (sistema linearizado). Para o estudo de sistemas nao-hiperbélicos precisamos recorrer
a outras técnicas.

Na Secao 5, apresentamos um conjunto de técnicas analiticas que permitem estudar a solugao
de equacgoes nao lineares por meio de uma "perturbacao", que nos permite associar a equagao
original uma familia de equagcoes lineares que, sob algumas hipdtese, converge para a solucao
da equacao.

Na Secao 6 apresentamos alguns exemplos de bifurcagoes em sistemas nao lineares. Aqui
consideramos sistemas com parametros e observamos que, para o caso nao hiperbélico, isto
é, sistemas onde a linearizacao no ponto singular apresenta autovalores nulos ou imaginarios
puros, hd mudancas qualitativas significativas na estrutura de suas solugoes quando variamos
0s parametros.

Concluimos que, a grande maioria dos modelos apresentados nos materiais usados sao de
equagoes ou sistemas nao lineares. Sendo assim, o estuda da Teoria da Bifurcacao é de grande
importancia. Embora nao apresentado neste material, pode-se formalizar essa teoria através do
estudo da variedade central, conforme aponta [4], sendo esse estudo uma possivel continuagao

para o tema aqui proposto.
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