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Resumo

A anéalise complexa é uma area da matematica que estuda analiticamente as funcoes
do calculo diferencial e integral definidas sobre os nimeros complexos. A continuagao
analitica, um tema importante dentro da analise complexa que consiste em estender
dominios de fun¢oes para outros maiores, faz parte de uns dos maiores problemas em
abertos da matematica: A Hipotese de Riemann. Neste trabalho estudaremos as de-
monstragoes de dois teoremas que expressam a continuagao analitica das funcoes Gama
e Zeta de Riemann. Inicialmente fazemos um estudo sobre os conceitos elementares da
anélise complexa, as definicoes e aplicacoes das fungdes meromoérficas e as singularida-
des das funcoes complexas. Depois, aprofundamos nossos estudos nas fung¢oes Gama e
Zeta de Riemann, analisando defini¢oes, equacgoes funcionais, teoremas e propriedades
para, enfim, aplicar a técnica de continuacao analitica a essas funcoes.

Palavras-chave: Analise Complexa, Equacao Funcional, Continuacao Analitica, Fun-
cao Gama, Fungao Zeta de Riemann.






Abstract

Complex analysis is an area of mathematics that analytically studies the functions
of differential and integral calculus defined on complex numbers. Analytical conti-
nuation, an important theme within the complex analysis that consists in extending
domains of functions to larger ones, is part of one of the biggest open problems in
mathematics: the Riemann Hypothesis. In this work we will study the proofs of two
theorems that express the analytic continuation of Riemann’s Gamma and Zeta func-
tions. Initially, we study the elementary concepts of complex analysis, the definitions
and applications of meromorphic functions and the singularities of complex functions.
Then, we deepen our studies on Riemann’s Gamma and Zeta functions, analyzing de-
finitions, functional equations, theorems and properties to, finally, apply the analytical
continuation technique to these functions.

Keywords: Complex Analysis, Functional Equation, Analytical Continuation, Gamma
Function, Riemann’s Zeta Function.
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Introducao

A teoria das funcoes, na matematica, considera-se um dos pilares do Calculo; sua
generalizacao e abstragdo devem-se, primeiro, & Andlise Matematica e, depois, a Ana-
lise Funcional. Por outro lado, o calculo complexo e sua abstragao na Analise Com-
plexa, desde o século XVIII, tem desempenhado um papel muito importante para a
Matematica. Foi através dela, por exemplo, que Lagrange mostrou que toda funcao
quase sempre pode ser expandida como uma série de poténcias (GRAY, 2015, p. 7).
Nesse mesmo cenario, se estabeleceu relagoes importantes entre funcoes elementares,
estendé-las ao plano complexo, além de destacar-se no desenvolvimento de outras areas
do conhecimento, como Engenharias e Fisica.

As fungoes definidas em espagos de dimensao finita (reta real ou plano complexo)
sao interessantes pelas miltiplas propriedades que elas apresentam. Mas, ha entre
eles, pelos menos uma variante que deixa o plano complexo mais “rico” em informagoes
analiticas e geométricas. Essa variante chama-se: continuacao analitica que consiste,
a grosso modo, em estender o dominio de uma func¢ao a todo o plano complexo, exceto,
seguramente, em algumas singularidades. STEIN e SHAKARCHI (2003) referem-se a
analise complexa como:

“O estudo da analise complexa segue dois caminhos que frequentemente se
cruzam. Seguindo a primeira maneira, procuramos compreender as caracte-
risticas universais das fung¢oes holomoérficas, sem consideracao especial por
exemplos especificos. A segunda abordagem é a anélise de algumas fun-
coes particulares que se mostraram de grande interesse em outras areas da
matemética. ”

Compactuando com a ideia mencionada, buscamos por funcoes particulares para nosso
estudo, sendo essas, fungoes interessantes para a Analise Complexa e também para
analisar a continuacao analitica.

Existem, na matematica, duas funcoes bem especiais, a primeira, ¢ a Funcgao
Gama, que se estuda em engenharia mecanica e elétrica, no tocante a Equacoes de
Bessel, que modelam problemas de vibra¢oes, KREYSZIG (2019). Também, ha quem
diga que essa funcao é uma generalizacao da funcao fatorial de um niimero. A segunda
¢ a Funcao Zeta de Riemann, que se estuda em teoria analitica dos niimeros, mas
especificamente, é a funcao da famosa conjectura: “A Hipotese de Riemann”, proposta,
primeiro, por Hilbert no Congresso Internacional de Matematica (Paris em 1900) e,
depois, pelo Instituto Clay de Matematica, como sendo um dos sete problemas do
milénio, langado no ano 2000 (CLAY MATHEMATICS INSTITUTE, 2021).

A continuacao analitica, dessas duas func¢oes, envolvem resultados ricos em anélise
complexa, no caso da funcao Zeta de Riemann é¢ um ponto de partida para comecar a
estudar a Teoria analitica dos niimeros, sem mencionar que na equac¢ao funcional da
funcao Zeta de Riemann, utiliza-se a funcao Gama.
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Neste trabalho, estudaremos e analisaremos as demonstracoes da continuacao anali-
tica das fungoes Gama e Zeta de Riemann, proposto por STEIN e SHAKARCHI (2003).
No primeiro Capitulo, abordaremos os resultados basicos do Calculo diferencial e in-
tegral real e da analise complexa. No segundo Capitulo estudaremos, essencialmente,
a demonstracao da continuacao analitica da Funcao Gama, e no terceiro Capitulo, es-
tudaremos a demonstracio da funcdo Zeta de Riemann. E importante salientar que o
intuito desse trabalho, embora esteja tudo demonstrado, foi de expandir as contas e
mostrar o passo a passo de cada um dos resultados envolvidos na demonstracoes dos
teoremas principais.



1 Resultados Preliminares

Neste Capitulo, estabeleceremos algumas defini¢oes e/ou resultados que permeiam
o estudo sobre o calculo diferencial e integral, e da andlise complexa, necessarios para
a compreensao dos proximos capitulos.

1.1 Nocoes Basicas de Calculo

Inicialmente precisamos estabelecer alguns resultados de Célculo que serao funda-
mentais para o nosso trabalho. Devido estes nao serem o foco do nosso trabalho, muitos
deles nao foram demonstrados, mas sim, apresentados e deixados como exercicio ou até
direcionados onde o leitor podera encontrar a demonstragao.

Exercicio 1.1. Prove que

[e.9]

Z "’ =1 +2iak"2
n=1

n=—oo

Solugdo. 3% " = 3 @M 4 @ + 3% ", Fazendo a mudanga de

n=—oo n—=
variavel n = —m na primeira somatoéria, do lado direito, temos
(o] o0 (o]
2 2 2
E a" = E a"™ + 14 E a" (1.1)
n=—oo m=1 n=1

= 1+2) o™ (1.2)
n=1
Exercicio 1.2. Prove que
b
/ e Pdr = 2 (e ? —e7P?) (1.3)

Solucgao. Deixai-se a cargo do leitor.

Exercicio 1.3.

lim f,(r) = f(@) = m f,(@) = f() =0 <= Iim |f,(a) = f@)] =0 (14

n—oo n—oo

Solugao. Deixai-se a cargo do leitor.

Teorema 1.1 (Teorema do Confronto). Seja h(x) < f(z) < g(x),Vo € D. Se
lim,_, h(x) = lim,_,, g(z) = L, entdo lim,_,, f(z) = L.

19



20 Resultados Preliminares

Demonstracao. Uma prova desse Teorema ¢ encontrado em [5].

Exemplo 1.1. Se lim, ,, ¢1(x) = lim,, g2(x) = 0 ¢ |f(z)| < g1(x) + g2(x). Entao,
pelo Teorema do Confronto, lim, , | f(z)| = 0.

Proposicao 1.1 (Regra de I"Hépital). Sejam f e g funcoes diferencidveis em X C

R, ¢'(x) #0,Vz € X. Selim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0 ou £oo, elim,_,, % existe.
Entao,
/
im 28— f,@ (1.5)
T~ W

Demonstracao. Uma prova dessa Proposigao ¢ encontrada em [5].

Exemplo 1.2 (Polinomial vs. Exponencial). Sejam f(z) = 2°7',5s > 0 e g(z) = /2
definidas para todo z > 1. As derivadas sdo: f'(z) = (s — 1)z* 2 e ¢/(x) = (1/2)e*/2.
Note que ¢'(z) # 0, V& > 1. Por outro lado, lim, ,,, z°~' = oo. Aqui observe que
para 0 < s < 1 a fungao f(z) = # é uma hipérbole, e para s > 1 é propriamente
uma funcdo poténcia. O outro limite, lim,_ .. e*/?> = co. Para o calculo do limite do

quociente das derivadas, aplicamos iterativamente a Regra de I’'Hopital, ou seja,
! -1 5—2
i 20 gy - D7
T—$00 g/(x) T—$00 (1/2>6x/2

. (s = 1)(s —2)z"3
z—00 (1/2)269”/2

_ m (s —1)(s—=2)---(1)a°
2300 (1/2)5716x/2
=0

. . . s—1 . .
Assim, lim,_, g—)) = lim,_,o ;T = 0. Desse modo podemos dizer que a exponencial

(z
. gl . . .
cresce mais rapido que a polinomial. Ou, equivalentemente,

lim 2° 7 'e™2 = 0, 5>0, z€[l,00) (1.6)
T—00
Como 2°' e e~*/2 sdo funcdes continuas e o produto converge a 0 quando z — oo.

entao, o produto é limitado, ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que

s_le_I/Q‘ =g le? < O, Vr>1,5>0 (1.7)

E
Observacao 1.1.

(i) lim, o e *2° =0, x > 0, s > 0 (A polinomial converge para zero e a exponencial
é limitada)

(i) lim, 0o e 2®* =0, >0, s > 0 (A exponencial domina a polinomial)

(iii) Fazendo a mudanga de variavel z = 1/y, no Item (ii). Entdo, lim, ,o e /¥y~ =
0, y>0, s>0

(iv) A desigualdade (1.7) pode ser expressada mais fortemente, ou seja,

5 te?? C, Ve>1,seR (1.8)
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(v) A desigualdade (1.8) pode expressar-se, equivalentemente, por

27?2 < C) Ya>1,s€R (1.9)

(vi) A desigualdade (1.8) pode expressar-se, equivalentemente, por
e < Ce™™? Vz>1,seR (1.10)
Proposicao 1.2. Seja f : [a,00) — R uma fun¢do ndao limitada. Se a integral
impropria faoo |f(x)|dz converge, entdo a integral imprdpria faoo f(z)dz converge.
Demonstracdo. Uma prova dessa Proposicao ¢ encontrada em [5].

Observacao 1.2.

(i) Se D(f) = (0,00) & o dominio de f, entdo podemos fazer (0,00) = (0, a] U [a, o)
para integrar.

1.2 Nocoes Basicas de Analise Complexa

Precisamos também estabelecer algumas definicoes que permeiam o estudo sobre
Analise Complexa, necesséarios a compreensao do restante do texto. Desta forma, nao
¢ nosso objetivo apresentar um texto introdutério ao assunto. Simplesmente queremos
facilitar a leitura do texto que segue, onde esta o foco principal deste trabalho.

Notagao 1.1.

(a) N=1{1,2,3,...} e Ny =NU{0}.
(b) O conjunto X denotarad um subconjunto de K, onde K =R ou K = C.

(¢) © C C ¢é um conjunto aberto.

(d) F,w,0 C C.
Observacao 1.3.

(i) Seja z = a + if. Entdo, |z| = | + i8] = |(o, B)| = /a2 + 32

(ii) Seja z = a + if. Entao, e* = e*™# = e*(cos f + isen 8) (Formula de Euler)

(111) Seja s = +257 a > 0. Entdo, a* = ezlna _— (at+if)lna _ calnatiflne _
e*™?(cos(BIna) +isen(flna)) = a®(cos(Blna) + isen(fIna))

(iv) Seja z = a+if. Entdo, [e*| = |e*™| = |¢*(cos f+isen §)| = €| cos S+isen ] =
e*y/cos? B+ sen? 3 = e

(v) Seja z = a +iB, a > 0. Entdo, |a*| = |a®tP| = |elerPB)ne| = |eanatifina —
|6ozlna| — ealna

:aa

Defini¢ao 1.1 (Convergéncia Pontual). Sejam f, f, : X — K. Dizemos que
{fn} >~ converge pontualmente a f em X, se Vzy € X a sequéncia numérica { f,(xo)}, -,
converge a f(xo).
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Defini¢ao 1.2 (Convergéncia Uniforme). Sejam f, f, : X — K. Dizemos que
{f.} o, converge uniformemente a f em X, se Ve > 0, IN € N tal que Vn > N,
|fu(x) — f(z)] <€ VreX.

Defini¢ao 1.3 (Convergéncia Uniforme de uma Série). Sejam f, f, : X — K.
A série de fungées > 0 | fn(z) converge uniformemente sobre E, se a sequéncia das
somas parciais s,(z) = > r_, fr(z) converge uniformemente sobre E.

Teorema 1.2 (Teste M de Weierstrass). Seja {f,} -, uma sequéncia de fungoes
sobre E, e seja {M,} -, uma sequéncia numérica, tal que para todo n

(i) |fu(2)]| < M,, V2€E, ¢

(ii) > 00 M, < .
Entao, > 07 | fn converge uniformemente e absolutamente sobre E.
Demonstracao. Uma prova desse Teorema ¢ encontrada em [1].

Defini¢ao 1.4 (Funcao Holomorfa). Seja f : Q@ — C e h € C. Dizemos que f é
uma funcao holomorfa em z; € €1, se o limite
i 1010 = )

h—0

(1.11)

existe, sendo h # 0 com zy + h € Q2.

Observacao 1.4.

(i) Se o limite em (1.11) existe, o denotamos por f’(zy) e chamamos de derivada de
f em z.

(ii) Quando a fungdo f : 2 — C é holomorfa em todos os pontos de seu dominio {2
dizemos, simplesmente, que f é holomorfa em Q.

(iii) Seja D um subconjunto fechado de C. Dizemos que f é holomorfa em D, se f é
holomorfa em algum conjunto aberto que contem a D.

(iv) Quando f é holomorfa em todos os pontos de C, dizemos que f é inteira.

Defini¢ao 1.5 (Anel). Sejam 0 < 1 < 15 e a € C. Definimos o anel A(a,r;,r2) pelo
conjunto
Ala,ri,ry) ={2€C:r <|z—a| <ry}

Definicao 1.6 (Vizinhanca de um Ponto). Seja z; € C. Definimos uma vizinhanca
de 2y pelo seguinte conjunto

V(zo,7) ={2€C: |z— 2| <1}
para algum r > 0.

Observacao 1.5. Os seguintes conjunto sdo iguais: V' (2o,7) — {20} € 0 anel A(z,0,7).
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Defini¢ao 1.7 (Fungao Analitica). Seja f : Q — C. Dizemos que f é uma fungao
analitica em zq € €2, se existe uma série de poténcia )~ a,(z — 29)" centrada em 2,
com raio de convergéncia positivo, tal que

o0

f(z) =) an(z — )" (1.12)

para todo z, em uma vizinhanca de z.

Observacao 1.6.
(i) Se f é analitica em todos o pontos de € dizemos que f é analitica em ).
Teorema 1.3. Seja f: QQ — C uma funcao. Entao,
f € holomorfa <= [ é analitica (1.13)
Demonstracao. Uma prova desse Teorema é encontrada em [7].

Defini¢ao 1.8 (Ponto Singular). Seja f :  — C uma fun¢ao holomorfa. Dizemos
que zp € um ponto singular de f, se f ¢ holomorfa em todo C exceto em z.

Defini¢ao 1.9 (Polo de uma Funcgao). Seja [ : Q — C uma fungao. Dizemos que
zo ¢ um polo de f, se a funcao f esta definida em uma vizinhanca de zy, exceto em 2.

Teorema 1.4. Se f tem um polo em zy € §2, entdo em uma vizinhanca de zy existem
uma funcao holomorfa h que nao se anula, e um inico n € ™, tal que
h(z)
flz) = ——— 1.14
0 = o (1.14)
Observagao 1.7. n é chamado de ordem (ou multiplicidade) do polo, e quando o polo
¢ de ordem 1 dizemos que f possui um polo simples.

Defini¢ao 1.10 (Expansao da Série de Laurent). Seja f uma fun¢io analitica no
anel A(zg,r1,r2). Definimos a expansao da série de Laurent de f, ao redor do ponto

Zo, POr
00

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—oo

Definicao 1.11 (Residuo). Seja f uma funcdo holomorfa no anel A(zy,0,7). O
coeficiente a_; da expansao da série de Laurent de f, ao redor de z, é chamado de
residuo de f em zj.

Notacao 1.2. Denotamos o residuo de f no ponto z, por res,, f.

Defini¢ao 1.12 (Zero). Um nimero complexo zy é um zero para a fun¢do holomorfa

fise f(z0) =0.
Observacao 1.8. Seja
f(2) = (2 = 20)"9(2)
uma fun¢ao holomorfa, onde n € Z* e g uma fun¢ao holomorfa. Se z = z5 é um zero

de f entao dizemos que f tem um zero de ordem n. Quando n = 1, dizemos que se
trata de um zero simples.
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Defini¢ao 1.13 (Fungdo Meromorfa). Seja f :  — C. Dizemos que f é uma
fungao meromorfa, se existe uma sequéncia de pontos S = {zg, 21, 29, .. .} que nao tem
pontos limites em €2, e tal que

(a) f é holomorfa em Q — S, e
(b) f tem polos nos pontos de S.

Definigao 1.14 (Continuagao Analitica). Sejam f :w — Ce F : © — C,
w C O, funcoes analiticas. Dizemos que F' é uma continuacao analitica de f em O, se
F = f para todo z € w.

Teorema 1.5. Se {f,} —, é uma sequéncia de fungoes holomorfas que convergem uni-
formemente a funcdao f em qualquer subconjunto compacto de ), entdo f € holomorfa
em 2.

Demonstracao. Uma prova desse Teorema é encontrada em |7].

Corolario 1.1. Seja { f,},-, uma sequéncia de fun¢oes holomorfas sobre Q. Se> " | f,
converge uniformemente a f em qualquer subconjunto compacto de 2. Entao, f € ho-
lomorfa sobre €.

Demonstracao. Considere a sequéncia de somas parciais {s,} -, Sp = > 14 [&-
o0 7

Note que {s,} _, é uma sequéncia de funcées holomorfas sobre Q. Pela hipotese,
{sn} -, converge uniformemente a f em qualquer subconjunto compacto de 2. Logo,
pelo Teorema 1.5, f = >">° | f, é holomorfa sobre (.

Teorema 1.6. Seja p(s,t) uma funcao definida em (s,t) € Q x [0, 1]. Suponha-se que
 satisfaz as sequintes propriedades:

(i) p(s,t) é holomorfa em s para cada t.
(ii) ¢ € continua sobre 2 x [0, 1].

Entao, a funcao F definida sobre 2 € dada por

F(s) = /ng(s,t)dt (1.15)

¢ holomorfa.
Demonstracao. Uma prova desse Teorema ¢ encontrada em [7].

Teorema 1.7. Se f tem um polo de ordem n em zy, entdo

res, f = lim ——— ( d >n_1 (2 — 20)"f(2) (1.16)

Z2—r20 (TL — 1)' dz
onde, res,, f € o residuo de [ no polo z.
Demonstracao. Uma prova desse Teorema ¢ encontrada em [7].

Observacao 1.9. Quando f tem um polo simples em zq, a férmula para residuo de f
no polo zg, e dada por

res,,f = lim(z — 29)f(2) (1.17)

Z—r20
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Notagao 1.3. S é o espago Schwartz sobre R. Maiores informagoes em [8].

Defini¢ao 1.15 (Transformada de Fourier sobre S). Seja f € S. A transformada
de Fourier de f sobre S é definida por

je) = / " f@)e e (1.18)

Teorema 1.8. Se f(z) = ™™ entio f(f) = f(&).
Demonstracao. A prova desse Teorema é encontrada na pag. 139 de [8].

Defini¢ao 1.16 (A classe de fungbes §,). Para cada a > 0, denotamos por F,, a
classe de todas funcoes f que satisfazem as seguintes duas condicoes:

(i) A fungao f é holomorfa na faixa horizontal:

Se = {z€C: |¥(2)| <a} (1.19)
(ii) Existe uma constante A > 0 tal que

, A
|f(x+iy)| < 1122 VeeRe |yl <a (1.20)

Teorema 1.9 (Formula do Somatoério de Poisson). Se [ € §, entao
> fn) = ) f) (1.21)
nez nez

onde, § € a classe de todas as funcgoes que pertencem a §, para algum a.

Demonstracao. A prova desse Teorema é encontrada na pag. 138 de [7].

Por fim, é importante esclarecer que, de acordo com a notacao padrao, denotamos
por s (em vez de z) o argumento das funcoes I' e (. Assim estamos prontos para
discutirmos os resultados deste trabalho.






2 Funcao Gama

A funcdo Gama I foi batizada por Legendre (1752-1833) em 1811, e foi encontrada
por Euler (1707-1783) em 1729 quando ele pesquisava movimentos harmonicos. Euler
comunicou sua descoberta ao professor (Golbach:

“(...) encontrei duas integrais ! interessantes que persistem em aparecer nos meus
estudos. E impressionante, Goldbach, a beleza e simplicidade desses objetos (...)".

Suas aplicacoes se fazem presentes na fisica quantica, astronomia e dinamica de
fluidos, e inclusive é usada para saber o tempo entre um terremoto e outro. Na mate-
matica, é usada para resolver expressoes do tipo f (:L’)e_g(m), que descrevem processos
que decaem exponencialmente no tempo e no espaco, mas que muitas vezes nao possui
uma solucao elementar e é bastante utilizada também pelo fato de ﬁ ser a funcao
inteira mais simples que possui zeros exatamente s = 0,—1, -2, ...

A seguir definimos a fun¢ao Gama.

Definigao 2.1 (Fungdao Gama). Seja o > 0. Definimos a fun¢ao Gama pela seguinte
integral imprépria

(o) = /0 ety 2.1)

Proposicao 2.1 (Convergéncia uniforme de I'(0)). Seja o € RT. A funcao Gama,
dada em (2.1), converge uniformemente em R™.

Demonstragao. Dado 0 < € < 1, definimos para qualquer o > 0, a seguinte funcao

1/e
F(o) = / e 7t (2.2)

!Quanto a segunda, se trata da funcdo Beta, que ndo sera tratada neste trabalho

27
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Efetuemos,

[P(0) = Te(o)] =

') 1
e ot — /

e o dt +/
1/e

€

e_tt”_ldt' +

[l
ST ST — — — —. —

€

11(0')

Calculo de I;(0):

€

11(0') =

a—0 a

Comoa<t<eentaoe ®>e ' >e ¢ Dai, e!

Li(o) < lime_a/ 7 dt =
a—0 a
o
Calculo de I,(0):
b
L(o) = lim
b—oo 1/6

Usando (1.7), temos que

1/e (S) 1/e
e 't dt + / e 't dt — / e 'ttt
1/e €

1/e €
e 't dt + / et dt + /
1/e 1/e

/€
e 't dt

8

et dt

ett"ldt’

/ e_tt”_ldt‘
1/e

le=7 7| dt + / ) et | at
1/€
e o de + / b e ot dt
1

I2(0)

lim [ e %o 'dt

< e Assim,

1
—lime™ (¢ —a%)
o a—0

et ldt

e—t/2 ts—l < C <~ G_tts_l < 06_t/2

onde C' > 0. Logo,

b

L(o) < Clim e 2dt = 2C lim (6_1/26 -
b—o0 1/e b—o0
— 6671/26

onde ¢ > 0.

e—b/?) — 206—1/26

(2.5)

(2.7)
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Agora, substituindo (2.5) e (2.7) em (2.3), temos
ID(0) — T(0)| < %+ce_1/2€ (2.8)

Como o limite, quando € — 0, do lado direito de (2.21) é zero, entdo, pelo Teorema do
Confronto,

limI(oc) = I'(o), Yo>0 (2.9)

e—0
Portanto, a fun¢do Gama, I'(0), converge uniformemente em R™.

Proposicao 2.2. Seja s € C. A funcao Gama, definida pela formula (2.1), estende-se
a uma func¢ao analitica definida no semiplano R(s) > 0, e ainda, permanece com a
mesma formula.

Demonstragao. Seja s = 0 + i € C entao, R(s) = 0. Considere uma faixa qualquer
do semiplano R(s) > 0, definida por:

Ssmy = {s€C:0<o<M,0<i<M < o0} (2.10)

Para te-ser uma ideia melhor dessa faixa, um esboc¢o ¢ mostrado na Figura 2.1. Tome-
mos s € S5 e calculemos

|6—tt5—1| _ e—t|ta+iﬁ—1| _ e—t|t(a—1)+iﬁ| _ e—tta—l (2-11)

Note que o termo do lado esquerdo de (2.11) nao depende da parte imaginaria de s,
depende unicamente da parte real de s, ou seja de o.

Agora, consideremos uma func¢do I'(s), definida para todos os pontos s da faixa
Ss.r, e dada por

I(s) = /Oooett81dt (2.12)

Para 0 < e < 1 e para todo s € Ss s, definamos a seguinte funcao:
1/e
F, = / e 't dt (2.13)

Afirmamos que para todo € > 0, Fi.(s) € uma funcao holomorfa na faixa S; ;.
De fato, seja ¢(s,t) = e ‘t*71.

e Para cada t € [¢,1/€] a fungao ¢ é holomorfa na faixa Ss s, pois a funcio 57! &
holomorfa na faixa Ss .

e A funcdo ¢ & continua em Ss s X [€,1/€], pois € o produto de fungdes continuas.
Entao, pelo Teorema 1.6, a fungdo F,(s) é holomorfa na faixa Ss ;.

Observacgao 2.1. O Teorema 1.6, trabalha com o intervalo [0, 1] e, nés com o intervalo
[€,1/€], mas isso nao é problema porque podemos usar uma mudanca de variavel de tal
maneira que possamos usar o intervalo apropriado.
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Figura 2.1: A faixa Ss .

Ss M

Fonte: Os autores (2021).

Agora, verificaremos que F,(s) converge uniformemente a I'(s) para todo s da faixa
Ss.m- De fato,

. 1/e
IT(s) — F.(s)| = / e 5 ldt — / e st

1/e o0 1/e
e 5 dt + / et tdr — / e sl dt
0 €

1/€

1/e oo €

= / e 5T dt + / e 't dt + / e it dt
0 1/e 1/e

= / Tt + / etfldt‘

< / —tts 1dt’
0

<
0

o

e‘tts_ldt‘

1/€

le~"t* | dt + /Oo e~ dt
1/e

™

= / o 1dt+/ e t7 M dt (2.14)
0 €
;,_/
Il(U) I> (o)
Calculo de I(0):
Li(o) = lim [ e 7 dt (2.15)
a—0 a

Como 0 < 6 <o, entdo —1 <6 —1< o —1. Assim, 7! < ¢! para todo 0 <t < 1.
Logo,

L(o) < lim i e O at (2.16)



31

De (2.5), temos que

&
Li(o) < 5 (2.17)
Calculo de Is:
b
L(o) = lim e 7 dt (2.18)
b—00 1/6

Como0<d<o<M,entaio -1 <d—1<o—1< M —1. Assim, t°~! < tM~1 para
todo t > 1. Logo,

b b
L(o) = lim e tM71dt = lim e M1t (2.19)
b—o0 1/€ b—o0 1/6
De (2.7), temos que
Lo) < ce 1/ (2.20)

Agora, substituindo (2.17) e (2.20) em (2.14), temos

)

‘f(s) ~F(s)| < %—1-06_1/26 (2.21)

Como o limite, quando € — 0, do lado direito de (2.21) é zero, entdo, pelo Teorema do
Confronto,

limF.(s) = I(s), Vse€ Ssu (2.22)

e—0

Portanto, a sequéncia F,(s) converge uniformemente a I'(s) em todos os pontos s da
faixa Ss -

Agora, aplicaremos o Teorema 1.5. Vejamos, temos uma sequéncia de funcoes
holomorfas {F.} ., que converge uniformemente a I' em todo subconjunto compacto

da Faixa Ss a7, e pelo Teorema 1.5, I' é uma fungao holomorfa na faixa Ss. Mas,
como a faixa foi escolhida arbitrariamente do semiplano R(s) > 0, isso significa que a
funcio I' e holomorfa em todo o semiplano R(s) > 0.

Finalmente, denotemos I'(s) por I'(s). Dessa forma tivemos uma continuacio anali-

tica de I'(s), inicialmente definida em s > 0, e agora I'(s) definida em todo o semiplano
R(s) > 0.

Lema 2.1 (Equacdo Funcional da Funcio I'). Se R(s) > 0, entdo
I'(s+1) = sI'(s) (2.23)
Como consequéncia,

I(n4+1) = n!, n=012... (2.24)
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Demonstragao. I'(s 4+ 1) = lim._, f;/c e~ 't*dt. Integrando por partes: u = t%; dv =
e~tdt — du = st*~ldt; v = —e~t. Entao,

e—0 e—0

1/e
I'(s+1) = lim (—tsetﬁ/e + 5/ ett81dt> = lim —t*e ™|}/ + sT(s)

= lim [—(1/6)56_(1/6) + e + sI(s)

e—0
= sI(s) (2.25)
Por outro lado, calculemos I'(1),
1/e
(1) = lim eldt = —lime |/ = —lim (e —e) =1  (2.26)
e—=0 /. e—0 e—0
Para o céalculo de I'(2),I'(3), ... usamos a equagao funcional. Entao,

r(2) = D(1+1)=1I(1)
I(3) = D2+1)=2I(2)
T(4) = D(3+1)=30(3)

1=1!
2 =2l
6 = 3!

I'n+1) = nl'(n)=n!, n=0,1,2,...

2.1 Continuacao Analitica da Funcao Gama

Iniciamos com a funcao Gama definida para todo niimero real positivo. Logo, pela
Proposigao 2.2, conseguimos estendé-la para todo o semiplano complexo R(s) > 0. A
seguir, passamos a estendé-la para todo o plano complexo.

Teorema 2.1. A funcgao I'(s), inicialmente definida para R(s) > 0, possui uma con-
tinuacao analitica para uma funcao meromorfa sobre C cujas singularidades sao polos
simples nos inteiros nao positivos s =0, —1,—2,—3,.... O residuo de I’ em s = —n ¢é

(—=1)"/n!.

Demonstracao. Como ja temos a funcao Gama definida em todo o semiplano com-
plexo positivo, a ideia é estender, primeiro, para o semiplano R(s) > —1, logo para
o semiplano R(s) > —2, e assim, sucessivamente até preencher todos os semiplanos
inteiros negativos.

(i) Para o semiplano R(s) > —1: Definamos a seguinte funcao:

I'(s+1)

Fi(s) = (2.27)
Note que I'(s+1) é holomorfa em $(s) > —1, pois como s > —1 entdo s+1 > 0,
ou seja o argumento da funcao Gama ¢é positivo. Logo, pela Proposicao 2.2,
['(s + 1) é holomorfa em R(s) > —1. Observe, também, que a funcdo F(s)
possui uma singularidade no ponto s = 0, pois a funcao, no numerador, avaliada
em s = 0 esta definida e vale 1, isto &, I'(0 + 1) = I'(1) = 1; essa singularidade é
um polo simples. O residuo de F; no polo s =0 é 1. De fato,

r 1
ress—ol7 = li_r}r&(s —0)Fi(s) = lim SM

s—0 S - F<1) =1
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(i)

Dessa forma Fj(s) ¢ uma fungdo meromorfa no semiplano R(s) > —1, com um
polo simples em s = 0, e com residuo, nesse polo, igual a 1. Por outro lado, Fi(s)
restringida para o semiplano R(s) > 0 coincide com I'(s), isto é,
I'(s+1 sI'(s
Fi(s) = (s+1) _ ():F(s)

S S

Isso é devido ao Lemma 2.1.
Para o semiplano R(s) > —2: Definamos a seguinte fungao:

B I'(s+2) - T(s+2)
Bl = o6 2= Gris (228)

Note que I'(s +2) é holomorfa em R(s) > —2, pois como s > —2 entdo s+2 > 0,
ou seja o argumento da fungdo Gama é positivo. Logo, pela Proposi¢ao 2.2,
['(s + 2) é holomorfa em R(s) > —2. Observe, também, que a funcio Fy(s)
possui duas singularidades uma no ponto s = 0 e a outra em s = —1, pois a
funcao que estd no numerador quando avaliada em s =0 e s = —1 esta definida
e vale 1 e 1, respectivamente, isto é,

r(0+2) = @2 =1
M(-1+2) = T(1)=1

Essas duas singularidade sao polos simples. O residuo de F» no polo s = 0 e no
polo s = —1 sao, respectivamente,

. . T(s+2) . T(s+2)
rese—oFy = lim(s — 0)Fo(s) = limg s =t = limy =

I'(s+2) . I'(s+2)

—T(2) =1

ressmify = Jin (s + DR() = Jim s+ D = i, =
r
|
-1

Dessa forma F(s) é uma fun¢do meromorfa no semiplano R(s) > —2, com dois
polos simples, um no ponto s = 0 e 0 outro s = —1, e com residuo, nesses
polos, igual a 1 e —1, respectivamente. Por outro lado, F5(s) restringida para o
semiplano R(s) > 0 coincide com I'(s), isto é,

I(s+2) T(s+1)

Fa(s) = (s+1)s B s L(s)

Isso é devido ao Lema 2.1.
Para o semiplano R(s) > —m, m € Z*: Definamos a seguinte fungao:

[(s+m)

Fnls) = (s+m—1)(s+m—2)(s+m—3)--(s+1)s

Note que I'(s + m) é holomorfa em R(s) > —m, pois como s > —m entdo
s+ m > 0, ou seja o argumento da funcao Gama ¢é positivo. Logo, pela Pro-
posicido 2.2, I'(s + m) é holomorfa em R(s) > —m. Observe, também, que
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a funcao F,,(s) possui m—singularidades nos pontos {0, —1,—-2,...,—(m — 1)},
pois a funcao que esta no numerador quando avaliada nesses pontos esté definida
e vale, respectivamente,

r'o+m) = I'(m)=(m—1)!
I'(=1+m) = I'(m—1)=(m—2)!

I'(—(m—1)+m) : ri) =1

Essas m—singularidade sao polos simples. O residuo de F}, nos polos

{0,—1,-2,...,—(m — 1)} sao, respectivamente,
L L ['(s+m)
ress—ofm = nglg(l)(s ~0)Fm(s) = Pg(l)s(s +m—1)(s+m—=2)---(s+2)(s+1)s
— m I'(s+m)
0 (sdm—1)(s+m—2)---(s+2)(s+1)
_ ['(m) _ (m—1)! _q
(m—1)(m-2)---2-1  (m—1)!
ress 1 F, = Sl_i)rzll(s—l—l)Fm(s)
. I'(s+m)
= A e ) S T G 2+ s
— im ['(s+m) _ [(m—1)
so—1(s+m—1)(s+m—2)---(s+2)s (m—2)(m—3)---1-(—1)
_ m=2 (-1
(m—2)I(-1) 1!
ress— _oF,, = Sllrg(s—l—Q)Fm(s)
L I'(s+m)
N 52@2(8+2)(3+m—1)(s+m—2)---(s+3)(s+2)(s+1)8
~ tim [(s+m)
s==2(s+m—1)(s+m—2)---(s+3)(s+1)s
B L'(m—2)
 (m=3)(m—4) 1 (=1)(-2)
(m — 3)! (—1)?

(m—3)!(~1)(-2) 2!
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ress— By = lim (s +n)F,(s)

~ lim (s+n)l'(s+m)
son(s+m—1)(s+m—2)---(s+n+1)(s+n)(s+n—1)--(s+2)(s+ 1)s
— lim I'(s+m)
son(s+m—1)(s+m—=2)---(s+n+1)(s+n—-1)---(s+2)(s+1)s
['(m —n)
(m—n—-1)m-n—-2)---1(=1)---(—n+2)(—n+ 1)(—n)
_ I'(m —n)
(m—n—-1)(m-n=2)---1(=1)--[=(n=2)][-(n = 1] (-n)
(m—n—1)! (=1

(m—n—-DH(=1)(=2)---[=(n = D] (-n) n!

onde,n =0,1,2,...,m—1. Dessa forma F,,(s) ¢ uma fun¢gdo meromorfa no semi-
plano R(s) > —m, com m—polos simples nos pontos {0, —1,—2,... — (m — 1)},
e com residuo, nesses polos, igual a %, n=20,1,2,...,m— 1, respectivamente.
Por outro lado, F,(s) restringida para o semiplano R(s) > 0 coincide com I'(s),
isto é,
Fo(s) = I'(s+m)
(s+m—1)(s+m—2)(s+m—=3)---(s+1)s
B I'(s+m—1)
 (s+m—=2)(s+m—=3)---(s+1)s
I'(s+m—2)

(s+m—3)---(s+1)s

- I(s+2) T(s+1)
(s 1)s s = I(s)

Isso é devido a aplicagoes sucessivas do Lema 2.1.

Portanto, a funcdo I'(s) definida, inicialmente, no plano complexo R(s) > 0 possui
uma continua¢do analitica para a fun¢do meromorfa I'(s) definida em todo o plano

complexo, com polos simples nos pontos s =0, —1, -2, —3..., e residuo em todos esses
polos s = —n,n € Z*, com valores %
A prova esta completa. [ |

Observacao 2.2. O grafico da funcdo I para s = 0 4+ 40, o € [—5,5] é mostrado na
Figura 2.2. Para a elaboracao desse grafico foi utilizado o software Mathematica.

Com a finalidade de demostrar a continuagao analitica da funcao Zeta, que veremos
no proximo Capitulo, estudaremos os resultados a seguir.

Teorema 2.2. Para todo s € C,

D(s)T(1—s) = — (2.29)

sen ms

Demonstracao. Uma prova desse Teorema é encontrada em [7].
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Figura 2.2: O grafico da funcao I'(s), s = 0 +i0, o € [-5,5] .

r(o)
15
10

5,

Iul 1 1 1 1 1 1 \O'
b5 4 32 -1 1 2 3 4 5
_17
—15l-

Fonte: Os autores (2021).

Teorema 2.3. Seja a fun¢io Gama, I'(s). Entdo, ﬁ ¢ uma funcao inteira de s com
zeros simples em s = 0,—1,—2,—3,... e s0 se anula neles.

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.2, temos

1 Sen s
= I'(1 -
I'(s) (1=s) T

(2.30)

Sabemos que os pontos s = 0, —1,—2,—3,... sdo os polos simples de I'(s). Entao, a
fungao I'(1 — s) esta bem definida nesses pontos, e o produto de I'(1 — s) com a fungao
sen s se anula por causa que esses pontos sao os zeros simples da fungao sen 7s. Desse
modo, os pontos s = 0,—1,—2,—3,..., sao zeros simples da funcao ﬁ J& para os
pontos s = 1,2, 3,... ndo precisa-se usar a formula (2.30), pois ﬁ esta bem definida.

Os pontos s = 0,—1,—2, —3, ... sdo os Unicos zeros simples da funcao %S) Desa forma

1

a funcao O] ¢ inteira, com os 1inicos zeros simples em s =0, —1, —2, -3, ...

A prova estd completa. [ |



3 Funcao Zeta de Riemann

A funcao Zeta de Riemann ( exerce um papel muito importante em varias areas
de pesquisa moderna. Além das diversas aplicagoes importantes na Fisica, essa fun-
¢cao desempenha um grande fascinio entre os matematicos devido, principalmente, &
famosa conjectura de Riemann, que é um dos Problemas do Milénio !. Grandes nomes,
como Euler e Riemann, estudaram a funcao Zeta e nos trouxeram grandes avanc¢os no
seu entendimento. A seguir, vamos defini-las, mas antes, denotaremos o conceito de
série—p.

Nas aulas de célculo diferencial e integral é ensinado séries. Sabe-se que a série
Harmonica generalizada ou série—p é definida por

o0

1
5 (3.1)

Proposicao 3.1. Seja p € R. A série—p converge se p > 1 e diverge se p < 1.
Demonstracao. Uma prova dessa Proposi¢ao é encontrada em [9].

Definicao 3.1 (Funcao Zeta). Seja s > 1. Definimos a fungao Zeta, ¢ : (1,00) — R,
por

[e.9]

(s = 3+ (3.2)

ns
n=1

Observacao 3.1. Note que pela Proposicao 3.1 a funcao Zeta esta bem definida.

A seguinte Proposicao estende analiticamente a fungdo Zeta, definida em s > 1,
para a fun¢ao Zeta definida para todo semiplano R(s) > 1.

Proposicao 3.2. A série definida por ((s), (3.2), converge para R(s) > 1, e a fungdo
¢ € holomorfa nesse semiplano.

Demonstracao. Seja s = ¢ + it um ntmero complexo. Pelo Item (v) da Observacao
1.3, temos que para qualquer n € Z™",

n™*| = n7? (3.3)

1Os Problemas do Milénio sio sete problemas mateméticos estabelecidos no ano 2000 pelo Clay
Mathematics Institute, oferecendo um milhdo de doélares, entregues pelo mesmo, a quem conseguisse
resolver um dos problemas propostos e ter a solugdo acatada por experts. O objetivo da instituigio é
promover a dissemina¢do da matemaéatica pelo mundo. Atualmente, apenas a Conjectura de Poincaré
foi resolvida. Segue um link para acesso aos sete problemas: http://www.claymath.org/millennium-
problems. Acesso em: 11 de Mar 2021.
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Considere, para qualquer 6 > 0, o semiplano
Siis={s€C: R(s) >1+4d}

Na Figura 3.1 mostramos esse semiplano. Seja s € Sy, entdo R(s) > 1+ 4, ou escrito
de outra forma, ¢ > 1+ 6. Entdo, n® > n'*, ou equivalentemente,

1 1
— < i (3.4)
De (3.3) e (3.4), temos que para todo n € Z*,
1 1
- < el YV s € Ssi (3.5)

A série 22021 ﬁ é uma série—p, como o expoente 1 4+ ¢ > 1, a série é convergente.
Logo, pelo Teste M de Weierstrass, a série y - ni converge uniformemente no semi-
plano Sy, consequentemente converge uniformemente em todo o semiplano R(s) > 1,
pois § > 0 foi escolhido arbitrariamente. Por outro lado, a sequéncia de funcoes {% }:;1
sdo holomorfas no semiplano R(s) > 1, e a série ) -, -~ converge uniformemente em
qualquer compacto do semiplano R(s) > 1. Entdo, pelo Corolario 1.1, {(s) = >, #
¢ holomorfa no semiplano R(s) > 1.

Figura 3.1: O semiplano Sy5.

I(s)

S1+s

—e

1+4

Fonte: Os autores (2021).

Com a finalidade de demonstrar a continuacao analitica da funcao Zeta em uma
funcao meromorfa definida em C, precisamos definir, antes, algumas outras funcoes
e/ou propriedades.

Defini¢ao 3.2 (Fungao Teta). Defini-se a func¢ao Teta, para todo ¢ > 0, por
I(t) = > et (3.6)

Proposicao 3.3 (Equacao Funcional da Funcao Teta). A equacdo funcional da
funcao Teta, € dada por

I(t) = t7V29(1/t) (3.7)
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Demonstragao. Do Teorema 1.8 temos que, se f(z) = e‘”2, entao
fo = [ emerma = o = o 38)

Para valores fixos: ¢ > 0 e a € R, consideremos a seguinte funcao
g(z) = f (1% (x +a)) = e T+’

Queremos obter a transformada de Fourier g(§) de g(z).

g(g) _ /_oo g<x)€_2mx€d$ _ /oo f (751/2(3j + &)) 6_2”“5(1!:1:

o0 —0o0

Fazendo a mudanca de varidveis y = t'/2(x 4 a) na integral. Entdo, dz = t~'/2dy, e
g(g) _ / f (y) 6727ri(t—1/2 7(1)5 t—1/2dy

t_l/ge_gﬂ—z‘ag / f(y)6727ri(t—1/2£)dy

_ t—1/2€—27ria§f (t_1/2§) _ t—1/26—27ria§f (t‘l/Qf)
t—1/2€27ria£ e—wrlgz’

Agora, aplicaremos o Teorema 1.9 (Férmula do Somatorio de Poisson) as fungoes g(x)
e §(§), considerando as varidveis x e £ nimeros inteiros. Assim, temos

Z 6—7rt(n+a)2 _ Zt—l/QGQMan e—ﬂt*1n2 (39)

ne”L nez

Quando a = 0, (3.9) se reduz a

Z e = 12 Z et (3.10)

nez nez
Esta dltima equacao, em termos da fungao Teta, ¢ dada por
I(t) = t7V29(1)t) (3.11)
Isso completa a prova esta completa. [ |

Proposicao 3.4. Existe C' > 0 tal que Yt — 0,
I(t) < COt/? (3.12)
Demonstracao. Do Item (iii) da Observacdo (1.1), temos que

lime Yy = 0, y>0, s>0 (3.13)

y—0

Logo, 3§ > 0 tal que Yy € (0,0) existe uma constante ¢ > 0 tal que

e Vuyms < oe (3.14)
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Para s = 1/2, temos

eV eyt/? (3.15)
Agora, fazendo y = t/km, k > 1,k € Z, na tltima desigualdade, temos e *™/* <
c\/+€7rt1/2 < eit'?, ¢, > 0. Logo, para t suficientemente pequeno, temos que
—km/t 1
e < - (3.16)
2
Por outro lado, da equacao funcional de ¥(t) e Exercicios 1.1, temos que

() = 72 (1 +2) e“”Q/t> — 712 (1 +2) e(””/t)"> (3.17)
n=1

n=1

De (3.16), temos

It) < Y2 <1+2§:2in> —¢1/2 <1+2Z >— 72 (14+2-2) (3.18)

Portanto,

It) < COt7V/? (3.19)
onde, C' = 5.
Defini¢ao 3.3 (Fungao Psi). Defina-se a fungao Psi, por

Pu) —1

P(u) = 5 (3-20)

Observacao 3.2.

(i) De Exemplo 1.1, a fungao Psi, ¢ dada por
> 2
D e (3.21)
n=1

(ii) A Equagao funcional para a Funcgao Psi, é dada por
1 1

vlu) = uVPP(1/u) + 912 3

De fato, ¢(u) = [9(u) — 1] /2. Entao, ¥ (1/u) = [¥(1/u) — 1] /2, ou equivalente-
mente, u~ /% (1/u) = =2 [9(1/u) — 1] /2. Assim,

Y(u) —uPP(Lfu) = [9(u) —1]/2 = w2 [9(1/u) — 1] /2
De (3.7), temos

O(u) —uPY(Lfu) = [uPI(Lfu) 1] /2 =P [9(1/u) - 1] /2
w21

2 2

(3.22)

Assim, completamos a prova.
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Proposicao 3.5. Para todot > 1, tem-se
Ze_””2t = Ce™™ (3.23)
n=1

para alguma constante C' > 0.

- ~ . _mn2
Demonstracao. Como n > 1, entdo n? > n, ou ainda, mn?t > 7nt. Logo, e” ™t <

e~ ™, Assim,
Z 6—7rn2t < Z 6—7rnt (324)

n>=1 n>=1

Como a série do lado direito é convergente, denotemos a sua soma por:

S — § 6—7rnt _ 6—7rt + 6—27rt + 6—37rt + 6—47rt 4.
n>1
— e—7rt + €—7Tt (6—7{'t + 6—27rt + €—3Trt 4. ) — e—7rt + Se—Trt
—mt

e

1 —e

Por outro lado, sabemos que t > 1, ou melhor, 7t > 7. Entdo, e™™ < e 7, ou

equivalentemente, 1 —e™™ > 1 —e™™, ou ainda, 1_€1,ﬂ < 1_24. Assim,
1
S — —mt
1-— e*”e
Substituindo este altimo valor em (3.24), temos
Z ™t < Qe (3.25)
n=1
onde, C' = 1724.
Com isso concluimos a prova.
Proposicao 3.6. A seguinte funcao
h(s) = / (w272 4 271 Y (u)du (3.26)
1

€ inteira.

Demonstracao. Precisamos provar que a fun¢do h(s) é holomorfa em todo o plano
complexo.
Para 0 < e < 1 e para todo s = 0 + i € C, definamos a seguinte funcao:

1/e
ho(s) = /1 (w2 4 21 () (3.27)

Seja p(s,u) = (u=/*712 4 u*/2=1) y(u) onde (s,u) € C x [1,1/€]. Entao,

(i) p(s,u) é holomorfa em s para cada u. De fato, seja ug € [1,1/€], entdo a fungao
p(s,ug) = (uas/%l/z + u8/271> ¥ (up) é exponencial e, portanto, holomorfa em

C.
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(i) p(s,u) é continua em C x [1,1/€], pois trata-se de adigdo e multiplicacao de
funcoes exponenciais e polinomiais.

(iii) Pelo Teorema 1.6 a fungao h,, definida em C, é holomorfa. Embora, o Teorema,
considere o intervalo fechado [0, 1], ndo haveria problema, pois antes de aplicé-lo,
fariamos uma transformacao de intervalos.

Agora provaremos que a fungao h(s) converge uniformemente a h(s), sobre C. De
fato,

_ - ~ —s/2—-1/2 s/2—1 _ Ve —5/2—1/2 s/2—1
[h(s) = he(s)] (u + 27 (u)du (u + 271 () du
1 1

Simplificando,

|h(s) — he(s)] = ’ /1/ (uf‘(”/zfl/2 + us/zfl) (u)du

< /1 }(u75/271/2 + us/Qfl) w(u)’ du

N

/OO }u’S/Q’l/zw(u) + us/Qflw(u)] du
1

€

/ " () du+ / " [ ()] du
1

€ 1/e

/OO }U_S/Q_I/Q‘ W(u)du + /oo ‘u8/2—1‘ W(u)du
1/e 1/e

< // u_”/2_1/21/)(u)du+// w2 1) (u)du (3.28)
1/e 1/e

hi(s) ha(s)

N

N

Calculemos, independentemente, cada uma dessas integrais.

Calculo de hq:

hi(s) = /lmu”/21/22/1(u)du

€

_ OO —0/2—1/2 —mnu
= U e du 3.29
/| S (3.20)

n=1

De (3.23), temos

o0

hi(s) < C/ w2 ey
1

€

Na ultima integral, fazendo a mudanga de variavel, v = mu; entdo, du = (1/7)dv, temos

1 o0
hi(s) < C’—/ v 20y

T—0/2+1/2 /e

Fazendo a substituicdo —o/2 —1/2 = o — 1, temos

1 o0
hi(s) < C— v* e Vdo
T /e
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Agora, usando (1.10), temos

hi(s) < co—/ e V2 dy
/e
2cy 2
= 2 lim e "2dy = =2 lim (6_”/2E — e_b/2) — 200 -m/2e
T b—oo /e T b—oo T
= ce ™% >0 (3.30)

Calculo de hs:

Procede-se de forma analoga como no célculo de h;. Desse modo,

ho(s) < coe ™2 0y >0 (3.31)

Voltando, substituindo (3.30) e (3.31) em (3.28), temos
|h(s) — he(s)| < cre7™* 4™ =ce ™* >0 (3.32)

Como Vs € C, o limite, quando ¢ — 0, do lado direito de (3.32) é zero, temos, pelo
Teorema do Confronto, a convergéncia uniforme de h.(s) para h(s) sobre C, em parti-
cular, tem-se convergéncia uniforme para qualquer subconjunto compacto contido em
C. Logo, pelo Teorema 1.5, a fungao h(s) é holomorfa em C.

A prova estd completa. |

Teorema 3.1. Se R(s) > 1, entdo

1

720 (s/2)¢(s) = 3 /OOO w7 () — 1] du (3.33)

Demonstragao. Primeiro, afirmamos que, se n > 1, entao
/ e Py = 7T (s /2)n (3.34)
0

De fato, consideremos a mudanca de variavel u = t/mn? para a integral. Assim,
du = (1/7n?)dt. Logo,

/ e—ﬂ'n2uus/2—ldu _ / 6—71'77, (t/7n?) (t/ ) 1(1/7m2)dt
0 0

— / et /271 (1 /mn?)* Adt
0
= (mn?) 7T (s/2)
72T (s/2) n~* (3.35)
Segundo, afirmamos que

o0

D(u Z —ntu (3.36)

=1
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De fato, ¥(u) —1=> " e~™*v _ 1. Agora, apliquemos o Exercicio 1.1, assim

Ju)—1 = 1+2) e ™" —1=2) ™™ (3.37)
n=1 n=1

Finalmente, procedemos a demonstrar o Teorema. Se $(s) > 1 e usando (3.36),
temos que

N | —

00 1 %) o0 )
s/2—1 9 —11d _ _/ s/2—1 2 —mniu | g
u u U u e U
| et -nae = 5 >
= Z/ ut/?! [e_”"Q“} du (3.38)
n=1"0

Substituindo, (3.34) em (3.38), temos
1 [ —
5/ w P O(u) — 1] du = ZW‘S/QF(S/Z)TL_S
0 n=1
= 7 °PT(s/2)) n*
n=1
= 75T (s/2)¢(s) (3.39)
A prova esta completa. [ |
Defini¢ao 3.4 (Funcao Csi). Defini-se a fungao Csi, para todo R(s) > 1, por
E(s) = 7 PT(s/2)¢(s) (3.40)

Teorema 3.2. A func¢do & é holomorfa sobre o semiplano R(s) > 1 e tem uma conti-
nuacdo analitica, sobre todo o plano complexo, como uma funcao meromorfa que tem
dois polos simples: um em s =0 e o outro em s = 1. Além disso,

E(s)=¢(1—3s), VseC
Demonstracao. Pelo Teorema 3.1, temos

7T (s/2)¢(s) = %/OOO w9 (u) — 1] du (3.41)

para qualquer R(s) > 1. De (3.21), temos que
720 (s/2)C(s) = / w* L (u)du
0

1 00
= /us/Qlw(u)du—i-/ w*> Y (u)du
0 1
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De (3.22), temos

11 e
Y —5} du+/1 w®* 7 (u)du

1,5/2—1 1,s/2—1
5/2—3/2 U _ u
u ¢(1/u)du—|—/0 EWYES du /o 5 du

720 (s/2)¢(s) = w1 {ulﬂw(l/u) +

w1 () du

I I
w2732 (1 /u) du + 5 / w232 qy — 5 / uw?du
0 0

N N J/

I I I
+ / w1 (u)du (3.42)
1
Calculo I:
Fazendo, a mudanga de variaveis v = 1/u; du = —U%dv
1 00
L = —/ v 2 Y2 () do = / w2V 2 (u)du (3.43)
00 1
Calculo I,:
I, = 1 lim w*/?~1/2 ' = b lim (13/271/2 - 65/271/2)
? 2(s/2—1/2) &0 e s—1es0
1 1
= 1-0)= R 1 3.44
(1= 0) = ——, R(s) > (344
Calculo I5:
1 11
_ : s/2 — 1 s/2 __ _s/2
fs = Srmyimu], = Sl (7 =)
1 1
= —(1-0=-, R(s)>1 (3.45)
S S

Substituindo Iy, Iy e I3 em (3.46)

720 (s/2)¢(s) = /00 w2 (w) du + ! + /00 w1 () du
1

s—1 s 1
1 1 - —s/2—-1/2 s/2—1
= 1 57 (u +u ) ¥(u)du (3.46)
1
De (3.40), temos
1 1 OO —s/2—1/2 s/2—1
E(s) = 1 + (u +u ) ¥(u)du (3.47)
- 1

para todo R(s) > 1. Agora, pela Proposicao 3.6, a integral do lado direito de (3.47) é

holomorfa em todo o plano complexo. Sendo assim, £(s) é uma continuagao analitica

de £(s) em C—{0, 1}. Ainda, denotaremos £(s) por &(s). Por tanto, £(s) é uma funcao
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meromorfa, definida em todo o plano complexo, que tem dois polos simples em s = 0
es=1.
Agora, vejamos o que acontece quando substituirmos s por 1 — s em (3.47):

1 1 © o m
(l—s) = g—s_l—l—/ (u/2 Lpy=s/? 1ﬂ)zﬁ(u)du = {(s) (3.48)
1
para todo s € C.
A prova esta completa. [ |

3.1 Continuacao Analitica da Funcao Zeta

A continuagao analitica de ¢ para uma funcdo meromorfica em C é mais sutil do
que no caso da funcao gama. A prova que apresentamos aqui relaciona ¢ a I' e 9, e
consequentemente, &.

Teorema 3.3. A funcdao Zeta tem uma continuagdao meromorfa em todo o plano com-
plexo, cuja unica singularidade € um polo simples em s = 1.

Demonstracao. De (3.40), temos

1
[(s/2)

Analisaremos as fung¢oes holomorfas do lado direito de (3.49).

((s) = m%¢(s)

(3.49)

(i) A funcao ﬁ: De (2.3) temos que a fun¢ao ﬁ é inteira com zeros simples

em s =0,—1,—-2,—3,.... Entdo, a funcdo =~ ¢ inteira com zeros simples em

T(s/2)
s=0,—-2,—-4,—6,....

(ii) A fungao £(s): Do Teorema 3.2, a fungao £(s), definida em todo o plano com-
plexo, é meromorfa com polos simples em s =0 e s = 1.

(iii) A funcdo 7*/?: Essa funcio exponencial é inteira em s.

(iv) Em s = 0: A funcao ﬁ se anula no zero simples s = 0. Entao, o produto £(s)
1

COM fr o5y Se anula nesse ponto, nao importando que este seja um polo simples

de £(s). Logo, a funcdo ((s) estd bem definida em s = 0.

(v) Em s = 1: A fungao ﬁ estd bem definida em s = 1, porém no se anula nesse
ponto. Agora, s = 1 é um polo simples da fungao £(s). Entao, o produto &(s)
com F(s;/Q) nao estd definido, nesse ponto. Logo, s = 1 é um polo simples da

fungao ((s).

Dos itens anteriores podemos dizer que a fun¢ao ((s) é holomorfa em C — {1} e, por
tal, uma continuagao analitica de ((s) em C — {1}. Ainda, usando a mesma notacao

((s) para Z(s), concluimos que a func¢ao ((s), definida em todo o plano complexo, é
meromorfa com polos simples em s = 1.

A prova esta completa. [ |



Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos nossos estudos sobre a continuacao analitica das fun-
coes Gama e Zeta de Riemann. Para isso, foi necessario um estudo aprofundado do
Calculo Diferencial e Integral, na reta real e no plano complexo. Assim, como também
resultados importantes da Analise complexa. Nos dedicamos a compreender diversas
definicoes, teoremas e conceitos que nos aproximaram do nosso objetivo. Introduzir
os conceitos relacionados as continuacoes analiticas das funcoes especiais, destacadas
neste trabalho, foi nosso objetivo e, também, a parte mais interessante de nossos es-
tudos, pois foi onde percebemos a grandiosidade da Continuacao Analitica para essas
funcoes. Percebemos a necessidade de se pensar em estender o dominio de uma fun-
¢ao para que possamos perceber novas caracteristicas e trabalha-la de novas maneiras,
podendo usufruir de outros resultados e, assim, ampliar ainda mais as possibilidades e
o aprimoramento de estudos e resultados. Além disso, foi possivel perceber enquanto
trabalhavamos a Funcao Zeta de Riemann que existem também possibilidades de se
trabalhar com a funcao de forma simétrica, utilizando a equacao funcional mais ade-
quada para cada caso e percebemos que isso pode ser um passo estratégico, de acordo
com o rumo que se desejar levar a pesquisa feita.

Por fim, é importante enfatizar a escolha das func¢oes estudadas neste trabalho.
Foram realmente escolhas interessantes, pois além de serem muito utilizadas na Ma-
temética, nos aproximou daquilo que conheciamos, ao passo que nos fascinava com os
novos resultados. Futuramente, pretendo me aprofundar no estudo da Funcao Zeta de
Riemann, a qual os estudos me instigaram a querer pesquisar ainda mais no assunto,
podendo, a qualquer momento, me direcionar para os nimeros primos e até a conjectura
conhecida como Hipotese de Riemann, através da Teoria Analitica dos Nimeros.
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