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Resumo Neste trabalho é apresentado uma abordagem alternativa para calcular o maior
expoente de Lyapunov baseado no calculo do limite inferior do erro. Utilizando o método dos
minimos quadrados recursivos, calculou-se o coeficiente angular da reta obtida pelo limite
inferior do erro, que corresponde ao expoente de Lyapunov, conforme é apresentado em [7].
Para atestar a convergéncia, utiliza-se um critério de parada baseado na estabilizacao do
valor do expoente. A partir disso, tem-se menor esforco computacional para a estimativa
do expoente de Lyapunov. O método foi validado nos seguintes sistemas: Mapa Logistico,
Hénon, Lorenz e Rossler.

Palavras-chave. Sistemas néo lineares, Expoente de Lyapunov, Limite Inferior do Erro,
Estimador Recursivo, Extensao Intervalar.

1 Introducao

Sistemas dinamicos caéticos tém recebido grande atengao nos ultimos anos [3], prin-
cipalmente apds Lorenz [5] descobrir que a predigdo a longo prazo de alguns sistemas
dinamicos nao lineares seria extremamente complicada. Em sistemas cadticos, é possivel
perceber que condicOes iniciais ligeiramente diferentes dadas a um mesmo sistema, alteram
substancialmente o resultado final. Assim, em duas trajetérias de um sistema cadtico com
condigOes iniciais muito préximas, é possivel observar que, depois de um niumero finito
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de iteracOes, as sequéncias se distanciam exponencialmente. Este fato torna o sistema
imprevisivel. Alexander M. Lyapunov (1857-1918) desenvolveu um método de medida do
afastamento de uma funcao de dois pontos iniciais considerando que a taxa de distan-
ciamento entre eles seja exponencial. Este método ficou conhecido como o expoente de
Lyapunov.

Desde o trabalho de Oseledec [11] varios métodos numéricos para estimar exponentes de
Lyapunov foram apresentados, tal como os propostos por Wolf [15], Kantz [4] e Rosenstein
[12]. Recentemente, Mendes e Nepomuceno [7], apresentaram uma abordagem robusta e
muito mais simples que os demais métodos para obter o expoente de Lyapunov. Naquele
trabalho, é apresentando um método para produzir duas pseudo-6rbitas por meio de duas
extensoes intervalares do sistema original, em que o cdlculo do expoente de Lyapunov
consiste em um ajuste por minimos quadrados da reta do limite inferior do erro, calculado
a partir das duas extensoes intervalares. Deste modo, o coeficiente angular da reta obtida
pelos minimos quadrados é o valor estimado para o expoente de Lyapunov. Entretanto,
neste método utiliza-se os dados em batelada, ou seja, utiliza-se todos os dados de uma sé
vez para a estimacao dos parametros do polinémio.

A partir disso, com o intuito de diminuir o esfor¢o computacional e verificar a con-
vergéncia do expoente de Lyapunov no decorrer do tempo, neste artigo é proposto o método
de minimos quadrados recursivos para estimar o maior expoente de Lyapunov, baseado
em [7]. Ao invés vez de determinar o expoente com todos os dados simulados disponiveis,
faz-se o calculo dos dados do sistema simultaneamente com a estimativa do expoente de
Lyapunov. Com este método, gera-se os valores do expoente de Lyapunov ponto a ponto
e utiliza-se um critério para mensurar a convergéncia da estimacao. O método é aplicado
com sucesso a quatro sistemas dinamicos cadticos bem conhecidos, os mesmos exemplos
usados em [12, 7]: Mapa Logistico [6], Mapa Hénon [2], Lorenz [5] e Réssler [13].

O restante do trabalho estd organizado em: na secao 2 sao mostrados os conceitos
bésicos. Na secao seguinte os métodos utilizados, na secao 4 os resultados sao exibidos e
por fim sdo apresentadas as conclusoes obtidas neste trabalho.

2 Conceitos Preliminares

Esta se¢@o é uma adaptagao e uma extensao do trabalho [9], onde é apresentado o
limite inferior do erro aplicado a sistemas nao lineares continuos. Primeiro, algumas
definicoes sobre fungoes recursivas, extensao intervalar e pseudo-érbitas sao introduzidas.
Em seguida é apresentado o teorema que define o limite inferior do erro, cuja prova se
encontra em [9].

Uma fungao recursiva pode ser definida como:

Definicao 1. Seja I C R um espaco métrico com f: 1 — R, tem-se que:
Tpy1 = f(zn). (1)

Séries de tempo discreto podem ser geradas por um procedimento iterativo simples de
(1). A sequéncia {z,} obtida pela iteracdo da Equagao 1, a partir da condigao inicial x,
¢ chamada de érbita de xq [10].



Seja f uma funcao definida por uma varidvel real x. Moore [8] estabelece a seguinte
definicao:

Definicao 2. Uma fungdo F' € uma extensao intervalar de f definida para mapear uma
varidvel intervalar X, tal que para argumentos reais tem-se:

F(lz,z]) = f(=).
Considere o seguinte exemplo da Definicao 2:

Exemplo 1. Seja as sequintes extensoes intervalares:

GX) = rX(1-X) (2)
H(X) = r(X(1-X)) (3)
LX) = rX —-rX2 (4)
Ser=3,7e X =1[0,1,0,25], entdao tem-se:
G([0,1;0,25]) = 3,70,1;0,25](1 — [0,1;0,25])
= [0,2774;0,8326,
H([0,1;0,25]) = 3,7([0,1;0,25](1 — [0,1;0,25]))

= [0,2774;0,8326],
L([0,1;0,25]) = 3,7[0,1;0,25] — 3,7(]0,1;0,25]?)
= [0,1387;0,8881].

Uma orbita associada a um mapa pode ser definida como:

Definicao 3. Orbita € uma sequéncia de valores de um mapa, representada por x, =
[1‘0,1‘1, ey :L‘n]

Definicao 4. Seja i € N uma pseudo-orbita, ou seja, uma aproxrimacdo de uma orbita
representada por &in = [Ti0,Lil1,---,Tin,) tal que, [T, — Tin| < 0ip, em que d;p €ER € 0
limite e 0;, > 0.

Nao existe uma unica pseudo-érbita, pois existem diferentes hardware, software,
padroes de precisao numérica e esquemas de discretizacao, que podem produzir diferentes
resultados para cada extensao intervalar. Em [9] prova-se o seguinte teorema, que permite
dimensionar um limite inferior do erro para pseudo-érbitas:

Teorema 2. Considere duas pseudo-orbitas {Zan} € {Tpn} derivadas de duas extensoes

. . ‘i'a n— Lbn
intervalares. Seja 0oy = f

5a,n > 6a,n ou 6b,n > 5a,n-

o limite inferior do erro de um mapa f(x), entdo



2.1 Minimos Quadrados Recursivos

O sinal a ser estimado pelo método dos minimos quadrados recursivos é representado
pela expressao: y(k) = 1 (k — 1)0£JQR + &(k) [1]. Onde as sequéncias das entradas do
sistema sdo representadas pelos vetores y(k) e 7 (k—1), sendo k = 1,--- , N, sendo N um
ntmero arbitrario de pontos, pois, nao é necessario a consideracao de um tamanho limite
para os dados, devido ao seu carater de incorporacao de novos dados para a estimacao dos
parametros. As expressoes para a determinacao dos parametros pelo método de minimos
quadrados recursivo sao apresentadas nas Equacoes (5)-(7), [1]:

Y i X
K = I Py_1pp+1° (5)
O = 01 + K [y(k) — wF i | (6)
Py, = Py — Kppl Py, (7)

onde K é a matriz de ganhos, P é ma matriz de covariancia, 1 a matriz de regressores,
0 é o vetor de paradmetros, ambos calculados na iteragdo k e y(k) é o vetor de varidveis
dependentes.

3 Metodologia

No método apresentado em [7], o maior expoente de Lyapunov é estimado a partir
da inclinagao da reta derivada do limite inferior do erro ao considerar duas extensoes
intervalares do sistema original. Entretanto, neste método utiliza-se os dados em bate-
lada, ou seja, utiliza-se todos os dados de uma s6 vez para a estimacao dos parametros
do polinémio. Neste trabalho, determina-se estes mesmos parametros a partir de dados
calculado e disponibilizados sequencialmente. Para tal operacao, utiliza-se o método de
minimos quadrados recursivos (MQR) [1].

Com os valores dos coeficientes de Lyapunov, determinados com MQR, necessita-se
de um critério para averiguar a convergéncia destes valores. E proposto um critério de
parada adaptado de Takahashi [14] e baseia-se na geracao de um ponto étimo em tempo
real. Deste modo, utiliza-se o critério mostrado no Algoritmo 1. De forma que: utili-
zando, arbitrariamente, os tltimos cinco valores da estimacao do expoente de Lyapunov,
determina-se o maximo, o minimo e a média dos dados. A condicdo de parada é feita
quando a diferenca relativa a média dos coeficientes de Lyapunov serem menores que um
valor predeterminado, £. Os sistemas utilizados neste trabalho sao apresentados na Tabela
1. As extensdes intervalares utilizadas neste artigo sdo as mesmas que foram utilizadas
em [7], ndo sendo repetidas neste trabalho.

4 Resultados

Nesta secao sao apresentados os resultados da aplicacdo do método proposto em quatro
sistemas bem conhecidos, listados na Tabela 1. As simulagoes sao feitas pelo método de



Algoritmo 1: CRITERIO DE PARADA

1 X5q ¢ Max{Ty,Trp_1, " ,Tk_5}

2 T5_ < min{zp,Tp_1, - ,XTp_5}

3 Tmédia — média{zy,zp_1, -+ ,Tp_5}
4 se % < £ entao

s | Parada < verdadeira

¢ fim

Tabela 1: Sistemas dinadmicos caéticos estudados em [12]. O tempo de amostragem é denotado por
At(s). £ é a precisao relativa usada como critério de parada no algoritmo. A condigao inicial é adotada
arbitrariamente, mas fixa para as duas extensdes intervalares.

Sistema Equagoes Pardmetros  At(s) 13 Condic¢ao Inicial

Logistica Tpy1 = prn(l—xz,) p=4,0 1 0,01 xo =2/3

Hénon Tpii=1—az?+y, a=14 1 0,01 zo = 0,3
Ynt1 = by b=0,3 0 = 0,3

Lorenz z=o0(y—x) o=16,0 0,01 0,0001 z(0) =
y=z(p—2)—y p = 45,92 y(0) =0,5
Z=xy— Bz B8=4,0 2(0) =0,9

Rossler T=-y—z a=0,15 0,10 0,0001 z(0) = -1
y=x+ay b=0,20 y(0) =1
Z=b+z(x—c) c=10,0 2(0) =1

Runge-Kutta de quarta ordem. Todos os resultados, sao obtidos usando dupla precisao
(64 bits).

Na Figura 1 é apresentado a evolucao do expoente de Lyapunov no tempo, o valor
calculado pelo método é indicado, porém continuou-se a simulacao para mostrar que re-
almente héd a convergéncia do maior do expoente de Lyapunov. A Tabela 2 apresenta os
resultados obtidos para a estimacao do maior expoente de Lyapunov, os valores encontra-
dos estao em bom acordo com os valores encontrados por [7, 12]. Além disso, o nimero
de iteragdes também sao apresentados e sdo menores que os valores mostrados em [7, 12].

Tabela 2: Resultados obtidos para o célculo do expoente de Lyapunov pelo método proposto, por
Rosenstein [12] e pelo método de Mendes e Nepomuceno [7] bem como as iteragdes (N) necessirias em
ambos os métodos.

Sisterma Roseinstein [12] ~ Mendes e Nepomuceno [7] Método Proposto

N A N A N A
Logistico 200 0,705 53 0,687 39 0,700
Hénon 200 0,416 105 0,417 84 0,403
Lorenz 4000 1,392 2585 1,497 1363 1,406

Rossler 2000 0,088 4067 0,092 1413 0,098
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Figura 1: Convergéncia do expoente de Lyapunov dos sistemas estudados. Em preto a variacdo do
expoente com o numero de iteragbes necessirias e o expoente de Lyapunov, respectivamente. A reta
vertical vermelha indica a iteracdo indicada para a parada de acordo com o £ adotado.

5 Conclusoes

Neste artigo é apresentada uma abordagem para o cdlculo do maior expoente de Lya-
punov por meio da obtencao do limite inferior do erro e estimador recursivo. O método
utiliza a premissa de minimizar o niimero de pontos utilizados para a estimac¢ao do mesmo,
com o uso do estimador de minimos quadrados recursivo. Os coeficientes apresentados
nesta artigo se mostram coerentes com os determinados na literatura com a vantagem da
utilizacao de menos pontos para sua determinacgao.

A contribuicao deste trabalho é a determinacao do maior expoente de Lyapunov com
um menor nimero de pontos se comparado com [7], justificando a metodologia aplicada.
Com este menor nimero de pontos, o esforco computacional é minimizado.

Pretende-se, em trabalhos futuros, fazer a estimacéao do maior expoente de Lyapunov
em outra representagoes matemadticas, tais como, redes neurais com o intuito da mini-
mizacao do nimero de pontos para a estimacao do maior expoente de Lyapunov.
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