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Abstract— Differences between computer simulation of dynamical systems and laboratory experiments are
common in teaching and research in engineering. Normally, numerical inaccuracy and the non-ideal behaviour
of the devices involved in the experiment are the most common explanations. With the application of interval
analysis, it is possible to incorporate the numerical and parametric uncertainties in the simulation, allowing a
better understanding of the play between simulation and experiment. This article presents a case study in which
an step input is applied to an RLC circuit. Using the toolbox Intlab for Matlab, it was possible to present
a computer simulation with the range that encompasses the experimental results . Comparison of simulation
with experimental data show the success of the technique and indicates a potential content to be delivered to
undergraduate engineering courses.

Keywords— Dynamical Systems, Propagation of Errors, Interval analysis, Intlab toolbox.

Resumo— Diferencas entre a simulagdo computacional de sistemas dindmicos e experimentos em laboratério
s&0 comuns no ensino e pesquisa em Engenharia. Normalmente, incertezas numéricas da simulagdo e o compor-
tamento nao-ideal dos componentes envolvidos no experimento sao as explicagoes mais comuns. Com a aplicagao
da andlise intervalar, é possivel incorporar as incertezas numeéricas e paramétricas na simulagdo, permitindo uma
melhor compreensao entre os limites da simulagao com os dados coletados do experimento. Este artigo apresenta
um estudo de caso em que uma entrada ao degrau é aplicada a um circuito RLC. Com o uso do toolbox Intlab
para Matlab, foi possivel apresentar uma simulacdo computacional com o intervalo que englobe os resultados
experimentais. A comparacio da simulagdo com dados experimentais, mostrou o éxito da técnica e indica um

potencial conteido a ser ministrado para cursos de graduagido em Engenharia.

Palavras-chave— Sistemas Dinamicos, Propagagao de erros, Analise Intervalar, toolbox Intlab.

1 Introducao

A aprendizagem por meio de experimentos la-
boratoriais é uma parte fundamental do ensino
de engenharia (Feisel e Rosa, 2005; Wollenberg e
Mohan, 2010). Neste contexto, a realizacdo de
experimentos que caracterizam o comportamento
de sistemas sao bem comuns no ensino e educagao
dos engenheiros e especialistas na drea (Murray
et al., 2002). Comumente estes experimentos sao
realizados com uma entrada em degrau, pois a
partir desta é possivel estimar os parametros do
sistema, bem como projetar controladores.

No entanto, em Engenharia, incertezas apa-
recem frequentemente em medidas e modelagem.
Por mais preciso e avancado que seja um determi-
nado dispositivo de medigao, geralmente havera
um erro associado. Este erro é normalmente co-
nhecido como incerteza da medigao. Na modela-
gem de um fenémeno fisico, existem incertezas re-
lacionadas a diferenga entre a realidade e o modelo
escolhido, & impossibilidade de quantificar perfei-
tamente os parametros de um modelo e em enten-
der o fenémeno (Kulisch, 2012). Existem técnicas
para reduzir esta incerteza, como por exemplo re-
petir a medigao vérias vezes e calcular a média
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aritmética dos valores medidos (Bich et al., 2006).

No ambito da Engenharia Elétrica e cursos
afins, as aproximacgoes estao presentes em com-
ponentes elétricos, que apresentam um valor no-
minal que corresponde ao provéavel valor e uma
tolerancia que indica uma possivel variacao do va-
lor do componente em torno de seu valor nominal.
Por exemplo, considerando um resistor com valor
nominal de 100 Q com tolerancia de 5%, sabe-se
que seu valor real pode estar entre 95 e 105 2. Da
mesma forma acontece com os capacitores. Por
exemplo, o capacitor ceramico 103M apresenta um
valor nominal de capacitancia de 10 nF com uma
tolerancia de 20%.

A partir da Figura 1, é possivel perceber como
as variagoes afetam um sistema. Nesta figura hé
trés medigoes para a entrada ao degrau a um cir-
cuito RLC série, realizadas em instantes diferen-
tes. Como os valores dos componentes nao podem
ser determinados exatamente, devido a variagao
de temperatura, umidade, precisao dos instrumen-
tos, dentre outros fatores, é possivel notar que o
comportamento geral das trés curvas € similar, en-
tretanto nao coincidem totalmente. A intensidade
desta variagao na saida pode ser considerdavel em
sistemas mais complexos. O tratamento adequado
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Resposta ao degrau de um circuito RLC

Amplitude (V)
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000005 0001 00015 0,002 00025 0,003 00035 0,004 0,0045 0,005
tempo (9)

Figura 1: Exemplo de incertezas na resposta ao
degrau de um circuito RLC. Trés experimentos,
em momentos diferentes, do mesmo circuito mos-
tram resultados ligeiramente diferentes.

dos erros de medigao é um aspecto crucial do pro-
cedimento laboratorial cuidadoso. Um estudante
deve ter as ferramentas para identificar as fontes
dos erros experimentais, estabelecer incertezas nas
medigOes e propagar essas incertezas através dos
célculos que levam aos resultados finais (Rothwell
e Cloud, 2012).

Para melhor compreensao dos temas aborda-
dos nos laboratérios, as simulagoes computacio-
nais tém sido muito utilizadas para diversas ta-
refas de ensino. As simulagoes em um ambiente
de ensino trazem diversos beneficios pois existe o
contato direto com o modelo matematico do sis-
tema dindmico de interesse. Com o intuito de um
melhor aprendizado aliada a analise experimental,
conta-se também com a andlise via simuladores
computacionais. Entretanto, simulacoes compu-
tacionais estao sujeitas a erros, mesmo que os da-
dos de entrada sejam representaveis, o resultado
de uma simples operagao matematica pode nao
ser representavel. Em vez de um resultado ver-
dadeiro, o computador retorna uma aproximacao.
Pequenos erros de arredondamento se acumulam
e sao propagados em sucessivos célculos. Para
problemas mais complexos, esses arredondamen-
tos podem resultar em respostas totalmente erra-
das (Galias, 2013; Overton, 2001).

Além de arredondamento, existem outras fon-
tes de erros computacionais, como erro de trunca-
mento que se origina ao truncar sequéncias infini-
tas de operacoes aritméticas em um numero finito
de etapas. No entanto, as solucoes geradas por
computadores sdo muitas vezes aceitas como res-
postas verdadeiras (Galias, 2013; Kulisch, 1983).

Simulagbes computacionais também muitas
vezes nao coincidem com as respostas obtidas por
experimentos, ficando dificil evidenciar qual res-
posta apresenta um resultado certo. Logo, tanto
com a presenga dos erros numéricos quanto dos er-

ISSN 2525-8311

ros intrinsecos existentes nos sistemas, a utilizagao
da Andlise Intervalar (Moore, 1979; Rothwell e
Cloud, 2012) é um método poderoso no controle
destes erros. Métodos intervalares foram desen-
volvidos com o objetivo de controlar erros de ar-
redondamento em célculos de ponto flutuante e
seu uso cresce devido a motivacao de se controlar
estes erros (Ruetsch, 2005; Moore, 1979). A ideia
é que em vez de usar um unico valor de ponto
flutuante para representar um nimero, o que im-
plicaria em um erro se o nimero nao é repre-
sentavel na maquina, o valor é representado por li-
mites superior e inferior que sao representaveis na
méquina. Atualmente a Andlise Intervalar é apli-
cada em vérias areas, dentre sistemas elétricos de
poténcia (Pereira e Costa, 2012), processamento
de sinais (Santana et al., 2012), controle (Banerjee
et al., 2015; Yunlong et al., 2015), entre outras.

O que se pretende neste trabalho é aplicar a
Andlise Intervalar a um classico circuito elétrico
RLC série, aplicando-se um degrau unitario na en-
trada. Nesta andlise levam-se em consideracao os
erros de arredondamento do computador e a to-
lerancia dos componentes. Em seguida, pretende-
se comparar os resultados com a simulagao tradi-
cional e com os dados obtidos no laboratério.

O restante do trabalho esta organizado da se-
guinte forma. Na se¢ao 2 do trabalho, sao levan-
tados conceitos bésicos do artigo. Na secao 3, a
metodologia proposta é apresentada. Em seguida,
na se¢ao 4, os resultados obtidos sao descritos e
discutidos. Finalmente, na secao 5 sao apresenta-
das as conclusoes.

2 Conceitos Preliminares

2.1 Clrcuito Estudado

Um dos circuitos mais estudados no curso de En-
genharia Elétrica é o circuito RLC série mostrado
na Figura 2. A sua utilizagdo se deve ao fato
de ser um circuito cldssico e amplamente visto.
As andlises para este circuito foram realizadas
de acordo com (Ogata, 2005; Alexander e Sa-
diku, 2013). Inicialmente aplicando a lei de Kir-

JH—

Figura 2: Circuito RLC série.

chhoff das tensoes no circuito, obtém-se a equagao
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(1), consequentemente a corrente do circuito é
dada por (2),

ve(t) = Ri(t) +L%i(t) o) (1)
i(t) = C%Uc(t). @)

Substituindo (2) em (1) tém-se que

vs(t) = Rc%vc(t) + LC%vc(t) +ve(t). (3)

Considerando os parametros que caracterizam
uma resposta de segunda ordem e identificando-os
em (3), obtém-se (4)

2
wiv,(t) = %vc(t) +2§wo%vc(t) +wlvc(t) (4)

onde £ é o fator de amortecimento ou frequéncia
de neper, expressa em nepers por segundo [Np/s],
R /C
2\ T
amortecida do circuito expressa em radianos por
segundos [rad/s] dada por w, = \/% e wy =
wey/1 — €2 é conhecida como frequéncia natural
amortecida.

Com uma entrada em degrau unitario sendo
aplicada ao circuito, a tensao de saida através do
capacitor no dominio da frequéncia é dada por (5)

sendo & = w, a frequéncia natural nao

1 w?

- (®)

Vols) = 5 8% + 28wos + w2’

Escolhidos os componentes de forma que o
sistema apresente uma resposta subamortecida
(0 < ¢ < 1) por meio da transformada inversa
de Laplace de (5), obtém-se a equagao (6), que é
a resposta no dominio tempo ao se aplicar um de-
grau unitario na entrada para o circuito da Figura
2

ve(t) =1—e & <coswdt +

£
Wsenwﬂ) . (6)
Em circuitos de segunda ordem com res-
posta subamortecida, algumas caracteristicas do
transitério sdo analisadas para a identificagao da
dinamica do sistema, sendo estas apresentadas a
seguir.

o Sobressinal Maximo (M,,): diferenca entre o
valor de pico e o valor final. Pode ser calcu-
lado por:

—ng

M, = eVi-€ 100%. (7)

e Tempo de subida (ts): tempo necessério para
a resposta alcangar pela primeira vez o valor
de regime.
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e Tempo de pico (t,): tempo necessdrio para a
resposta alcancar o primeiro pico de sobres-
sinal, dado por

ty = —. (8)

e Tempo de acomodagdo (t4): tempo ne-
cessario para a resposta chegar em uma faixa
do valor final, em geral de +2% a +5%.

Para uma tolerdncia de £ 2%, seu valor
também pode ser definido por quatro vezes a
constante de tempo, como mostrado em (9).

zg; (9)

ta

2.2  Andlise Intervalar

Na anélise por intervalos, os nimeros sao repre-
sentados por um limite inferior e um limite supe-
rior, obtendo assim um intervalo (Ruetsch, 2005).
Intervalos sdo comumente denotados por letras
maiusculas, tal como X. As extremidades de X
sdo denotadas frequentemente por X e X, respec-

tivamente, de modo que X = [X, X|. Se suas ex-
tremidades sdo iguais X = X, esse novo nimero
é um numero real (Rothwell e Cloud, 2012). A
intersecao de dois intervalos X NY é um conjunto
de ntimeros reais que pertence a ambos X e Y. A
uniao X UY é um conjunto de ntimeros reais que
pertence a X ou Y (ou ambos). Se X NY nao
é vazio, entao X NY e X UY sdo intervalos que
podem ser calculados por

XNY = [max(X,Y), min(X,Y)] (10)
X UY = [min(X,Y), max(X,Y)]. (11)

As operagoes intervalares de adicao, sub-
tragao e multiplicagao sao definidas como:

X+Y=[X+Y,X+Y] (12)
X-Y=[X-Y,X-Y] (13)
X Y = [min (S), max ()] (14)

onde S é o conjunto {XY XY , XY XY}. SeY
nao contém o nimero zero, entdo o quociente X,/Y
é dado por

X/Y =X-(1/Y) (15)
onde 1/Y = [1/Y,1/Y].

E importante mencionar que a adigao e a mul-
tiplicacao sao associativas e comutativas, porém a
distributividade nao é geral para todos os casos,
ou seja, duas expressoes, que sao equivalentes em
aritmética verdadeira podem nao ser equivalen-
tes em aritmética intervalar (Nepomuceno e Mar-
tins, 2016). Por exemplo, seja X um intervalo, a
funcao

F(X) = X(1 - X)
e uma extensao intervalar de f

F(X)=X-X X.

Tem-se que f([0,1]) = [0,1].(1 — [0,1]) = [0,1] en-
quanto Fi([0,1]) = [0,1] — [0,1].[0,1] = [—-1,1].
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2.8 Toolbox Intlab

Computacionalmente é utilizado o Intlab para a
analise intervalar, este é um toolbox para Matlab
que suporta intervalos reais e complexos, vetores
e matrizes. Ele é projetado para ser muito rapido.
De fato, nao é muito mais lento do que os algorit-
mos puros de ponto flutuante (Rump, 1999).

A andlise intervalar implica em computacao
com conjuntos. O Intlab foi projetado para ob-
ter rigorosas solugoes. Uma solugao para um de-
terminado problema é produzida sob a forma de
um intervalo que contém a verdadeira solugao. A
aritmética finita da méaquina é resolvida através
de arredondamentos para o ponto flutuante mais
proximo, isto é, arredondando a extremidade da
esquerda para o numero inferior da maquina mais
proximo ou igual ao ponto final exato de um inter-
valo, e o ponto final direito para o nimero mais
préximo da maquina maior do que ou igual ao
exato ponto final direito (Rothwell e Cloud, 2012).

O Intlab permite operagoes bésicas a serem
realizadas em intervalos reais e complexos, esca-
lares, vetores e matrizes. Estas operagoes sao in-
seridas semelhante a aritmética real e complexa
no Matlab. Por exemplo, se a matriz A ¢é in-
troduzida, em seguida, A% realiza A x A em
aritmética intervalar, enquanto que A.2 resulta
em cada componente de A elevado ao quadrado,
usando aritmética intervalar (Hargreaves, 2002).

No Intlab a varidvel é vista como um inter-
valo. Por exemplo, seja um resistor de 100 €2 com
uma variagdo de +5%, este serd representado no
toolbox Intlab como

R = intval [95;105]

ou seja, a variavel é representada de maneira que
englobe o valor nominal mais a tolerancia especi-
ficada do componente.

As funcées padroes, tais como as fungoes tri-
gonométricas e exponenciais, estao disponiveis e
sao utilizadas na forma Matlab habitual.

3 Metodologia

Inicialmente foi realizada a simulacao tradicional
do circuito da Figura 2 por meio do Matlab. Para
obter a curva de resposta subamortecida como
proposto, foram utilizados um indutor com 0,1 H e
7,8 €, um capacitor = 100 nF, um resistor de 100
Q. A resisténcia do indutor foi considerada devido
aos aspectos construtivos e utilizamos o valor no-
minal indicado no préprio indutor. Assim o valor
total da resisténcia série foi de R = 107,8(2. Em
seguida, os resultados obtidos a partir dessa si-
mulacao foram comparados com a resposta para o
mesmo circuito no laboratério. A Tabela 1 traz
a lista dos componentes utilizados na execugao
pratica do circuito.

Partindo da resposta transitéria obtida
pelo osciloscopio foram estimados os seguintes
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Tabela 1: Lista de componentes utilizados no cir-
cuito.

Elemento Tipo/Valor nominal
Osciloscopio DSO-X, 202A, 7TOMHZ
Matriz de Contatos EPB0058
Resistor 100 ©
Indutor 0,1He 7,80
Capacitor 100 nF

parametros ts, My, t,. Consequentemente foram
calculados os valores dos parametros que carac-
terizam a dinamica do circuito: &, w, e wy. Em
seguida esses valores foram comparados com os
previamente simulados. Com os resultados encon-
trados foi feita a simulacao por meio do toolbox
Intlab onde os componentes do circuito sao vis-
tos como intervalos, tal que R = [R— g, R+ dg],
L=[L—-65,L+61],C=[C—bc,C+dc], em que
6 corresponde as tolerancias relacionadas a cada
componentes. Para o indutor é considerado uma
tolerancia de +10%, para o capacitor +£20%, para
o resistor e para a resisténcia interna do indutor
+5%.

4 Resultados

A Figura 3 mostra a resposta, obtida por meio de
um osciloscépio, ao aplicar um degrau unitario na
entrada de um circuito RLC série (Figura 2).
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Figura 3: Resposta ao degrau obtida experimen-
talmente pelo osciloscépio.

A Figura 4 mostra a comparagdo entre a si-
mulagao da curva tradicional referente a equacgao
(7) e a resposta obtida experimentalmente, mos-
trada na Figura 3.

A partir da Figura 4 é possivel perceber que
ambas as curvas também nao coincidem total-
mente e apresentam um erro aparentemente con-
sideravel. O sistema experimental apresentou um
maior coeficiente de amortecimento, consequen-
temente diminuindo a frequéncia amortecida wy.
Considerando os erros existentes associados as
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Tenséo de Saida vC

2r Tabela 2: Especificagbes da resposta transitéria.

18F Simulacdo Experimento Intlab

16t — Tradicional M, 0,8440 0,7125 [0,6656; 0,9230]

' —— Experimental ts 0,00016 0,000146 [0,000137; 0,00019]
;1’47 tp 0,000314 0,000315 [0,000267; 0,00036]
~ 1 2,

o b
B 1hH VA O\ PO N
EO,S* tema. Indicados na Tabela 3.
<
067
04 Tabela 3: Parametros que caracterizam a
02 dindmica do sistema.
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | Simulagao  Experimento Intlab
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 001 13 0,0539 0,10729 [0,02548; 0,12848]
tempo (s) wq 9985,5 9951,196 [8685,2; 11773,9]
Wo 10000 10008,97 [8703,8; 11785,1]

Figura 4: Respostas ao degrau obtidas experimen-
talmente e por simulacao.

propriedades inerentes dos componentes, a pre-
cisao finita dos equipamentos de medigao e os er-
ros propagados durante a simulagao, é dificil afir-
mar qual representa fielmente a caracteristica do
circuito. Sendo assim é mais confidvel utilizar uma
simulagao que contenha os erros associados.

Utilizando o toolbox Intlab foram obtidas as
respostas apresentadas na Figura 5. E possivel
perceber que a resposta encontrada através do to-
olbox Intlab engloba a simulacgao tradicional e a
resposta obtida experimentalmente. Analisando
as caracteristicas da resposta da curva obtida em
laboratério e comparando com as simulacoes da
resposta tradicional e da resposta intervalar, tem-
se a Tabela 2, que contém as especificagoes da
resposta transitéria obtida pela simulagao tradi-
cional, pela resposta experimental e pela resposta
intervalar.

Tensédo de Saida vC
181 Intervalar
161 — Tradicional
— Experimental
14r
2 12t
2
2 1
=
€080
<
061
04
02

tempo ()

Figura 5: Comparacgao entre as respostas ao de-
grau intervalar, por simulagao tradicional e expe-
rimental.

A partir das especificagoes da resposta tran-
sitéria mostradas na Tabela 2, foram calculados
os parametros que caracterizam a dinamica do sis-
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0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0009 0,01

Ao analisar as Tabelas 2 e 3, é possivel
perceber que os parametros que caracterizam a
dinamica do sistema, bem como os parametros que
caracterizam a resposta transitéria estao dentro
dos intervalos estimados pelo Intlab. E, a partir
da Figura 5 percebe-se que as curvas da resposta
experimental e da resposta da simulagao tradicio-
nal estao inclusas na resposta obtida pelo Intlab,
como era esperado.

5 Conclusoes

O presente artigo apresenta uma metodologia para
o tratamento de incertezas na simulacao de siste-
mas dinamicos, com foco em circuitos elétricos,
em que as varidveis de entrada e de saida sao mo-
deladas por intervalos. Uma vez que respostas
por simulacoes tradicionais e por experimentos em
laboratérios apresentam diferencas consideraveis
devido aos erros associados a simulagao e aos er-
ros inerentes do circuito pratico, como pode ser
visto na Figura 4.

Com isso a solugao da simulagao computacio-
nal apresentada é 1til para a anélise de sistemas,
pois esta encontra intervalos que contém as respos-
tas experimentais bem como as respostas obtidas
via simulacoes tradicionais, garantindo os resul-
tados. Caracterizando a possibilidade de se tra-
balhar as respostas obtidas em laboratérios, com
simulacbes de forma que os métodos abordados
durante o ensino se tornem mais condizentes, sa-
tisfazendo as respostas assim encontradas durante
os estudos.

A anilise intervalar desenvolvida neste traba-
lho se mostra eficaz e apresenta resultados satis-
fatérios. Na mesma linha afirmada por (Rothwell
e Cloud, 2012), a incorporacao de incertezas por
intervalos pode-se constituir em um método sim-
ples e eficiente para apresentar simulagoes tecni-
camente e didaticamente mais coerentes com os
dados experimentais. Acredita-se que a analise
intervalar possa ser um conteido curricular im-
portante para cursos de Engenharia.
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