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Abstract— This paper is concerned with the stability problem of uncertain linear time-invariant systems

in polytopic domains. The main contribution is to provide a systematic procedure to check the stability of

continuous-time uncertain systems by using Lyapunov functions within higher order derivatives of the states.

The formulation presented in the paper makes use of an augmented Lyapunov matrix that also can be considered

in a block diagonal form. The sufficient conditions are given in terms of robust Linear Matrix Inequalities that

can be solved by using available computational packages. Numerical examples from the literature illustrate the

performance of the proposed method when compared with other approaches available in the literature.

Keywords— Robust stability, Lyapunov functions, continuous-time uncertain systems, polytopic uncertain-

ties

Resumo— Este artigo trata do problema de estabilidade de sistemas lineares incertos invariantes no tempo em

domı́nios politópicos. A principal contribuição é a apresentação de um procedimento sistemático para verificar a

estabilidade de sistemas incertos cont́ınuos no tempo, usando funções de Lyapunov com derivadas de ordem su-

perior nos estados. A formulação apresentada faz uso de uma matriz aumentada de Lyapunov que também pode

ser considera na forma bloco diagonal. As condições suficientes são dadas na forma de desigualdades matriciais

lineares robustas que podem ser resolvidas usando pacotes computacionais existentes. Exemplos numéricos reti-

rados da literatura ilustram o desempenho do método proposto quando comparado a outras técnicas dispońıveis

na literatura.

Palavras-chave— Estabilidade robusta, Funções de Lyapunov, sistemas incertos cont́ınuos no tempo, incer-

tezas politópicas

1 Introdução

A utilização da teoria de Lyapunov para análise
de sistemas provou ser uma poderosa ferramenta
para garantir a estabilidade de sistemas dinâmi-
cos (Khalil, 2002). Uma das vantagens da utiliza-
ção da teoria de Lyapunov, é o fato das condições
poderem ser escritas na forma de Desigualdades
Matriciais Lineares (LMIs, do inglês Linear Ma-
trix Inequalities) de uma forma simples. A uti-
lização de LMIs para análise e projeto de sis-
temas de controle tornou-se frequente devido a
sua consistência e pela sua capacidade de lidar
com a presença de incertezas nos modelos (Boyd
et al., 1994).

A condição baseada na estabilidade
quadrática foi a primeira a ser usada para
certificar a estabilidade de sistemas incertos
lineares invariantes no tempo (LIT) cont́ın-
uos no tempo com incertezas em domı́nio
politópico (Barmish, 1985). Entretanto, o uso
de uma matriz de Lyapunov comum para todo
o domı́nio incerto pode ser conservador em
alguns casos. Para reduzir o conservadorismo
das condições, as principais contribuições foram
no sentido de modificar a estrutura da matriz
de Lyapunov, considerando funções de Lyapunov
afins (Geromel et al., 1998; Trofino, 1999; Peau-
celle et al., 2000; Leite e Peres, 2003) e funções

de Lyapunov polinomialmente dependente
dos parâmetros (Chesi et al., 2005; Oliveira
e Peres, 2006; Scherer, 2006; Oliveira e
Peres, 2007; Chesi, 2008) para certificar a
estabilidade de sistemas incertos LIT.

Em uma outra direção, em Ebihara et al.
(2005) derivadas de ordem superior dos estados
(limitadas à terceira ordem) foram usadas para
construir uma função de Lyapunov aumentada. O
trabalho foi estendido em Peaucelle et al. (2007)
considerando uma função de Lyapunov composta
por um número genérico de derivadas de ordem
superior dos estados para tratar do problema de
separação topológica. Outro trabalho relacionado
é Ebihara et al. (2015, Caṕıtulo 2), que aborda a
análise robusta de sistemas incertos LIT usando
condições com a presença de variáveis de folga. É
importante ressaltar a existência de técnicas que
fazem uso de funções de Lyapunov não monotôni-
cas para certificar a estabilidade de sistemas in-
certos (Lee et al., 2011; Lacerda e Seiler, 2017).

Este artigo apresenta um procedimento sis-
temático para certificar a estabilidade de sis-
temas incertos LIT cont́ınuos no tempo com in-
certezas em domı́nios politópicos. As condições
são baseadas na existência de uma função de
Lyapunov composta por um número genérico de
derivadas de ordem superior do vetor de esta-
dos. Diferentemente de (Ebihara et al., 2005),
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as condições propostas neste trabalho não exigem
que a matriz da função de Lyapunov aumentada
seja definida positiva. Duas formulações são ap-
resentadas, a primeira faz uso da matriz aumen-
tada em sua forma completa e a segunda faz uso
de uma matriz aumentada na forma bloco diago-
nal. Essa imposição de estrutura vai permitir a re-
dução do número de variáveis escalares necessárias
para certificar a estabilidade dos sistemas incer-
tos. Experimentos numéricos ilustram o potencial
do método proposto de reduzir o número de var-
iáveis escalares para certificar a estabilidade de
sistemas LIT incertos cont́ınuos no tempo.

O artigo é organizado da seguinte forma. A
Seção 2 introduz os resultados preliminares. Os
resultados principais são apresentados na Seção 3.
A Seção 4 apresenta experimentos numéricos que
ilustram o desempenho do método proposto e a
Seção 5 conclui o artigo.

2 Resultados Preliminares

2.1 Método de Lyapunov

Considere um sistema LIT cont́ınuo no tempo re-
presentado por

ẋ = Ax (1)

em que x ∈ R
n é o vetor de estados e A ∈ R

n×n

é a matriz dinâmica do sistema. A estabilidade
do sistema (1) pode ser determinada por meio de
uma função de Lyapunov V (x). Uma função de
Lyapunov deve respeitar três condições:

V (x) > 0 ∀x 6= 0 (2)

V̇ (x) < 0 ∀x 6= 0 (3)

V (0) = 0 (4)

Usando a função quadrática V (x) = xT Px como
candidata à função de Lyapunov, é posśıvel enun-
ciar o seguinte lema:

Lema 1 Se existir uma matriz P = P T ∈ R
n×n

tal que

P > 0 (5)

AT P + PA < 0 (6)

então o sistema representado em (1) é assintóti-
camente estável.

Prova: A escolha de V (x) = xT Px atende à con-
dição (4). Além disso, a condição (5) garante que
V (x) = xT Px seja definida positiva para todo
x 6= 0. Por fim, multiplicando (6) por xT a es-
querda e por x a sua direita pode-se escrever

xT (AT P + PA)x = xT AT Px + xT PAx

= ẋT Px + xT P ẋ

= V̇ (x) < 0

Logo, a condição (3) é atendida. Dessa forma,
V (x) = xT Px é uma função de Lyapunov que
assegura a estabilidade do sistema (1). ✷

Considere o seguinte sistema LIT incerto con-
t́ınuo no tempo

ẋ = A(α)x (7)

em que x ∈ R
n é o vetor de estados. A matriz

incerta A(α) ∈ R
n×n pertence a um domı́nio po-

litópico parametrizada em termos de um vetor de
parâmetros invariantes no tempo α, dada por

A(α) =
N

∑

z=1

αzAz , α ∈ ΛN (8)

em que Az, z = 1, . . . , N são os vértices do poli-
topo e ΛN é o simplex unitário

ΛN =

{

σ ∈ R
N :

N
∑

i=1

σi = 1; σi ≥ 0, i = 1, . . . ,N

}

.

(9)
Para tratar o problema de certificar a estabilidade
para um sistema incerto, uma função de Lyapunov
dependente de parâmetros V (x) = xT P (α)x pode
ser utilizada. A matriz de Lyapunov P (α) apre-
senta uma estrutura polinomial de grau arbitrá-
rio, como proposto em (Oliveira e Peres, 2007). A
estabilidade do sistema incerto (7) pode ser com-
putada usando o lema a seguir

Lema 2 Se existir uma matriz P (α) = P (α)T ∈
R

n×n polinomial de grau arbitrário g tal que:

P (α) > 0 (10)

A(α)T P (α) + P (α)A(α) < 0 (11)

então o sistema representado em (7) é assintoti-
camente estável.

Prova: Pode ser encontrada em (Oliveira e Peres,
2007). ✷

3 Resultados Principais

Como primeiro passo, vamos escolher como can-
didata uma função de Lyapunov V (x) contendo
apenas termos com derivada de primeira ordem
dos estados na seguinte forma

V (x) =
[

xT ẋT
]

[

P11(α) P12(α)
P12(α)T P22(α)

] [

x

ẋ

]

(12)

Diferentemente das condições propostas
em (Ebihara et al., 2005), nesse artigo não
é necessário que a matriz

[

P11(α) P12(α)
P12(α)T P22(α)

]

seja definida positiva. O Lema a seguir apresenta
condições para a estabilidade, obtidas com a uti-
lização de V (x) assim como em (12).
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Lema 3 Se existirem matrizes P11(α) =
P11(α)T ∈ R

n×n, P22(α) = P22(α)T ∈ R
n×n e

P12(α) ∈ R
n×n assim como em (12) tais que:

Tp > 0 (13)

A(α)T Tp + TpA(α) < 0 (14)

com

Tp = P11(α) + A(α)T P21(α) + P12(α)A(α)

+ A(α)T P22(α)A(α) (15)

então o sistema representado em (7) é assintoti-
camente estável.

Prova: Multiplicando (13) por xT a esquerda e x

a direita tem-se

xT (P11(α) + A(α)T P12(α)T + P12(α)A(α)

+ A(α)T P12(α)T A(α))x > 0 (16)

Substituindo ẋ = A(α)x, pode-se escrever (16)
como

xT P11(α)x + ẋT P12(α)T x + xT P12(α)ẋ

+ ẋT P12(α)T ẋ > 0 (17)

ou ainda

[

xT ẋT
]

[

P11(α) P12(α)
P12(α)T P22(α)

] [

x

ẋ

]

> 0 (18)

ou seja, V (x) como em (12) é definida positiva.
Multiplicando a condição (14) por xT a esquerda
e x a direita tem-se:

xT (A(α)T Tp + TpA(α))x < 0

Substituindo ẋ = A(α)x na desigualdade anterior
pode-se escrever

ẋT Tpx + xT Tpẋ < 0

que é equivalente a V̇ (x) < 0 com

V (x) = xT Tpx (19)

que pode ser reescrita como em (12). ✷

O Lema 4 pode ser estendido para considerar
derivadas de ordem superior na função de Lyapu-
nov com a seguinte estrutura:

V (x) =
[

xT ẋT . . . (xp)T
]

Q











x

ẋ
...

(xp)











(20)

Teorema 4 Se existir uma matriz Q = QT ∈
R

n(p+1)×n(p+1) tal que:

Tg > 0 (21)

A(α)T Tg + TgA(α) < 0 (22)

em que
Tg = RT QR (23)

com

R =















I

A(α)
A(α)2

...
A(α)p















(24)

então o sistema representado em (7) é assintoti-
camente estável.

Prova: Seja Tg assim como definido em (23),
multiplicando (21) por xT à esquerda e x a direita
obtém-se

xT RT QRx > 0 (25)

com

Rx =















x

A(α)x
A(α)2x

...
A(α)px















=















x

ẋ

ẍ
...

(xp)















(26)

ou seja, (25) é equivalente a

[

xT ẋT . . . (xp)T
]

Q











x

ẋ
...

(xp)











> 0 (27)

ou ainda, V (x) como em (20) é definida positiva.
Multiplicando a condição (22) por xT a esquerda
e x a direita tem-se:

xT (A(α)T Tg + TgA(α))x < 0

Substituindo ẋ = A(α)x na desigualdade anterior

ẋT Tgx + xT Tgẋ < 0

que é equivalente a V̇ (x) < 0 com

V (x) = xT Tgx (28)

que pode ser reescrita como em (20) ✷

O Corolário 5 apresentado a seguir, visa redu-
zir o esforço computacional considerando a matriz
Q do Teorema 4 com uma estrutura bloco diago-
nal.

V (x) =
[

xT ẋT . . . (xp)T
]

Qd











x

ẋ
...

(xp)











(29)

com

Qd = blkdiag
(

Q1, Q2, . . . , Q(p+1)

)

(30)
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Corolário 5 Se existir uma matriz Qd ∈
R

n(p+1)×n(p+1) como em (30) tal que:

Td > 0 (31)

A(α)T Td + TdA(α) < 0 (32)

em que

Td =

p
∑

i=0

(A(α)i)T Q(i+1)A(α)i (33)

então o sistema representado em (7) é assintoti-
camente estável.

Prova: Multiplicando (31) por xT a esquerda e x

a direita tem-se

xT (Q1+A(α)T Q2A(α)+(A(α)2)T Q3A(α)2+. . .

+ (A(α)p)T Q(p+1)A(α)p)x (34)

ou seja,
xT RT QdRx > 0 (35)

com Rx como em (26) que é equivalente a











x

ẋ
...

(xp)











T 









Q1 0 . . . 0
0 Q2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Q(p+1)





















x

ẋ
...

(xp)











> 0

(36)
ou seja V (x) como em (29) é definida positiva.
Multiplicando a condição (31) por xT a esquerda
e x a direita tem-se:

xT (A(α)T Td + TdA(α))x < 0

Substituindo ẋ = A(α)x na desigualdade anterior

ẋT Tdx + xT Tdẋ < 0

que é equivalente a V̇ (x) < 0 com

V (x) = xT Tdx (37)

que pode ser reescrita como em (29). ✷

Note que, tanto o Teorema 4 quanto o Coro-
lário 5 contém as condições do Lema 2 como caso
particular quando p = 0.

O Corolário 5 possibilita que as matrizes que
compõem Qd como em (30), possuam estruturas
distintas, isto é, cada matriz Qi pode apresentar
um grau polinomial distinto. Essa estrutura será
explorada com o objetivo de reduzir o esforço com-
putacional para certificar a estabilidade dos siste-
mas incertos.

4 Experimentos Numéricos

Realizando um comparativo entre as condições
propostas neste artigo com outras presentes na li-
teratura, as simulações foram realizadas em Ma-
tlab versão R2015a, utilizando pacotes computaci-
onais YALMIP (Löfberg, 2004), SeDuMi (Sturm,

1999) e ROLMIP (Agulhari et al., 2012). O
computador utilizado possui um processador In-
tel Core i5 4200, 1.6 Ghz, 4 Gb de RAM com sis-
tema operacional Windows 8.1. Os exemplos uti-
lizados foram retirados de Ebihara et al. (2005).
Os graus empregados para as matrizes de Lyapu-
nov nos exemplos a seguir, bem como a ordem da
derivada utilizada para construir a função de Lya-
punov aumentada, foram escolhidos de maneira
emṕırica de forma a prover os melhores resultados
em função do menor número de linhas de LMIs e
menor número de variáveis de decisão.

Sejam dadas matrizes A0 ∈ R
n×n e Āi ∈

R
n×n com i ∈ ZN e ZN := {1, . . . , N}. Conside-

rando o sistema representado em (7), os vértices
da matriz A(α) são computados por

Ai = Ā0 + ηĀi, i ∈ ZN (38)

Assumindo que a matriz Ā0 seja Hurwitz estável
i.e., possua todos os autovalores com parte real
negativa, o objetivo é encontrar o máximo valor
de η tal que a estabilidade do sistema possa ser
assegurada pelas condições propostas.

4.1 Exemplo 1

Considerando N = 2, as matrizes em (38) são
dadas por

Ā0 =





−2.0 1.0 −1.0
2.5 −3.0 0.5

−1.0 1.0 −3.5





Ā1 =





−0.7 −0.5 −2.0
−0.8 0.0 0.0
1.5 2.0 2.4





e Ā2 = −Ā1 respectivamente.

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos para
o primeiro exemplo. O grau g das matrizes P ou
Q está indicado da seguinte forma. Para o Lema 3
foram considerados graus (gP11

,gP12
,gP22

), o Teo-
rema 4 foi utilizado considerado derivadas de or-
dem p com grau gQ. O Corolário 5 utilizou deri-
vadas de ordem p com graus distintos para cada
uma das matrizes que compõem a matriz diago-
nal Qd da seguinte forma (gQ1

,gQ2
, . . . ,gQp+1

). A
referida tabela mostra também o número de va-
riáveis escalares (NV ) envolvidas no problema de
otimização, o número de linhas de LMIs (NL) e o
máximo valor de η encontrado em cada caso. As
condições propostas no artigo foram comparadas
com os métodos (Ebihara et al., 2005, Teorema 2),
(Ebihara et al., 2015, Teorema 2.4) e com o Lema 2
(apresentado em (Oliveira e Peres, 2007)).
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Tabela 1: Máximo valor de η obtido para o Exem-
plo 1 usando diferentes métodos, contendo número
de variáveis escalares NV e número de linhas de
LMIs NL para cada caso.

Método NV NL η

Lema 2 (gP = 4) 30 33 3.551

Lema 3 (gP = 0,0,2) 33 33 3.551

Teorema 4 (p = 1,gQ = 2) 63 33 3.551

Corolário 5 (gQi = 1,2) 30 33 3.551

(Ebihara et al., 2005) 96 30 3.551

(Ebihara et al., 2015) 30 18 3.207

Analisando a Tabela 1 é posśıvel observar que
o Teorema 4 conseguiu reduzir o número de variá-
veis quando comparado com o método (Ebihara
et al., 2005), além disso pode-se notar que o mé-
todo (Ebihara et al., 2015) não é capaz de alcançar
o máximo valor de η. O Corolário 5 com p = 1,
apresenta o mesmo número de variáveis escalares e
o mesmo número de linhas de LMIs que o Lema 2
para certificar a estabilidade do sistema para o
maior valor de η.

4.2 Exemplo 2

Considerando N = 3, as matrizes em (38) são
dadas por

Ā0 =









−2.4 −0.6 −1.7 3.1
0.7 −2.1 −2.6 −3.6
0.5 2.4 −5.0 −1.6

−0.6 2.9 −2.0 −0.6









Ā1 =









1.1 −0.6 −0.3 −0.1
−0.8 0.2 −1.1 2.8
−1.9 0.8 −1.1 2.0
−2.4 −3.1 −3.7 −0.1









Ā2 =









0.9 3.4 1.7 1.5
−3.4 −1.4 1,3 1.4
1.1 2.0 −1.5 −3.4

−0.4 0.5 2.3 1.5









Ā3 =









−1.0 −1.4 −0.7 −0.7
2.1 0.6 −0.1 −2.1
0.4 −1.4 1.3 0.7
1.5 0.9 0.4 −0.5









A Tabela 2 mostra os resultados obtidos para o
Exemplo 2. Novamente foram considerados graus
(gP11

,gP12
,gP22

) para as matrizes do Lema 3 e grau
gQ para a matriz Q do Teorema 4 com derivadas
de ordem p. O Corolário 5 utilizou derivadas de

ordem p com graus distintos para cada uma das
matrizes que compõem a matriz diagonal Qd da
seguinte forma (gQ1

,gQ2
, . . . ,gQp+1

). As condições
propostas no artigo foram comparadas com os mé-
todos (Ebihara et al., 2005, Teorema 2), (Ebihara
et al., 2015, Teorema 2.4) e com o Lema 2 (apre-
sentado em (Oliveira e Peres, 2007)).

Tabela 2: Máximo valor de η obtido para o Exem-
plo 2 usando diferentes métodos, contendo número
de variáveis escalares NV e número de linhas de
LMIs NL para cada caso.

Método NV NL η

Lema 2 (gP = 3) 100 100 2.223

Lema 3 (gP = 2,0,1) 106 100 2.223

Teorema 4 (p = 1,gQ = 2) 216 144 2.223

Corolário 5 (gQi = 2,1) 90 100 2.223

Corolário 5 (gQi = 2,0,0) 80 144 2.223

(Ebihara et al., 2005) 204 60 1.930

(Ebihara et al., 2015) 62 36 1.497

É importante observar que os métodos pro-
postos em (Ebihara et al., 2005; Ebihara et al.,
2015) não são capazes de atingir o valor 2.223
para η. Além disso, o Corolário 5 é capaz de atin-
gir o menor número de variáveis entre os métodos
considerados. Para p = 1 e gQi = 2,1, o Corolá-
rio 5 utilizou 90 variáveis com o mesmo número de
linhas de LMIs utilizadas pelo Lema 2, NL = 100.
Para p = 2 e gQi = 2,0,0 o número de variáveis
escalares foi reduzido para 80, porém o número de
linhas de LMIs aumentou para NL = 144.

A estrutura diagonal permitiu certificar a es-
tabilidade com um número menor de variáveis,
mostrando-se uma alternativa viável na análise de
sistemas incertos.

5 Conclusão

Este artigo apresentou condições suficientes na
forma de LMIs robustas para certificar a esta-
bilidade de sistemas incertos usando a teoria de
Lyapunov. A função de Lyapunov utilizada para
certificar a estabilidade possui uma estrutura que
considera derivadas de ordem superior dos esta-
dos. As vantagens do método proposto foram de-
monstradas nos exemplos numéricos, em que o nú-
mero de variáveis necessárias para certificar a es-
tabilidade dos sistemas incertos foi menor ou igual
ao número de variáveis utilizadas por outros méto-
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dos existentes na literatura. Como extensões para
trabalhos futuros, os autores estão investigando
como realizar o cômputo de critérios de desempe-
nho como o custo garantido H∞ fazendo uso da
metodologia proposta.
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