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Introducao

e Computacado numeérica é uma parte vital da infraestrutura
tecnoldgica e cientifica da atualidade.

e Praticamente toda computacao numérica utiliza aritmética de
ponto flutuante.

@ Quase todos os computadores fazem uso da norma IEEE para
aritmética de ponto flutuante.

o Entretanto, percebe-se que aspectos importantes da norma IEEE
ainda nao sao compreendidos por varios estudantes e profissionais.

e Computagao numeérica significa computagdo com niimeros.

o E uma &rea tdo antiga quanto a proépria civilizagdo humana.

e Em torno de 1650, os egipcios ja empregava técnicas de
computacao.

e Contar pedras e gravetos foi utilizado ha anos para contar e
armazenar nimeros.

e O abaco foi utilizado na Europa até a introdugao da notagao
posicional decimal.
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Introducao
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Figura 1: Primeira calculadora utilizada pelo homem: um &baco
representando o namero 6302715408. Fonte: Wikipédia.
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Introducao

e A partir do séc. XVI, o sistema decimal se tornou base em toda a
Europa.

e O proximo grande avanco foi a tabulacio de logaritmos por John
Napier no inicio do séc. XVII.

e Com logaritmos é possivel substituir divisdes e multiplicagoes por
subtracoes e adicoes.

o Isaac Newton e Leibniz desenvolveram o calculo no séc. XVII e
técnicas numeéricas para a solucao de varios problemas.

e Outros grandes matemaéticos, tais como Euler, Lagrange, Gauss
foram responsaveis por grandes desenvolvimentos na computacao
numérica.

e Um outro dispositivo utilizado foi a régua de deslizamento até a
década de 70 do século passado.

e Dispositivos mecanicos para célculo foram inventados por
Schickard, Pascal e Leibniz.

@ Charles Babbage iniciou o desenvolvimento de equipamentos sem
intervencao humana.
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Introducao

e Durante Segunda Guerra Mundial houve um grande
desenvolvimento de dispositivos para célculos, e pode-se afirmar
que mais ou menos nessa época comecou-se a era da computagio.

o Uma das primeiras maquinas consideradas como computador foi o
73, construido pelo engenheiro Konrad Zuse na Alemanha entre os
anos de 1939 e 1941. O Z3 usava dispositivos eletromecanicos e ja
empregava nimeros binarios de ponto flutuante.

e O governo britanico desenvolveu nessa mesma época um
dispositivo eletronico chamado Colossus usado para decodificar
mensagens secretas.

Figura 2: Colossus Mark 2 desenvolvido em 1944. Fonte: Wikipédia.
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Introducao

o Considera-se como primeiro computador eletronico o ENTAC
(Electronic Numerical Integrator And Computer). E um dispositivo
de cerca de 18000 valvulas e foi construido na Universidade da
Pensilvania entre os anos de 1943 e 1945 por Eckert e Mauchly.

Figura 3: Eniac desenvolvido em 1946. Fonte: Wikipédia.
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Introducao

o Os dois principais cientistas que influenciaram os padrdes de
desenvolvimento dos dispositivos computacionais foram Alan
Turing e John von Neumann.

Figura 4: 'A‘lan Turing. Figura 5: John von Newmann.
Fonte: Wikipédia. Fonte: Wikipédia.
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Introducao

@ Durante a década de 1950, o principal uso dos computadores foi
para computacao numérica.

e A partir de 1960, os computadores passaram a ser usados em
empresas para processar informagao, tais como, texto e imagem.

e Usuarios frequentemente nao estdo cientes de que a manipulacao
de texto, som ou imagem envolve computacao numeérica.

e Os computadores sao usados para resolver equacoes que modelam
os mais diferentes sistemas: da expansdo do universo a
micro-estrutura do 4tomo; processamento de imagens e andlise
estatistica de dados médicos; predicao de clima; simulacao de
circuitos para projetos de computadores menores e mais rapidos;
modelagem de aeronaves para testes e treinamento de pilotos;
confiabilidade de sistemas elétricos.

e Os resultados numéricos sao comparados com os resultados
experimentais.

o Em sintese: todas areas da ciéncia e engenharia utilizam
fortemente a computacdo numeérica.
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Os numeros reais

e Os numeros reais sao representados por uma linha.

12 V2 e ™

Figura 6: A linha que representa os niimeros reais.

@ A linha se estende infinitamente em direcdo a —oo e +o00.
@ Os simbolos —oco e +00 nao sdo considerados como nimeros.

Definition 1

O sistema de nimeros real estendido consiste do campo real R e dois
simbolos: +00 e —oo. Preserva-se a ordem original em R, e define-se

—x << +oo

para qualquer z € R. Utiliza-se o simbolo R.

.
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Os numeros reais

e Ha4 infinitos mas contaveis numeros inteiros 0,1, — 1,2, — 2, . ...

e Os numeros racionais (Q)) sdo aqueles que consistem da razao de
dois inteiros, tais como: 1/2,2/3,6/3.

e Os nimeros racionais sao infinitos mas contaveis.

Exercicio 1

Mostre que os nimeros racionais sao contaveis. Dica: utilize uma
tabela e faga uso da diagonal.

e Os numeros irracionais sdo os nimeros reais que nao sdo racionais.
Exemplos: /2,7, e.

Exemplo 1

O numero e é o limite de

quando n — oo.
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Os nimeros reais

o As investigacGes para a definicdo de e comecaram no séc. XVIL.

e Todo ntimero irracional pode ser definido como o limite de uma
sequéncia de nimeros racionais.

e O conjunto de nimeros irracionais ¢ dito ser incontéavel.

e Numero romano: MDCCCCLXXXV = 1985.

o O sistema posicional faz uso de um aspecto essencial: o zero é
representado por um sfmbolo.

e Os babilénios em 300 a.C. usavam um simbolo para representar o
Zero.

e O sistema arabico foi desenvolvido na India por volta de 600 d.C.

@ Ap6s o ano de 1200 iniciou-se o uso dos niameros arabicos,
notadamente devido a obra “Liber Abaci” (ou Livro do Calculo)
escrito pelo matemaético italiano Leonardo Pisano Bigollo, mais
conhecido como Fibonacci.

Exercicio 2

Mostre que v/2 é um namero irracional.
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Os nimeros reais

e O sistema decimal requer 10 simbolos (0 a 10). A escolha é
pautada em funcdo do ntmero de dedos.

e Os babilonios tinham um outro sistema em base 60.

@ O zero é necessério para distinguir 601 de 61.

e Sistema decimal foi utilizado inicialmente apenas para nimeros
inteiros.

e Embora o sistema decimal é conveniente para pessoas, o mesmo
nao acontece para computadores.

e O sistema binério é mais 1til, no qual cada niumero é representado
por uma palavra de bits.

e Cada bit corresponde a uma poténcia de 2.

e Um bit pode ser visto como um entidade fisica que esta ligado ou
desligado. Em eletronica sabemos que o bit é representado por um
nivel de tensdo baixo ou alto.

e Bits sao organizados em grupos de 8, chamado de byte.

e Cada byte pode representar 2% = 256 diferentes ntimeros.

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE Agosto de 2016 12 / 108



Os nimeros reais
e O numero (71)19 = 7 x 10 + 1 tem sua representacao bindria como
(1000111) =1x644+0x32+0x164+0x8+1x4+1x2+1x1.

e O numero fracionario pode ser representado, tal como

11 1
i _ 1 -
5 (5,5)10=5x1+4+5x 0
e
11 1
?:(101.1)2:1X4+0X2+1X1+1><5.

o Numeros irracionais possuem expansao decimal e binéria infinita e
sem repeticao.

Exercicio 3

Faca a transformacao de %) para o sistema binéario.

Exercicio 4

Faca a expansao decimal e binaria dos seguintes nameros: /2,7, e.

v
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Representacao Computacional de Ntmeros

e Qual é a melhor maneira de representar niimeros em um
computador?

o Inteiros sdo representados por 32 bits. O inteiro 71 seria
armazenado como

00000000000000000000000001000111.

e Faixa: 0 a 232 — 1 ou 0 a 4294967295.

232

e O nuimero nao é possivel de ser representado.

Exercicio 5

Qual é o namero minimo de bits necesséarios para representar o namero
500007
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Representacao Computacional de Ntmeros

E necessario representar niimeros positivos e negativos.

A ideia mais simples é representar o nimero com duas partes sinal
e moédulo.

e Neste caso, utiliza-se 1 bit para o sinal e 31 bits para para
armazenar o médulo do niimero.

e Entretanto, o método mais comum é o complemento de 2.

231 _ 1 ¢ representado em sua forma binaria.

@ Sejaxtal que 0 <x <
e J4 o o valor negativo —y tal que —1 <y < 231 & armazenado na

representacao bindria do inteiro positivo

232 — .

Coloque o namero 71 na forma biniria de complemento de 2.

Exercicio 6 J
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Representacao Computacional de Ntmeros

o Em um sistema de 32 bits, se dois ntimeros positivos forem
adicionados e o resultado for maior que 23! — 1 ocorre o chamado
integer overflow.

@ Subtracdo de dois nameros inteiros representados na representagao
do complemento de 2 nao necessita de hardware adicional.

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE Agosto de 2016 16 / 108



Representacao Computacional de Ntmeros

e Numeros racionais podem ser representados por pares de inteiros:
o numerador e denominador.

o Esta representacao é precisa, mas é inconveniente do ponto de
vista aritmético.

@ Sistemas que representam os numeros racionais dessa forma tem
sido chamados de simbolicos.

e Para a maioria dos casos, os niimeros reais, entretanto, sao
armazenados usando representacdo binaria.

e Ha dois métodos: ponto fixo e ponto flutuante.

e Ponto fixo: 1 bit para o sinal, um grupo de bits para representar o
nimero antes do ponto bindrio e um grupo de bits para representar
o nimero ap6s o ponto bindrio.

Exemplo 2

Para uma precisdo de 32 bits o namero 11/2 pode ser representado
como

10]000000000000101|1000000000000000).
T




Representacao Computacional de Ntmeros

Exercicio 7

Represente o niumero 1/10 na representacao binaria de ponto fixo com
32 bits.

16 a 215.

Faixa: aproximadamente de 2~

O ponto fixo é bastante limitado quanto a faixa que se pode
armazenar.

E atualmente pouco usado para computacao numeérica.

Entretanto microcontroladores com ponto fixo sd0 mais

econdmicos, possuem circuitos internos mais simples e necessitam

de menos memoéria L.

! Anoop, C. V. and Betta, C. Comparative Study of Fized-Point and Floating
Code for a Fized-Point Micro. dSPACE User Conference - India, 2012.
T



Representacao Computacional de Ntmeros
e Ponto flutuante é baseado na notacao exponencial ou cientifica.
e Um namero x é representado por

z=+5%x10F, emque 1< <10,

@ em que F é um inteiro. Os ntmeros S e E sdo chamados de
significante ou mantissa e expoente, respectivamente.

Exemplo 3
A representacio exponencial de 0,00036525 é 3,6525 x 1074, J

e O ponto (virgula) decimal flutua para a posi¢do imediatamente
posterior ao primeiro digito nao nulo. Esta é a razao para o nome
ponto flutuante.

e No computador, utiliza-se a base 2. Assim x é escrito como

r==45 %10, emque 1<8<2. (1)
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Representacao Computacional de Ntmeros

@ A expansao binéaria do significante é

S = (boblbgbg . ) com bo =1. (2)

Exercicio 8

O nuumero 11/2 é representado como

11
5 = (1,011)2 x 22,

@ Os bits ap6s o ponto bindrio sdo chamados de parte fracionéria do
significando.

o As Eq. (1) e (2) sao representagdes normalizadas de x e o processo
de obtencao desta representacdo chama-se normalizacao.

e Para representar um numero normalizado, a sua representacao
binéria é dividida em trés partes: sinal, expoente F e o significante
S, nesta ordem.
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Representacao Computacional de Ntmeros

Exemplo 4

Um sistema de 32 bits pode ser dividido nos seguintes campos: 1 bit
para o sinal, 8 para para o expoente e 23 bits para o significante.

e Sinal: 0 para positivo e 1 para negativo.

e FE pode ter os valores entre -128 e 127 (usando complemento de 2).

o S utiliza 23 bits para armazenar o valor apds o ponto.

Nao é necesséario armazenar by (bit escondido).

Se x € R pode ser armazenado exatamente em um computador
entdo x é chamado de ntimero ponto flutuante. Sendo, x deve ser
arredondado.

Exemplo 5

O ntimero 71 é representado por (1.000111)s x 26 e é armazenado

10| ebits(6) [00011100000000000000000).
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Representacao Computacional de Ntmeros

e ebits(6) representa a conversdo de 6 para o nimero binario no
expoente.

@ Se um ndmero x ndo tem uma expansao binaria finita, é necessario
terminar esta expansao. Esse processo é chamado de truncamento.

Exemplo 6

Considere o numero 1/10, cuja expansao é

1
0= (0,0001100110011 .. .)s.

Primeiro devemos normalizar e em seguida truncar. Assim a
representacao de 1/10 é

0| ebits(—4) |10011001100110011001100].
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Representacao Computacional de Ntmeros

e A precisao (p) de um sistema de ponto flutuante é o namero de
bits do significante (incluindo o bit escondido).

e No sistema de 32 bits, p = 24, sendo 23 bits no significante e 1 bit
escondido.

e Um ponto flutuante normalizado com precisdo p é expresso por

Tr = :t(l,blbg . bp_gbp_l)Q X 2E. (3)
e O menor ponto flutuante z que é maior que 1 é
(1,000...1)y = 142"~

e Daé-se um especial nome machine epsilon (epsilon da maquina) a
distancia entre este niumero e o namero 1:

e =(0,000...01)y =2~ =1, (4)

e De modo mais geral, para um ponto flutuante x dado por (2) nos
definimos

ulp(z) = (0,00...01)y x 28 =270~ 9F — o x 9B ()
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Representacao Computacional de Ntmeros

@ Ulp é abreviacao de unit in the last place ou unidade da tltima
posi¢ao.

e Se x > 0 entdo ulp(z) é a distancia entre x e o proximo maior
ponto flutuante maior.

e Se x < 0 entao ulp(z) é a distancia entre z e o proximo menor
ponto flutuante.

Exercicio 9

Seja a precisdo p = 24 tal que € = 2723, Determine ulp(z) para x igual
aos seguintes valores: a) 0,25; b) 2; ¢) 3; d) 4; e) 10; f) 100; g) 1030. Dé
sua resposta em poténcia de 2.

e Até o momento, foi discutido apenas ntumeros néo nulos.

e O zero nao pode ser representado com o uso do bit escondido.
0000. .. representa 1.

o Até 1975, resolvia esta questdo ndo utilizando o bit escondido.

o A norma IEEE reduz em 1 o expoente e utiliza um caricter

especial para identificar o zero.
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Representacao Computacional de Ntmeros

e Considere o seguinte sistema binério ficticio em que todos os
numeros podem ser representados da seguinte forma

ﬂ:(boblbg)g X QE). (6)

@ by é permitido ser 0 se by e by forem também zero. Neste caso, o
nimero decimal representado é o zero.

e O nimero F pode ser —1, 0 ou 1.

@ O conjunto de nuamero representados pode ser visto na Figura

Figura 7: Conjunto de nimeros representados por (6). Fonte: Livro (Overton,
2001, p. 15).
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Representacao Computacional de Ntmeros

e A precisao de (6) ¢ p = 3.

e O maior niimero é (1,11)y x 2 = (3,5)10.

e O menor niimero positivo ¢ (1,00)2 x 271 = (0,5)10.

e O ponto flutuante seguinte ao namero 1 é 1,25, assim € = 0,25.

o A distancia entre cada namero é dada por
ulp(z) = e x 2%,

e A distancia entre 0 e £0,5 ¢ maior do que a distancia entre +0,5 e
+1. Essa distancia pode ser reduzida com a introducao dos
nameros subnormalizados.

@ Von Neumann foi inicialmente contra ao ponto flutuante.

o E possivel escolher microprocessadores com ponto fixo ou ponto
flutuante.
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Representacao IEEE

e Ponto flutuante é usado desde meados da década de 1950.

e Durante as duas décadas seguintes, cada empresa adotava um
padrao diferente.

e A IBM, lider do mercado durante as décadas de 1960 e 1970,
adotou um padrao IBM 360/370, de 24 bits e hexadecimal.

e A mantissa era armazenada em 24 bits, para ser interpretado como
6 digitos hexadecimais.

e 1 digito era para o sinal, 7 para o expoente e 16 para a poténcia de
16.

e A normalizacao era obrigatoria apenas para o primeiro digito
hexadecimal que devia ser zero.

e Como consequéncia, alguns nimeros eram menos precisos que
outros.
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Representacao IEEE

e Em uma colaboracao entre pesquisadores e projetistas de
microprocessadores, um padrdo para representacao de ponto
flutuante e aritmética foi desenvolvido nas décadas de 1970 e 1980.

e O grupo de cientistas e engenheiros foi liderado pelo Institute for
Electrical Engineering and FElectronics Engineers - IEEFE. O grupo
ficou conhecido como IEEE p754.

e A comunidade cientifica foi liderada por William Kahan.

Figura 8: William Morton Kahan (1933), matematico, professor da
Universidade da Califérnia em Berkeley. Fonte: Wikipédia.
Agosto de 2016 28 / 108



Representacao IEEE

o Os participantes industriais foram: Apple, Digital Equipment
Corporation, Intel, Hewlett-Packard, Motorola e National
Semiconductor.

o Kahan recebeu o prémio Alan Turin em 1989 da ACM.

o O fundador do Matlab, Cleve Moler, chegou a mencionar que as
duas grandes atracoes turisticas dos Estados Unidos eram o Grand
Canyon e os meetings of IEEE p754.

Figura 9: Cleve Moler (1939), matematico, criador do Matlab e fundador da
empresa Mathworks. Fonte: Mathworks.
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Representacao IEEE

e A norma IEEE para ponto flutuante binério e aritmética foi
publicada em 1985, sendo denominada oficialmente como
ANSI/IEEE Std 754-1985.

Em 1989, ela recebeu reconhecimento internacional como IEC 559.

Em 2008, uma versao atualizada foi publicada, sendo denominada
IEEE 754-2008.

e Em 2011, o padrao internacional ISO/IEC/IEEE 60559:2011 (com
contetdo idéntico ao IEEE 754) foi aprovado para uso.
e A norma IEEE 754-2008 trata dos seguintes topicos:

» Formatos para aritmética;
Formatos para troca de dados;
Regras para arredondamento;
Operagoes aritméticas;

>
>
>
» Tratamento de excegoes.
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Representacao IEEE

A norma IEEE possui trés aspectos essenciais:
@ Representacao consistente em todas as maquinas que adotam o
padrao;
@ Operacao de arredondamento adequado para o ponto flutuante;

@ Tratamento consistente de excecdes, tais como a divisao por zero.

e O primeiro digito do padrao IEEE é escondido. Isso exige uma
representacao especial para o zero.

e Uma outra representacio especial exigida é o ntimero 0o?.

e Ha também a necessidade de representacdes especiais para
0, —0, —o00. H4 também o simbolo NaN, que representa Not a
Number (ndo é um namero).

?Walter Rudin nao considera co como um ndmero. Ele trata como um simbolo
que s6 faz parte do conjunto dos reais estendidos.
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Representacao IEEE

o O padrao IEEE especifica dois formatos basicos: single e double.
e O formato single usa 32 bits (Figura 32).

Table 4.1: IEEE Single Format

| + | a1asas . ..as | bibabs .. . bas ‘

| If exponent bitstring a; ...ag is | Then numerical value represented is I
(00000000)5 = (0)19 +(0.byboby . .. bag)y x 27126
(00000001)5 = (1)19 +(1.byboby ... bgs)y x 27120
(00000010)3 = (2)19 +(1.byboby ... bag)s x 27125
(00000011)5 = (3)19 +(1.bybobs ... bys)s x 27124

1 1
(01111111), = (127)10 (L.bybaby . .. bag)s x 2°
(10000000); = (128), H(1.bybabs . .. baz)e x 2

i) !
(11111100)5 = (252) 10 +(1.bybabs ... bag)s X 2125
(11111101)5 = (253) 10 H(1.byboby ... byg)y x 2126
(11111110)5 = (254),9 +(1.bybgbs .. . bag)s x 2127
(11111111)5 = (255)49 +o0 if by = -+ - = bgy = 0, NaN otherwise

Figura 10: Fonte: (Overton, 2001).
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Representacao IEEE

e O formato single possui:
» 1 bit: sinal;
» 8 bits: expoente;
> 24 bits:

O sinal + representa o sinal do ntmero.

A primeira linha representa o zero
| £+ | 00000000 | 00000000000000000000000 .

Todas as linhas, exceto zero, comecam com um bit 1 escondido.
O expoente utiliza uma representacao deslocada (biased
representation).O expoente é a representacao binaria de E + 127.

Exemplo 7

O ntimero 119 = (1,000...0)2 x 2% é armazenado como
| 0 | 01111111 | 00000000000000000000000 |.

O expoente E é a representacado binaria de 0 + 127.

<
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Representacao IEEE

o A faixa de F vai do niumero binario de 1 a 254, o que corresponde

a Epin = —126 € Epqy = 127.

e O menor nimero positivo normalizado é
| 0 | 00000001 | 00000000000000000000000 |.
Esse valor é denotador por
Nypin = (1,000...0)9 x 27126 = 27126 7 2 5 10738,
o O maior nimero positivo normalizado é
| 0 | 11111110 | 11111111111111111111111 .

Esse valor é denotador por

Nppae = (1,111, . 1)9 x 2127 = (2 — 2723) x 2127 =~ 3.4 x 10%.
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Representacao IEEE

e Numeros subnormalizados usam a combinacao de expoente zero e a
parte fracionaria nao zero.

e Numeros subnormais ndo podem ser normalizados, pois a
normalizacao iria resultar em um expoente fora da faixa de
representagao.

e Numeros subnormais tem sua precisao reduzida a medida que o
nimero decresce.

Exemplo 8

O ntimero 27127 = (0,1)5 x 27126, & representado como

| 0 | 00000000 | 10000000000000000000000 |.

Exercicio 10

Calcule o menor niimero positivo que pode ser armazenado em um
sistema de 32 bits. )
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Representacao IEEE

e O formato double utiliza 64 bits. As defini¢des sdo semelhantes as
do formato de 32 bits.

o A Tabela 4
Formato Emzn Emaa: Nmin Nmaw

Single —126 | 127 27126 ~ 12 x 10738 ~ 2128 ~ 34 x 103
Double | —1022 | 1023 | 271922 2 2.2 x 107398 | ~ 21023 1 8 x 10308

Tabela 1: Faixa dos formatos de Ponto Flutuante do IEEE

o A Tabela 2 apresenta a precisao dos formatos IEEE.

Tabela 2: Precisao dos formatos de Ponto Flutuante do IEEE

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE

Formato | Precisao Epsilon da Maquina
Single p=24 | e=2"Bx12x10"
Double p=>53 | e=2"2=22x10"16

Extended | p=64 | e=2"%~1,1x10""
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Representacao IEEE

o A precisao single p = 24 corresponde a aproximadamente 7 digitos
decimais, pois 2724 ~ 1077.

@ Ou de modo equivalente
10g10(224) ~ . (9)

Exemplo 9
A representacao no formato single IEEE para
m = 3,141592653 . ..

¢ quando convertida para decimal

T = 3,141592741 . ...
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Arredondamento
e Os numeros na norma [EEE podem ser expressos na forma
i(l,ble . bp_gbp_l)g X 2E,

em que p € a precisao para numeros normalizados. byp =1 e
Frin < E < Epg,. Para ntimeros subnormalizados e o zero, by =0
e F = Emfm
e = € R esta na faixa normalizada se Npin < |2] < Npaa-
e Os numeros +0 e +00 e 08 nameros subnormais nao estdo na faixa
normalizada, embora sejam nimeros validos.
@ Se o ntmero real ndo é um namero flutuante, entao ao menos uma
das situagoes seguintes ocorre:
@ =z esta fora dai faixa normalizada. Por exemplo, z = 2130 est4 fora
da faixa normalizada no formato single.
@ A expansdo binaria de x requer um ntimero maior que p bits para
uma especificacao exata. Por exemplo,

1 +272° = (1.0000000000000000000000001 )5

requer mais bits que o formato single permite.
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Arredondamento

o Em ambos casos, é necessario aproximar x por uma representacao
diferente do nimero real original.

Definition 2
Seja 0 nimero x_ o namero flutuante mais proximo de x que é menor

ou igual a . Seja x4 o ntamero flutuante mais proximo de x que €
maior ou igual a z.

@ Se 0 numero mais proximo é zero, o sinal do zero serd o sinal de z.
@ Seja x representador por

x = (1,b1by ... by_aby_1bpbpi1 .. )2 x 2F. (10)

e O nimero flutuante mais préximo que é menor ou igual a x em
(10) é:
r_— = (1,blbg...bp_2bp_1 )2 X 2E. (11)

@ x_ é obtido pelo truncamento da expansdo binédria da mantissa,

em que se descartam by,bp1.
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Arredondamento

@ Se z nao é um nimero flutuante entao
x4 = ((1,b1bg ... by_aby_1)2 + (0,00...01)9) x 2. (12)
o O intervalo entre x_ e x4 ¢
9= (P=1) 5 9F, (13)
e O valor de (13) é igual a ulp(x_).
@ Se > Ny entdo x— = Nypgy € T4 = 400.
@ Se x & positivo mas menor que Ny, entdo x_ é subnormal ou zero

e x4 é subnormal ou N,;,. Se x é negativo a situacdo é reversa.
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Arredondamento

e A norma IEEE define o valor arredondado correto de x, denotado
por round(x) da seguinte forma.

e Se x ¢ um numero flutuante entdo round(z) = x. Sendo, o valor
depende do modo de arredondamento:

» Arredondamento para baixo: round(x) = z_.

» Arredondamento para cima: round(z) = zT.

» Arredondamento em direcao a zero: round(z) = z_(xz > 0) ou
round(z) = x4 (x < 0)

» Arredondamento para o mais proximo: round(x) é tanto x_ ou x4,
dependendo de qual for mais préoximo de x. Se houver um empate,
aquele com o tltimo bit significativo igual a zero é escolhido.

e O modo padrao em praticamente todas as aplicaces é o
arredondamento para o mais proximo.

Exemplo 10

Usando o padrao IEEE single, elabore um exemplo em que z_ e x4
estdo a um mesma distancia de x.
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Arredondamento

Definition 3

Seja x um nimero real. Define-se como erro absoluto de
arredondamento
abserr(z) = |round(z) — x|. (14)

o O erro absoluto de arredondamento ¢ menor que o intervalo entre
r_ e x4. Entao

abserr(z) = |round(z) — 2| < 27P~1 x 2F, (15)

e Isso significa que abserr € menor que uma ulp.

e Com o arredondamento para o mais proximo, tem-se
abserr(z) = [round(z) — x| < 27P x 2F, (16)
ou metade de uma ulp.
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Arredondamento

Definition 4
O erro de arredondamento relativo para um nimero x é definido por

round(z) — x

relerr(x) = || = | | (17)
x
o O erro relativo satisfaz o limite
round(z) —z, 2= x 2F (p—1
relerr(z) = [§| = | . | < oF —o—(-1) —

18)

o Para o arredondamento para o mais préoximo, tem-se:

1

|0] < —e. (19)

2

o O numero de bits em acordo para o arredondamento para o mais

proximo é

— logy (relerr(z)) > p. (20)
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Arredondamento
e O numero de digitos decimais em concordancia é
—log;(relerr(z)) > —logo(e). (21)

e Para o formato single, round(x) e & concordam em pelo menos 7
casas digitais (Tabela 2).

Theorem 1
Seja x € R normalizado em um sistema bindrio de ponto flutuante com
precisao p. Entao

round(z) = x(1 + 9)

para um § que satisfaz
|0] <e= 9~ (r—1)

ou para modo de arredondamento para o mais prorimo

1
|(5| < 55 = 2*17'

v
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Operacoes na norma IEEE

e Um ponto central na norma IEEE ¢é exigir que:
» Operagoes aritmética arredondadas corretamente (adigao,
subtragao, multiplicacéo e divisdo).
» Operacao de resto e raiz quadrada arredondada corretamente.
» Conversao de formato arredondada corretamente.
e Arredondado corretamente significa que o arredondamento se
adequaré o resultado de destino.
o E comum que o resultado de uma operacio aritmética de dois
pontos flutuantes ndo seja um ponto flutuante.

Exemplo 11

1 e 2724 s30 nimeros flutuantes (representacio exata). Mas o resultado
de 1+ 2724 ndo ¢ um nimero flutuante.
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Operacoes na norma IEEE

@ Seja x e y nimeros flutuantes, entao

x®y = round(xz+y) = (z+y)(1l+90)
rSy = round(z —y) = (z—y)(1+9)
xr®y = round(xz X y) = (z x y)(1+0)
xr@y = round(z +y)=(x+y)(1+9)

em que

Exercicio 11

Sejax=2z=1ey =225 Calcule

(a) (z +vy) — 2z no formato single.
(b) (x +y) — z no formato double.
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Operacoes na norma IEEE

Exercicio 12

Considerando os valores no Exercicio 11 e formato single, calcule
(a) z® (y©2).
(b) (xe2)@y.

o A disponibilidade dos modos de arredondamento para baixo e para
cima permite que o programador faca qualquer computacao duas
vezes, em cada um dos modos. Os dois resultados definem um
intervalo em que o resultado exato deve estar contido. Essa
metodologia d4 origem a computagdo por intervalos.
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Operacoes na norma IEEE

@ A entrada de ntimero normalmente é feita por algum tipo de
programacao em alto nivel. Em seguida é processada por um
compilador ou interpretador. E possivel de entrar com o nimero
por meio de sua expansdo decimal ou por meio de ntmero
fracionéario.

@ A norma prevé varios tipos de conversao entre formatos. Segue
alguns:

» Conversdo entre diferentes formatos de ponto flutuante (single e
double, por exemplo).

» Conversdo entre ponto flutuante e formato inteiro.

» Conversdo de binario para decimal e decimal para binério.
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Excecoes

e Um dos aspectos mais dificeis de programacao é a necessidade de
antecipar situacoes de excecao.

e O mais simples exemplo de excecdo é a divisdo por zero.

@ Até os anos de 1950, a divisdo de um nimero positivo por zero
resultava no maior numero flutuante disponivel.

e A partir de 1960, essa divisdo passou a gerar uma interrup¢ao no
programa, oferecendo ao usuério alguma mensagem do tipo: “fatal
error - division by zero”.

Exemplo 12
O calculo da resisténcia total de um circuito elétrico com dois resistores
conectados em paralelo, Ry e Ry, quando R; = 0 é dado por

1 1 1 1
o0

1 1 1 1
R_1+R_2 6+R_2 OO+R—2

v
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Excecoes

e E verdade que a x 0 é zero para qualquer valor finito de a.
Também é verdade que a/0 = 0o, 00 + 00 = 00 € a X 00 = 0.

e As expressdes 0 X 00, 0o — 0o e 0/0 nao tem sentido matemético.
Sao consideradas operagdes invalidas.

e A norma IEEE responde a essas operagoes com o resultado NaN
(Not a Number).

Exemplo 13

Seja as sequéncias xj, e y, divergentes to oo, por exemplo, xj, = 2F e
yr = 2k, para k = 1,2,3.... Claramente a sequéncia xy + y diverge
para co. Mas nao é possivel calcular o resultado de xx — Y.
Consequentemente oo — oo é NaN.
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Excecoes

e Qual a razao para 1/0 ter o valor de co e ndo —oo0?

e Para responder isso, tem-se diferentes ntimeros para 0 e —0, de tal
forma que a/0 =00 e a/ — 0 = —o0.

O teste 0 == —0 é verdadeiro e o teste co == —oo € falso.

A raiz quadrada de um ntmero negativo é uma operacao invalida 3.
Nao ha relagao de ordem para varidveis que recebem NaN.
Overflow ocorre quando o resultado da operagao é finito mas com
valor absoluto maior que o maior namero flutuante disponivel.

e Na norma IEEE, o resultado de um overflow é +=N,,,4, ou oo a
depender do modo de arredondamento.

e Underflow ocorre quando o valor exato de uma operacdo nao é zero
mas possui valor absoluto menor que o menor niumero flutuante
normalizado.

e Na norma IEEE, o resultado de um underflow é um nimero
subnormal, +N,;, ou £0 a depender do modo de arredondamento.
Esse processo é conhecido como gradual underflow.

3No Scilab, o resultado de v/—1 =1
Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE Agosto de 2016 51 / 108




Excecoes

Exemplo 14

Considere a seguinte operagao usando o padrao single do IEEE. O
segundo operando é N,,;, e o primeiro é ligeiramente superior.

1,01000000000000000000000 )o x 27126
1,00000000000000000000000 ) x 27126
0,01000000000000000000000 )2 x 27126 (22)
)

Normalize : = ( 1,00000000000000000000000 )y x 27128

—~~ ~ —~

e Sem gradual overflow, o resultado do Exemplo 14 seria zero. O
valor correto pode ser armazenado como

| 0 | 00000000 | 01000000000000000000000 |.
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Excecoes

Situacao Resultado
Operacao Invalida NaN
Divisao por zero +o0
Overflow +00 ou = N4z
Underflow Subnormal, +0 ou +N,,,;
Inexato Valor arredondado corretamente

Tabela 3: Resposta padrao a excegoes de acordo com a norma IEEE.
o A Tabela 3 sintetiza a resposta da norma IEEE a cinco tipos de
€xCecao.

Exercicio 13

Pense em alguma alternativa que possa tornar o calculo de (23) mais

eficiente.
Va2 +y? (23)
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Microprocessadores Intel

Os dois principais fabricantes de chips a adotarem o padrdao IEEE
foram Intel (nos computadores da IBM) e Motorola (nos
computadores da Apple e Sun).

O microprocessador Intel original era o chip 8086 em 1978, que
inclufa a unidade central de processamento (CPU) e a unidade de
logica e aritmética (ALU), mas sem operagdes de ponto flutuante.
Em 1980, a Intel anunciou os chips 8087 e 8088, sendo
primeiramente usados pelos computadores da IBM.

O chip 8087 possuia um co-processador para ponto flutuante,
oferecendo assim uma unidade de ponto flutuante (FPU).

Os sucessores do 8087, os chips 80287, 80387 possuiam
co-processadores separados.

A partir dos chips 80486 DX, o Pentium, o Pentim Pro, o Pentium
IT passaram a incluir a FPU no chip principal.

Embora as geragoes de chips sejam cada vez mais rapidas, a
arquitetura da familia Pentium permanece essencialmente a mesma,

do chip 8087.
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Microprocessadores Intel

o Instrugoes de ponto flutuante operam principalmente em dados
armazenados em registradores de 80 bits.

o Espera-se que os programas armazenem as varidveis usando o
formato single ou double.

e A precisdo extendida pode ser usada para aumentar a precisao de
operagoes aritméticas. O resultado deve ser arredondado para o
formato single ou double.
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Microprocessadores Intel

e Os registradores estao organizados em uma pilha numerada de 0 a
7.

e Em qualquer instante, o topo da pilha é denotado por ST(0), o
segundo por ST'(1), e assim sucessivamente.

o A pilha de registros é conveniente para calcular expressoes
aritmeéticas.

e Por exemplo, considere a seguinte expressiao a ser computada
(a+0b) xc,

assumindo que os nimeros flutuantes a,b, e ¢ estdao disponiveis na
memoria na posicdo A, B e C, respectivamente. O resultado seréd
armazenado na posicao X. A sequéncia de instrucbes em
linguagem assembly é descrita por um conjunto mnemoénico de
palavras para descrever os passos adotados pelo computador.
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Microprocessadores Intel

e Instrugoes em Assembly para a expressdo (a + b) X c.
FLD A
FLD B
FADD
FLD C
FMUL
FSTP X

@ FLD coloca o valor presente na memoria na posi¢do A no topo da
pilha.

@ Quando ha um valor no topo, FLD empurra esse valor para a
segunda posicao.

e FADD adiciona o valor de ST'(0) a ST'(1).

e FMUL multiplica os valores de ST'(0) e ST'(1).

@ FSTP armazena o resultado final na posicdo X da memoria.
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Microprocessadores Intel

Tabela 4: Contetdo dos registrados em tempos sucessivos.

Registrador | Time 0 | Time 1 | Time 2 | Time 3 | Time 4 Time 5
ST(0) a b a®b c (adb)®c
ST(1) a a®b
ST(2)

ST(3)
ST(4)
ST(5)
ST(6)
ST(7)

e Os valores nos registradores ndo nimeros ponto flutuantes, nao
formulas. A expressdo a @ b é usada ao invés de a + b, porque
demonstra o valor correto apés arredondamento.
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Microprocessadores Intel

o Adicionalmente ao ponteiro que indica a posi¢ao no topo da pilha,
o status word contém as cinco excecoes que sao requeridas pelo
IEEE.

e H4a também a control word, com registro de 16 bit exclusivo, é
usada para definir o modo de arredondamento, o modo de precisdao
e as mascaras de excecao.

e O ponto flutuante tem suas condicoes iniciais definidas pela
variavel FNINIT. Esta variavel define:

» Modo de arredondamento: round to nearest.
» Modo de precisao: extended.
» Excegoes: todas recebem uma maéscara.

e Em 2000 a Intel anunciou a criagdo do 1A 64 Itanium chip.

@ ia 64 possui 128 registradores e é capaz de realizar a seguinte conta
corretamente (a X b+ c¢). Essa operacao é chamada de FMA, do
inglés fused multiply-add instruction.
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Exercicios em Sala
@ Calcule o resultado para y nas seguintes operacoes.

1 2
(a) y= lim = <l‘n + > quando zg € [0,5;1,5].
n—o00 2 n
(b) Calcule y = lim x,41, para xg = 27 e
n—oo
Tn/2 if o, for par

T+l = . . .

3z, +1 if z, for impar

@ Seja a fungio recursiva definida por
Tnt1 = 41z, (1 — x4),

que normalmente é chamada de equagao logistica. Considere a
sequéncia de valores dada por {z,}. Calcule y = {x,} quando
n — 0o e a condicao inicial é dada por

\/20(41)5/2 + 1447341 — 1681
3362 ‘
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Ponto Flutuante no C

A linguagem de programagdo C tornou-se muito popular a partir
dos anos 1980.

e No C, o format float refere-se ao formato single do IEEE.

Calculos feitos com formato float utiliza precisao de 32 bits.

O Exemplo 15 refere-se a um programa, que 1&é uma variavel x e
imprime na tela o valor dessa variavel.

Exemplo 15
main () /* Program 1: Echo */
{

float x;

scanf ("%4f",&x) ;
printf ("x=%f",x);
}

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE Agosto de 2016 61 / 108



Ponto Flutuante no C

e O segundo argumento de scanf indica o enderego de z.
e O segundo argumento de printf é o valor de .

e Os dois tipos de formato no C sdo o %f e %e, indicando im ndmero
fixo de casas decimais e o formato exponencial.

e Considere a entrada de x = 2/3.

Tabela 5: Saida do Exemplo 15 para diferentes formatos.

Codigo do Formato | Saida

ht 0.666667

he 6.666667e-01

%8.3f 0.667

%8.3e 6.667e-01

%21.15% 0.666666686534882
%21.15e 6.666666865348816e-01
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Ponto Flutuante no C

e O valor da entrada é arredondado corretamente para 24 bits de
precisao na sua mantissa, o que corresponde a aproximadamente 7
digitos decimais.

e O C utiliza o modo de arredondamento para o mais proximo.

@ As duas primeiras linhas da Tabela 5 mostra o formato single com
a o arredondamento para o mais proximo (o que explica o digito 7).

@ A terceira e quarta linha, solicitam apenas 3 casas decimais.

o As duas ultimas linhas tentam mostrar um resultado com um
numero maior de casas decimais que o possivel. O resultado é que
cerca de metade dos digitos ndo possuem significado.

e Para o formato double é necessario usar os comandos %1f e %le.
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Ponto Flutuante no C

o Counsidere o seguinte programa com um loop.

main () /* Program 2: First Loop Program */
{

int n = O;

float x = 1;

/* Repatedly divide x by 2 until it underflows to 0 */

while (x>0) {
x = x/2;
n++;

printf (" (2 raised to the power -%d) = %e \n",n,x);
}
}
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Ponto Flutuante no C

e Considere um outro programa com um loop.

main () /* Program 3: Second Loop Program */

{
int n = 0;
float x =1, y = 2;

/* Repatedly divide x by 2 until y = (1+x) rounds to 1 */

while (y>1) {
x = x/2;
y=1+x;

n++;

printf (" (1 added to (2 to the power -%d) = %e \n", n, y);
}
¥
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Ponto Flutuante no C

e Counsidere um outro programa com um loop.
main () /* Program 4: Parallel Resistance Formula */
{

float rl1, r2, total;

printf ("Enter the two resistances \n");
scanf ("%4f %f, &ril,&r2);

printf ("ri=Ye r2=%e \n",rl, r2);
total(1/(1/r1+1/r2);

printf ("Total resitance s %e \n", total);

¥
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Ponto Flutuante no C

Tabela 6: Resultados do Célculo da Resisténcia Paralela

Ry Rs | Resisténcia Total
1 1 5.000000e — 01
1 10 9.090909¢ — 01
1 1000 9.990010e — 01
1 1.0e5 9.999900e — 01
1 1.0e10 1.000000e + 00
1 0.1 9.090909¢ — 02
1 1.0e — 5 9.999900e — 06
1 1.0e — 10 1.000000e — 10
1 0 0.000000e + 00

Exercicio 14

Se Ry = 1, aproximadamente para qual faixa de valores de Rs o
Program 4 oferece um resultado igual a 17
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Ponto Flutuante no C

e Para iniciar a biblioteca matematica no C, é necessario incluir o
comando #include <math.h> no inicio do programa.

Tabela 7: Algumas fungdes matematicas do C

Rotina | Descricao

fabs valor absoluto

sqrt raiz quadrada

exp exponencial (base e)

log logaritmo (base e

logl0 | logaritmo (base 10)

sin seno (argumento em radianos)

cos cosseno (argumento em radianos)
atan arco-tangente (resultado em radianos)
pow poténcia (pow(x,y) retorna x¥

e A norma IEEE e o padrao C99 ndo definem qual a precisdo para
essas funcoes (exceto a raiz quadrada).
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Cancelamento
e Considere os os dois nameros

T = 3,141592653589793

y = 3,141592653585682

e O primeiro ndmero é uma aproximacao de 16 digitos de m,
enquanto o segundo concorda com 7 em 12 digitos. A diferenca é

z = x —y = 0,000000000004111 = 4,111 x 10712, (24)

@ Se a diferenca for calculada no C com precisdo single o resultado
seria
z = 0,000000e + 00 (25)

o A diferenca entre (24) e (25) que primeiro o computador converte o
nimero decimal para binario. Em seguida, trunca esse valor para
poder armazenar. No formato single, esses dois valores sao iguais.
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Cancelamento

e Se o formato double for usado, o resultado serd a diferenca:
2 = 4,110933815582030 x 1012, (26)

e O valor em (26) concorda em 3 digitos com (24). Qual é o
significado dos outros digitos?

e A resposta é que o valor em (26) é a diferenca arredondada entre x
e y. Os demais digitos sdo espurios.

o Neste caso, dizemos que ha uma perda de precisao na computacao
z=x—y.

@ Independente se ha uma perda de precisao completa ou parcial,
este fendmeno é chamado de cancelamento.
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Cancelamento

@ Um exemplo de cancelamento pode ser obtido pela aproximacao da
derivada.

e Seja f: R — R uma fungdo continua e diferenciavel.
e Como pode ser feito uma estimativa de f/(z)?
e Por definicdo, tem-se:

iy F@th) = (@)
h—0 h '

(27)

e Uma idéia natural é avaliar (27) para um valor pequeno de h. Mas
quao pequeno?

e Mostraremos um programa em que o valor de h é definido para
faixa de 107! a 10720,

o Neste caso, nos sabemos precisamente qual é o valor da derivada de
sin(x) em z, que é cos(z). E assim, pode-se comparar os resultados.

e O valor absoluto da diferenca entre o valor calculado por (27) e o
valor correto é denominado erro.
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Cancelamento
Exemplo 16

#Programa 5 - Elaborado no Matlab

%Parametros iniciais

x=1;h=1;n=1;deriv=cos(x);

%Exibir na tela

sprintf (°0 valor da derivada é %13.6e’,deriv)
disp(’ h diffquo abs(deriv - diffquo)’)

%Definir h na faixa de 10~{-1} a 10~{-20}

while (n <= 20)
h(n+1)=h(n)/10;
diffquo(n)=(sin(x+h(n+1))-sin(x))/h(n+1);
error (n)=abs(deriv-diffquo(n));
disp(sprintf(’%5.1e %13.6e 7%13.6e’ ,h(n+1l),diffquo(n),error(n)))
n=n+1;
end

v
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Cancelamento

0 valor da derivada é

h diffquo
1.0e-01 4.973638e-01
1.0e-02 5.360860e-01
1.0e-03 5.398815e-01
1.0e-04 5.402602e-01
1.0e-05 5.402981e-01
1.0e-06 5.403019e-01
1.0e-07 5.403023e-01
1.0e-08 5.403023e-01
1.0e-09 5.403024e-01
1.0e-10 5.403022e-01
1.0e-11 5.403011e-01
1.0e-12 5.403455e-01
1.0e-13 5.395684e-01
1.0e-14 5.440093e-01
1.0e-15 5.551115e-01
1.0e-16 0.000000e+00
1.0e-17 0.000000e+00
1.0e-18 0.000000e+00
1.0e-19 0.000000e+00
1.0e-20 0.000000e+00
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abs(deriv - diffquo)
.293855e-02
.216325e-03
.208255e-04
.207445e-05
.207362e-06
.207468e-07
.182769e-08
.969885e-09
.254127e-08
.848104e-08
.168704e-06
.324022e-05
.339159e-04
.706976e-03
.480921e-02
.403023e-01
.403023e-01
.403023e-01
.403023e-01
.403023e-01
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Cancelamento

F* ok * k ok

error

-15

Figura 11: Erro em fun¢ao do valor de h. Escala logaritmica. Conforme

programa no Exemplo 16.
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Cancelamento

e O erro é apresentado na Figura 81 em func¢ao do valor de h, usando
uma escala logaritmica.

e O resultado é bastante interessante. Percebe-se que o erro diminui
a medida em que o valor de h se torna menor, como é de se esperar.

e Mas esse fendbmeno ocorre até um certo ponto. Quando A se torna
pequeno demais, a aproximacao se torna pior. Por qué?

@ Se x =1 e h é menor que metade da precisdo da maquina
(= 10716), entdo x + h, isto &, 1 + h ¢é arredondado para 1, e o
valor de sin(z + h) e sin(x) se cancelam completamente.

@ Pode-se resumir essa questao da seguinte forma. Ao usar A muito

grande, enfrenta-se um alto erro de discretizagao. Enquanto ao
usar um h muito pequeno, aparece um alto erro de cancelamento.

e Para a fung¢do f(z) = sin(z) com x = 1, a melhor escolha de h é
em torno de 1078, aproximadamente o a raiz quadrada da precisdo
da méquina.
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Cancelamento

@ O valor do erro é reduzido por 10 a medida que A é reduzido em
10, até o ponto em que o cancelamento torna-se expressivo.

o Assume-se que f continua e duas vezes diferenciavel, como é o caso
da fungao sin(x).

e Existe um valor z entre xz e x 4+ h tal que

2
Flath) = F(@) +hf'(@) + o (), (28)

em que f”(z) é a segunda derivada de f em z.
e A Equacao (28) é chamada de série de Taylor truncada.
e De (28), tem-se:

faah) = @) W
h

f'(2). (29)

e A quantidade (29) ¢ a diferenga enter aquilo que é computado e o
valor da derivada. O valor absoluto de (29) é o erro de
discretizagao que é da ordem de O(h).
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Cancelamento
@ Ao reduzir h em 10, o erro de discretiza¢do também reduz em 10
(aproximadamente, uma vez que o valor de z também muda).
@ Deve-se dessa forma, sempre que possivel, evitar o cancelamento.

e Se f for suficientemente suave, é possivel calcular um valor mais
aproximado da derivada.

e Para isso, computa-se a inclinacao da reta passando por
(2 +hf(a+h) e (& — hf(z—h)).
e A Equagao (27) torna-se

i F@+h) = fl—h)
h—0 2h '

(30)

e A Equagao (30) é chamada de quociente de diferenca central.

e Para um valor suficientemente pequeno de h (mas grande suficiente
para que o cancelamento nao seja expressivo), o quociente da
diferenca central é mais preciso que o quociente da diferenca.
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Cancelamento

o Considere a série de Taylor truncada

Fla 1) = £(@) + @) + @) + )

para zj entre x e x + h.
e Considerando, = — h, tem-se
h3

2
Flw—h) = f(a) — @)+ o )~ e

para zo entre x e x — h.
e Subraindo (32) de (31) e divindo por 2h,tem-se

flz+h) = flx—h) _

= = ")~ ()

— f'(2)

(31)

(32)

(33)

e O valor absoluto de (33) é o erro de discretizagao para o quociente
da diferenca central, que é da ordem de O(h?), ao invés de O(h)

para o quociente da diferenca.
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Cancelamento

e O exercicio 11.1, pag. 75, (Overton, 2001), pede para mudar o
programa do Exemplo 16, e usar o quociente da diferenca central.
e O programa foi implementado no Matlab conforme Exemplo 17.

Exemplo 17

x=1;h=1;n=1;deriv=cos(x) ;
sprintf (°0 valor da derivada é %13.6e’,deriv)
disp(® h diffquo abs(deriv - diffquo)’)

%Definir h na faixa de 10~{-1} a 10~{-20}

while (n <= 20)
h(n+1)=h(n)/10;
diffquo(n)=(sin(x+h(n+1))-sin(x-h(n+1)))/(2*xh(n+1));
error (n)=abs(deriv-diffquo(n));
disp(sprintf (’%5.1e %13.6e %13.6e’,h(n+1),diffquo(n),error(n)))
n=n+1;

end

<
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Cancelamento

0 valor da derivada é

h diffquo
1.0e-01 5.394023e-01
1.0e-02 5.402933e-01
1.0e-03 5.403022e-01
1.0e-04 5.403023e-01
1.0e-05 5.403023e-01
1.0e-06 5.403023e-01
1.0e-07 5.403023e-01
1.0e-08 5.403023e-01
1.0e-09 5.403023e-01
1.0e-10 5.403022e-01
1.0e-11 5.403011e-01
1.0e-12 5.402900e-01
1.0e-13 5.401235e-01
1.0e-14 5.440093e-01
1.0e-15 5.551115e-01
1.0e-16 5.551115e-01
1.0e-17 0.000000e+00
1.0e-18 0.000000e+00
1.0e-19 0.000000e+00
1.0e-20 0.000000e+00
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abs(deriv - diffquo)
.000537e-04
.004993e-06
.005045e-08
.004295e-10
.114087e-11
.771683e-11
.943278e-10
.581230e-09
.969885e-09
.848104e-08
.168704e-06
.227093e-05
.788044e-04
.706976e-03
.480921e-02
.480921e-02
.403023e-01
.403023e-01
.403023e-01
.403023e-01
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Cancelamento

10° [

* ok *x ok

102 * %

error
=
o,

10

12| L L L J
10 " =5 -15

10 10

Figura 12: Erro em fungao do valor de h. Escala logaritmica. Conforme
programa no Exemplo 17.
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Condicionamento de Problemas

o O condicionamento de um problema mede a precisdao que se pode
esperar ao se utilizar um sistema de ponto flutuante,
independentemente do algoritmo utilizado.

e Seja y = f(x) uma funcdo duas vezes diferenciavel e que = e f(x)
estejam na faixa normalizada. Considere

& = round(x).

e Utilizando um computador com ponto flutuante, o melhor que se
pode esperar do resultado é

g=f(2).
o Observacao: f néo pode ser calculada sempre exatamente.
e O erro relativo satisfaz o seguinte limite

| — |

<e,
||

em que € é a precisao de méaquina (ha um fator de 1/2 quando se
arredonda para o mais proximo).
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Condicionamento de Problemas

@ Segue entdao que

I —x
—logyg <||T|’> > —logg(e). (34)

e O lado esquerdo da inequagdo (34) estima o namero de digitos em
que Z concorda com .

Em quantos digitos, pode-se esperar que ¢ concorde com y?

o Para encontrar a resposta, deve-se analisar

e Seja

= X X . (35)
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Condicionamento de Problemas
e O fator (36) aproxima f’(z).

1) - f(a) %)
r — X
o Assim, tem-se: R
Y=U gy x 2228 (37)
o y 2] x |/ (a)
x| X X
=Wl (38)

@ ks € chamado de ntimero condicional de f em x. Isto mede
aproximadamente quanto o erro de arredondamento relativo é
amplificado pelo calculo de f em .

e Tomando o logaritmo na base 10 de ambos os lados de (37), tem-se

U=y T —x
— logyg <y> ~ —log < - > —logyq (ky) - (39)
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Condicionamento de Problemas

e O lado esquerdo de (39) é aproximadamente o nimero de digitos
em que g concorda com y.

e O primeiro termo do lado direito de (39) é aproximadamente o
nimero de digitos que & concorda com z (que no formato single é
de 7 digitos).

e Regra pratica: para estimar o namero de digitos em que y = f(&)
concorda com y = f(x), diminua

logyo(k )

do namero de digitos que & = round(x) concorda com x (7 no
single e 16 no double).
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Condicionamento de Problemas

Exercicio 15

Calcule o niimro de digitos perdido para as seguintes fungoes e

condicoes iniciais:
(1) exp(z)

(2) log(x)

(3) sin()

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE

(a) 1,000001
(b) 0,000001
(¢) —1,000001

) e (double)
b) 1,001

) 1,000001

) 1/e (double)

o

(a) m (double)
(b) 7/2 (double)
(¢) 0,000001
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Condicionamento de Problemas

Exercicio 16

Seja a equacao do mapa logistico

Tng1 = 1T (1 — zp), (40)

com r = 327/100 e r = 39/10. Considere o conjunto de condi¢oes
iniciais o = [0,1;100/327;10/39]. Calcule o valor de ry para z1 e para
Ty quando n — oo.
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Estabilidade de Algoritmos

e Um algoritmo é um método computacional bem definido para
resolver uma determinada classe de problemas.

e Em ciéncia da computacao, o estudo de algoritmos se concentra na
eficiéncia, ou seja, na habilidade em obter a resposta correta.

e Algoritmos numéricos objetiva encontrar uma solugao
aproximadamente correta.

@ A estabilidade de um algoritmo mede a qualidade do algoritmo em
obter uma resposta para o problema.

e Algoritmos que obtém respostas imprecisas sao chamadas instaveis.
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Estabilidade de Algoritmos

@ Seja a funcao
y = (=),
duas vezes diferencidvel com z e f(z) na faixa normalizada.

@ Deseja-se calcular o valor de y, mas o melhor que se pode conseguir
é

g=f@). (41)
e Um algoritmo para calcular f(x) ¢ estavel se o resultado g satisfaz
19—yl |2 — x
R K , (42)
T

@ ¢y é uma aproximagcao de §. Assim, nao se afirma que § = f(Z).
e Considere o problema de juros compostos.

@ Seja um investimento de ag em um banco que paga 5% de juros ao
ano, calculado a cada 4 meses.

Prof. Erivelton (UFSJ) Comp. com Ponto Flutuante IEEE Agosto de 2016 89 / 108



Estabilidade de Algoritmos

@ Isso significa que ao fim do primeiro quadrimestre do ano, o valor

do investimento é

a; = agp x (14 0,05/4).

o Ao fim do segundo periodo tem-se
as = ag x (14 0,05/4)%

o E assim ao fim de n periodos
an = ap % (140,05/4)".

o Em termos gerais, a equagao para juros compostos é

an = ag X Cp(x)

em que

Cp(x) = (1 + %)n
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Estabilidade de Algoritmos

e Para um valor fixo de z, tem-se que Cy,(x) tem um valor limite,
para n — 0o, de exp(z).

e Vamos investigar o nimero condicional de Cy,(z). Usando a regra
da cadeia, o valor da derivada é

~—

, i { n—l 1 . Cn(x
C’n(a:)fn<1+n) P TrE (48)
e o valor do niimero condicional
Ed , |z] [Cn ()] Ed
Ko = x |Cy(x)| = X = . (49)
|Cn ()] Cn(x)] 1+ [1+a/n|

e Eq. (49) é bem definida para n grande, considerando que |z| nao
seja grande.
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Estabilidade de Algoritmos
Exemplo 18

x=input (’Entre com o valor de x: ’)
n=input (’Entre com o valor do nimero de meses: ’)
#Precis8@o single
x=single(x) ;n=single(n);
z=1+x/n;w=1;
for i=1:n
W=W*Z ;
end
v=log(2);
disp(sprintf (’Algoritmo 1: a resposta & %13.6e’,w));
disp(sprintf (’Algoritmo 2: a resposta & %13.6e’,power(z,n)));
disp(sprintf (’Algoritmo 3: a resposta & %13.6e’,exp(n*v)));
XS%Melhor método - Algoritmo 4:
%loglp(s) = log(l+s)
u=x/n;
v=loglp(u);
disp(sprintf (’Algoritmo 4: a resposta & %13.6e’,exp(n*v)));
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Estabilidade de Algoritmos

o Resultado do Exemplo 18

Algoritmo 1: a resposta & 1.000000e+00
Algoritmo 2: a resposta & 1.000000e+00
Algoritmo 3: a resposta & 1.000000e+00
Algoritmo 4: a resposta & 1.051271e+00
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Estabilidade de Algoritmos

o Instabilidade devido a Cancelamento.

e O fendmeno de cancelamento pode ser pode ser explicado pelo
numero de condicionamento. Seja a fun¢ao

flz)=2-1 (50)

2]
|z — 1]

(51)

K,f:

e A Eq. (51) mostra valores muito altos para z ~ 1.

@ Assim, um algoritmo que introduz cancelamento, também introduz
mal condicionamento.
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Estabilidade de Algoritmos

Exemplo 19

o Leia, discuta em grupo, e implemente o artigo:

e Nepomuceno, E. G. (2014) Convergence of recursive functions on
computers. The Journal of Engineering, Institution of Engineering
and Technology, 1-3. doi: 10.1049/joe.2014.0228
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Anélise por Intervalos

e Na era da computacdo com aritmética finita, hd uma necessidade
por compreender a analise por intervalos ou matematica por
intervalos.

e Qualquer pessoa que use um computador, pode questionar: Qual é
o efeito do erro no meu resultado?

e O intervalo é visto como um novo tipo de nimero, representado
por um par de nimeros reais, que sao 0s seus extremos.

e O intervalo passa a ter uma dupla natureza: tanto como ntamero,
quanto como conjunto.

e No caso dos pontos extremos terem o mesmo valor, esse novo
nimero é um namero real.

e Se for possivel calcular um intervalo [a,b] em que esteja a solugdo x
para algum problema, entao o ponto médio, m = (a + b)/2, deste
intervalo é uma aproximacao de .

e Tem-se também que |z —m| < w/2, em que w = b — a é a largura
do intervalo [a,b].
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Representacoes Finitas

Definition 5

Por um intervalo, entende-se um conjunto fechado e limitado de
nimeros reais

[a,b] = {z:a <z <b}. (52)

e Pode-se considerar também o intervalo como um par ordenado de
pontos limites a e b.

@ Um intervalo serd denotado por uma letra maitscula.
@ Seja X um intervalo. Os pontos limites serdo denotados por X e
X, tal que X = [X,X].
Exercicio 17

Represente em um plano um intervalor vetorial, tal que X = [X7,X5]. J
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Representacoes Finitas

o Dois intervalos so iguais se os pontos limites sdo iguais. Assim,
X=YseX=YeX=Y.

A intersecio de dois intervalos X e Y é vazia, XNY =0se X > Y
ouyY > X.

Quando a intersecao nao for um conjunto vazio, o resultado é
também um intervalo e é definido por

X NY = [max(X,Y), min(X,Y)]. (53)

Se X NY # (), a uniao é definida por

X UY = [min(X,Y), max(X,Y)]. (54)

A ordem pode ser estabelecida assim:

X <Y se e somente se X <Y. (55)
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Representacoes Finitas

e A inclusao de conjuntos é definida como

X CYseesomenteseY < X e X <Y. (56)
o A largura do intervalo é definida como
w(X)=X-X. (57)
e O valor absoluto de um intervalo X é dado por
| X| = max(X,X) (58)
e O ponto intermediério é dado por
m(X) == > = (59)

Exercicio 18

Escreva um exemplo para as seguintes definicdes: intercesao, uniao,
ordem, inclusao de conjuntos, largura de intervalos, valor absoluto e
ponto intermediario.
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Representacoes Finitas
o A adicdo de X +Y = Z tal que

Z =

X+Y
Z = X+Y.

@ O negativo de um intervalo é dado por
~ X = —[X.X] = [-X. - X]
o A diferenca de dois intervalos é definida como:
Y- X=Y+(-X)==[Y - X,Y - X]
o O inverso é definido por
1/X ={1l/z: 2 € X}.

e Se 0 ¢ X, entao

/X =[1/X,1/X].
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Representacoes Finitas

e A multiplicacdo ¢ definida como X - Y = [X - Y X - Y] tal que
XY = min(XY,XV,XY,XY) (66)
XY = max(XY,XY XY XY) (67)

e Para a divisdo de dois intervalos, tem-se:
XY =X -(1/Y). (68)

e A adicdo e multiplicagdo sdo associativas e comutativas.
e Entretanto, a propriedade distributiva ndo é geral.

Exercicio 19
Elabore dois exemplos para cada operagao aritmética: adicdo,
subtracao, multiplicacao e divisao.

Exercicio 20

Seja X = [1,2] e um escalar a = 1. Mostre que
X-(a—a)#X -a—X-a.
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Calculo Finito
Definition 6

Seja M; e My conjuntos arbitrarios e g : Mj — My um mapeamento
arbitrario (fungao) de M; para Ms. Considere S(M;) e S(My) como as
familias de subconjuntos de M; e My , respectivamente. Chama-se
mapeamento do valor-conjunto, g : S(M;) — S(Ma),

g X)={g(x):z e X, X € S(M)} (69)

a extensao unida de g. Pode-se também escrever

§(X) = Ugex{g(x)}. (70)

e Em geral, ndo ha uma representagao finita para g. Nao se pode
calcular, em um numero finito de operacdes aritméticas, o intervalo
3(X).

e Funcoes de intervalo racional sdo casos em que os valores de

intervalo sdo definidos por uma sequéncia finita de operacoes

aritméticas de intervalos.
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Céalculo Finito

Exemplo 20

Considere o mapa cujos valores de F' sdo definidos por

T, = [1,2]Xy,
T2 = T1+[071]7
F(X1,X2) = ToXo.

Para esta funcdo em particular, tem-se:
F(XlaXQ) = g([172]7[071]7X17X2)

em que
g(e1,e2,x1,22) = (c1z1 + €2)22.
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Céalculo Finito

Definition 7

A extensdo unida implica na propriedade de subconjunto. Seja
X, Y € S(M;) com X CY implica em g(X) C g(Y).

Definition 8

Um funcao de intervalo F' das varidveis X;,Xo,..., X, € monotonica

inclusiva se
}/;QX’M i:1727"'an7

entao

F(Y1,Ys,...,Y,) C F(X1,Xs,...,Xy). (75)
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Céalculo Finito

o Todas as operagoes aritmeéticas para intervalos sao monotoénicas
inclusivas. Assim, se Y7 C X5 e Y3 C X5 entéo

Y1 +Ys C Xy + Xo,
Y1 -Ys C X1 — Xy, (76)

Y1Ye C X1 Xo,

Y1/Y2 € X1/Xo,
(77)

o Nem todas as fungoes sao monotdnicas inclusivas.

Exercicio 21

Mostre que F(X) = m(X) + (X —m(X)) néo é um fun¢do monotonica
inclusiva. Dica: compare os resultados de X = [0,2] e X = [0,1].
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Calculo Finito

Definition 9

Seja f uma funcao no dominio dos reais de n variaveis x1,x2, ..., Ty
Por uma extensao de intervalo de f, entende-se uma funcao de intervalo

F' com n variaveis X1,Xs,..., X, com a propriedade

F(z1,z9,...,2,) = f(z1,22,...,%n),

para argumentos reais.  (78)

v

e Nao ha uma tunica extensao de intervalo para f. Seja F(z) = f(x),
entdo F1(X) = F(X) + X — X.

Theorem 2

Se F' é uma extensdo de intervalo inclusiva monotonica de f, entdo

F(X1,....Xn) C F(X1,....Xy).

@ Duas expressoes racionais podem ser equivalentes na aritmética
real e diferentes na aritmética de intervalos.
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Céalculo Finito

Exercicio 22

Seja f(z) = x(1 —z) = — x - x. Pode se definir duas aritméticas de
intervalo F1(X) = X(1 - X) e F5(X) =X — X - X. Compare Fi([0,1])
e F»([0,1]).

Coloréario 1
Se F' ¢ funcdo de intervalo racional e extensao de intervalo de f, entdo

f(X17"' 7Xn) - F(X17 ,Xn)

Exercicio 23
Considere o polinémio

1
p(zr) =1—5zx+ §x3. (79)

Determine a faixa de valores de p(z) quando x pode ser qualquer valor
do intervalo [2,3].

o
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Céalculo Finito

Exemplo p(x)=1-5x+1/3(x"3)
(Moore, 1979) - p. 22

(%i1)
f(x):=1-bxx+1/3%(x"3) ;

1
f(x) ::1—5w+§x3
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