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Resumo

Neste trabalho é abordada a aplicacao de fungoes de Lyapunov-Krasovskii dependen-
tes de parametro e o uso de variaveis de folga via Lema de Finsler para o tratamento
de problemas que envolvem a estimacao do custo garantido H., e a sintese de ganhos
robustos de realimentacao de estados que asseguram desempenho H, de sistemas li-
neares incertos invariantes no tempo, a tempo discreto, sujeitos a atraso variante nos
estados. As incertezas sao assumidas em um dominio politépico. Para essa classe de
sistemas sao obtidas formulagoes convexas e nao convexas, dependentes do intervalo
de variagao do atraso tanto para estimacao do custo garantido H., quanto para a
sintese de ganhos robustos de realimentacao de estados. As formulagoes convexas
sdo obtidas na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs), suficientes para
a solucao dos problemas em questao. Para as formula¢oes nao convexas, sao pro-
postos: um método de estimagao de custo garantido H,, que combina o algoritmo
branch-and-bound com formulacoes de estimacao descritas por LMIs. Este método
permite o céalculo do custo garantido H,, com qualquer precisao requerida. Outro
método proposto refere-se a sintese de ganhos robustos de realimentacao de estados
e baseia-se em um problema de otimizacao em que os elementos do controlador sao
os parametros de otimizacao e o objetivo e a restricao de sintese sao verificados em
um conjunto finito de pontos. O conjunto inicial de pontos é formado pelos vértices
do politopo, com uma inclusao iterativa, quando necesséaria, de pontos interiores.
O projeto é validado para todo politopo através do método de estimacao do custo
garantido H., proposto. Utilizam-se as formulagoes nao convexas com objetivo de
obter solugoes menos conservadoras ou que obtenham resultados factiveis em si-
tuagoes nas quais formulagoes LMIs nao apresentam solugoes. Para as condig¢oes
convexas e nao convexas varias simulagoes sao apresentadas ao longo da dissertacao
e sao comparadas com outras abordagens recentes encontradas na literatura.

Palavras-chave: Sistemas discretos no tempo com atraso variante no vetor de esta-
dos. Condigoes dependentes do atraso. Desigualdades matriciais lineares. Dominio
politépico. Custo garantido H.,. Funcoes de Lyapunov-Krasovskii. Lema de Finsler.
Otimizacao.
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Abstract

In this work, it is discussed the application of parameter dependent Lyapunov-
Krasovskii functions and the use of slack variables, via Finsler’s Lemma, to deal
with problems involving the estimation of the H,, guaranteed cost and the synthesis
of robust state feedback gains providing H,, performance to linear time invariant
uncertain discrete time systems subject to time varying delay in the state. The
uncertainties are assumed to be constrained to a polytopic domain. For this class
of systems, convex and nonconvex formulations are obtained, depending on the de-
lay interval variation of the delay, for both the H,, guaranteed cost estimation and
the synthesis of robust state feedback gains. The convex formulations are obtained
in terms of linear matrix inequalities (LMIs), that are sufficient conditions to solve
considered problems. They are proposed for the nonconvex formulations: a method
of estimation of the H., guaranteed cost, which combines the branch-and-bound
algorithm with formulations for H., estimation described by LMIs. This method
allows calculation of the H,, guaranteed cost with any required precision. Another
proposed method refers to the synthesis of robust state feedback gains, being based
on an optimization problem where the parameters of the controller are the optimiza-
tion variable and the objective and the restriction of synthesis are checked in a finite
set of points. The initial set of points is composed by the vertices of the polytope,
with an iterative inclusion whenever it is necessary, of interior points. The project is
validated for the whole polytope by using the proposed method of estimation of the
H~ guaranteed cost. Nonconvex formulations are used to obtain less conservative
solutions or feasible results in case where LMIs formulations do not achieve feasi-
ble solutions. For both conditions, convex and nonconvex, several simulations are
presented throughout the text and they are compared with other recent approaches
found in the literature.

Key-words: Uncertain linear systems. Discrete-time systems with time-varying delay
in state vector. Delay-dependent conditions. Linear matrix inequalities. Polytopic
domains. Guaranteed cost H.,. Functions Lyapunov-Krasovskii. Finsler’s lemma.
Optimization.
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Capitulo

Introducao Geral

1.1 Problema Estudado

A presenca de atrasos em sistemas controlados digitalmente é inevitavel. Sistemas roboticos,
processos de usinagem, redes de comunicacao de dados sao exemplos de processos que parti-
lham de atrasos, que interferem tanto na estabilidade quanto no desempenho desses sistemas.
Em especial, a investigacao de sistemas lineares sujeitos a atrasos nos estados tem recebido
grande atencao nos ultimos anos, como pode ser observado em varios livros nessa area. Veja,
os trabalhos de [MZJ87], [DV97], [Mah00], [Nic01], [GKCO03], [NGO4].

Os primeiros registros de equacoes com atraso foram feitos no século X VIII e sao creditados a
Bernoulli e Euler. Uma andlise mais elaborarada foi feita na década de 1920 por Volterra [Vol28§]
em seus estudos sobre dinamica populacional e avanco de epidemias. O estudo da estabilidade de
tais sistemas com a abordagem de Lyapunov s6 foi possivel com as idéias de Krasovskii [Kra63],
que propos, nesse caso, que o funcional de Lyapunov deveria ponderar os valores do estado entre
o instante atual e o instante atrasado que influencia o comportamento atual do sistema. Para
apresentagao dessa teoria indica-se a referéncia [HVL93]. Nas tltimas décadas tém-se percebido
um aumento considerdavel do interesse por sistemas com atrasos, principalmente devido ao fato
de que, tais sistemas podem ser melhores controlados por leis de controle projetadas a partir de
modelos nao simplificados pela desconsideragao do atraso.

Condicoes para andlise de estabilidade e para sintese de controladores estabilizantes para
tais sistemas podem ser classificadas em dependentes ou independentes do atraso. Observa-
se que a utilizacao de condicoes independentes do atraso, para andlise de sistemas estaveis
com atrasos limitados, pode levar a resultados muito conservadores. Por outro lado, condig¢oes
dependentes do atraso levam, em geral, a resultados conservadores se aplicadas em sistemas cuja
estabilidade independe do valor do atraso [MLO8b]. As técnicas mais utilizadas para investigar
sistemas com atrasos sao as baseadas em fungoes de Razumikhin ou de Lyapunov-Krasovskii
(L-K)(no caso de sistemas discretos ou funcionais no caso continuo no tempo), sendo que as
fungoes de L-K tém sido mais utilizadas a partir da década de 1990 [NicO1]. O estudo de
sistema continuos no tempo com atrasos nos estados recebeu muito mais atengao nos tltimos
anos do que os sistemas discretos no tempo com atrasos nos estados. Veja por exemplo os
trabalhos de [Ric03], [XLO8] e referéncias internas. O trabalho de [Ld97] apresenta resultados
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que tornaram-se um marco no contexto de sistemas continuos no tempo com atrasos nos estados.
Em [dOG04] é apresentado um estudo para a sintese de compensadores dinamicos para sistemas
continuos no tempo com atrasos nos estados. Nessa sintese, a estrutura do sistema é reproduzida
no controlador que resulta em uma funcao de transferéncia nao-racional. KEsse mesmo tipo
de controlador ¢é investigado por [GBdSJ08| considerando a saturagdo no sinal de controle.
Condigoes baseadas no teorema do ganho pequeno sao investigadas por [VLP07], estendendo-se
os resultados de [ZKTO01]. Nesse caso, o atraso é interpretado como uma perturbagao limitada em
norma que afeta o sistema. Em [LPCTO07] é investigada uma classe mais geral de sistemas com
atrasos nos estados, denominada sistemas neutrais, e sao fornecidas condigoes independentes do
atraso para a analise de estabilidade robusta.

Uma das razoes para o maior investimento da comunidade académica em sistemas continuos
no tempo com atrasos nos estados vem do fato de que a estabilidade de sistemas discretos
no tempo com atrasos invariantes no tempo e precisamente conhecidos pode ser investigada
utilizando-se um sistema aumentado livre de atrasos [KH98]. Porém, essa técnica apresenta
limitacoes importantes para o estudo da estabilidade de sistemas com incertezas, sistemas de
grandes dimensoes, sistemas com atrasos variantes no tempo e para sintese de controladores
robustos. Além disso, grande parte das condi¢oes encontradas na literatura sao independente do
atraso e sao baseadas na estabilidade quadratica [ZY08]. Nas condigoes baseadas em estabilidade
quadratica, emprega-se uma funcao de L-K cujas matrizes sao independentes da incerteza, o
que pode levar a resultados conservadores [Lei05].

Diversas abordagens podem ser encontradas na literatura para a classe dos sistemas discretos
no tempo com atrasos nos estados. Algumas delas lidam com sistemas precisamente conhecidos
[GLWWO04], [ZWHO04], [SKYK99]. Em [FS05b] e [FS05a] sdo propostas condigoes dependentes do
atraso, convexas para analise de estabilidade e nao convexas para sintese de controladores. Esses
trabalhos utilizam a abordagem de sistemas descritores (singulares) e as incertezas sao tratadas
como limitadas em norma. Em [OCO08] é apresentado um estudo sobre sistemas discretos no
tempo, incertos, representados por transformagoes fracionédrias nao lineares (NFT, do inglés
nonlinear fractional transformation). Nesse caso, os autores consideram que o atraso nos estados
¢ invariante no tempo. Em [XC04] ¢é utilizada uma abordagem néo convexa para a sintese de
controladores robustos H,, para sistemas discretos no tempo com atrasos variantes no tempo e
incertezas limitadas em norma. Em [DJZ08] sao tratadas condigoes para a estabilizagao robusta
de sistemas chaveados com atrasos nos estados e incertezas limitadas em norma. As condigoes
de sintese nao sao convexas. Condicoes para controle robusto H., sao propostas para sistemas
discretos no tempo precisamente conhecidos com atraso variante no tempo nos estados em
[HWHSO08] ¢ [PCE*05]. Nesse tltimo, sao também considerados os sistemas continuos no tempo
e incertezas politépicas afetando todas as matrizes do sistema. Diferentemente da proposta deste
trabalho, as condigoes de sintese em [HWHS08] nao sao convexas, ainda que tratem apenas de
sistemas precisamente conhecidos. Condigoes convexas independentes do atraso para andlise
de estabilidade robusta e para a sintese robusta de sistemas discretos no tempo e incertezas
politépicas foram propostas em [LTP09] para atraso invariante no tempo presente nos estados
e em [LMOS] para atraso variante no tempo. A estabilizagdo robusta com desempenho H
aliada a estabilidade exponencial é tratada no contexto de sistemas com atrasos variantes no
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tempo em [HYXO07]. Porém, a condigao de sintese proposta nao é convexa. Em [HARYO07], é
considerada a classe dos sistemas descritores (ou singulares) com atraso variante no tempo nos
estados e incertezas limitadas em norma, sendo propostas condigoes convexas de andlise e de
sintese robustas.

Assim, neste trabalho sao estudadas técnicas para a estimacao do custo garantido H., e
para a sintese de ganhos robustos de realimentacao de estados que assegurem um desempenho
'H. para sistemas incertos discretos no tempo e invariantes no tempo, com atraso variante no
tempo afetando o vetor de estados. As incertezas sao invariante no tempo e assumidas em um
dominio politépico.

1.2 Motivacao

Uma grande vantagem do uso de funcoes de L-K dependentes de parametros para a estimacao
do custo H,, e para sintese de ganhos robustos, por realimentacao de estados com minimiza-
¢ao do custo H,, de sistemas lineares incertos e invariantes no tempo, a tempo discreto, com
atraso variante no vetor de estados, é que, com essas, podem ser obtidas condi¢oes convexas de
dimensao finita descritas em termos de desigualdades matriciais lineares (em inglés, LMIs - Li-
near Matriz Inequalities)[BGFB94]. A utilizagdo de LMIs comegou a se desenvolver a partir de
1980 com a criacao e aperfeicoamento de algoritmos de otimizagao convexa, como os de pontos
interiores. A partir de entao, com o surgimento de pacotes computacionais especializados, por
exemplo, o LMI Control Toolbox [GNLC95], e o SeDuMi [Stu99], ambos para o uso do software
MATLAB® resolver LMIs tornou-se um problema de facil solucao numérica. A formulacao de
um problema na forma de LMIs é interessante pois a resolucao de LMIs é feita com algoritmos
de tempo polinomial (em fungao do nimero de varidveis e de linhas de LMIs). Conforme dito
em [BGFB94|, formular o problema como uma LMI, equivale a resolvé-lo. Uma vez formulado o
problema como LMI, outra ferramenta que pode ser empregada para a reducao de conservado-
rismo da analise é a inser¢ao de varidveis extras ao problema de otimizac¢ao [dOS01]. Com isso
sao obtidas condi¢oes convexas em que as matrizes de L-K nao estao acopladas com as matrizes
do sistema, sendo possivel tratar a presenca de incertezas politépicas em todas as matrizes do
sistema. O Lema de Finsler é utilizado para tal fim. A utilizacao da desigualdade de Jensen
permite uma majoracao das fungoes empregadas de maneira menos conservadoras que outras
abordagens disponiveis na literatura [ZY08], sendo também empregada neste trabalho.

Em geral ao se caracterizar problemas da teoria de controle robusto na forma de proble-
mas de otimizacao convexos, baseados em LMIs, se introduz algum grau de conservadorismo na
formulacao, a solucao obtida pode ser um subd6timo do problema original. Assim, o trabalho
[Gon06] é outra motivagao para tratar os problemas aqui estudados, permitindo desenvolver um
procedimento de analise de estabilidade robusta com desempenho robusto H,, e um procedi-
mento de projeto, ambos nao convexos, que proporcionem resultados menos conservadores que
as formulagoes LMIs, ou que obtenham resultados em casos nos quais formulacoes LMIs nao
apresentem solucoes factiveis.
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1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é propor condigbes convexas baseadas no trabalho de [ZY08] e
nao convexas baseadas em [Gon06], utilizando fung¢oes de L-K dependente de parametro para a
estimacao do custo garantido H, e para sintese de ganhos robustos, por realimetacao de estados,
com minimizacao do custo garantido H., de sistemas discretos no tempo com atraso variante
no vetor de estados. Através dos procedimentos nao convexos, busca-se obter resultados menos
conservadores do que os obtidos por formulacoes LMIs, ou que obtenha resultados viaveis em
casos nos quais formulagoes LMIs nao apresentem solucoes factiveis.

1.4 Escopo

As estratégias de analise e de projeto desenvolvidas neste trabalho sao destinados a sistemas
incertos lineares invariantes no tempo, a tempo discreto, com atraso no vetor de estados e
dominio politépico de incerteza, dados por:

Qa) - { T = Ala)xy, + Ag()xk—a, + Bla)u, + By(a)wy, (1.1)

2z = Cla)rg + Cyla)r_a, + D(a)u, + Dy(a)wy,

em que k é o instante de amostragem e as matrizes A(«a), Ag(), B(a), By(a), C(a), Cy(a),
D(a) e D,(«) sdo matrizes incertas, invariantes no tempo, adequadamente definidas em termos
de zp = x(k) € R", o vetor de estados no instante k, up = u(k) € R™, que representa os m
sinais de controle, wy = w(k) € RY, que contém v entradas exdgenas, e z, = z(k) € RP, o vetor
de p sinais de saida de ponderacao. Essas matrizes podem ser descritas por um politopo D com
vértices conhecidos:

N
D= {Q(a) e RMPEHH Q) = 3 a0, a € T}, (1.2)
i=1
em que:
| A Adi‘Bi‘Bwi ,
0 = [ ot ] i e I[1, N, (1.3)

N
T:{Q:Zaizl, a; >0, ieI[l,N]}, (1.4)

i=1
O conjunto T também pode ser representado como um simplexo no espago de dimensao N — 1:

N-1
T:{de]RN‘l o >0, iEI[l,N—l],Zaigl,}, (1.5)
i=1

N-1
com ay =1 — E Q.
i=1
O atraso, denotado por dy, é suposto variante no tempo, sendo dado por:

dp € Z[d,d],(d,d) € N (1.6)
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com d, d representando os valores minimo e maximo de dj, respectivamente. Qualquer Q(a) € D
pode ser escrito como uma combinagao convexa dos N vértices €2, i € Z[1, N], de D.
A lei de controle considerada é:

U = ka + dek_dk (17)

com K € R™*" e K, € R™*"™,
Usando (1.7) em (1.1)-(1.3), o sistema incerto em malha fechada resultante é dado por

%0 {5 2 ot Craas + Do a9
com Q(a) € D,
D= {Q(a) € R™PX2H . () = iaﬂ ae T}, (1.9)
em que o -
), = g gj g‘: . ieI[l,N], (1.10)
em que as matrizes fli, fldi, é’l e C’di sao definidas como
A=A+ BK, Ay = Ay + BK,, (1.11)
C;=Ci+ D;K, Cyu=Cy+ DKy (1.12)

1.5 Metodologia

Para o estudo da estimagao do custo garantido H, de sistemas discretos no tempo com atraso
variante no vetor de estados, elaboram-se primeiro condigoes convexas baseadas em funcoes de
L-K [ZYO08] e formuladas em termos de LMIs. A partir dessas condigoes, derivam-se condigoes
para sintese de controladores robustos, também formuladas em termos de LMIs. A condigao
de sintese LMI ¢ utilizada para obter ganhos robustos por realimetacao de estados que além
de garantir a estabilidade robusta, minimizam o custo garantido H,, da classe de sistemas
estudados.

Uma revisao da literatura foi realizada, sobre os conceitos fundamentais da teoria de con-
trole robusto, sistemas discretos com atrasos nos estados e algumas ferramentas matematicas
necessarias para lidar com o problema em questao. Em seguida uma candidata a funcao de L-K
¢ proposta a satisfazer as condigoes de estabilidade estabelecidas pelo método de L-K [Kra63].
Os coeficientes das equagoes que regem os sistemas estudados devem ser incorporados as es-
pecificagoes de estabilidade e desempenho de tais fungoes. Esse procedimento, dentre outras
maneiras, é realizado com auxilio de ferramentas da algebra linear como o Lema de Finsler.
Para tratar os termos cruzados que aparecem no desenvolvimento da condicao, a desigualdade
de Jensen é empregada fornecendo uma majoragao menos conservadora que outras encontradas
na literatura. Veja o Apéndice A para mais detalhes dessas ferramentas.
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Grande parte das pesquisas na area de estimacao do custo garantido H,, e controle robusto
'H sao baseadas em problemas de otimizagao convexos em termos de LMIs. Como uma forma
alternativa, sdo propostas neste trabalho, baseado em [Gon06|, procedimentos nao convexos,
buscando obter resultados menos conservadores do que os obtidos por formulacoes LMIs, ou
que obtenha resultados em casos nos quais formulagoes LMIs nao apresentem solucoes factiveis.
O conservadorismo das condigoes na forma de LMIs, esta ligado a relaxagao para obtengao
de condicoes convexas. Para o problema de estimagao do custo garantido H.,, propoe-se uma
estratégia que combina o algoritmo branch-and-bound (BnB) com formulagoes LMI de estimagao
do custo garantido H,,. A idéia bésica desse algoritmo é a de divis@o sucessiva do politopo.
Ao se dividir o politopo, as formulacoes LMIs produzem resultados menos conservadores por
tratarem regras mais restritas do espago de incerteza. A possibilidade de determinacao da
precisao do célculo é devida a caracteristica do algoritmo BnB de utilizar duas funcoes que
convergem para o valor 6timo, uma aproximando por valores inferiores e outra por valores
superiores ao do maximo (ou minimo) global. Na estimagao do custo garantido H.., a fungao
limitante inferior é escolhida como a norma H.,, calculada nos vértices do politopo e de suas
particoes e a fungao limitante superior é o custo garantido H., calculado com formulagoes LMIs,
para o politopo e suas particoes geradas por sucessivas divisoes. Uma técnica de particao de
politopos desenvolvida por [Gon06] é utilizada, permitindo que politopos de qualquer formato,
em qualquer dimensao, sejam particionados de forma eficiente e que garantam a convergéncia
do algoritmo BnB [GPTMO06].

Para o problema de controle robusto H.,, propoe-se um problema de otimizagao mono-
objetivo nao convexo, cujos parametros de otimizacao sao os préprios parametros dos contro-
ladores. No caso de sistemas incertos, esse problema requer a otimizacao do pior caso de um
nimero infinito de sistemas pertencentes ao dominio da incerteza. Para viabilizar a solugao
desse problema, primeiro a funcao objetivo e a restricao sao verificadas em um conjunto finito
de pontos, definidos inicialmente pelos vértices do politopo. Depois, é necessario uma validacao
do resultado obtido pelo processo de otimizacao para todo o politopo. Se na validagao for veri-
ficado que o pior caso da funcao objetivo ocorre fora dos vértices ou a restricao nao é atendida
em todo politopo, os pontos de pior caso sao incluidos no conjunto finito de pontos avaliados
e o processo de otimizacao é repetido. Os passos de otimizacao e validacao sao repetidos até a
restricao seja atendida e que a funcao objetivo convirja para um valor com determinada precisao
relativa.

As condigoes convexas e nao convexas sao implementadas computacionalmente, permitindo
a avaliacao das mesmas. A avaliacao e discussao dos resultados, baseiam-se em simulagoes,
realizadas a partir de modelos estudados na literatura para a classe de sistemas abordados nesse
trabalho.

1.6 Estrutura da dissertacao

O Capitulo 2 apresenta conceitos fundamentais necesséarios para desenvolvimento e compre-
ensao do trabalho, dentre eles: controle robusto, sistemas com atraso nos estados, estabilidade
de sistemas com atraso nos estados, estabilidade quadratica, funcoes dependentes de parametros,
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norma H,., custo garantido H.

No Capitulo 3 ¢ investigado o uso de fungoes de L-K dependentes de parametros e variaveis
extras para obter condigoes convexas para a estimacao do custo garantido H.,, e o projeto de
ganhos robustos por realimetacao de estados, que além de garantirem a estabilidade robusta,
minimizem o custo garantido H., da classe de sistemas estudados nesse trabalho. As condigoes
propostas sao do tipo dependentes do atraso. Exemplos ilustrativos, incluindo testes exaustivos,
sao apresentados para demonstrar a eficacia das condig¢oes propostas.

O Capitulo 4 apresenta procedimentos alternativos nao convexos para a estimacgao do custo
garantido H,, e controle robusto Hs,. O capitulo divide-se em duas partes: a primeira apresenta
resultados na area de analise de desempenho H,, da classe de sistemas estudados. E proposta
uma estratégia de calculo do custo garantido H,, com uma precisao € especificada, denominados
e-garantidos, baseada na combinagao de formulagoes LMIs de andlise de desempenho H, e do
algoritmo BnB. Com isso, é possivel calcular o custo garantido H,, com qualquer precisao
requerida, o pior caso da norma H., no espaco de incerteza e a coordenada do ponto de pior
caso; e segundo, para o controle robusto H.,, uma proposta de projeto mono-objetivo H,
sera aplicada a sintese de controladores por realimentacao de estados para sistemas lineares
invariantes no tempo, a tempo discreto, com atrasos no estados e dominios politopicos da
incerteza. A estratégia de projeto é baseada em um procedimento iterativo de dois passos: o
calculo do controlador por algoritmo de otimizacao, diretamente no espago dos parametros do
controlador, considerando um conjunto finito de pontos do politopo (os vértices), e depois uma
validacao do projeto para todo o politopo utilizando os procedimentos de andlise de desempenho,
que determinam se existe a necessidade de acrescentar novos pontos no conjunto finito para nova
rodada do procedimento. Exemplos ilustrativos sao apresentados, comparando os resultados com
estratégias baseadas em LMIs.

No Capitulo 5, sao apresentados alguns comentarios sobre os estudos desenvolvidos, e
também algumas propostas de trabalhos futuros.

O Apéndice A contém as provas das ferramentas da algebra linear e matemaética frequente-
mente utilizadas no desenvolvimento das condi¢oes convexas para a estimacao do custo garantido
H oo € controle robusto Hs,. Apresenta também uma breve defini¢ao de desigualdades matriciais
lineares (LMIs).

Em cada capitulo é apresentada uma breve revisao bibliografica especifica sobre o assunto
tratado.

1.7 Comentarios Gerais

Supoe-se que todos sistemas incertos investigados neste trabalho possuem matrizes incertas
que pertencem a politopos convexos com numero de vértices finitos e conhecidos.

Os resultados dos exemplos numéricos apresentados neste trabalho foram obtidos a partir da
programacao das condicoes LMIs, utilizando-se o software MATLAB®, o parser YALMIP e o
toolbox SeDuMi [Stu99]. Mais detalhes sobre resolvedores de programacao semidefinida podem

ser encontradas no website do YALMIP, secao solvers. Os testes foram feitos em um notebook
com processador INTEL® de niicleo duplo (2 x 2.26 GHz), e 2.95 GB de meméria RAM.
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Capitulo

Preliminares e Definicoes

2.1 Controle Robusto

Os sistemas fisicos e o ambiente externo no qual eles operam nao podem ser modelados
precisamente, devido ao fato de estarem sujeitos a pertubagoes significantes [DB09, pag.593].
Consequentemente, o modelo matematico obtido pode apresentar diferentes tipos de incerte-
zas, decorrentes de dinamicas nao modeladas, incertezas paramétricas, ruidos, linearizacao, etc.
Dependendo da sua origem, essas incertezas podem ser classificadas como estruturadas, paramé-
tricas. Assim, é importante que as incertezas sejam levadas em conta na andlise de estabilidade,
desempenho ou na sintese de controladores para o sistema. Para tal, é conveniente representar
o sistema fisico por um modelo matematico que represente o sistema nominal e as incertezas
em torno desse. A andlise ou a sintese sao feitas considerando as incertezas desse modelo.

A analise ou a sintese de sistemas de controle na presenca de incertezas sao denominadas
controle robusto, que tem como objetivo manter a estabilidade e ou desempenho do sistema
apesar dos erros do modelo em relagao ao sistema real [DB09]. O controle robusto também é
utilizado para minimizar o efeito sobre certas variaveis do sistema devido a pertubagoes externas
a esse, como ruidos, mudangas de temperatura, pertubagoes de carga, etc [Tro00].

Os problemas de controle robusto podem ser divididos em dois problemas fundamentais: um
problema de estabilizagao robusta e outro de desempenho robusto. No primeiro caso, busca-se
manter o sistema estavel para uma dada classe de incertezas e, no segundo, além de assegurar a
estabilidade robusta, o sistema em malha fechada deve atender a um conjunto de especificagoes
ou critérios de desempenho [Tro00]. Dentre os critérios de desempenho possiveis estdo o custo
garantido Hsy, H,, alocacao regional de polos, estabilizacao com taxa de decaimento garantida,
dentre outros.

Quando se trabalha com sistemas incertos, um problema é a forma de tratar a incerteza,
visto que dependendo do tipo de representacao matematica adotada para as incertezas, pode-se
inserir mais restri¢oes na busca de solu¢ao dos problemas de analise de estabilidade ou sintese de
compensadores. Neste trabalho, utilizam-se as incertezas caracterizadas na forma de incertezas
politopicas.

Um conjunto P = {z € R" : Ax < b} é um poliedro definido pela matriz 4 € R™" =
[a,...;am|T e pelo vetor b € IR™. Se o poliedro é fechado entao P é denominado politopo

9
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[Gon06]. Um politopo também pode ser definido como uma combinagao convexa, de um nimero
finito de pontos, chamados vértices do politopo. O conjunto de vértices {{2y, ..., Qy} resulta em
um P = Co(£y, ..., y), dado por

P = {Q(a) = ZO@QZ’, o€ T} (21)

i=1

em que
N

T:{Q:Zaizl, a; >0, ieI[l,N]} (2.2)
i=1

sendo Co(+) a casca convexa do argumento.

Nesse caso o conjunto P é convexo, fechado e as matrizes (2; sdo conhecidas. Assim Q(a) € P
pode ser descrito por uma combinagao convexa dos vértices €);.

Uma particularidade importante dessa abordagem para descrever incertezas é a convexidade
do conjunto. Por essa propriedade do politopo, busca-se um conjunto de restricoes de desigual-
dades lineares que se é satisfeita nos vértices do politopo, entao garante-se que essas mesmas
restrigoes estao satisfeitas no interior da regiao formada por esses vértices. Essa propriedade
da convexidade serd explorada neste trabalho, para obter formulagoes convexas de alguns pro-
blemas de controle robusto. Uma desvantagem é o problema do crescimento exponencial das
condicoes a serem testadas, pois ao testar, por exemplo, as condicoes para um sistema com 5
elementos incertos, tem-se que verificar 2° vértices, ou seja, tém-se que testar as condicoes 32
vezes.

2.2 Sistemas com Atraso nos Estados

A classe de sistemas considerada neste trabalho é aquela formada por sistemas lineares
incertos, invariantes e discretos no tempo com atraso variante no vetor de estado, descrito por

Tt = A(Oz)l’k + Ad(a)zk_dk (23)

T = ¢o(k), k€ I[—d,0] (2.4)

em que ¢o(k) é a sequéncia inicial, k € N é o instante de amostragem, e as matrizes A(a) €
IR™ " Ay(a) € IR™ "™ sao incertas e invariantes no tempo, adequadamente definidas em termos
de z = (k) € IR" e dadas por:

[A : Ad] (@)=Y o {Ai : Adl} ,a€T (2.5)
i=1
O atraso dg, é suposto limitado e variante no tempo, sendo dado por

dy € I [d,d],(d,d) e N (2.6)

com d, d representando os valores minimo e méximo de dj,, respectivamente. Utilizando a
notagao de [MLO08a|, ®, denota o espago das fungdes vetoriais discretas que mapeiam o intervalo
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Z[t—d,t] em R" com d € N, finito. ¢;(k) € 4 denota uma sequéncia composta de d+ 1 vetores
z, € R", para k € Z[t — d,t]. O j-ésimo vetor dessa sequéncia é ¢, ;(k) € R". E definido por

k = (k 2.7
6o = o0, (0] 1)
em que || - || é a norma euclidiana de um vetor no IR". ®9 é o conjunto definido por ®) =

{p1(k) € g : || d4(k) ||p < d},com § € Ry. Em especial, considere a sequéncia formada por
d + 1 vetores nulos:

~

¢oz7= {0,...,0}
———
(d+1) elementos
Se ¢y(k) = QASE, entdo essa é uma condigao de equilibrio para o sistema (2.3), pois neste caso,

Tyl = T = 0, Vk > t.

Definicao 2.1 Considere o sistema (2.3) para um valor especifico de a. A solugao trivial
desse sistema € dita uniformemente assintoticamente estavel se existe 6 € IR tal que para toda
condigao inicial ¢o(k) € % € verificado

lim ¢, ;(k) =0, VjeIt— d, ]
Nesse caso, o sistema (2.3) com valor de a dado € dito Schur estdvel.

Note que a Defini¢ao 2.1 assegura que para qualquer condigao inicial dada por ¢o(k) € @g, a

sequéncia ®¢(k) aproxima-se da sequéncia nula ¢4 quando t é suficientemente grande.

Definicao 2.2 Considere o sistema (2.3) com a € Y. FEsse sistema é dito robustamente
uniformemente assintoticamente estdvel, se as solugoes triviais de (2.3) sao uniformemente
assintoticamente estdveis para todo o« € Y. Nesse caso o sistema (2.3) € dito robustamente
Schur estdvel.

2.2.1 Caso com atraso invariante no tempo

O estudo de sistemas com atrasos é, em geral, uma tarefa bem mais complexa que para
sistemas livres de atrasos. Para demonstrar esse aumento de dificuldade, considere a avaliacao
da localizacao das raizes para esses sistemas. Seja (2.3) com atraso fixo dy = d, temos

Tt = A(Oé)l’k + Ad(a)xk_d (28)
cujo polinémio caracteristico é dado por
64(z,0) = det(zl — Ala) — Ag(a)z™) (2.9)

Diz-se que o sistema (2.8) é Schur estével, se todas raizes da funcao d4(z, @) estao no interior
do circulo unitario com centro na origem do plano complexo. Nesse caso, diz-se que as raizes de
04(z, ) sao estaveis. A complexidade de avaliar as raizes dessa funcao é devido ao aumento no
grau do polinomio caracteristico em relacao ao sistema livre de atraso. No sistema com atraso,
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existem n(d + 1) raizes no polindémio caracteristico, enquanto que um sistema de mesma ordem
e sem atraso possui polinomio caracteristico com apenas n raizes, que terao que ser testadas
para todo v € T.

Além disso, sistemas discretos no tempo com atraso nos estados podem ter sua estabilidade
estudada utilizando-se um sistema aumentado e livre de atraso. Por exemplo, se a dinamica de
um sistema depende do ltimo instante de amostragem, tem-se

Tpr1 = Ala)xy + Ag(a)zp_q
podendo-se fazer
Fpi1 = Ay, (2.10)

em que

Py = { T ] . Ala,d=1) = {A(O‘) Adéo‘) ] (2.11)

Tl I

Similarmente, se o atraso for igual a dois, tem-se que x,,1 = A(a)xy + Ag(@)zp_o pode ser
reescrito como em (2.10) com

T . A(a) 0 Ay(a)
Fo=| 2 |, Aled=2)=] I 0 0 (2.12)
Tk—2 0 1 0

e assim sucessivamente. Como evidenciado, quanto maior for o atraso, maior serda a dimensao
do sistema aumentado obtido com o uso dessa técnica, dificultando sua utilizagao para sistemas
naturalmente de grande dimensoes. A limitacao dessa técnica é evidente, visto que nao pode
ser aplicada para o estudo de sistemas com atraso variante no tempo, proposto neste trabalho.

Uma outra particularidade que pode ocorrer nos sistemas com atraso invariante no tempo
sao as oscilagoes que ocorrem no comportamento dos estados nas amostras préximas do valor do
atraso invariante no tempo utilizado e seus primeiros multiplos. A causa desse efeito é devido
a utilizacdo do atraso invariante d em um sistema que tem sua dinamica influenciada por um
atraso variante dj. Para ilustrar esse comportamento, considere o teste de relaxacao em que o
atraso invariante no tempo d = 20, a condicao inicial dos estados do sistema x;, = [10, —10]"
para k € [—d, 0], e o sistema com atraso nos estados é definido como:

. 1 16 0.
0.56  0.16 ]xﬁ{o 6 oos]xk_d (2.13)

Tht = { 0 —0.64 0 0.16
yp = [1 1]y,
A Figura 2.1 evidencia esse efeito que ocorre no comportamento do estado xs, e na saida yy,

que é a soma do estado zy, e x9;. Estas oscilagoes ocorrem parcialmente em alguns estados do
sistema com atraso invariante como na Figura 2.1, ou podem ocorrer em todos estados.
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Figura 2.1: Comportamento dos estados e saida para o sistema com atraso invariante no tempo
(2.13).

2.3 Meétodo direto de Lyapunov

O Método direto de Lyapunov ou Segundo Método de Lyapunov consiste em uma das abor-
dagens mais utilizadas para tratar a estabilidade de sistemas lineares incertos. Esse método
deve-se a genealidade do matemadtico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857 — 1918)
cujo trabalho pioneiro, publicado em 1892 [Lya92], conforme dito em [BhaO7] “revolucionou o
estudo de estabilidade e continua inspirando novos enfoques para o estudo deste assunto até os
dias de hoje”. A grande aplicacao do Método direto de Lyapunov deve-se ao fato da generalidade
das condigoes para verificar a estabilidade assintética global, podendo ser aplicado nos casos em
que o sistema esta sujeito a incertezas descritas por um vetor de parametro ay. Esse resultado
¢é apresentado no teorema seguinte:

Teorema 2.1 Um sistema incerto € robustamente assintoticamente estavel em torno da origem
(ponto de equilibrio do sistema) se existir uma funcdo a valores reais V (xg, oy tal que:

1. V(0,04) =0 k> 0;

2. V(xg, o) — 00 quando ||| — oo;
3. V(rg,ap) >0, Vo #0, Vk>0;
4. AV (zp,0p) <0 Vap #0, Vk>0.

em que AV (-) é a variagdo de V(-) com relagao a k ao longo das trajetdrias do sistema (2.3),
e pode ser descrita por.

AV(l’k,Oék) = V(xk+1,ak+1) — V(xk,ak) (2.14)
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Uma funcao V' (zy, oy ) que satisfaga as condigoes do Teorema 2.1 é dita uma fungao de Lyapunov.
Uma extensao do Teorema 2.1 serd usada neste trabalho para obter condi¢oes convexas para o
estudo de sistemas com atraso nos estados, em que o parametro de incerteza é invariante no
tempo, isto é, ap = o,V k > 0.

2.4 Estabilidade Quadratica

Um problema de anélise de estabilidade utilizando o Método direto de Lyapunov em que um
sistema linear incerto discreto no tempo e livre de atraso pode ser definido por

T = Ala)zy (2.15)

como particularidade, suponha que esse sistema possua a seguinte descricao politopica

N
Ale) = ) A, a€X (2.16)
i=1
em que os vértices A; sao conhecidos.
Uma func¢ao amplamente utilizada como candidata a fungao de Lyapunov é dada por

V (g, a) =z} P()wy, (2.17)

em que P(«) é uma matriz definida positiva para todos os valores admissiveis de ov. Em geral
uma escolha bastante comum para P(«) é

P(a)=P(a@) e R™™ . Pla) = P>0,VaecT (2.18)

Portanto, a matriz P assume valores fixos e independentes dos valores de a. Nesse caso, a fungao
(2.17) passa a ser apenas suficiente para estabilidade robusta do sistema (2.15). Um sistema que
admite uma fungao de Lyapunov dada por (2.17)-(2.18), é dito quadraticamente estavel. Esse
conceito de estabilidade quadrética (EQ) [Bar85], isto é, a existéncia de uma mesma matriz de
Lyapunov, independente dos parametros incertos, assegurando a estabilidade do sistema para
todo o dominio de incertezas, provavelmente consiste no resultado mais importante da década
de 1980 no contexto de controle robusto[Lei05].

Utilizando a matriz P definida em (2.18) e a candidata a fungao de Lyapunov para sistemas
lineares discretos livres de atraso (2.17), os trés primeiros itens do Teorema 2.1 sdo prontamente
atendidos. Do quarto item, obtém-se:

AV (vg, @) = xf, Py — xf Pr, <0 (2.19)

substituindo (2.15) em (2.19), temos:

P>0
{ A(a)"PA(e) = P <0 (2.20)

Aplicando-se o complemento de Schur (veja Anexo (A.2)) em (2.20), temos a forma equivalente:

{f A(OQTP] >0 (2.21)
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Como A(«) pertence a um politopo convexo, apenas a verificagao dos vértices é suficiente para
garantir a estabilidade de todos sistemas pertencentes ao politopo, desde que a mesma matriz
P seja utilizada em todos vértices. Entao, pode-se garantir a estabilidade de (2.15) através do
teste de factibilidade de

P ATP .
{ . P >0, VieZ[l,N] (2.22)
que, via complemento de Schur é equivalente a:
P>0
{ ATPA,— P <0, VieTll,N]| (2.23)

Note que a estabilidade de todos sistemas pertencentes a (2.15) - (2.16) pode ser garantida
apenas com a verificacao de seus vértices, desde que se utilize a mesma matriz P para todos os
vértices.

A restricao (2.18) da matriz P para o teste de (2.22) - (2.23), pode limitar bastante o
conjunto de solugoes factiveis, ou seja, pode nao existir uma matriz P > 0 que satisfaca as
demais desigualdades mesmo que (2.15) seja estédvel.

A grande vantagem da formulacao com essa candidata a funcao de Lyapunov é que a verifi-
cacao da estabiidade reduz-se a um teste de factibilidade de LMIs, numericamente simples.

2.5 Funcoes dependentes de parametro

Embora as técnicas que utilizem a abordagem pela EQ sejam numericamente simples e bas-
tante utilizadas para verificar estabilidade e para a sintese de controladores de sistemas incertos,
inclusive com parametros variantes no tempo e sem restricao do valor da taxa de variacao, essas
técnicas podem fornecer resultados bastante conservadores, principalmente quando aplicados em
sistemas invariantes no tempo. Buscando solugoes menos conservadoras, fungoes de Lyapunov
dependentes de parametros sao cada vez mais estudadas na literatura [Tro99], [MKO00].

Considera-se o sistema definido em (2.15) - (2.16) e a candidata a fungao de Lyapunov (2.17),
com a matriz P(«) definida por

N
P(a)=Y aP, a €Y, P,>0, VieI[lN]. (2.24)

=1

Os trés primeiros itens do Teorema 2.1 sao prontamente atendidos. Do quarto item, obtém-se:
AV (zp,0) = xf P(Q)rg — 2f P(a)zy, < 0 (2.25)

substituindo (2.15) em (2.25), pode-se assegurar a estabilidade do sistema descrito por (2.15) -
(2.16) através das seguintes desigualdades matriciais

{ P(a) = P(a) >0

A(a)TP(a)A(a) — P(a) < 0 (2.26)

que, pela aplicacao do complemento de Schur, podem ser escritas de forma equivalente como:

P(a) A(a)"P(a)
{ N Plo) >0 (2.27)
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Nota-se que as condigoes (2.26) e (2.27), ao contrario de (2.22) e (2.23), ndo sdo convexas
em «, devido aos produtos entre P(a) e A(a). Se P(a) = P, entao as condigdes (2.26) e (2.27)
recuperam as condigoes da EQ de (2.22) e (2.23). Porém, as condigoes (2.26) - (2.27) ndo podem
ser tratadas diretamente como problemas de otimizacao convexa, necessitando, em ambos os
casos, de algum tipo de relaxacdo. Para maiores detalhes veja [OP06], [RP01] e referéncias
internas. Uma forma de estudar a estabilidade robusta de forma convexa é desacoplando o
produto entre P(a) e A(«) aplicando o Lema de Finsler (veja Anexo (A.3)). Para isso sao
inseridas matrizes de folga dependentes de parametro F'(a)) e G(«) com dimensoes apropriadas,
resultando em:

l A()TF(a)T + F(a)A(a) — P(a)  F(a)+ A(0)"G(a)T

. P(a) = (G(a) + G(a)T) ] <0 (2.28)

Neste trabalho utilizam-se as matrizes de folga independentes do parametro «, ou seja, com a
introducao de algum conservadorismo assumem-se F'(a) = Fe G(a) = G. Assim, a condi¢ao
(2.28) pode ser reescrita na forma

[ A()TFT + FA(a) — P(a)  F+ A(a)TGT

. Pla)—(G+aT) | <0 (2.29)

nesse ponto, é possivel perceber que essa condicao pode ser testada apenas para os vértices do
politopo que define A(a):

[ ATFT + FA,— P, F+ ATGT

% P —(G+GT) } <0, VieI[l,N] (2.30)

Assim, (2.29) pode ser recuperada de (2.30) ao se multiplicar essa por «; e somar o resultado
para i € Z[1, N], conforme definido em (2.2).

O uso de funcoes de Lyapunov dependentes de parametros para sistemas lineares incertos
discretos e invariantes no tempo podem fornecer resultados significativamente menos conserva-
dores que aqueles que utilizam EQ como base. Assim, (2.30) é suficiente porém nao necesséria
para identificar como estaveis um conjunto de sistemas que sao assintoticamente estaveis, mas
nao quadraticamente estaveis.

2.6 Teoria da Estabilidade de Sistemas com atraso

Para estudo da estabilidade neste trabalho é empregado o método de Lyapunov-Krasovskii
(L-K) [Kra63], que corresponde a extensao do método direto de Lyapunov para tratar sistemas
com atraso no vetor de estado. Esse método, proposto por Nikolai Nikolaevich Krasovskii em
1959, baseia-se na construgao de uma fungao de L-K (funcional no caso continuo), que leva em
conta nao sé a evolucao temporal do sistema em questao, como também seu historico temporal
[Sou08].

Assim, considerando o sistema xp1 = A(a)zr + Ag(a)zi—q dado em (2.8), uma condigao
suficiente para que a candidata a funcao de L-K

0
V(zp, a) =2} P(a) o + Z z}fﬂ- S(a) Tpij (2.31)

j=—d
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garanta a estabilidade desse sistema é que (veja artigo [SDMOT]):

V(zg,a) >0, Pla)>0 e S(a)>0 (2.32)
AV (zp,a) <0 (2.33)

Desenvolvendo a candidata a fungao de L-K (2.31) e fazendo as devidas simplificagoes, tem-
se:

AV (xg, @) = xf,(P(a) + S(a))zpsr — 21 P(a) 2 — g S(a) 23-q < 0 (2.34)
Substituindo (2.8) em (2.34), tem-se:

A(@)"(P(a) + 5(a))Ala) = P(a) A(e)" (P(a) + 5(a)) Aa(e)

* AT (P(a) + S(a) Aga) — S(a) | <0 (235)

que, pela aplicacao do complemento de Schur, podem ser escritas de forma equivalente como:

P(e) 0 A(a)"(P(a) + S(a))
x  S(a) Aia)"(P(a)+S(@) | >0 (2.36)
* * P(a)+ S(«a)

Nota-se que as condigoes (2.35) e (2.36) ndo sao convexas em «, devido aos produtos entre
Ala), Ag(a), P(a) e S(a). Se P(a) = P e S(a) =S,V a € T entao as condigoes (2.35) e
(2.36) recuperam a EQ de (2.8), ou seja, todos os sistemas pertencentes ao politopo (2.5) sdo
ditos quadraticamente estaveis, apenas com a verificagao de seus vértices. Porém, conforme dito
anteriormente no caso de sistemas livres de atraso, as condigoes (2.35) e (2.36) ndo podem ser
tratadas diretamente como problemas de otimizacao convexa, necessitando, em ambos os casos,
de algum tipo de relaxagao. Uma forma para estudar a estabilidade robusta de forma convexa,
¢ desacoplando as matrizes com produtos em « aplicando o Lema de Finsler (veja Anexo (A.3)).
Utilizando relagoes equivalentes ao do item i) do Lema de Finsler, e definindo as matrizes de
folga temos:

Tpi1 P(a) + S(«) 0 0
v = e |, Q = 0 —P(a) 0
Lh—d 0 0 S(Oz)
B =[-I, Ala) Ay(e) |, X = [ F(ao)" G(a)" H(a)" ] (2.37)

Assim, utilizando o item iv) do Lema de Finsler, ap6s algumas operagoes algébricas, obtém-se

P(a) + S(a) — F(a) — F(a)” F(a)A(a) — G(a)T
~G(a) + A(a)" F(a)” —P(a) + G(a)A(a) + A(a)"G(a)"
—H(a) + Ag(@)"F(a)" H(a)A(a) + Ag(a)"G(a)”
F(a)Ag(a) — H(a)"
G(a)Ag(a) + A(a)TH(a)T <0 (2.38)
—S(Oé) + H(Oé)Ad Oé) + Ad(a)TH(Oé)T
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Como informado anteriormente, neste trabalho utilizam-se as matrizes de folga independente
do parametro «, ou seja, F'(a) = F, G(a) = G ¢ H(a) = H. Com isso, a condigao (2.38) pode
ser reescrita na forma

P(a)+ S(a) — F — FT FA(a) - GT
—G + Al(a)TFT —P(a) + GA(a) + A(a)TGT
—H + Ag(a)TFT HA(a) + Ag(a)TGT
FAd(Oé) - HT
GAy(a) + A(a)THT <0 (2.39)

—S(a) + HAy(a) + Ag(a)THT

explorando a convexidade do politopo (2.5) e impondo uma estrutura para as matrizes depen-
dentes de parametro P(«) e S(a), dadas como:

{ Pla) = ZaiPi, S(a) = Za,-s,-, aeX } (2.40)

a condicao (2.39) pode ser testada apenas para os vértices conforme

P+ S —F—FT FA; —GT
—G + ATFT —P,+ GA; + ATGT
—H+ ALFT HA; + ALGT
FAy—HT
GAy+ ATHT <0, VieZ[l,N]. (2.41)
—S;+ HAy + ATHT

Assim, (2.39) pode ser recuperada de (2.41) ao se multiplicar essa por «; e somar o resultado
para i € Z[1, N], conforme definido em (2.2). Similarmente a sistemas livres de atraso, (2.41) é
suficiente porém nao necesséaria para identificar como estaveis um conjunto de sistemas que sao
assintoticamente estaveis, mas nao quadraticamente estaveis. Resultados utilizando sistemas
incertos discretos no tempo com atraso podem ser vistos em [FS05b], [FS05al, [XY09].

2.7 Norma H.

Considere a seguinte classe de sistemas lineares discretos, invariantes no tempo, livres de
atraso e precisamente conhecido

T = Az, + Bywy,
{ 2z = Cuap+ Dywyg, (2.42)
Seja G, = C(z1 — A)™'B + D, a matriz de transferéncia relacionando o vetor de entradas

exégenas w e o vetor de saidas controladas z (o duplo significado da letra z fica nitido de acordo
com o contexto). Pode-se definir o custo H,, de uma matriz de transferéncia de um sistema
estavel, correspondente ao pico do valor singular maximo na frequéncia

| Gow loo = sup  T[GLu(e’)] (2.43)

Qpe[—m,m7]
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sendo @(+) o valor singular maximo do argumento.

A norma H,, possui interpretagao relacionando os sinais de entrada e saida do dominio do
tempo. O ganho ¢ ou ganho RMS de um sistema assintoticamente estavel linear invariante no
tempo, corresponde ao maior ganho da saida sobre todos os sinais de entrada limitados wy, € ¢5,

dado por
2k |2
H Gow Hoo = max 7” H (2.44)
wy, € by w2
Wy 7’é 0
supondo condicoes iniciais nulas.
Ainda no contexto de ganho /s, a norma H,, de sistemas assintoticamente estaveis é caracteri-

zada pelo menor valor de ~ tal que
[2lle < llwklle,  wi € Lo (2.45)
Similarmente, estabelece-se a seguinte equivaléncia
|G wlloe < v = 22 < Ywiwy, wy €4y (2.46)

Assim, considerando-se um sistema assintoticamente estavel, a norma H., pode ser caracterizada
pela fungao de Lyapunov definida em (2.17), com a matriz P conforme (2.18), impondo-se
2F 2, — Ywiwy, + AV (zy) <0 (2.47)
fazendo AV (zy,) definido em (2.14), conforme (2.19), substituindo (2.42) em (2.47) e fazendo as
devidas operacoes, tem-se
z [T [ ATPA—P+CT'C  ATPB,+CTD, ] _g (2.48)
Wy BTPA+DIC  DID,+ BIB, -~ Wy, ’

Esse resultado é uma derivagao do “Bounded real lemma” [BGFB94], [ZDG96], que pode ser
descrito como: A ¢é assintoticamente estavel e |G|l < 7 se € somente se existir uma matriz
simétrica definida positiva P € IR, com dimensoes apropriadas, tal que
ATPA—-P+CTC  ATPB,+C"D,
BIPA+DIC  DID,+ BIB, —~+1

logo, podemos determinar a norma H,, pelo procedimento convexo de otimizacao. Defina

<0 (2.49)

1=~ e resolva

min p
P = PT > 0;
Hoo . ATPA-P+CTC ATPB,+C"D, ] _. (2:50)
o due BTPA+DTC  DTD, + BLB, — il
Como ||Goullee = [|GL,|ls, @ norma H,, de sistemas assintoticamente estéveis também pode
ser calculada a partir do seguinte problema de otimizacao dual
min p
W =Ww7" > o0;
Moo : . AWAT —W 4 B,BI  AWCT+B,DL ] _ (2.51)
o aue CWAT + D,BT  D,DL+CCT — 4l
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Porém, para sistemas incertos nao existe atualmente nenhum método que determine o valor
exato do limitante para a norma H., no conjunto incerto. Existem métodos de célculo do
limitante denominado Custo Garantido H.,, baseado em condicoes suficientes, formuladas por
LMIs. As primeiras formulagoes por LMIs foram baseadas no conceito de estabilidade quadratica
[PTP97], mas o uso de uma tunica fungao de Lyapunov para todo dominio de incerteza resulta
geralmente em resultados conservadores. Com objetivo de reduzir o conservadorismo varios
trabalhos utilizam func¢oes de Lyapunov dependentes de paramentros, variaveis matriciais extras,
como por exemplo [dOGBO02], [XLZZ04] [TCBO05].

2.8 Desempenho H, de sistemas discretos com atraso
nos estados

Considere a seguinte classe de sistemas lineares discretos, invariantes no tempo, com atraso
no vetor de estados definido por

Qa) : { Tpr1 = Ala)z, + Ag(@)xg_q + B(a)uy + By (o) wy, (2.52)
2z = Cla)zg + Cyla)zr_g + D(a)uy + Dy () wy,

em que k é o instante de amostragem e as matrizes A(«a), Aq(a), B(a), By(a), C(a), Cy(a),
D(a) e D,(«) sdo matrizes incertas, invariantes no tempo, adequadamente definidas em termos
de zp = x(k) € R", o vetor de estados no instante k, up = u(k) € R™, que representa os m
sinais de controle, wy = w(k) € RY, que contém v entradas exdgenas, e z, = z(k) € RP, o vetor
de p sinais de saida de ponderacao. Essas matrizes podem ser descritas por um politopo D com
vértices conhecidos:

N
D— {Q(a) €RMPIHTIY 0(a) = 3, a € T}, (2.53)
=1
em que
N
T:{Q:Zaizl, a; >0, ieI[l,N]} (2.54)
=1
€

Q0 — A; Adi‘Bz“Bwi
LG Cdi‘Di‘Dwi

O atraso, denotado por d, é suposto invariante no tempo. A lei de controle considerada é:

} , i€ TI[L,N]. (2.55)

up = Ko + Kgxn_yg (256)

com [K|K,; € R™?"  Usando (2.56) em (2.52)-(2.55), o sistema incerto em malha fechada
resultante é dado por

Q) : { wp = Ala)zg + Ag(@)zy_q + By(a)wy,

2 = Cla)ag + Ca(@)zr_g + Du(a)wy, (2.57)

N
D= {Q(a) e RMP2nH - O () = Z%Qi, a€ T} (2.58)
i=1
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com

gjz

:{Ai‘fidi‘Bm

- - e 7|1, N|. 2.59
¢, | Cu Dm]’ze[’] (2.59)

em que as matrizes fl,-, fldi, C~'Z e C’di sao definidas como
A; = A+ BIK, Ay = Ay + BKy, (2.60)

Neste trabalho, tanto o sistema (2.52) quanto o sistema (2.57) sdo considerados com condi-
¢oes iniciais nulas, isto é,
x, =0, VkeZ[-d, 0 (2.62)
2.8.1 Computo do custo garantido H.,

Dado o sistema incerto Q(a) € D, determine, se possivel, um valor estimado para v > 0,
para todo wy, € {5 exista um z; € o, tal que

1zkll2 < yllwkll2 (2.63)

seja verificado para todo a € Y. Nesse caso, 7 é chamado um custo garantido H,, para o
sistema (2.57).
Para esse problema utiliza-se a seguinte candidata a funcao de L-K:

Vi, k) =2l P(a) o + Z iy S(a) Thy (2.64)
j=—d

as matrizes P(a) e S(a) sdo dadas por

Z%P e S(a Zal ., (2.65)

com o € T. Para ser uma fungao de L-K, é necessério que (2.64) seja definida positiva e satisfaga

AV (a, k) = V(a,k+1) — V(a, k) <0 (2.66)

V[ af ol ]T #0eV a e Y. Una condigao suficiente para a positividade de (2.64) é
obtida impondo-se P, > 0 ¢ S; > 0, para ¢ € Z[1, N|.

A positividade de (2.64) é claramente assegurada assumindo-se P; = PT > 0, S; = ST > 0,
i € I[1, N] e a estrutura apresentada em (2.65). Para a estabilidade, é necessario verificar (2.66)
que é calculado conforme segue.

AV(a,k) = xf (P(a)+ S(a)zre — 2 Pla) oy — 2p_y S(a) Tp—g (2.67)

Com isso, através de (2.67), obtém-se AV (a, k) < &7 M(a)& < 0, em que M(a) = Z o M;,

a €Y, M édada em (2.68) e & = Lol ol xly }T.
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P45 0 0
M; = 0 -P 0 (2.68)
0 0 -5

Para o cdlculo do custo garantido H,,, considere o sistema (2.57) robustamente estdavel com
condigoes iniciais nulas, (2.62), u = 72, wy € {3 e o indice de desempenho H,, dado por

J=

NE

[ 21 — paw] wy] (2.69)

=

=0

Nesse caso, tem-se que V(a,0) = 0 e V(a, 00) aproxima-se de zero quando wy, tender a zero,
na medida em que k£ aumenta; ou de uma constante ¢ < 0o, no caso de wy tender a ¢ < oo.
Assim, usando (2.67), J definido em (2.69) pode ser majorado como

J <

WE

2 2 — pwfwe + AV (o, k)]

B
Il
o

WE

[zgzk — pwiwy, + JJTM(Q)@]

=
Il
o

que pode ser reescrito como

J < ZwTM(a)w (2.70)
k=0
em que
N
M(ar) = Z%’Mi, (2.71)
i=1
M; | 0
NI 72
*
*  —ul,
e
w=[ & |2 wg]T. (2.73)

Assim, uma condi¢ao para assegurar a estabilidade robusta de (2.57) com custo H,, dado por
v é
w'M(a)w < 0 sujeito a (2.57), (2.74)

com M(«) e w definidos, respectivamente, em (2.71) e (2.73).
A condigao (2.74) é, pelo apéndice A.3(Lema de Finsler), equivalente a

M(a) + X(a)B(a) + B(a)" X(a)" <0, (2.75)

w(®) (2.76)
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Portanto, a condi¢ao de andlise (2.77) que pode ser escrita como M; + XB; + B X1 < 0,

com .
_ | FOF B OFFY
LGl Gy Gy 6T GE

e B; obtido pela troca das matrizes dependentes de o em (2.76) pelas respectivas i-ésimas ma-

X(a)=2X

trizes vértices, é suficiente para recuperar (2.75). Para isso, basta multiplicar cada desigualdade
M; + XB; + BFXT < 0 por a; e somar em i = 1,..., N, o que resulta em (2.75) que por sua
vez é equivalente a (2.74).

T =
P+ S;
—Flt FT RA + GG - Ff F1 Ay + G1Cy — FY
. oAy + ATFS + G5Ci FyAgs + GoCyi + ATFY
+C1 Gy — P, +CTGY
FyAgi + ALY 4 G3Cy,
* * T AT
+CL,G5 — S;
* * *
i * * *
—Gy — Ff F\Byi+ G1Dy; — FF ]
F2Bwi + G2Dwi

_ T T T AT
Crt AEEH GG rEr yoret

~Gy+ ALFF +cher zgwﬁgfgg i
I,—Gy—GT —GT + FyBuyi + G4Dy;
—pL, + F5 By + BLF]

+G5Dy; + DI.GT

(2.77)

*

2.8.2 Sintese Robusta

Dado o sistema incerto («) € D e um escalar v > 0 determine, se possivel, ganhos robustos
K e Kg4, tais que o sistema incerto em malha fechada Q(«) € D, dado por (2.57)-(2.61), seja
robustamente estavel, para todo wy € ls e 2z € {5 satisfazendo (2.63). Para um escalar 0 < 6 <1
e um valor dado g > 0 tais que Z; < 0, i € Z[1, N] e Z; definido em (2.78)

¢ verificado, entao o sistema incerto (2.52)-(2.55) sujeito a lei de controle (2.56) com

K=WF"' e Ky;=WyF! (2.79)

é robustamente estavel, com custo garantido H., dado por v = /u. Além disso, (2.64)-(2.65)
é uma funcao de Lyapunov-Krasovskii que garante a estabilidade do sistema de malha fechada
resultante, (2.57)-(2.61).

Para demonstrar a suficiéncia da condigao de sintese (2.78) observa-se, inicialmente, que
se essa é verificada, entdo é assegurada a regularidade de F', uma vez que, do bloco (1,1) de
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P+ 85— F—FT AF+BW AuF + BW,y

* —P; 0
Ei = * * —SZ
* * *
* * *
0 Fsz
FTCT + WTDT 0
Frct+wrIDI 0 (2.78)
—01, D
* —ul,

(2.78), tem-se F + FT > P+ S; > 0. Além disso, existe um escalar real x €]0,2[ tal que,
para 0 €]0,1], k(k — 2) = —6. Assim, substituindo o bloco (4,4) de (2.78) por k(k — 2)I,, as
varidveis de otimizagado W e Wy por KF e K F, respectivamente, usando (2.60)-(2.61) e pré e
pos-multiplicando a desigualdade resultante & esquerda por T e & direita por 77, em que

T = bloco-diag {I; ® F~", G, 1,4, } (2.80)

com G € RP*P, obtém-se =; < 0, com Z; definido em (2.81)

- TP -1 ~T& -1
" PZF_FJ:?T e F1(Ai + B;K) F~"(Agy + BiKq)
- * —~FTPF~! 0
- * * —F TS, F1
* * *
i * * *
0 FB,;
(CL+ KIDNHGT 0
(CL+KiDINGT 0 (2.81)
G (k* —2k)GT  GD,,;
* —ul,
1
Note-se que, assumindo G = ——1I,,, o bloco (4,4) de (2.81) pode ser reescrito como
K

G (2~ 2) GT = (—%Ip) (v — 2%) (—%Ip)

2
= (1-2)1
(-2)
11

= I, - ;Ip - EIP
= L+G+G" (2.82)
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0 que assegura a verificacio de (2.77), com P, = F-TPF~' S; = F-TS;F~' i € I[1,N],
F1 = F_l, G4 = —(G e matrizes Fg, Fg, F4, F5, Gl, GQ, Gg (S G5 nulas.
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Capitulo

Analise de desempenho e controle robusto Hao

usando LMIs

3.1 Introducao

Neste capitulo sao investigados sistemas lineares incertos e discretos no tempo com atraso
variante no tempo afetando o vetor de estado. E considerado que as incertezas sao representadas
em um dominio politépico e que elas podem estar presentes em todas as matrizes do modelo
do sistema. Condigoes expressas como Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs, do inglés Li-
near Matriz Inequalities), baseadas no trabalho de [ZY08], sdo propostas para o computo do
custo garantido H,, e para a sintese de ganhos robustos, por realimentacao de estado, com
minimizagao do custo Hs, entre a entrada de pertubagao e a saida do sistema. Essas condig¢oes
sao estabelecidas com a utilizacdo de fungdes de Lyapunov-Krasovskii (L-K) dependentes de
parametro. Varidveis matriciais de folga via Lema de Finsler — veja [dO04] e [dOS01] — séo
empregadas para desacoplar as matrizes do sistema das matrizes da funcao de L-K. A desigual-
dade de Jensen é usada para manipular os termos cruzados que aparecem no desenvolvimento
das condicoes, fornecendo uma majoracao menos conservadora que outras encontradas na litera-
tura. As condigoes propostas sao dependentes do atraso. Exemplos numéricos sao apresentados
para ilustrar a eficacia da proposta e para estabelecer comparacoes com outras condicoes dispo-
niveis na literatura. Alguns dos resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados
em [CLMG11] e [CLM*11].

3.2 Preliminares
Considere o sistema linear incerto discreto no tempo sujeito a atraso nos estados dado por

Q) : { Tpy1 = Ala)rp + Ag(Q)vp_a, + Bla)ug + By(a)wy, (3.1)

2z, = Cla)rg + Cyla)ri_q, + D(a)u, + Dy(a)wg,

em que k é o instante de amostragem e as matrizes A(«), Ay(a), B(«a), By(a), C(a), Cy(a),
D(«) e D, («) sdo matrizes incertas, invariantes no tempo, adequadamente definidas em termos
de zp = x(k) € R", o vetor de estados no instante k, up = u(k) € R™, que representa os m

27
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sinais de controle, wy, = w(k) € R", que contém v entradas exdgenas, e z, = z(k) € RP, o vetor
de p sinais de saida de ponderacao. Essas matrizes podem ser descritas por um politopo D com
vértices conhecidos:

N
D— {Q(a) € RTP2  0(0) = 3,0, a € T}, (3.2)
i=1
em que
N
T:{Q:Zaizl, a; > 0, ieI[l,N]} (3.3)
i=1
(S

0 — A; Adi‘Bz“Bwi
LG Cdi‘Di‘Dwi

O atraso, denotado por dj, é suposto variante no tempo, sendo dado por:

} , i€ TI[L,N]. (3.4)

dy € Z[d,d],(d,d) € N} (3.5)

com d, d representando os valores minimo e maximo de dj, respectivamente. Qualquer Q(a) € D
pode ser escrito como uma combinacao convexa dos N vértices €2, i € Z[1, N], de D. A lei de
controle considerada é:

Uk = Kl’k + dek—dk (36)

com [K|K,] € R™*2",

Observe que a lei de controle (3.6) depende do conhecimento do valor de d; a cada amos-
tragem. O valor de d; pode ser conhecido utilizando, por exemplo, algum tipo de registro de
tempo nas medidas ou estimativas dos valores dos estados [SSJ04]. No caso de nao ser possivel
conhecer o atraso dj, é suficiente fazer K; = 0 e a lei de controle recupera a forma mais comu-
mente usada na literatura, dada por uy, = Kzy. Usando (3.6) em (3.1)-(3.4), o sistema incerto
em malha fechada resultante é dado por

e {7 2 Lo o 67
com Q(a) € D,
D= {Q(a) € R™P<2+0 . () = f:agz ac T} (3.8)
com o o
(), = “é “éj g: , ieZI[1,N]. (3.9)
em que as matrizes fl,-, fld,-, C~'Z e C’di sao definidas como
A=A+ BiK, Ay=Ay+ BiK,, (3.10)
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Neste capitulo, tanto o sistema (3.1) quanto o sistema (3.7) sdo considerados com condigoes
iniciais nulas, isto é,

1, =0, Vke€I[-d, 0] (3.12)

O principal objetivo neste capitulo é o de prover solugoes convexas, dependentes do valor do
atraso, para os seguintes problemas:

Problema 3.1 (Estimagdo do custo garantido H.,) Dado o sistema incerto Q(a) € D,
determine, se possivel, um valor para v > 0, tal que, para todo wy € ly exista um z, € ls,
satisfazendo

Iz ll2 < yllwkll2 (3.13)

para todo o« € Y. Nesse caso, vy € chamado um custo garantido Hs, para o sistema (3.7).

Problema 3.2 (Sintese robusta H.,) Dado o sistema incerto Q(a) € D e um escalar v > 0
determine, se possivel, ganhos robustos K e K4, tais que o sistema incerto em malha fechada
Q(a) € D, dado por (5.7)-(3.11), seja robustamente estivel e, para todo wy, € ly € z, € s,
satisfaca (3.13).

No caso do sistema possuir condi¢oes iniciais nao-nulas, o custo garantido H., dado por ~
deve satisfazer [|z]|2 < ¥||wi|l2 + 7V (2, 0), em que V(a,0) = ICISEa%(V(a,O) é a fungao de L-K
avaliada em k = 0 para uma dada condic¢ao inicial. Para a definigao de V(a, k) veja, mais
adiante, equagao (3.14).

Nos problemas (3.1) e (3.2) é necessério que o sistema Q(a) seja assintoticamente estével.
Em sistemas com atrasos nos estados, as condigoes para verificar que um ponto de equilibrio foi
atingido e caracterizar a estabilidade sao mais elaboradas que no caso de sistemas sem atrasos.
Por exemplo, em sistemas livres de atrasos, rp = 0 assegura que z;,; = Az, = 0, 0 que nem
sempre ¢ verdade para zj11 = Az, + Agri—q,. Uma caracterizacao da estabilidade assintética
para sistemas com atrasos ¢ dada em [MLOSb].

Para a investigacao desses problemas utiliza-se a seguinte candidata a funcao de L-K:

8

Viek) =) Vi(a,k) >0 (3.14)
v=1
com
k—1
Vila, k) = af P(@)z; Valok) = > ] Qi(a)zy; (3.15)
Jj=k—dj
k—1 k—1
Vi(a, k) = Y a2l Qa@)ay; Vileok) = > 2] Qs()ay; (3.16)
j=k—d Jj=k—d
1-d k—1 —1-d k-1
Vi(ow, k) = > aTQi(e)ay; Velok) =6 > Y Qu(@)ym; (3.17)
(=2—d j=k+0—1 f=—d m=k+4

Vila, k) =d Y Y yhZi(@)ym;  Va(os k) —dz Z Y Zo( )Y (3.18)

(= _gm=k+{ t=—dm=k+(
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em que
Yj = Tj+1 — Tj; 0= E—C_i (319)

e as matrizes P(«), Q;(a), j € I[1,4], e Zy(e), ¢ € I[1,2], sao dadas por

Z%PZ, Qj(a Z%Qﬂ, e Zia Zalzh (3.20)

com « € Y. Essa candidata a func¢ao de L-K é baseada em [ZY08], em que as matrizes definidas
em (3.20) sao consideradas independentes do parametro a.. Além disso, em [ZY08] as incertezas
que afetam o sistema sao do tipo limitadas em norma. Na presente proposta, a dependéncia em
a de (3.20) permite que a funcao de L-K (3.14)-(3.19) seja aplicada a sistemas com incertezas
do tipo politopica. Isso possibilita a obtencao de procedimentos de andlise ou de sintese que
podem ser menos conservadores. Note que resultados mais gerais podem ser obtidos se P(«),
Q(a) e Z(«a) sao descritas de forma polinomialmente homogénea no parametro de incertezas
a [OP06]. Para ser uma fungao de L-K, é necessdrio que (3.14)-(3.19) sejam definidas como
positivas e satisfagam

AV(a, k) =V(a,k+1)—V(a k) <0 (3.21)

V[ zp xl_g ]T #0eV ae Y. Una condi¢ao suficiente para a positividade de (3.14)-(3.19)
é obtida impondo-se P, > 0, Q;; > 0 e Z; > 0, para j € Z[1,4], L € Z[1,2] e i € Z[1, N].

3.3 Estimacao do custo H
Nesta se¢ao sao apresentados resultados para estimagao do custo H, de (3.7).

Teorema 3.1 Se existirem matrizes 0 < P; = PT € R™" 0 < Qji = eR™™ 0< Zy =
ZE e R e I[1,4], £ € I[1,2], e um escalar > 0 tais que A; < 0, i 6 I[ NJ, A; definido
em (3.22), entdo, o sistema linear incerto com atraso nos estados (3.7)-(3.9) € robustamente
estdvel com custo garantido He, entre a entrada wy e a saida 2z, dado por v = /. Além disso,

(8.14)-(8.20) sao funcoes de L-K para esse sistema.

Prova: A positividade de (3.14) é claramente assegurada assumindo-se P, = PI > 0, Q;; =
>0, Zy, = 2L >0,i € I[1,N], j € Z[1,4], ¢ € Z[1,2] e a estrutura apresentada em

Ji
(3.20). Para a estabilidade, é necessério verificar (3.21) que é calculado conforme segue. Por

conveniéncia, a dependéncia de AV (a, k) de o poderd ser omitida a partir deste ponto.
AV (k) = AVi(k) + AV (k) + AVs(k) + AVy(k) + AV (k) + AVs(k) + AVz(k) + AVs(k) (3.23)
em que,

AV (k) = 2] P(@)xgpsr — o) Pla)my (3.24)

k—1 k—1

AVy(k) < 2 Qu(a)zy — 2y Qu(@)zpeg, + > 2 Qula)zi— D 2 Qu(a)z; (3.25)

i=k+1—dj i1 i=k+1—dy
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- —d’ 2y — 62Qui — &> Z;
+F A + GG — Ff
—2
(0+1)Qu+ Qu+ Qs +d Zy;
* +02Qui + d*Zoi — Py — Zy; — Zoi
+RA;+ ATFT + GyC; + CTGE

P+ d Zy + 62Qu + d>Zp; — Fy — FT

Ai -
* *
* *
* *
* *
* *
F1Agi + G1Cy; — FY —Ff K
T T
Feda 1%?;;5 AT 7+ ATFT 4 OTGY Zu 4+ ATFT + CTGE
e R R Que AL+ CEGT Qu+ ALF] + C1GY

* —Qai — Z1i — Qu 0

* * —Q3i — Z2i — Qu

* * *

* * *

—G1 — FGT FleZ' + GlDwz’ — F7T ]

—Gy+ ATFT + CTGT FyByi + GaDyi + AT F] + CI GT
—Gs+ ATFT 4 CTGT F3Buyi + G3Dyi + ALF + CLGE
—Gy FiBy; + GaDy; (3.22)
—Gs F5 By + G5 Dy
Ip - G6 - Gg _G¥1 + FGBwi + GGDwi
* —uL, + F7By; + BLF] + G7Dy; + DL.GT |
k-1
Seja o primeiro somatério que aparece em (3.25) denotado por Z 7 Q1 (a)r;. Esse
i=k+1—dp g1

somatoério pode ser reescrito como

k—d k—1
I, = Z rr Q1 (a)z; + Z 7 Q1 (o) (3.26)
i=kt1—dy 11 i=k—(d—1)

Sabendo que dpy1 < d e que d < dj, pode-se majorar (3.26) como

k—d k—1

I, = ZixiTQl(oz)xi—i- Z 7 Q1 () (3.27)

i=k+1—d i=k+1—dj,
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Portanto, usando-se (3.27) em (3.25), obtém-se

AVa(k) < 2FQi()ay — 21y Q1(a)Tpa, + Z 27Q1(a (3.28)
i=k+1—d

AVi(k) = 2} Qs(a) 2y, — xf -Qa(a)z)_5 (3.29)

AVy(k) = 23 Qs(a)zx — w4 yQs() T g (3.30)

sH

M

AVs(k) = (d — d)z, Qi (a)ay — z; Qi (a)z; (3.31)
i=k+1—d
Usando § dado em (3.19), AVg(k) pode ser dado por
k—d—1
AVi(k) = 0y Qu(@)ye =6 > ymQala)y

m=k—d

k—di—1 k—d—1
= Y Qu(@)ye =0 D> yhQu(@)ym —6 Y yhQu(a)ym
m—k—d m=k—d,
Si 52

Aplicando a desigualdade de Jensen (veja apéndice A.4), é possivel obter

fe—djy—1
Si<—([d—di) Y yhQula)ym < —(wr—a, — 14_2)" Qula) (g, — 7,_7)
m=k—d

Sy < —(dy — d) UnQa(@)ym < —(T5-a — Tp-a,)" Q) (Ty-a — T4—a,)
0 que permite escrever

AVs(k) < 8*yf Qu(@)ye — (2h-a, — 24_g) " Qula)(Th-a, — 7,_4)
— (Th-g — Tr-q,)" Qu()(Th-g — Tr—q,) (3.32)

k—1
AVi(k) = &yf Zy(ayy—d Y yF Zu(a)y; (3.33)

j=k—d

-~

Ss
Aplicando a desigualdade de Jensen (veja apéndice A.4) em S5 e considerando y; dado em (3.19)
tem-se

k—1

Ss<—| Y yj) AC) Zyg) = —(wx — 2,_3)" Z1 (@) (2 — 7, _3)

j=k—d d

o que leva a
—2
AVz(k) < dyg Zi(@)ys, — (1 — 2_0)" Za(@)(wr — 24_3) (3.34)
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A diferenga AVg(k) pode ser computada por procedimento semelhante ao adotado para o cdlculo
de AV;(k), resultando em

AVs(k) < d*yi; Za(a)yr — (2k — -g)" Za(a) (xx — 2p-g) (3.35)
Portanto, somando-se (3.24)-(3.35), obtém-se AV (a,k) < @TM(a)o < 0, em que M(a) =

N
Z%’Mi, aeT, Mi é dada por

i=1

P + azzli + 02Qui + d* Zo; —32211' — 8%Qq — d*Zo; 0
* (0 4+ 1)Qui + Qo + Qi + d'Zy; 0
. — +02Qui + d*Zoj — Py — Zyi — Zo;
Z * * —Q1i — 2Qu4
* * *
* * *
0 0 1
Z1; Za;
Qui Qai (3.36)
—Q2 — Z1i — Qui 0
* —Q3i — Zoi — Qui

e
- T
W= [ Thyr Tf xg—dk 5’5;{_3 5’5;{—4 }
Para o cédlculo do custo garantido H,, considere o sistema (3.7) robustamente estavel com
condigoes iniciais nulas, (3.12), 4 = v%, wy € f5 e o indice de desempenho H,, dado por
J = [ 21 — paw] wy] (3.37)
k=0
Neste caso, tem-se que V(a,0) = 0 e na medida em que k& aumenta V (o, c0) aproxima-se de
zero quando wy tender a zero; ou de uma constante ¢ < 0o, no caso de wy, tender a ¢ < oo.
Assim, usando (3.21), J definido em (3.37) pode ser majorado como

J <

WE

(2 21 — pwlwg + AV (o, k)]

B
Il
o

K

< [zgzk — pwiwy, + &JTM(Q)JJ]

B
Il
o

que pode ser reescrito como

J < w'M(a)w (3.38)
k=0
em que

M(o) =Y a;M; (3.39)
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M; | 0
M; = ‘{g 0 } (3.40)
*
*  —pul,
€
w=[a" | wl]". (3.41)

Assim, uma condicao para assegurar a estabilidade robusta de (3.7) com custo H., dado por 7
é

wl' M(a)w < 0 sujeito a (3.7), (3.42)
com M(«a) e w definidos, respectivamente, em (3.39) e (3.41). A condigao (3.42) é, pelo Lema
de Finsler (veja apéndice A.3), equivalente a

M () + X(a)B(a) + Bla) X (a)! <0, (3.43)

co1m

1, A(a) Ag@) 0 0 O Bw(a)] (3.44)

B(“’:[ 0 C(0) Cu@) 0 0 —I, Dyla)

Portanto, a condi¢ao de andlise (3.22), que pode ser escrita como M; + XB; + B X" < 0, com

T
X - [ 5 H

GT I GI 6T GI G G

e B; obtido pela troca das matrizes dependentes de o em (3.44) pelas respectivas i-ésimas ma-
trizes vértices, é suficiente para recuperar (3.43). Para isso, basta multiplicar cada desigualdade

(3.22) por «; e somar em i@ = 1,..., N, o que resulta em (3.43) que por sua vez é equivalente
a (3.42). Logo, se (3.22) é factivel, entdao o sistema (3.7) é robustamente estdvel com custo
garantido H, dado por v = /pu. .

E possivel utilizar as condicoes estabelecidas no Teorema 3.1 para formular o seguinte pro-
blema convexo para a busca do menor valor de u = 2 tal que (3.22) seja factivel:

min 0
P;>0;Q; > 0; Zy; > 0,
En i€ Z[1,N],j € Z[1,4],¢ € Z[1, 2] (3.45)
Fy, G, h € T[1,7]
tal que A; <0,ie€Z[1,N]

em que A; é dado em (3.22).

No caso de sistemas com incertezas variantes no tempo, isto é, & = ay, = a(k), as condigoes
aqui formuladas podem ser diretamente adaptadas considerando a abordagem da estabilidade
quadratica. Nesse caso, os termos da funcao de L-K sao obtidos usando P, = P, Qj; = Qj,
Zu = Zy, j € I[1,4], £ € I[1,2], o que resulta em condigoes similares as do Teorema 3.1
com essas matrizes independentes do parametro incerto. A condi¢ao assim obtida, por tratar a
estabilidade quadratica com varidveis matriciais extras, é dita EQ-extra sendo apresentada em
(3.46).

Uma outra abordagem, considerando sistemas com incertezas variantes no tempo, pode ser
diretamente adaptada considerando também a abordagem da estabilidade quadratica. Ou seja,
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[ —d’ 7, — 8°Q4 — &> 7,

—2
O+ + Q2+ Qs+ d Z4
* +82Qu+d*Zy — P — 7y — 7

+FyA; + ATFF 4+ GoCi + CFGE

P+d 2y +8°Q+d*Z, — Fy — F

* *
* *
* *
* *
i * *
FiAg +GiCy — FY —Ff —F
Ay + GoCy + AT ET
2w1&%%13 Zy+ ATET + CTGT  Zy + ATET + CTGE

—Q1 — 204 + Fy Ay,
AL e A Qur ALFT + CIGT Qo+ ALF +CIGE

* —Q2— Z1 — Q4 0
* * —Q3 — Zy — Q4
* * *
* * *
—G1 — FGT FleZ' -+ GlDwz’ — F7T i
—Go+ ATFI + CTGY FyBy;i + GoDyi + ATFF + CTGT
~G3 + AT FT + CLGT F3By; + G3Dy; + AT FT + CLGT
-Gy FyByi + GyD,; <0 (346)
—Gs F5Byi + G5Dy;
I, — Gs — Gt —GT + FsByi + GgDy;
* —puL, + F;By; + BLF + G7Dy; + DL.GT |

os termos da funcao de L-K sao obtidos usando P, = P, Qj; = Qj, Zyu = Zy, j € Z[1,4], { €
Z[1,2], o que resulta em condigoes similares as do Teorema 3.1 com essas matrizes independentes
do parametro incerto. Essa condicao difere da EQ-extra , por nao utilizar varidaveis matriciais
extras, é tratada neste trabalho como EQ-direta e apresentada em (3.47).

3.4 Controle robusto H

Nesta secao sao apresentados resultados para sintese de ganhos robustos H, tais que a lei de
controle (3.6) aplicada em (3.1) resulte em um sistema robustamente estédvel em malha fechada.

Teorema 3.2 Se existirem matrizes W € RPX™ W, € RP*™ F ¢ RV 0 < P; = f’iT e R™>",
0<Qji=QLeR™, 0<Z;=2; e R, jeI[l,4], ( €I[1,2], d €ZI[d,d comded
pertencentes a Ny, um escalar 0 < 0 <1 e um valor dado p > 0 tais que =; < 0, 1 € Z[1,N] e
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(0+1)Q1+ Q2+ Q3+ A
F02Qy + 22y — A ZT A, — AT Z,
—82QTA; — 82ATQy — d*AT Zy — > ZT A;
—P— 7, — Zy+ ATPA,
+d (AT Z,A;) + 62(ATQ4A;)
+d* (AT Z,A;) + CTC;

ATPAg+d (AT 2 Ay) + 8*(ATQuAyy)
+d2(A?ZQAdZ) + CZTCdz B E2ZITAC“
—82QT Ay — & ZT Ay

—Q1 —2Q4 + ALPAy

* +82(A£21Adi) + 0%(ALQ4Aq)
+C_iz(AZl;-Z2Adi> + CT.Cy

* *

*

* *

ATPBy; +d (AT Z,B.y;)
+6%(AT QuBui) + d*(AT ZyB.;)
+CT Dy — d ZT By
—6%QT By — d*ZT B,

AL PB,; + 32(Adi213wi)

+CE D,
_Q2 - Zl - Q4 0 0
* Q3 — Zy — Q4 0
_:uIv + BZ:ZPsz
* * +E2(BZ;ZZIBU)Z> + 52(BZ;ZQ4sz)
+d*(BY, ZyBy;) + DL, Dy

>

=; definido em (3.48) € verificado, entao o sistema incerto (3.1)-(3.5) sujeito a lei de controle
(5.6) com
K=WF' e Ky=WyF! (3.49)

¢ robustamente estdvel, com custo garantido H, dado por v = \/i. Além disso, (3.14)-(3.20)
sao fungoes de Lyapunov-Krasovskii que garantem a estabilidade do sistema de malha fechada
resultante, (3.7)-(5.11).

Prova: Para demonstrar a suficiéncia da condicao de sintese (3.48) observa-se, inicialmente,
que se essa é verificada, entdo é assegurada a regularidade de F', uma vez que, do bloco (1, 1)
de (3.48), tem-se F + FT > P+ 32212- + 62Qu; + d*Zs; > 0. Além disso, existe um escalar real
k €]0,2[ tal que, para 6 €]0,1], k(k — 2) = —6. Assim, substituindo o bloco (6,6) de (3.48)
por k(k — 2)I,, as varidveis de otimizacao W e Wy por KF e K,F, respectivamente, usando
(3.10)-(3.11) e pré e pés-multiplicando a desigualdade resultante a esquerda por T' e a direita
por 77, em que

T = bloco-diag {I; ® F ", G, 1,4, } (3.50)

com G € RP*P| obtém-se =; < 0, com =, definido em (3.51), na préxima pagina. Note-se que,
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[ P-F-FT+dZ; 25 - -
’ - ol A7y — 8%Qu — d° e + ALF + BW Ay F + BW,
+6%2Qu; + d* Zo; ' Qu— &2 ‘ !
. (6 4:1)@11' +~Q2z 4:@32 + 82231' 0
_ +02Qui + d* Zog — Py — Zvi — Lo
=i * * —Q1 — 2Q4
* * *
* * *
* * *
i * * *
0 0 0 Fsz T
Zy; Zy; Frcr+wipr o
o Qu Qui Fr'ch+wiDF o
—Qai — Z1i — Qu 0 0 0 (3.48)
* —Qsi — Zoi — Qu 0 0
* * —HIP Dwi
* * * —ul, |
. 1 :
assumindo G = ——1I,,, o bloco (6,6) de (3.51) pode ser reescrito como
K
2 T 1 2 1
G(rk*—2r)G" = (=L, (k" —2r) | —=1,
K K
2
— (1-2%)1
(-2)
1 1
= I, - ;I:n -1
= L+G+G" (3.52)

0 que assegura a verificacao de (3.22), com P, = F-TB,F~1, Qji = F‘TQJ»Z-F_I, Zu=FT7,F !,
1€ I[l,N], j S 1[1,4], IS 1[1,2], F1 = F_l, G6 = —G e matrizes Fg, F3, F4, F5, F6, F7, Gl,
Gg, Gg, G4, G5 (S G7 nulas.

|

As condigoes estabelecidas no Teorema 3.2 proporcionam uma solucao convexa para o Pro-
blema 3.2. Esse tipo de solugao pode ser eficientemente obtida usando-se, por exemplo, algorit-
mos de pontos interiores [BGFB94].

Nesta proposta, a convexidade foi obtida, dentre outras técnicas, pela supressao de parte
das varidveis de folga que faziam produto com os ganhos K e Ky que devem ser determinados.
Esse procedimento assegura a convexidade ao custo da introducao de algum conservadorismo.
Portanto, o custo garantido H., obtido no projeto de K e K, via Teorema 3.2 é sempre maior
ou igual ao obtido pelo Teorema 3.1 aplicado ao sistema incerto em malha fechada resultante.

Destaca-se também que todas as matrizes do sistema podem possuir incertezas politopicas, o
que difere esta proposta do que é frequentemente encontrado na literatura, em que, geralmente
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FTpp-t - p-T_ -t
A F T2y + 82 TQu F !
+d*FT 7y F1

AT, - 82T F
~d’F 17y F~' + F7T(A; + B,K)
6+ 1)FTQuE " + FTQyF!

Y FTQuF + d FT 7, F!

2 — - +2FTQuF " + &*F T 7o F
—FTpFt - Ty F - Ty, !
* *
* *
* *
* *
B * *
F_T(Adi —+ Ble) 0
0 FT7,F!
—FTQuF ' —2FTQuF~! FTQuF~!
* —FTQuF~' — FTQuF~
—F Tz, F1
* *
* *
* *
0 0 FBy; T
FT 7y (T + K™DIGT 0
FTQuF! (CT + KIDNGT 0
0 0 0 (3.51)
—FTQuF ' — FTQuF ' — FTZ,F! 0 0
* G (k* —2k)GT  GD,,;
* * _IUIU J

apenas as matrizes A, Ay, B e B, sao consideradas incertas. A sintese de ganhos robustos K e
K4 pode ser feita de forma a minimizar o custo garantido H., v = /i, do sistema em malha
fechada. Nesse caso, pode-se resolver o seguinte problema convexo de otimizacao:

~ _min ,u
P> 0;Q; > 0;Zy > 0,
S i €Z[1,N],j € Z[1,4],¢ € I]1,2] (3.53)
F:W,Wg0<60<1
tal que = <0,i€Z[1,N]

em que =; é dado em (3.48).

E interessante notar que as condigoes propostas no Teorema 3.2 e no problema de otimizacao
convexa Sy dado em (3.53) podem ser utilizadas para a sintese de ganhos descentralizados.
Para isso, basta seguir passos semelhantes aos apresentados em [MLO8b].
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De forma semelhante ao que foi observado no caso da estimacao do custo garantido H,
podem-se obter formulagoes convexas baseadas na estabilidade quadratica, isto é, usando-se
matrizes independentes de parametro em (3.14)-(3.20). Nesse caso, os resultados obtidos tanto
na estimacao do custo garantido H,, quanto na sintese de ganhos robustos que minimizam o
custo garantido H., serao, em geral, mais conservadores. As varidveis de folga podem ser tteis
na sintese de ganhos descentralizados baseados na estabilidade quadratica, uma vez que nao
serd necessario impor nenhum tipo de estrutura adicional nas matrizes da funcao.

Para sistemas com incertezas variantes no tempo, isto é, « = a = «a(k), as condigoes
aqui formuladas podem ser diretamente adaptadas considerando a abordagem da estabilidade
quadrdtica. Nesse caso, os termos da funcdo de L-K sdo obtidos usando P, = P, Qﬂ QJ,
Zy = Zy, i € I[1,N], j € Z[1,4], ¢ € I[1,2], o que resulta em condicbes similares as do
Teorema 3.2 com essas matrizes independentes do parametro incerto. Essa condigao, por tratar
a estabilidade quadratica com variaveis matriciais extras, sao ditas F(Q)-extra para sintese, e
dada por (3.54).

- . T 25 ~ B 5
" _—l-g;é;j- c_l—ggg & _d221 — 0°Qu — d*Zy + AiF + BW  AyF + BW,
. (5+1)Q1+Q2+Q3+dZ1 0
~ +82Qu +d*Zy — P — 7y — Zy _ _
= = % * —Q1i — 2Qu4;
* * *
* * *
* * *
- * * *
0 0 0 FBy; ]
7 Zs FTCl + wT DT 0
O, Q. FTeL+wrIDr 0
—Qz 7 - Q4 0 0 0 <0 (3.54)
* —Q3— Zy — Q4 0 0
* * —QIP Dwz’
* * * _MIU .

Observacgao 3.1 O procedimento para sintese de ganhos robustos que minimizam o custo ga-
rantido He, sem utilizar varidveis matriciais extras nao € trivial. Ao fechar a malhar, em que
troca-se A por A+ BK e Ay por A+ BKy, o K e o Ky fardo produtos com as matrizes de
L-K P, @j, Zy, j € I[1,4], € € I[1,2] sendo necessdrio impor estruturas nestas matrizes. Essa
condi¢ao nao serd tratada neste trabalho.
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3.5 Complexidade Numérica

As complexididades numéricas das condices propostas podem ser determinadas pela quan-
tidade de variaveis escalares V e o numero de linhas nas LMIs £, conforme os problemas de
otimizacao que as mesmas representam. Para a condi¢ao de analise de desempenho H,, pro-
posta pelo Teorema 3.1, (3.22) (L = N(12n+p+wv), V =3.5Nn(n+ 1)+ (5bn+p+v)(n+p)),
EQ-extra, (3.46) (L = (12n+p+v), V =35n(n+ 1)+ (bn + p + v)(n + p)) e EQ-direta,
(3.47) (L="Tn,V =3.5n(n+1)+1). E para a condi¢ao de sintese proposta pelo Teorema 3.2,
(3.48)(L=N(12n+p+v), V =35Nn(n+1)+n(n+2m)+ 1) e EQ-extra para sintese, (3.54)
(L= (12n+p+wv),V =35n(n+1)+n(n+2m)+1). Com o SeDuMi a complexidade numérica
¢ O(V2L? + £35). Atualmente algoritmos eficientes podem resolver esses problemas em tempo
polinomial.

3.6 Exemplos

Exemplo 3.1 (Precisamente Conhecido) Considere o problema de estabilizagdo robusta com
minimiza¢ao do custo garantido Heo, 7y, do sistema estudado em [HWHS08] e representado por

(3.1) com:
0 0.1 02 0 0
A‘[—o.m 0.9}’Ad_[ 0 0.1]’B_Bw_{1}’

o= [t du e[t 8] [2)o-2]

Utilizando esse sistema sao realizados dois experimentos numéricos. Primeiramente, utiliza-se
o problema de otimiza¢ao Sy, dado em (3.53), para a sintese de ganhos robustos K e K4 em
duas situagoes: i) dy, € I[1,3] eii) dy € I[1,4], conforme [HWHS08]. No seqgundo experimento
buscou-se determinar o maior valor de d tal que, para dy € Z[1,d] o problema de otimizagao
Sn.., (3.53), seja factivel.
Experimento 1

Sao calculados os pares de ganhos robustos K e Kg com aplicagdo do Teorema 3.2 e pela
sintese (EQ-extra). Como o sistema apresentado em [HWHS08] é precisamente conhecido, os
ganhos robustos (em relagao ao atraso) apresentaram os mesmos valores para ambas as con-
digcoes de sintese. Os ganhos robustos para o intervalo de variagdo do atraso dy, € I[1,3] e
dp € I[1,4], em ambos casos de sintese sao:

[K|Kq4);) = [ 0.2308 —0.3585 | 0.4362 —0.0966 | (3.55)
[K|Kali) = [ —0.0168 —0.3120 | 0.3639 —0.0954 ] (3.56)

Utiliza-se também o problema de otimiza¢ao Sy, dado em (3.53), para a sintese de ganhos
robustos K e K4 = 0 nas mesmas condigoes i) e ii). O uso de Kq = 0 deve ser considerado
em situacoes em que nao € possivel obter o valor do atraso em todos instantes de amostragem.
Essa abordagem € mais utilizada na literatura, mas os resultados podem ser mais conservadores
do que quando € utilizado Ky # 0. Os ganhos robustos sao obtidos utilizando o Teorema 3.2 e
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pela sintese (EQ-extra), os casos i) e ii) sao:

[K|Kq4)y) = [ 0.5860 —0.4512[0 0 | (3.57)
[K|Kqliy = [ 0.3311 —0.4317 |0 0 | (3.58)

Utilizando os ganhos robustos K e Ky dados em (3.55)-(3.50), e K e K4 = 0 dados em
(8.57)-(3.58) serao mostrados na Tabela 3.1 os valores dos custos garantidos Hs, obtidos em
cada caso.

Tabela 3.1: Custo garantido H, para as condigdes de sintese propostas e [HWHS08].(Exemplo
3.1)

Caso Ganhos robustos obtidos Condicao y
Teorema 3.2
(3.59) Sintese (EQ-extra) 0.37
i) di € T[1, 3] (3.57) Teorema 2,[HWHS08] | 0.39
’ Teorema 3.2 0.37
Sintese (EQ-extra) '
Teorema 3.2
(3.56) Sintese (EQ-extra) 041
i) di, € T[1,4] (3.58) Teorema 2,[HWHS08] | 0.44
) Teorema 3.2 0.49
Sintese (EQ-extra) '

Observa-se que a informacao do atraso, que permitiu o uso de Ky # 0, causou pouca altera-
¢ao no valor do custo He, indicando que neste exemplo, nos intervalos dy, € I[1,3| edy € Z[1,4],
a realimentacdao do estado atrasado nao causa impacto significativo ao custo garantido Hse.

A técnica proposta em [HWHS08] mostra-se mais conservadora, atingindo, para os intervalos
dp € I[1,3] e dy € Z[1,4], custo garantido Ho, que sao 3.7% e 6.8%, respectivamente, mais
elevadas do que empregando o Teorema 3.2 e a sintese (EQ-extra) propostos neste trabalho.

Para a estimagao do custo garantido Ho., utiliza-se o problema de otimizacao Ey., dado em
(3.45) nos intervalos dy, € Z[1,3] e di, € Z[1,4]. Nesse caso os ganhos (3.55)-(3.56) e (3.57)-
(3.58) sao usados na lei de controle (3.6) para obter um sistema em malha fechada (3.7). Sdo
apresentados na Tabela 3.2 os valores estimados do custo garantido He.

Como se trata de um sistema precisamente conhecido, os valores estimados pelo Teorema 3.2,
andlise (EQ-extra) e andlise (EQ-direta) apresentaram valores semelhantes. Para se ter uma
ideta do ajuste dos valores estimados com o custo garantido otimo do sistema, sao apresentados
na Figura 3.1 os diagramas de valores singulares mdximos para o sistema em malha fechada
para cada um dos intervalos do atraso, dy, € Z[1,3] , na parte superior, e d, € Z[1,4], na
parte inferior, indicados em (__). FEsses diagramas referem-se, portanto, ao caso particular em
que os atrasos sao constantes no tempo. Além disso, em cada diagrama € apresentada a curva
de Opmis(w), indicada em (—), que toma o valor mdzimo de 6(w) em relagdo aos valores dos
atrasos, em cada valor de frequéncia e as linhas pontilhadas representam os valores dos custos
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Tabela 3.2: Estimacao do custo garantido H,, das condigoes propostas.(Exemplo 3.1)

Caso

Ganhos robustos utilizados

Condicao

v

(3.55)

Teorema 3.1
Andlise (EQ-extra)
Andlise (EQ-direta)

0.3760

i) dy € I[1,3]

(3.57)

Teorema 3.1
Analise (EQ-extra)
Anidlise (EQ-direta)

0.3768

ii) dy € Z[1,4]

(3.56)

Teorema 3.1
Analise (EQ-extra)
Andlise (EQ-direta)

0.4117

(3.58)

Teorema 3.1
Analise (EQ-extra)
Anidlise (EQ-direta)

0.4233

garantidos Hoo estimados pelas condigoes propostas, (= =) usando K e Ky

Kq=0.

0.4r

0.3f
N~—
S 0.2f

0.1F

0.3f
S~—"
5 0.2

0.1r

e (= =) usando K e

Figura 3.1: ¢(w) para o sistema em malha fechada considerando valores de atraso em Z[1, 3]
(parte superior) e em Z[1,4] (parte inferior) indicados em (— — ——) e a curva g (w) em
(— — ——), estimados com uso do Teorema 3.1, andlise (EQ-extra) e andlise (EQ-direta).

Pode-se verificar que os valores obtidos para o caso de atraso variante no tempo, estimados
com a técnica proposta, estao prorimos do custo garantido Hs, do sistema com atrasos cons-
tantes no tempo, que sao em torno de 0.35. FEsse valor representa um limite inferior do custo
garantido H., se o atraso varia no tempo.
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Experimento 2

Busca-se determinar o maior valor de d tal que, se dy € Z[1,d] o problema de otimizacdo
S, (3.53), € factivel. Utilizando-se o par de ganhos K e K, € possivel determinar um atraso
mdzimo d = 24, com Y4_,y = 5.122 sendo

K =[0.1400 — 0.9002] ¢ K, = [0.0003 — 0.1000]. (3.59)

Utilizando-se apenas o ganho K, ou seja, fazendo K; = 0, € possivel determinar um atraso
mdzimo d = 23 com Vi—o3 = 4.875 em que para

K =1[0.1400 — 0.8842] ¢ K, = 0. (3.60)

Como o sistema € precisamente conhecido, os mesmos resultados sao obtidos com o Teo-
rema 3.2 ou com a sintese (EQ-extra), empregados em Sy .

Na Figura 3.2 sao mostrados os valores de custo garantido Hs, obtidos por meio do problema
de otimiza¢io Sy, (3.53), quando d é aumentado a partir de 1. Foram testados tanto o
Teorema 3.2 quanto a sintese (EQ-extra), que apresentaram resultados iguais. Sao mostrados
dois conjuntos de pontos, um considerando a sintese do par de ganhos K e Ky, marcados com
(@), e outro considerando a sintese de K com K4z = 0, marcados com (X ).

0 5 10 15 20 25

aul

Figura 3.2: Relacdo entre o aumento do d e o custo garantido Ho, 7, para o sistema em malha
fechada sintetizados pelo problema Sy em duas situagdes: com a sintese de K e Ky (O) e com
a sintese de K e usando Ky =0 (x)

Nota-se pela andlise da Figura 3.2 que, neste exemplo, a realimentacao do estado atrasado
— que exige o conhecimento do atraso a cada amostragem — so comega a impactar significati-
vamente o custo garantido He estimado pelo procedimento de sintese para valores de atraso d
superiores a 15.
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Exemplo 3.2 (Precisamente conhecido) Em [PCE"05] ¢ investigada a sintese de ganhos
de realimentacdo de estados para o sistema (3.1) em que

A:[_8'5 0%2]’Ad:[_00’05 00.'012} [ ] [ }

C=[13],C,=[00],D=1,D,=0.

Em [PCET05], usando um algoritmo iterativo que visa a minimiza¢ao do custo garantido
Ho € considerando dy, € Z[0,5] foi determinado

K =[03793 —1.1163 ] (3.61)

como solugao do problema de otimizagao nao linear proposto. Como discutido em [PCET05],
esse ganho melhora os resultados obtidos com as técnicas propostas em [SKYK99] e [KCBP01].
Neste exemplo, € considerado dy, € Z[1,5] e resolvido o problema de otimizac¢ao Sy, utilizando
o Teorema 3.2 e a Sintese (EQ-extra). Os resultados sao mostrados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Ganhos robustos e o custo garantido H,

Condicao Ganhos Robustos, d € Z[1, 5] ‘ vy
Teorema 3.2 [K|K4): [ —0.8661 1.2700 | —0.0837 0.1198 | | 2.098
Sintese (EQ-extra) [K0]: [ —0.8986 1.3258 |0 O | | 2.117

Para uma comparagao justa com os resultados apresentados em [PCE'05], serd utilizado
apenas o ganho robusto K. Para a estimacdo do custo garantido H, utiliza-se o problema de
otimizagao Ey., dado em (3.45) no intervalo dy, € Z[1,5].

Na Figura 3.3 sao apresentados os diagramas de valores singulares mdzimos, &(w), obti-
dos para o sistema em malha fechada utilizando-se os ganhos fornecidos por [PCET05], e os
apresentados pelo Teorema 3.2 e Sintese (EQ-extra), para o internalo de atrasos d € I[1,5],
indicados em (). Além disso, em cada diagrama € apresentada a curva de 7,4 (w), indicada
em (—), que toma o valor mazimo de 6(w) em relagao aos valores dos atrasos, em cada valor de
frequéncia e as linhas pontilhadas representam os valores dos custos garantidos Hs, estimados
pelas condigoes propostas, (= =) usando K e K4 e (= ~) usando K e Ky = 0. Como se trata
de um sistema precisamente conhecido, os resultados para estimacao utilizando o Teorema 3.1,
andlise (EQ-extra) e andlise (EQ-direta) foram idénticos.

Pode-se perceber que o ganho obtido pela solugio do problema (3.53), utilizando o Teo-
rema 3.2 e sintese (EQ-extra) resulta em um diagrama de valores singulares mdzimos com pico
67% menor — portanto, menos conservador — que o verificado com o ganho proposto por
[PCE*05].

Como no exemplo 3.1, sao apresentados na Figura 3.4 os valores de custo garantido Hso
obtidos em funcao do atraso mdximo. Sao mostrados dois conjuntos de pontos: um considerando
a sintese do par de ganhos K e K4, marcados com [J; e outro considerando a sintese de K com
K4 =0, marcados com (x ). Nessa figura fica evidente a vantagem da realimentagdo os estados
atrasados: usando apenas K e fazendo Kq4 = 0, o problema (3.53), usando Teorema 3.2 e
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PCELDO5

Figura 3.3: Diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada utili-
zando os ganhos propostos por [PCE105] (parte superior) e os ganhos sintetizados pelo Teo-
rema 3.2 e a sintese (EQ-extra) apenas com a informacao do K (K, = 0), (parte inferior).

a sintese (EQ-extra) é factivel até d = 286, atingindo nesse caso, um custo garantido H., de
v =9.94 com K = [-0.7438 1.0281]. Por outro lado, se sao projetados K e K4, a realimentag¢do
do estado atrasado propicia a factibilidade do problema convezo (3.53) até d = 556, situacdo em
que o custo garantido Hy, € dey = 3.48, para K = [—0.5563 0.6715] e K; = [—0.0552 0.0661],
tanto para o Teorema 3.2, quanto para a sintese (EQ-extra). Nota-se, portanto, que neste
exemplo, a realimentacao do estado atrasado — que exige, portanto, o conhecimento do atraso
a cada amostragem — pode impactar significativamente o custo garantido Hs, estimado no
procedimento de sintese de ganhos robustos, especialmente para atrasos mais elevados.

Na Figura 3.5 é mostrada uma simulagao temporal em que sao apresentadas a perturbacao
wy (—) e as respostas temporais do sistema quando sdo utilizados os ganhos propostos em
[PCE*05] (—) e com os ganhos obtidos pelo Teorema 3.2 ou a sintese (EQ-extra)(- . —).

O atraso utilizado é o mesmo apresentado por [PCEY05], sendo exibido na parte superior da
Figura 3.6. Os respectivos sinais de controle podem ser comparados na parte inferior da Figura
3.6.

Embora a condi¢ao proposta neste trabalho seja suficiente para assequrar a estabilidade em
casos de atrasos positivos, o uso do atraso nulo mostrou-se estdavel na simulacdo. Essa escolha
foi feita para que fossem utilizados os mesmos atrasos propostos por [PCE'05]. Salienta-se que
fazendo-se o projeto para dy € Z[1,6] os resultados obtidos sao praticamente iguais aos apre-
sentados para dy, € Z[1,5]. Neste exemplo, observa-se que os sinais de controle apresentados na
Figura 3.6 possuem comportamento bastante distintos. No caso do projeto feito por [PCE*05]
o sinal de controle mostra-se oscilatorio em torno do zero. Por outro lado, usando os ganhos
robustos sintetizados pelos Teorema 3.2 (ou sintese (EQ-extra)) o sinal de controle nao apre-
senta comportamento oscilatorio, atingindo valores que tendem a rejeitar a perturbacdao. Dai o
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Figura 3.4: Relacdo entre o aumento do d e o custo garantido Ho, 7, para o sistema em malha,
fechada em duas situagdes: com a sintese de K e Ky ([J) e com a sintese de K e usando Ky =0
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Figura 3.5: Simulagoes temporais: perturbacao wy, (—), e saida do sistema usando (3.61), (—),
e Teorema 3.2 e a sintese (EQ-extra), (—-).

comportamento mais favordvel da saida em linha traco-ponto na Figura 3.5 em relagao a saida
em linha cheia.

Exemplo 3.3 (Incerto) Um modelo discreto no tempo com atraso nos estados para um forno
com acionamento elétrico para tratamento térmico de metais € utilizado por [CSHI3] e [Chu95].
Esse forno é dividido em cinco zonas de aquecimento, cada uma com um sensor de temperatura
e um atuador, como ilustrado na Figura 3.7.
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Figura 3.6: Parte superior: atraso d; usado na simulacao. Parte inferior: sinais de controle
obtidos com (3.61), (—), e aplicando o Teorema 3.2 e a sintese (EQ-extra), (——).

Ui U2 us Uy
| [ | [ | [ | [ | |

AATATA
ARARY AR AR A

Figura 3.7: Diagrama esquematico do forno para tratamento de metais.

O modelo do processo é fornecido na estrutura x(k+1) = Azx(k) + Agz(k —d) + Bu(k), com
d =15, e matrizes A, Ay e B dadas por (3.62)-(5.64).

[ 0.97421 0.15116 0.19667 —0.05870 0.07144 ]
—0.01455 0.88914 0.26953 0.11866 —0.22047
A= 0.06376 0.12056 1.00049 —0.03491 —0.02766 (3.62)
—0.05084 0.09254 0.28774 0.82569  0.02570
0.01723 0.01939 0.29285 0.03544  0.87111

—0.01000 —0.08837 —0.06989 0.18874  0.20505
0.02363  0.03384  0.05282 —0.09906 —0.00191
Ag = | —0.04468 —0.00798 0.05618  0.00157  0.03593 (3.63)
—0.04082 0.01153 —0.07116 0.16472  0.00083
—0.02537 0.03878 —0.04683 0.05665 —0.03130

0.53706 —0.11185 0.09978 0.04652  0.25867
—0.51718 0.73519 0.57518  0.40668 —0.12472
B = | 029469 0.31528 1.16420 —0.29922 0.23883 (3.64)
—0.20191 0.19739 0.41686 0.66551  0.11366
—0.11835 0.16287 0.20378 0.23261  0.36525
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Note-se que a matriz A desse modelo nao é Schur-estqvel. Em [Chu95] um ganho estabi-
lizante de dimensoes 5 X 5 é obtido considerando-se um sistema precisamente conhecido e um
atraso de tempo fizo e conhecido, d = 15. Em [LTP09] sao propostas condi¢oes independentes
do atraso para a sintese de ganhos robustos com desempenho Hs garantido e € feita uma adap-
tacao desse modelo, considerando-se a presenca de incertezas, falhas do atuador e a possibilidade
de impor estrutura nos ganhos de malha fechada. Porém, o atraso € considerado invariante no
tempo.

Neste exemplo, o mesmo modelo de incertezas proposto por[LTP09] € investigado considerando-
se que as matrizes do sistema sao incertas sendo dadas por A(p) = (1+p)A, Aq(n) = (1+n)Aq,
B()(14+<)B, C(p) =0.03(1 4+ p)C, Cy(p) = 10C(p), D(s) =0.01(1 4+<)D, By,(s) = (1 +¢)B,,
e Dy(s) = (14) Dy,

11000 0 01 01 -02 01 0 1
C=100110}|,D=]100 0 0 0],B,= 0 10 0 =027,
00001 01000 0 0102 O

D,, = bloco-diag{0.1,0.2, —0.4}

e |p| <0.3, |n] <0.3,[¢] <0.42].

Nesse caso, tem-se uma representacao de incertezas na forma politopica com 8 wvértices,
obtidos pelas combinacoes dos valores extremos de p, n e s. Para comparacao com a solu¢cao
proposta em [LTP09], em que o modelo é considerado com atraso fizo d = 15. Assume-se neste
exemplo dy, € Z[15,16]. Os valores de custo garantido Hs, obtidos via a solu¢ao do problema de
otimizacao Sy, sao exibidos na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Valores do custo garantido Ho., 7, utilizando o Teorema 3.2 e a Sintese (EQ-extra).

Condicao Ganhos Robustos v
Teorema 3.2 (K[ K] 4.200
[K]0] 6.216
{ K|K4] 6.215
Sint EQ-ext [
ftese (BQextra) ——"or 1001

FEsses valores sao maiores que os apresentados em [LTP09], respectivamente, iguais a 3.5 para
K e K; e 4.87 usando-se somente K. Esse aumento no valor do custo estimado € consequéncia
direta do atraso variante no tempo. Utilizando-se os ganhos obtidos no problema Sy pelo
Teorema 3.2 e a Sintese (EQ-extra), fechando-se a malha, o custo garantido Hs pode ser
avaliado utilizando-se o problema de otimizagao Ey_, com as condi¢oes Teorema 3.1, andlise
(EQ-extra) e andlise (EQ-direta). Os resultados obtidos sao mostrados na Tabela 3.5. Assim
como na Tabela 3.4, fica clara a influéncia do conhecimento do atraso interno, dy no custo
garantido He do sistema.

Os melhores resultados apresentados foram os ganhos obtidos no problema de otimizacdo
Sn.., utilizando o Teorema 3.2. Fechando-se a malha, o melhor resultado da estimagao do custo
garantido H, utilizando-se o problema de otimizagao Ex_ foi o apresentado pelo Teorema 3.1,
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Tabela 3.5: Valores do custo garantido H.., 7, estimados pelo Teorema 3.1, Andlise (EQ-extra)
e Andlise (EQ-direta), cujo sistema em malha fechada foi obtido utilizando os ganhos robustos
sintetizados pelo Teorema 3.2 e a sintese (EQ-Extra) .

Condicao (Sintese) | Ganhos Robustos | Condic¢ao (Estimagao) 0l
Teorema 3.1 3.270
[K[K4] Andlise (EQ-extra) | 13.412
Teorema 3.2 Analise (EQ-direta) | 13.413
Teorema 3.1 4.222
[K]0] Andlise (EQ-extra) | 23.689
Analise (EQ-direta) | 70.976
Teorema 3.1 3.956
(K[ K] Anidlise (EQ-extra) 6.216
Stntese (EQ-extra) Analise (EQ-direta) | 6.216
Teorema 3.1 9.529
[K]0] Andlise (EQ-extra) | 12.601
Anadlise (EQ-direta) | 12.602

sendo encontrado v = 3.270, para K e K4, e v = 4.222 usando-se K e K; = 0. As curvas
indicadas por () na Figura 3.8 correspondem aos valores de

0(w) = max o(w) (3.65)
deTld,d)

comd =15 e d = 16, para cada wm dos 8 vértices do sistema em malha fechada. A envol-
toria dessas curvas, indicada por (—), mostra o mdzrimo de ¢(w), cujos mdaximos sao 2.780,
para K e Ky, e 3.630, usando-se somente K, representando limites inferiores para os custos
garantidos He para o sistema com atraso variante no tempo, em cada caso. As linhas ponti-
lhadas representam os valores dos custos garantidos He, estimados pela condig¢ao proposta pelo
Teorema 3.1, em que foram utilizados os ganhos robustos propostos pelo Teorema 3.2 (= =) e 0s
ganhos robustos propostos pela Sintese (EQ-extra) (- -).

Utilizando os ganhos K e K, determinados pela solu¢ao de Sy, com dy € Z[15,16], foram
feitas simulagoes para cada um dos vértices que determinam o politopo associado ao sistema
investigado neste exemplo. Em todos os casos, foram aplicados os sinais wy mostrados na
Figura 3.9, supondo condi¢coes iniciais nulas.

Nas figuras a sequir sao apresentadas as trés saidas do sistema, calculadas para cada um dos
8 vértices do sistema em malha fechada e utilizando uma mesma sequéncia (aleatoria) de valores
de atraso. Na Figura 3.10 sao exibidas as saidas para os ganhos robustos K e K, sintetizados
pelo Teorema 3.2, e na Figura 3.11 as saidas para os ganhos robustos K e K, sintetizados pela
sintese (EQ-extra).

Pode ser observado que a relagao dos sinais de saida pelos sinais de entrada € inferior ao
valor obtido no problema de otimiza¢ao Sy, v = 4.220 para o Teorema 3.2 (Figura 3.10) e
v = 6.216 para a sintese (EQ-extra) (Figura 3.11). Note que a escolha do sinal de entrada wy,
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Figura 3.8: Diagrama de 6(w) para o sistema em malha fechada estimado pelo Teorema 3.1,
usando K e K, parte superior, e apenas K, parte inferior, para d, € Z[15,16]. As linhas
pontilhadas representam os custos garantidos H., estimados pelo Teorema 3.1 usando os ganhos
fornecidos pelo Teorema 3.2, (- -) e usando os ganhos fornecidos pela sintese (EQ-extra), (- -).

composta por um conjunto de 3 pulsos conforme Figura 3.9, foi feita de forma a se perceber nos
sinais de saida o efeito de cada uma de suas componentes. Percebe-se que, para o pulso utilizado,
a componente de entrada wor, € a que provoca menores efeitos nas varidveis de saida tanto na
Figura 3.10 quanto na Figura 3.11. O maior efeito dessa entrada € verificado na componente
da saida z1x, que € uma combinagado linear dos estados x1 e Toy, também para ambos os casos.
Por outro lado, os efeitos das entradas wyy e wo, mostram-se com valores de pior caso bastante
proximos entre si. Os vértices que apresentaram maior efeito da entrada foram os de nimero 5
(—) e 07 (—) para ambos os casos representados na Figura 3.10(pico mdzimo 2.02) e Figura
3.11(pico mdzimo 4.09).

Os sinais de controle gerados durante as simulagoes sao mostrados na Figura 3.12 utilizando
o Teorema 3.2 e na Figura 3.13 para a sintese (EQ-extra).

Observa-se que as maiores amplitudes dos sinais de controle ocorrem sempre na primeira e
sequnda zona de aquecimento. Na Figura 3.12 todos sinais de controle sao limitados em +10,
ja na Figura 3.13 o sinal de controle ugy apresentou picos proximos de +13.
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Figura 3.9: Sinal wy = [wy), war w3y aplicado no modelo do forno, em malha fechada

3.7 Conclusao

Nesse capitulo foram propostas condig¢oes convexas para a estimacao do custo garantido H,
e para a sintese de ganhos de realimentagao de estados robustos com minimizacao do custo Ho
de sistemas lineares incertos, discretos no tempo com atraso variante no tempo nos estados. As
condigoes propostas sao do tipo dependente do atraso. A abordagem empregada utiliza fungoes
de Lyapunov-Krasovskii dependentes de parametro, o que permite obter valores menores para o
custo garantido H., tanto nos procedimentos de andlise quanto nos de sintese em relagao a utili-
zagao de fungoes com matrizes independentes do parametro incerto. Foi utilizada a desigualdade
de Jensen que permitiu uma majoracao das fungoes empregadas resultando em condigoes menos
conservadoras. Além disso, o uso do Lema de Finsler resulta em condigoes convexas, em um
espaco de busca aumentado, nas quais as matrizes da fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii nao estao
acopladas com as matrizes do sistema. Isso permite tratar a presenca de incertezas politopicas
em todas as matrizes do sistema. As condigoes aqui propostas foram aplicadas em exemplos nu-
méricos tomados da literatura e os resultados alcangados comparados com os obtidos por outros
trabalhos da area. Nesses exemplos é evidenciado o menor conservadorismo dessa proposta.
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Figura 3.10: Conjunto das saidas z;, = [z1x 2o 2317, cujo sistema em malha fechada foi obtido
com os ganhos robustos K e K, sintetizados pelo Teorema 3.2, para cada um dos vértices do
politopo do modelo do forno a aplicacao do sinal wy mostrado na Figura 3.9.
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Figura 3.11: Conjunto das saidas zx = [z1x 22k 23k]T, cujo sistema em malha fechada foi obtido
com os ganhos robustos K e K, sintetizados pela sintese (EQ-extra), para cada um dos vértices
do politopo de malha fechada do modelo do forno a aplicagao do sinal wy; mostrado na Figura

3.9.
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Figura 3.12: Conjunto dos sinais de controle u;, = Kxy + Kgx)_g, utilizados no controle em
malha fechada, cujos ganhos robustos K e K, foram sintetizados pelo Teorema 3.2.
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Figura 3.13: Conjunto dos sinais de controle u;, = Kxy, + Kyv5_g, utilizados no controle em
malha fechada, cujos ganhos robustos K e K, foram sintetizados pela sintese (EQ-extra).
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Capitulo

Método alternativo para analise de desempenho
e controle robusto Hag

4.1 Introducao

Pelo fato de representar os problemas da teoria de controle robusto na forma de otimizacao
convexa, expressos como LMIs, normalmente se introduz algum grau de conservadorismo na
formulacao de modo que a solucao obtida seja subdtima em relagao ao problema original. Este
capitulo é baseado no trabalho de [Gon06], estendendo suas ideias para sistemas discretos no
tempo com atraso variante no vetor de estados. Esses sistemas tém sido estudados, em grande
parte, utilizando formulagoes LMIs, obtidas de abordagens baseadas em funcgoes de L-K.

A grande vantagem da abordagem por LMIs é que, uma vez que o problema é convexo, o
problema de otimizagao do pior caso é tratado apenas em termos dos vértices do politopo. Sendo
assim, os problemas de otimizac¢ao podem ser resolvidos com programas especializados (inclusive
gratuitos) disponiveis no mercado. As primeiras solugoes para esse problema foram baseadas
no conceito de estabilidade quadratica. Entretanto, uma desvantagem dessa metodologia é o
uso das mesmas matrizes de L-K para garantir a estabilidade e/ou desempenho do sistema em
malha fechada. Isso significa que as unicas solugoes possiveis para tais procedimentos de projeto
sao aquelas que admitem as mesmas matrizes de L-K para todo o conjunto de incertezas. Como
essas solugoes sao apenas um subconjunto de todas as possiveis solugoes, um conservadorismo
pode ser atribuido as metodologias de sintese de controladores para os sistemas com incertezas
politépicas cujos parametros incertos sao constantes. Com objetivo de obter condicoes menos
conservadoras, trabalhos recentes utilizam formulagdes LMIs com matrizes de L-K dependentes
de parametros. Essa abordagem permite o uso de matrizes de L-K distintas para cada vértice
do politopo.

Nos ultimos anos varios trabalhos tém sido dedicados ao desenvolvimento de formulagoes
para o projeto de controladores robustos que minimizam a norma H,,, baseados em problemas
de otimizagao lineares com restri¢oes na forma de LMIs. Veja por exemplo [HYX07], que aborda
a estabilizacao robusta He,. Em [ZZDL10] sdo apresentadas formulagoes LMIs para projeto de
filtros robustos com desempenho H.. Em [HARYO07], utilizando o bounded real lemma de-
pendente do atraso, sao propostas condi¢oes LMIs quadraticas para andlise de desempenho e
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controle robusto H,, considerando a classe dos sistemas descritores. Condig¢oes LMIs depen-
dentes de parametros e independentes do atraso foram propostas por [LTP09] para estimagao
do custo garantido H,, e controle robusto H.

Como uma forma alternativa, neste capitulo sao propostas novas estratégias, baseadas em
[Gon06], tanto para a andlise de desempenho H,, quanto para a sintese de controle robusto
'H, visando obter resultados menos conservadores que as formulagoes LMIs, ou que obtenha
resultados em casos nos quais formulagoes LMIs nao apresentem solucoes factiveis. A motivagao
para adotar essa metodologia alternativa é o fato de que esses procedimentos ja foram adotados
com sucesso em outros problemas de controle robusto de sistemas livre de atraso, tais como
sintese de controladores robustos por realimentacao de estados [GPT05], sintese de controladores
robustos PID [GPTO08], sintese de filtros robustos [GPT06], redu¢do de modelos [GPTCO09],
sintese de controladores robustos por realimentacao dinamica de saida, considerando modelo de
referéncia [BGPT10].

O método de analise de desempenho H,., proposto é baseado na combinacao do algoritmo
branch-and-bound com formulagoes de andlise (ou estimagao) LMIs, o que permite o cdlculo
do custo garantido H,, com uma precisao pré-estabelecida. A ideia elementar do algoritmo
BnB é o procedimento de divisao sucessiva do politopo. Ao realizar a divisao do politopo as
formulagoes LMIs fornecem resultados menos conservadores. A possibilidade de determinar a
precisao consiste no fato do algoritmo BnB utilizar duas fungdes que convergem para o valor
6timo: uma aproximando o valor 6timo por valores inferiores e outra por valores superiores. Para
o calculo do custo garantido H,,, a funcao limitante inferior é escolhida como a norma calculada
nos vértices do politopo e dos vértices de suas particoes geradas por sucessivas divisoes e a funcao
limitante superior é escolhida como o custo garantido H,, calculado através de formulagoes
baseadas em LMIs. Se o politopo é dividido sucessivamente até que o mesmo tenda a um ponto,
o calculo do custo garantido no politopo se iguala ao valor da norma no ponto, o que garante
a convergéncia do algoritmo para o méximo (ou minimo) global. A quantidade de iteragoes
necessarias do algoritmo é limitada pela precisao requerida. Para possibilitar a implementagao
do procedimento de analise, baseado no algoritmo BnB, é utilizado um procedimento de particao
de politopos de qualquer formato, em qualquer dimensao, desenvolvida em [GPTMO6], que
garantia convergéncia do algoritmo BnB de forma eficiente. O controle robusto H., é baseado
em um problema de otimizagao mono-objetivo, cujos ganhos do controlador sao os parametros
de otimizacao. Em se tratando de sistemas incertos, esse problema requer a otimizacao do
pior caso de um numero infinito de sistemas pertencentes ao dominio de incerteza. Como essa
estratégia gera uma formulagdo nao convexa, a verificagdo em um conjunto finito de pontos,
definido inicialmente pelos vértices do politopo, nao garante a minimizacao da funcao objetivo
e o atendimento da restricao para todo o politopo. Desse modo é necessaria uma validacao do
resultado obtido no processo de otimizacao para todo o politopo. Se no processo de validagao
for detectado que o pior caso da funcao objetivo acorra fora dos vértices ou que a restrigao
nao ¢é atendida em todo politopo, os pontos de pior caso sao incluidos no conjunto finito de
pontos avaliados e o processo de otimizacao é repetido. Os passos de otimizacao e validacao sao
repetidos até que a restricao seja atendida e que a funcao objetivo convirja para um valor com
determinada precisao relativa. Logo, no procedimento proposto, busca-se minimizar o pior caso



4.2. Partigao de Politopos 99

da norma H,, para todo o politopo com base em um niumero finito de pontos, ao invés de se
minimizar o custo garantido H.,, como ocorre nas formulagoes LMIs. Com isso, neste capitulo
busca-se um método menos conservador que as formulacoes LMIs, ou que obtenha resultados
em casos nos quais formulagoes LMIs nao apresentem solugoes factiveis.

Serao utilizadas as mesmas definicoes e formulacoes apresentadas no capitulo 3, entretanto
serao repetidas para facilitar o entendimento do leitor.

4.2 Particao de Politopos

Algoritmos BnB ja foram utilizados em diferentes aplicacoes na area de controle robusto,
como, por exemplo: anélise de sistemas politépicos [DBB90], cdlculo do grau de estabilidade
minimo de sistemas lineares dependente de parametros [BBB91], célculo do pior caso da covari-
ancia do estado de sistemas lineares com parametros incertos [BB91]. Uma questao importante
quando se utiliza o algoritmo BnB ¢é a técnica de particao do dominio da funcao avaliada. Nas
referéncias citadas, o algoritmo BnB ¢ utilizado exclusivamente para tratar a particao de domi-
nios na forma de hiper-retangulos. O procedimento utilizado é o de dividir o hiper-retangulo
pela metade, com o corte sendo feito nas arestas de maior dimensao (utilizando varidveis nor-
malizadas). Divisdes de hiper-retangulos sao faceis de implementar, desde que resultem em
subdominios com o mesmo formato. Mas, o problema torna-se muito mais dificil de ser tratado
quando o dominio a ser particionado nao possui forma retangular. Além disso, em um espaco
de dimensao d, um hiper-retangulo possui 2¢ vértices, o que acarreta um rapido crescimento
da complexidade computacional do problema de avaliar uma funcao nos vértices de tal objeto
geométrico, a medida que cresce a dimensao do problema. Considerando essas limitacoes, o
procedimento de partigdo adotado neste capitulo baseia-se no trabalho de [Gon06] que permite
a particao de politopos de qualquer formato, em qualquer dimensao, garantindo a convergéncia
do algoritmo BnB de forma eficiente. A implementacao de algoritmos BnB é desenvolvida para
tratar modelos politopicos definido pelo simplexo com NN vértices,

N-1
T = {a = o ana)" €RY D0 >0, ) a; <1, i €I[L,N - 1]} (4.1)

i=1

N-1
comay =1-— E ;.
=1

Definicao 4.1 Um simplexo € o politopo mais simples que existe, com o menor numero de
vértices necessdrio, isto €, em um espaco d-dimensional um simplexo possui d + 1 vértices ao
passo que o hiper-retangulo possui 2% vértices.

Essa definicao é de extrema importancia para aplicagao do algoritmo BnB, visto que serao
utilizados calculos por formulagoes de analise baseados em LMIs cujos ntimeros de varidveis
escalares de decisao e de linhas de restricoes LMIs serao fungoes do nimero de vértices do
politopo.



60 Capitulo 4. Método alternativo para andlise de desempenho e controle robusto H,

Definicao 4.2 Um d-simplexo € um politopo no espaco d-dimensional definido por d+1 vértices
que sao independentes.

Para cada dimensao d, um d-simplexo é o objeto geométrico mais simples nessa dimensao. Desse
modo, um O-simplexo é um ponto, um 1-simplexo é um segmento de reta, um 2-simplexo é um
triangulo, um 3-simplexo é um tetraedro, etc.

Para tratar politopos de qualquer formato, o algoritmo BnB é implementado considerando
malhas simpliciais [M0092]. Considerando malhas simpliciais, a estratégia empregada é a de
decompor o dominio na forma de politopo em um conjunto de simplexos com os refinamen-
tos posteriores sendo realizados por uma técnica de subdivisao de simplexos desenvolvida por
[Gon06]. As vantagens de considerar simplexos ao invés de hiper-retangulos séo:

e Todo politopo pode ser decomposto exatamente em um conjunto de simplexos, o que nao
¢é possivel com hiper-retangulos.

e Um d-simplexo é definido somente pela sua lista de d 4+ 1 vértices, nao sendo necessaria
nenhuma informacao sobre seu formato, pois qualquer subconjunto de d vértices forma
uma face do simplexo.

Para que se atinja uma convergéncia eficiente de algoritmos tipo BnB, nao basta que o
hipervolume seja reduzido pelo procedimento de subdivisao, visto que o volume pode tender a
zero quando as arestas do politopo em apenas uma das dimensoes tende a zero. O essencial é
que a maxima distancia entre os vértices do politopo tenda a zero de modo que o politopo tenda
para um ponto com a sequéncia de subdivisoes. Com isso, a escolha da técnica de refinamento
da malha simplicial devera levar em consideracao essa caracteristica fundamental.

4.2.1 Subdivisao de simplexos

Considerando T um simplexo, para implementar os refinamentos posteriores da malha sim-
plicial é necessario escolher uma técnica apropriada de subdivisao de T. Com objetivo de que o
algoritmo BnB convirja de forma eficiente, é necessario que a técnica de refinamento garanta que
a maior distancia entre dois vértices de cada simplexo seja minimizada a medida que os volumes
dos simplexos sejam reduzidos pelas sucessivas subdivisoes, sem gerar simplexos mal formados
(angulos entre as arestas muito grandes ou muito pequenos de forma que possa acarretar mal
condicionamento numérico). Para que isso ocorra, é necessdria uma técnica de refinamento es-
tavel, o que significa que o nimero de classes congruentes de simplexos obtidas pelas sucessivas
subdivisdes deva ser limitado [Gon06, Definicao 2.4].

Para dividir um triangulo no espaco bi-dimensional existem varias estratégias diferentes,
como a bissegdo do triangulo ao meio (inclusdo de um novo vértice sobre o ponto médio da
aresta de maior comprimento), divisao do triangulo em trés (inclusdo de um novo vértice no
centro de gravidade do triangulo), dentre outras. A técnica utilizada neste capitulo foi proposta
por [Gon06] e consiste em dividir o triangulo em quatro partes pela inclusdo de trés novos
vértices sobre os pontos médios de cada aresta. Essa técnica, denominada divisao orientada
pelas arestas (do inglés, edgewise subdivision) [EG00], fornece triangulos da mesma classe do
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Figura 4.1: Processo de refinamento da divisao orientada pelas arestas no espaco bi-dimensional.
[Gon06, se¢ao 2.4 e 2.5].

triangulo original, independente do niimero de refinamentos realizados, como pode ser vista na
Figura 4.1.

Para um tetraedro no espaco tri-dimensional, a técnica de divisao orientada pelas arestas
pode ser vista na figura 4.2.

Figura 4.2: Processo de refinamento da divisao orientada pelas arestas no espaco tri-dimensional.
[Gon06, se¢ao 2.4 e 2.5].

Uma explicagao mais detalhada sobre a forma de implementar a técnica de subdivisao orien-
tada pelas arestas de um simplexo d-dimensional em k? simplexos pode ser vista em [GPTMO6].

4.3 Computo do Custo garantido H.,

Nesta segao sera apresentado um procedimento para calculo do custo garantido H.,, com
precisao especificada, que possa ser usado como ferramenta de andlise de desempenho de sistemas
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discretos no tempo sujeito a atraso variante no vetor de estados dado por

| e = Ala)x, + Ad(a)zg—a, + Bla)uy + By(a)w
o) : { i’k = C’(a)xz + C’Z(a):ci_jk + D(a)u];€ + Dw(a)w]j€ (4.2)

em que k é o instante de amostragem e as matrizes A(«), Ay(a), B(a), By(a), C(a), Cy(a),
D(a) e D,(«) sdo matrizes incertas, invariantes no tempo, adequadamente definidas em termos
de z, = z(k) € R", o vetor de estados no instante k, uy = u(k) € R™, que representa os m
sinais de controle, wy, = w(k) € R", que contém v entradas exdgenas, e z, = z(k) € RP, o vetor
de p sinais de saida de ponderagao. Essas matrizes podem ser descritas por um politopo D,
definido pelo conjunto de todas matrizes obtidas pela combinagao convexa de seus N vértices:

N
D= {Q(a) e RMPEHE Q) = 3 0, a € T}, (4.3)
i=1

em que T é dado em (4.1), e

Qi:|:Ai Adi‘Bi‘Bwi

RV ] i€ I[1, N, (4.4)

sao os vértices do politopo.
O atraso, denotado por dy, é suposto variante no tempo, sendo dado por:

dy € Z[d,d],(d,d) € N? (4.5)

com d, d representando os valores minimo e maximo de dj, respectivamente. Qualquer Q(a) € D
pode ser escrito como uma combinacdo convexa dos N vértices €2;, i € Z[1, N], de D. A lei de
controle considerada é:

Uk = ka + dek_dk (46)

com K € R™" e K, € R™*™,
Usando (4.6) em (4.2)-(4.4), o sistema incerto em malha fechada resultante é dado por

oD ey
com Q(a) € D,
D= {Q(a) € R0+ ()(q) = f:ai()i, ae T} (4.8)
com o -
), = “é “é;l g: . ieZ[1,N]. (4.9)
em que as matrizes fli, Adi, C~'Z e C’di sao definidas como
A; = A, + BIK, Ay = Ay + BKy, (4.10)
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Neste capitulo, tanto o sistema (4.2) quanto o sistema (4.7) sdo considerados com condigdes
iniciais nulas, isto é,

, =0, VkeI[-d, 0 (4.12)

Para o caso do sistema nao ter condigoes iniciais nulas veja o trecho do Capitulo 3, segao 3.2,
em que essa questao é abordada.

Para andlise dos sistemas apresentados em (4.7) serd proposta uma estratégia para o calculo
do valor méaximo da norma H,, com uma precisao desejada, baseada no algoritmo BnB.

4.3.1 O Algoritmo BnB

Uma explicacao detalhada sobre o algoritmo BnB utilizado neste trabalho pode ser vista em
[Gon06], que utilizou como base o trabalho de [BBB91]. Nesta se¢ao sao apresentadas algumas
defini¢oes para facilitar o entendimento do leitor.

O algoritmo BnB pode ser utilizado para encontrar o méximo (ou minimo) global de uma
funcao f(a) : R? — IR, em um dominio @ € T C IR?, garantindo uma precisio especificada
desde que a taxa de variagao de f(«) e o dominio T sejam limitados. Para um dominio Y; C T,
pode-se definir

Puna(T7) = max f(a) (4.13)

a€eY;

O algoritmo BnB calcula ®,,,,(T) baseado em duas fungoes, ®;;(1;) e ®;(Y;), definidas sobre
{T;:T; CT}. Essas duas func¢oes devem satisfazer as seguintes condigoes:

(1) < Prax (1) < Prs(T5) (4.14)

Ve>0,36>0tal que VY, CYT,dim(Y;) <= (1) — (1) < ¢ (4.15)

A condigao (4.14) estabelece que as fungoes ®y;(1;) e ®i(Y;) calculam os limites inferior e
superior de ®,«(T;), respectivamente. A condicao (4.15) estabelece que, quando a maxima
distancia entre os vértices de T;, denotado por dim(Y;), tende a zero, a diferenga entre os
limites inferior e superior converge para zero.

O algoritmo BnB inicia-se pelo cédlculo de ®;;(T) e ®;4(T). Se (P — Py;)/ Py < g, sendo
€ uma precisao relativa pré-estabelecida, entao o algoritmo finaliza. Se o critério de parada

nao é atingido, é necessario particionar o politopo T em subpolitopos menores de forma que
T="T,UTyU..UTY; e calcular ®;(Y;) e ®s(1;), i = 1,...;s. Com isso

max Py (i) < Prax (1) < max Pys(15) (4.16)
fornece novos limites para ®,,,«(T). Caso a diferenca entre os novos limites seja menor ou igual a
g, o algoritmo finaliza. Caso contrario, a particao de T é refinada e novos limites sao calculados.
O algoritmo BnB converge uma vez que, pelas sucessivas partigoes, dim(Y;),7 = 1, ..., s, tende
para zero, fazendo com que ®;(T;) — ®;5(T;) tenda a zero.
A versao do algoritmo BnB [Gon06], utilizada neste capitulo é apresentada a seguir:
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Algoritmo: Branch-and-Bound (BnB)

k — 0;

Ty —{T}h

Lo — &4(7);

UO — (DIS(T)7

enquanto (U, — Li)/Ly > ¢
selecione Y, € 7y tal que ®,4(T,,) = Uy;
particione Y, em Yq,..., Y ;
Tor —{T, — T, U{Yq,..., Tk
Lyyy Tmél,X ‘blz’(Ti);

i€ 41

U1 < ngi,X (I)ls(Ti)§

i€ 41
elimine todo T; € 741 tal que ®(T;) < Lgi1;
k+—k+1,;
fim enquanto
fim algoritmo

4.3.2 Escolha das fungoes limitantes
Considera-se para classe de sistemas abordada neste trabalho que o ganho de saida sobre

todos os sinais limitados, é dado por

I 2 |2
T.(a) = 4.17
() e 1l (4.17)

em que wy € ly e wy # 0.

O problema a ser considerado é o calculo da norma H, que estd relacionado ao maior valor
de T,,(a) , para todo € T, também chamado de custo garantido H, 6timo. Seja v, o valor
maximo na norma H., no dominio da incerteza:

Ype = max Th,(a) (4.18)

aceY

Como ainda néo existem formulagoes convexas para o célculo exato de (4.18), utiliza-se o
célculo do custo garantido Heo, Ve, através de formulagoes LMIs como um limite superior para
o valor maximo da norma no dominio da incerteza:

max Ty (a) < ey (4.19)

aeY

Note que, se o atraso é incerto e invariante no tempo, entao o valor maximo da norma, dado
em (4.18), pode ser calculado pelo valor maximo da matriz de transferéncia entre wy e 2
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Ype = max T.(z, ). (4.20)
acT
d€[d, d

em que z é o operador avango e T, (z, a) é defino por:
Tow(z,0) = (C(a)+ Cy(a)z™) (21 — A(a) — Ag(a)z=) ' By(a) + Dy(a). (4.21)

Baseado nessas informagcoes, em que o calculo exato do valor maximo da norma é um problema
em aberto, apresenta-se um método baseado em LMIs de estimacao do custo garantido H,, para
se determinar o valor 6timo (ou e-6timo) do custo e-garantido Heo, Ve O custo e-garantido H,
Y., € definido como o valor que atende a seguinte desigualdade:

Tpe < Ve S (L4€)%pe (4.22)

coma€YeccRT.

Para utilizar o algoritmo BnB no calculo do custo H,, com precisao requerida, torna-se
necessario encontrar as fungoes ®;(1;) e ®;5(Y;) que satisfacam as condigoes (4.14) e (4.15). A
fungao limite inferior ®;;(Y) sera definida como o pior caso da norma H,, calculada nos vértices
de T; pela formulagao LMI de andlise de desempenho H., proposta neste trabalho (capitulo 3).
A fungao limite superior ®;(T) também utilizard a formulagao de andlise de desempenho H,
proposta no Capitulo 3, mas, como o pior caso do custo garantido H,, calculado para todas as
subdivisées do politopo D descrito em (4.3).

Observe que as funcoes limitantes poderiam ser definidas como qualquer formulagao de
andlise LMI, a eficiencia do algoritmo BnB dependera dessa escolha.

A partir da escolha dessas fungoes limitantes, o algoritmo BnB ird combinar a reducao do
conservadorismo das formulagoes LMIs pela particao do dominio de incerteza, com uma técnica
(desenvolvida por [Gon06]), em que o refinamento do dominio de incerteza ocorre apenas no sub-
politopo com maior valor de custo garantido. O custo computacional relacionado com o calculo
do custo garantido H., pelas duas técnicas simultaneamente é justificado pela disponibilidade
da informacao de precisao do céalculo.

4.3.3 Exemplos de procedimento de Analise

O algoritmo BnB para calculo do custo garantido H,, com precisao ¢ foi implementado
no MATLAB®, o resolvedor de LMIs escolhido foi o SeDuMi [Stu99]. Outros resolvedores
poderiam ser escolhidos, como por exemplo, o LMI Control Toolbox ou o SDPT3 [TTT99]. Mais
detalhes sobre resolvedores de programacao semidefinida podem ser encontradas no website do
YALMIP, secao solvers. Os testes apresentados neste trabalho foram feitos em um notebook
com processador INTEL® de niicleo duplo (2 x 2.26GHz), e 2.95GB de meméria RAM.

Para sistemas incertos, discretos no tempo com atraso nos estados, definidos por (4.7), sao
usadas as condigoes apresentadas no Capitulo 3 aqui nomeadas:

e ERC estabilidade robusta convexa, apresentada pelo Teorema 3.1 do Capitulo 3, (3.22).
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e EQEC estabilidade quadrética extra convexa, apresentada no Capitulo 3, (3.46).

e EQDC estabilidade quadrética direta convexa, apresentada também no Capitulo 3, (3.47).

As condigoes propostas neste capitulo, utilizam as LMIs de andlise de desempenho H, propostas
no Capitulo 3, combinadas com o algoritmo BnB para o calculo do custo e-garantido H, e sao
aqui definidas por:

e ERNC estabilidade robusta nao convexa.
e EQENC estabilidade quadratica extra nao convexa.
e EQDNC estabilidade quadratica direta nao convexa.

Exemplo 4.1 Considere o sistema incerto, discreto no tempo com atraso nos estados, cujas
matrizes pertencem ao politopo de matrizes definido por:

[Ai]Am] =
0.0243 0.0729 0.8181 0.1782 0.0024 0.0073 0.0818 0.0178
—0.2511 —0.0891 0.0567 0.5265 | —0.0251 —0.0089 0.0057 0.0527
0.4374 —0.1296 —0.1539 0.1539 0.0437 —0.0130 —0.0154 0.0154 ’
—0.1620 —-0.6399 0.3726 —0.7776 | —0.0162 —0.0640 0.0373 —0.0778
[Az| Agz] =
_0.8505 0.7938  0.6804 04212 | —0.0851 0.0794 0.0680  0.0421
02916 —0.6723 0.6885 —0.2511| —0.0292 —0.0672 0.0689 —0.0251
05022 —0.8667 0.2835 0.3159 | —0.0502 —0.0867 0.0284 0.0316 |°
04779 —0.5832 —0.0891 0.3483 | —0.0478 —0.0583 —0.0089 0.0348
[As|Aas] =
—0.1296 —0.1296 0.3078 —0.7047| —0.0130 —0.0130 0.0308 —0.0705
0.4293 0.2430 0.5670 —0.0162 | 0.0429 0.0243 0.0567 —0.0016
0.3078 0.5184 0.2754 0.3159 0.0308 0.0518 0.0275 0.0316 ’
0.2997 0.2349 0 0.6480 0.0300 0.0235 0 0.0648,
[As|Aga] =

—0.2187 0.5346  0.0243  0.5346 | —0.0219 0.0535  0.0024  0.0535
0.1863 —0.5103 0.2349  0.0891 | 0.0186 —0.0510 0.0235  0.0089
0.3159 —0.3078 —0.4374 0.4374 | 0.0316 —0.0308 —0.0437 0.0437 |’
0.0891  0.1296  0.4536 —0.1458 | 0.0089  0.0130  0.0454 —0.0146

0.1]0.110.09 | 0.115

0 0 0 0

0 0 0 0 ’
0 0 0 0

Bw = [Bwl‘Bw2|Bw3|Bw4] =



4.3. Computo do Custo garantido He. 67
0] 010 0
~ ST AT AT LA 0] 010 0
cr=erienienien = ol ol ol o |-
111.1]09|1.15

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 ’
0.1]0.110.09 | 0.115

Ci = [CalChLICHICH] =

Dy = [Dut|Du2|Dy3|Dypa] = [ 10 [ 11 9] 11.5 ] .

A Tabela 4.1 apresenta resultados obtidos com o procedimento proposto que combina as LMIs
de andlise de desempenho H,, propostas no Capitulo 3, com o algoritmo BnB, e resultados
usando apenas as condi¢oes LMIs de andlise de desempenho He, utilizando o intervalo de
atraso d, € Z[4,8]. O traco — significa que a condi¢cdo nao apresentou solugdo factivel. A
funcgao limitante superior (®;5) condiz com o custo garantido Hs, calculado para todo politopo,
e a fungao limitante inferior (®y;), o pior caso da norma Hy.

Tabela 4.1: Custo e-garantido H,, com precisao € = 0.01 para o Exemplo 4.1 no intervalo de
atraso d € 7[4,8].

ERC | EQEC | EQDC ERNC EQENC EQDNC
Custo e-garantido H, - - - D)y =13.539 | &, =13.539 | ¢, = 13.539
®;; = 13.539 | ¢;; = 13.668 | P;; = 13.668
Tempo(s) — — — 72.7 1379.6 726.1
No. it.(primeira factivel) | — - - 2(1) 41(19) 41(19)

As Figuras 4.3 e 4.5 apresentam as correspondentes evolugoes das funcoes limitantes no
algoritmo BnB para a (ERNC) e (EQDNC), respectivamente. As Figuras 4.4 e 4.6 apresentam a
parti¢ao do politopo de matrizes, no cdlculo do custo e-garantido Hoo, Y. A (ERNC) apresenta o
melhor resultado, convergindo com apenas 2 iteracoes em 72.7 sequndos, cujo custo e-garantido
Heo € obtido para o = [0 1 0 0]7. As duas condigoes baseadas nas estabilidades quadrdticas
(EQENC) e (EQDNC) apresentaram resultados idénticos quanto ao nimero de iteragoes, mas
a (EQDNC) obteve um tempo de processamento requerido 52% menor, uma vez que sua LMI
de andlise de desempenho Hso € mais simples. Nenhuma das condi¢oes LMIs foram capazes de
fornecer resultados factiveis, mostrando o conservadorismo das mesmas.
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Figura 4.3: Evolucao das fungoes limitantes no calculo do custo e-garantido H., (ERNC) para
o Exemplo 4.1.
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Figura 4.4: Partigao do politopo no célculo do custo e-garantido H,, (ERNC) para o Exem-
plo 4.1.

4.4 Controle robusto H.,

4.4.1 Procedimento de projeto proposto

Como forma de ilustragdo do procedimento, considere a Figura 4.7, retirada de [Gon06, se-
¢ao 5.1], em que é apresentada uma simula¢ao do método de otimizagao aplicado a uma fungao
objetivo nao convexa, f(a,z) : IR X R? — IR, sendo a uma varidvel escalar limitada, que ca-
racteriza o dominio da incerteza, e x o vetor de parametros de otimizacao. Nesse procedimento,
conforme a Figura 4.7, as curvas sélidas representam os valores de f(«, z) apds as otimizagoes,
considerando o conjunto finito de valores de o indicados. Na primeira iteracao do procedimento
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Figura 4.5: Evolugao das fungoes limitantes no célculo do custo e-garantido H,, (EQDNC) para
o Exemplo 4.1.
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Figura 4.6: Particao do politopo no céalculo do custo e-garantido H,, (EQDNC) para o Exem-
plo 4.1.

de projeto, 4.7(a), o vetor x é calculado para minimizar f(«,x) considerando apenas dois valo-
res extremos de a. No processo de andlise, é verificado que o maximo global ocorre no interior
do intervalo (veja a indicagao da seta). Nesse caso, o ponto « correspondente é incluido no
conjunto finito e nova iteracao do procedimento é efetuada. Na segunda iteragao, 4.7(b), o
vetor z é determinado considerando agora os dois valores extremos de o mais o ponto méaximo
identificado na iteracao anterior. O efeito da inclusao do terceiro ponto é o de minimizar a
curva proximo a ele forcando a mesma para o nivel dos outros dois pontos. Mas, o maximo de
f(a, ) ocorre novamente fora do conjunto finito de pontos considerados, e uma nova iteragao
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é efetuada incluindo esse quarto ponto. Na terceira iteracao 4.7(c), o vetor x obtido resulta em
uma curva suavizada de f(a,x) em que o valor mdximo ocorre em um ponto ja considerado e
desse modo o procedimento de sintese é finalizado.

A fax) v

(c)

Figura 4.7: Simulacao do processo de otimizacao pela inclusao progressiva de pontos de fixacao.
[Gon06, segao 5.1].

Seja T (, K) o ganho de saida sobre todos os sinais limitados wy, € f5, wy # 0 do sistema
em malha fechada projetado, para um determinado ponto do dominio politopico de incerteza,
T, especificado pelo vetor o, e um determinado controlador K. Define-se ® como o conjunto
de solugoes para IC, que garanta a Schur estabilidade do sistema (4.2)-(4.6). O projeto de
controladores consiste em um problema mono-objetivo em que se deseja determinar os elementos
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de K que minimizem a seguinte fungao de custo:

T(K) = {ma%( Tzw(a,lC)} (4.23)

[elS

e que pertenga ao conjunto © das solugoes K.
Considere o conjunto finito de pontos do dominio politopico de incertezas, iniciado como o
conjunto de vértices do politopo:

T = Vert(T) (4.24)

Para um dado K, defina o valor maximo da norma H.,, no conjunto finito TcCT:

Tpe = max Toy(a, K) (4.25)

aeY

e os valores maximos considerando todo o politopo:

Yoe = max T.y(a, K) (4.26)

aeY

Seja a(«) 0s vetores de coordenadas correspondentes aos pontos de maximo em todo o politopo:

((o0) = ATGIMAX T.(c,K) (4.27)
ac

O problema de otimizacao escalar mono-objetivo envolvendo a sintese de controladores ro-
bustos tratado neste capitulo, pode ser estabelecido como:
P

K* = argminmax 7%, (c, K)
aeY

On.. sujeito a (4.28)

Keo

\

Conforme discutido anteriormente, a ideia por tras do procedimento de sintese é simples. O
controlador é calculado como a solu¢ao do problema de otimizagao Oy, (4.28), que considera
apenas um conjunto finito de pontos T, do conjunto de infinitos pontos, T, e é validado a
posteriori para todo o politopo por meio de procedimentos de andlise de Schur estabilidade
robusta com minimizagao do custo garantido H.,, que deve ter a capacidade de localizar e

determinar o ponto de pior caso: 7,. = max T (0(o0), 7). Se a restricao de Schur estabilidade
[e1S

nao for atendida ou se o ponto de pior caso no politopo nao fizer parte do conjunto finito T,
entao esse ponto ¢ incluido no conjunto e uma nova iteracao do algoritmo ¢é processada. Para
evitar iteragoes desnecessarias na minimizacao da funcao objetivo, a inclusao de novos pontos
é feita apenas quando a diferenca relativa entre o pior caso da norma no politopo e o pior caso
no conjunto finito Y for maior que uma tolerancia .
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O procedimento de projeto proposto neste capitulo é descrito como:

Procedimento de Projeto

Passo 1. Inicie i — 0, Ty «— Vert(Y).

Passo 2. z<—z+1T<—T,1

Passo 3. Resolva o problema auxiliar Oy para encontrar K, Yp.c-

Passo 4. Calcule o custo e-garantido H, 7., o valor Yp.c € 0 vetor de coordenadas
correspondente o) para KC*. Se (oo QETZ, entdo T; — ;U (o)

Passo 5. Verifique se 3 ) € T tal que o sistema nao seja Schur estavel,

entao TZ- — Ti U y)-

Passo 6. Se T, #* T, ;e Ye = Yp.e > €5, €NLAO Y, — T; U Qo) € VA para o passo 2.
Caso contrério, K «— K*, fim.

4.4.2 Solucao do problema de otimizacao Oy

Para solugao do procedimento de sintese é necesséaria a solucao de um problema de otimizacao
escalar restrito nao convexo definido em (4.28). Neste capitulo, o problema de otimizacao Oy __,
(4.28) ¢ solucionado através do algoritmo elipsoidal [TSDFR03], que é uma algoritmo de facil
implementacao e adequado para tratar da otimizagao de func¢oes nao diferencidveis. Todos os
procedimentos utilizados neste capitulo seguem passos semelhantes ao trabalho de [Gon06].

Um elipsoide &£ pode ser representado como

E={z(z—2)"Q ' (z—z) <1} (4.29)

em que z define o centro da elipséide e @ = QT > 0 uma matriz simétrica definida positiva
(com autovalores reais e positivos), que determina as dimensoes e as dire¢oes dos semieixos do
elipsoide.

A proposta basica do algoritmo elipsoidal, baseada em [BGFB94], é descrita a seguir. O
algoritmo inicia com um elipsoide & que contém a solugao 6tima do problema de otimizacao.
Em seguida, é calculado um hiperplano de corte que passa através do centro da elipsoide, x,
com base em um vetor my, tal que a solucao 6tima se localiza na metade do espaco definido por
{z|m0T(z — 1) < 0}. Desse modo, pode-se garantir que a metade do elipséide dada por:

Eo N {zlm{ (z — o) < 0} (4.30)

contém o ponto 6timo. A seguir é calculado o elipsoide £ de minimo volume que contém a
metade do elipsoide na qual esta localizada a solucao 6tima. O processo se repete e na medida
que o volume do elipsoide tende a zero, seu centro tende para a solucao étima.

Como sera detalhado a seguir, o vetor my, que define o hiperplano de corte, corresponde ao
gradiente ou subgradiente da func¢ao objetivo f(x) ou o pior caso da restrigao. O subgradiente
de f no ponto = € IR? é qualquer vetor m € IR? tal que

f(2)> f(z)+m"(z —z) VzeR? (4.31)
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Dado o elipsoide inicial, definido por zy e Qp, sendo Qy normalmente uma matriz diagonal, o
algoritmo elipsoidal pode ser descrito pelas seguintes equagoes recursivas [BGFB94]:

1

T4l = Tp — ﬁ@km (4.32)
P2 > .
Qg1 = ﬁ(gk - kamm Qy) (4.33)
com
R L S (4.34)

' mlE Qmy,

sendo z € IR? o vetor de parametros de otimizacio, com os elementos das matrizes de ganho do
controlador. Importante observar que essas férmulas recursivas sao validas apenas para d > 1.
No caso em que d = 1, a ideia basica do algoritmo elipsoidal equivale a um algoritmo de bissecao
para busca unidimensional, cujo proximo elipsoide corresponde a metade do segmento de reta
onde se encontra a solucao 6tima:

1
Ik+§\/ Qk, se mp <0

Ty — 5\/Qk, se my >0
1
Qk+1 = ZQk (4-36>

Seja f(z) : RY — R a funcio objetivo e g(xz) : IR? — IR" o vetor de restricoes. Como
apresentado anteriormente, o algoritmo elipsoidal comega com um elipsoide, &, que contém o
ponto de solucao 6tima, caracterizado pela matriz Qg e pela solucao inicial xg, que é mostrado
na Figura (4.8)(a). Em cada iteragao, ¢ calculado um vetor nao nulo, designado my, que define
um hiperplano de corte que passa pelo centro do elipsoide e que divide o elipsoide em dois, como
apresentado na Figura (4.8)(b). Quando z; ndo é uma solucao factivel, no algoritmo elipsoidal, o
vetor my, é calculado como o gradiente (ou subgradiente) do pior caso da restrigao. Em [Gon06],
o vetor my, é calculado baseado no algoritmo cone-elipsoidal (CEA) proposto por [TSDFRO03].
Nesse método, quando xp nao é factivel, o vetor my é o vetor normalizado my; = m/||m||
calculado como a soma dos gradientes (ou subgradientes) das restri¢oes ativas (violadas), nesse
capitulo como utiliza-se apenas uma restricao, sera utilizado o algoritmo elipsoidal convencional.
Baseado no vetor my, o vetor x; e a matriz Oy sao atualizadas pelas equagoes recursivas para
calcular o elipsoide de volume minimo que contém a metade do elipsoide o qual inclui a solugao
6tima. Quando xp é uma solucdo factivel, como mostrado na Figura (4.8)(c), o vetor my é
calculado como o gradiente (ou subgradiente) da fungao objetivo.

A cada iteracao do algoritmo elipsoidal, o volume da elipsoide diminui geometricamente
sendo que o volume do elipséide & é dado por [BGFB94]:

L3

vol(&x) < e 2dvol(&) (4.37)

Observe que a taxa de reducao do elipsoide depende da dimensao do vetor de parametros de
otimizagao. Apesar do volume ser sempre menor, o diametro maximo do elipsoide &1 pode
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elipsoide inicial(Q,xq)
regido factivel

A
>

Y

(a) Solugao inicial nao factivel (b) Célculo do vetor m com solugao nao factivel

Y

(¢c) Célculo do vetor m com solugao factivel

Figura 4.8: Descri¢ao do algoritmo Elipsoidal. [Gon06, segao 5.3].
ser maior que o do elipsoide &, sendo possivel obter uma solu¢ao nao pertencente ao elipsoide

inicial.

O calculo do vetor m baseado no algoritmo elipsoidal pode ser formulado como:

_ [ Vi) se g(z) <0
" { Vg(xz) se g(x) >0 (4.38)

sendo V(+) a funcao gradiente (ou subgradiente).
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Considerando o problema de otimizacao Oy, (4.28), a funcao objetivo é definida como:

f(@) & Fp.e(2) (4.39)

sendo o vetor x formado pelos elementos das matrizes do controlador. A restrigao é baseada na
condicao de andlise de desempenho H,, LMI. Usando o comando checkset, do parser YALMIP,
calculam-se os autovalores de todas as LMIs (internamente, todas as LMIs sao convertidas em
restrigoes de positividade no YALMIP). Definimos como ¢ o menor autovalor de todas LMIs
(min(checkset (LMI)). Assim, é possivel obter uma medida de quanto a LMI estd sendo violada
0 < 0 ou atendida o > 0. O valor de —p serd utilizado como a restricao do problema de
otimizagao Oy, de forma que, um valor —p < 0 garante que a LMI seja factivel, ou seja, o
sistema Schur estavel:
g(x) £ —o() (4.40)

Para implementacao do algoritmo de otimizacao elipsoidal no procedimento de otimizagao O
(4.28) ¢ preciso ainda o cdlculo do gradiente (ou subgradiente). Neste capitulo é utilizado um
algoritmo simples para o cdlculo numérico do gradiente por diferengas finitas, conforme [Gon06,
segao 5.3].

Seja e a i-ésima, coluna da matriz identidade d x d. Considere-se um certo A > 0, tal que
A ~ 0. O algoritmo de célculo do vetor gradiente v da funcdo f(-) no ponto z € IR? pode ser
definido como:

Algoritmo: Célculo do Gradiente por Diferencas Finitas
parai:=1,2, ,d
o Jat+Ae) — f(a)
A
fim para
UV < [’Ul ... Ugq
fim algoritmo

]T

O valor de A pode ser escolhido na faixa de 107° a 107! sem influéncia considerdvel na
maioria dos problemas abordados.

O algoritmo de otimizacao finaliza quando ( fiax — fmin)/ fmin < €, sendo fiax € fmin 08 valores
maximo e minimo da funcao objetivo nas ultimas NNV, iteracoes e € a precisao relativa requerida.

Visando aprimorar a estabilidade numérica do calculo da matriz quadrada simétrica definida

positiva, Q, no algoritmo de otimizagao elipsoidal, pode-se utilizar uma técnica de fatoracao
[GT82]. E utilizada aqui, baseado em [Gon06], a fatoragao UDU™:

Q=UDU" (4.41)

sendo U uma matriz quadrada triangular superior com elementos unitarios na diagonal e D uma
matriz diagonal. Essa fatoracao é utilizada com sucesso no algoritmo de estimacao recursiva
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de parametros por minimos quadrados em estratégias de controle adaptativo. A atualizacao da
matriz fatorada é dada por:

sendo U e D obtidas da fatoracio UDUT:

T
0D0" = (D, — PPk (Dilimy) (4.44)
m;;Fkak
com » )
ﬂl:dQ—l eﬁzzm (4.45)

Nos algoritmos elipsoidais existentes, quando a matriz Q perde sua caracteristica de ser defi-
nida positiva, devido aos erros numéricos acumulados apés um nimero elevado de iteragoes, ou
o algoritmo é finalizado ou a matriz Q € reiniciada com um valor menor que o valor inicial de Q.
Nos testes com utilizacao da fatoracao UDUT, além de retardar significamente a degeneracao
da matriz Q, o uso da fatoragao suaviza a variacao da funcao objetivo, caracteristica desse mé-
todo, fazendo com que o algoritmo atenda o critério de parada mais rapidamente. Desse modo,
é observado que, mesmo com o custo computacional adicional para o calculo da fatoragao, o
tempo total de otimizacao acaba sendo reduzido. Neste trabalho, mesmo usando a fatoracao
UDU?T, ainda existe a possibilidade de degeneracao da matriz Q. Caso isso ocorra, é adotada a
reiniciagdo da matriz @ com valor 20% menor do que o valor inicial anterior Q.

4.4.3 Exemplos do procedimento de projeto

Os exemplos seguintes de projeto de controladores sao baseados no procedimento de pro-
jeto proposto, implementado no MATLAB®, utilizando o parser YALMIP, e o resolvedor de
LMIs escolhido foi o SeDuMi [Stu99]. Os testes foram feitos em um notebook com processador
INTEL® de nicleo duplo (2 x 2.26 GHz), e 2.95 GB de memdria RAM. A menos que seja
informado diferente, os resultados sao obtidos adotando o critério de parada do procedimento
de projeto €5 = 0.1; o critério de parada do algoritmo de otimizagao elipsoidal ¢ = 0.01 e
a especificagdo de precisao no algoritmo BnB ¢ = 0.01. Nos exemplos a seguir, se nada for
mencionado, considere que o controlador é obtido em apenas uma iteracao do procedimento de
projeto (piores casos ocorrem nos proprios vértices do dominio de incerteza politépico), o que
acontece na maioria dos casos.

Exemplo 4.2 Considere o sistema incerto, discreto no tempo com atraso nos estados, cujas
matrizes pertencem ao politopo de matrizes definido por:

0.8076 0.0620 0.0322 0.8111 —0.0311 0.0318
Ay = | —0.1117 0.9019 —0.0867 |, Ay = | 0.0177 0.9080 0.1945 |,
—0.2973 0.2651  0.9263 —0.2813 —0.0906 0.9291
0.8170 —0.0217 —0.0035
As = | 0.0168 0.8750  0.1675 |,

—0.1714 —-0.0613 0.9390
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0.0242 0.0019 0.0010 0.0243  —0.0009 0.0010
An = | —0.0034 0.0271 —0.0026 |, Ap = 0.0005  0.0272 0.0058 |,
—0.0089 0.0080 0.0278 —0.0084 —0.0027 0.0279
0.0245 —0.0007 —0.0001
Ags = 0.0005  0.0262  0.0050 |,

—0.0051 —0.0018 0.0282

0.4511 | 0.4517 | 0.4527
B =[By|By|Bs] = | —0.0306| 0.0074 | 0.0059
—0.0762 | —0.0734 | —0.0447

Y

0.0902 | 0.0903 | 0.0905
Bw = [By1|Bu2|Bws) = | —0.0061 | 0.0015 | 0.0012 |,
—0.0152 | —0.0147 | —0.0089

01010
cr=[clcT|csl =1 0(0]0 |,
51515
0 0 0
Ci=[CHlICLICEI =] 0| 0|0 [,
0.5]10.51]0.5

D = [D1|Dy| D3] = [ 10 ‘ 10 ‘ 10 } )

Dy = [Dy1|Du2| Dy = [ 2| 2] 2 ]

O objetivo € projetar um controlador robusto por realimentacdo de estado, que além de
garantir a Schur estabilidade, minimize o valor da norma Hs no intervalo de varia¢ao do
atraso informado. O método proposto € dividido em trés condigoes, que se diferem pela LMI
de estimagao do custo garantido He, utilizada tanto mo processo de otimizacao quanto pelo
algoritmo BnB, que sao definidas por:

e SRNC sintese robusta nao convezxa.
e SQENC sintese quadrdtica extra nao conveza.
e SQSNC sintese quadrdtica simples nao convexa.

Os resultados serao comparados com as condi¢oes de sintese propostas no Capitulo 3, que aqui
serao definidas por:

e SRCC sintese robusta convera completa (utiliza a informacgao do K e Kg), (3.48).
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e SRCS sintese robusta convexa simples (utiliza apenas informagio do K, K4 =0).
e SQCC sintese quadrdtica convera completa, (3.54).

e SQCS sintese quadrdtica simples.

No procedimento proposto, os parametros de otimizacdao sao relacionados com o controlador da
sequinte forma:
K= [ 1 X9 X3 Ty Tj LE‘6] (446)
A - ~ D -

K Kg
No caso de utilizar apenas a informacao do K, ou seja, Kg = 0, 0s parametros de otimizacao
sao definidos por:
K=z zo 3] (4.47)
K
Para comparacao com as condicoes LMIs propostas no Capitulo 3, adota-se a sequinte estra-
tégia: Primeiro € calculado o custo garantido H., no maior intervalo de variagao do atraso em
que a LMI de sintese apresenta solucao factivel. Para determinar esse intervalo, considera-se
od=1, e aumenta-se o d, definindo assim o intervalo mdximo dj, € Z[1,d| em que a condigdo
LMI de sintese apresenta solucao factivel; para demonstrar o conservadorismo das condigoes
LMIs, em um sequndo intervalo de variacao do atraso que a condicao LMI de sintese nao apre-
senta solucao factivel, aplica-se o procedimento de sintese proposto.

Condig¢oes completas (utilizando K e K;)

Comparac¢cao com SQCC

Na condigao LMI de sintese quadrdtica convexa completa (SQCC), o maior intervalo de vari-
acao do atraso com solugao factivel é dy, € Z[1,19], com custo garantido He, v = 7.45 € os
ganhos robustos K = [—2.5238 1.7222 2.3504], K; = [—0.0755 0.0603 0.0676]. O tempo para
o cdlculo da SQCC ¢é 2.48 sequndos. O projeto, pelo procedimento proposto, considerando o
intervalo do atraso dy € Z[1,19] e dy € Z[1,30] € apresentado na Tabela 4.2 sendo que os custos
e-garantidos, ou simplesmente custos garantidos Heso, Ve, SGo calculados pelo algoritmo BnB
com precisao relativa € = 0.01. No algoritmo de otimizacao adotam-se como valores iniciais xg
0s ganhos robustos fornecidos pela condi¢io SQCC no intervalo dy, € Z[1,19] e Qp = 2I.

Observa-se na Tabela 4.2 que as condicoes propostas apresentam resultados 2.5 vezes menores
que o valor obtido pela condicao de sintese LMI SQCC, mostrando assim o menor conservado-
rismo em relacao a otimizacao convexa estudada no Capitulo 3. Dentre as condi¢oes avaliadas,
a que apresentou melhor resultado foi a SRNC devido ao menor tempo de processamento reque-
rido. Os wvalores do custo garantido Heo, Ve, calculados pelo método proposto no intervalo do
atraso dy, € Z[1,30], em que a condi¢ao LMI SQCC nao apresenta solug¢ao factivel, foram 2.35
vezes menores que o valor do custo fornecido pela condicao LMI SQCC no intervalo do atraso
dp € Z[1,19]. O custo computacional € justificado pelos resultados obtidos.

Para ilustrar o comportamento do algoritmo de otimizacdo elipsoidal, ¢ apresentada, nas
Figuras 4.9 e 4.10, a evolugao da funcao objetivo e dos parametros de otimizac¢do com o numero
de iteragoes no cdlculo do controlador IC, para a SRNC' no intervalo do atraso dj, € Z[1,30].
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Tabela 4.2: Resultados pelo projeto proposto, comparados com a SQCC do Exemplo 4.2.

Caso Condicao | Tempo Ganhos Robustos Ye
SRNC | 27min35s | 0 ::[[‘_ P 101041%21]] 3.0001
<00 S e | £ L 102
SQSNC | omiusss |~ LS D L0
SNC | szutaans | = LT OIS T
T e S e
SQSNC | 37min21s Ifgd ::[[__ 10%1%% %10107955 %‘%‘123947]] 3.1758

10

Funcao Objetivo

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
IT

Figura 4.9: Evolucao da funcdo objetivo no célculo do custo garantido Hs, 7. (SRNC) no
intervado do atraso dj € Z[1, 30] para o Exemplo 4.2.

Sao apresentados na Figura 4.11 os diagramas de valores singulares mdximos

0(w) = max 7(w) (4.48)
deT(d,d)

para cada um dos 3 vértices do sistema em malha fechada, nos intervalos do atraso, dy, € Z|1,19],
na parte superior, e dy, € Z[1,30], na parte inferior, indicados em (—_). Além disso, em cada
diagrama é apresentada a curva de G pa(w), indicada em (—), que toma o valor mdzimo de & (w)
em relagdo aos valores dos atrasos, em cada valor de frequéncia e a linha pontilhada (= —) indica
o custo garantido Hs, e calculado pelo método proposto . Como observa-se na Figura 4.11 os
valores de custo garantido Heo, Ve, calculados pelo procedimento proposto, conforme Tabela 4.2,
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Parametros de ot.
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Figura 4.10: Evolugao dos parametros de otimizagao para condi¢ao proposta (SRNC) no in-
tervado de atraso dj, € Z[1,30] para o Exemplo 4.2. Parte superior parametros de otimizagao
relacionados aos ganhos robustos K e parte inferior aos ganhos robustos Kj.

foram bem proximos dos valores singulares mdximos do sistema em malha fechada usando atraso
constante, evidenciando a eficiéncia do método e justificando o custo computacional.

35

3

o(w)?
15
1

0.5

0 . " P " " P

Figura 4.11: Diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada utili-
zando os ganhos robustos K e Ky, calculados pelo método proposto (SRNC) para dj, € 7|1, 19]
(parte superior) e para dj € Z[1,30] (parte inferior). (Exemplo 4.2).

A Figura 4.12 apresenta a evolucao das fungoes limitantes no algoritmo BnB para EQENC.
A Figura 4.13 apresenta a particao do politopo de matrizes, no calculo do custo garantido Ho,
Ye para EQENC.
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4.5

Fungoes Lim. Inferior e Superior
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Figura 4.12: Evolucao das fungoes limitantes no célculo do custo garantido Ho, 7., pela condigao
proposta (EQENC), no intervado de atraso djy € Z|[1,30] para o Exemplo 4.2.
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Figura 4.13: Particao do politopo no cédlculo do custo garantido H., 7., pela condicao proposta
(EQENC) no intervado de atraso dj, € Z[1, 30] para o Exemplo 4.2.

Comparacao com SRCC

Para a condigio LMI de sintese robusta completa (SRCC), o maior intervalo de variag¢ao
atraso com solugao factivel € dy, € Z[1,28], com custo garantido Hs, v = 5.39 e 0s ganhos
robustos K = [—1.9091 1.9423 2.6739], K, = [-0.0635 0.0541 0.0747]. O tempo para
o cdlculo da SRCC ¢ 2.74 sequndos. O projeto, pelo procedimento proposto, considerando o
intervalo do atraso dy, € Z[1,28] e dy, € Z[1,40] € apresentado na Tabela 4.3. No algoritmo
de otimizagao adotam-se como valores iniciais xo 0s ganhos robustos fornecidos pela condicdo
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SRCC no intervalo dy, € I[1,28] e Qy = 2I.

Tabela 4.3: Resultados pelo projeto proposto, comparados com a SRCC do Exemplo 4.2.

Caso Condicao | Tempo Ganhos Robustos Ve
SRNC | 42min18s [[((d ::[[__ 10%13229 %108101% 1()%2397]] 3.1307
T e e
SQSNC | 41min43s [I({d ::[[__ %‘%ﬁ% %%%%52 1()'%21;2]] 3.1413
e[| P O T2 T
T i |0 O T T
SQSNC | rantss | K = L0 D128 TG

Observa-se na Tabela 4.3 que as condigoes propostas apresentaram resultados 72% menores
que o valor obtido pela condicao de sintese LMI SRCC, mostrando assim seu conservadorismo.
Importante comentar que entre as condicoes LMIs de sintese, a SRCC foi a que apresentou
melhores resultados para o custo garantido Ho,. Dentre as condigoes propostas, a que apresentou
melhor resultado foi a SQSNC devido ao seu menor tempo de processamento requerido. Os
valores do custo garantido Heo,, e, calculados pelo método proposto mo intervalo do atraso
dy € I[1,40] em que a condi¢io LMI SRCC nao apresenta solucao factivel, foram 62% menores
que o valor do custo fornecido pela condigao LMI SQCC no intervalo do atraso dy € I[1,28|.
O custo computacional € justificado pelos resultados obtidos.

Para lustrar o comportamento do algoritmo de otimizacao elipsoidal, é apresentada, nas
Figuras 4.14 e .15, a evolucao da func¢ao objetivo e dos parametros de otimizacdo com o numero
de iteragoes no cdlculo do controlador IC, para a SQSNC no intervalo do atraso dy € Z|[1,40].

Sao apresentados na Figura 4.16 os diagramas de valores singulares mdximos para cada um
dos 3 vértices do sistema em malha fechada, nos intervalos do atraso, dy, € Z[1,28] , na parte
superior, e di € I[1,40], na parte inferior.

Condigcoes Simples (utilizando apenas K, (K;=0))

Para as condigoes com uso apenas de K, ou seja, fazendo K4 = 0, adotou-se 0s mesmos

testes das condicoes completas.

Comparacao com SQCS

A condicao LMI de sintese quadrdtica convexa simples SQCS apresenta solucdo factivel para
o intervalo mdximo de varia¢ao do atraso (considerando que d = 1) igual a dy € Z[1, 18], com
custo garantido Hy, 7 = 7.95 e ganhos robustos K = [—2.4683 1.5936 2.2541|, K; = 0. O
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Figura 4.14: Evolucao da fungao objetivo no célculo do custo garantido Ho, 7., para a condigao
proposta (SQSNC) no intervado do atraso dj, € Z[1,40] para o Exemplo 4.2.
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Figura 4.15: Evolucao dos parametros de otimizagao, para a condi¢ao proposta (SQSNC) no
intervado de atraso dj € Z[1,40] para o Exemplo 4.2. Parte superior parametros de otimizagao
relacionados aos ganhos robustos K e parte inferior aos ganhos robustos K.

projeto pelo procedimento proposto no mesmo intervalo do atraso € realizado para demonstrar
o conservadorismo do valor do custo garantido H., fornecido pela condi¢ao de sintese LMI
SQCS. O projeto pelo procedimento proposto € realizado também no intervalo do atraso d; €
Z[1,30], em que a solucdo LMI de sintese SQCS ndo apresenta solugao factivel. No algoritmo
de otimizagao adotam-se como valores iniciais xo 0s ganhos robustos fornecidos pela condicdo
SQCS no intervalo dy, € Z[1,18] e Qy = 2I. Os resultados do projeto sao apresentados na
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Figura 4.16: Diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada utili-
zando os ganhos robustos K e K, calculados pelo método proposto (SQSNC) para dy, € Z|1, 28]
(parte superior) e para dj, € Z[1,40] (parte inferior). (Exemplo 4.2).

Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Resultados pelo projeto proposto, comparados com a SQCS do Exemplo 4.2.

Caso Condicao | Tempo Ganhos Robustos K Ye
SRNC 3min2s 1.3288 0.2694 1.1981] | 3.1828
dp € Z[1,18] | SQENC | 3minl9s 1.3288 0.2694 1.1981] | 3.1828
3.2094

SRNC 5min29s
dr € Z[1,30] | SQENC | 6min6s
SQSNC | 6minl7s

1.5034 0.2331 1.5826| | 3.5096
1.4984 0.2270 1.5668| | 3.5108

- ]
= ]

SQSNC | 6min2s | [~1.3106 0.3752 1.1826]
[~1.5034 0.2331 1.5826] | 3.5096
= ]
= ]

Conforme a Tabela 4.4, o custo garantido Heso, e, calculado pelo procedimento proposto no
mesmo intervalo do atraso (dy, € I[1,18]) da condi¢io LMI de sintese SQCS, apresenta re-
sultados 2.5 vezes menores, evidenciando a eficacia do método. Mesmo no intervalo do atraso
dy € I[1,30] em que a condi¢ao LMI de sintese SQCS nao apresenta solugao factivel, o custo ga-
rantido Hso apresenta resultados 2.27 vezes menores, comparado com o valor do custo garantido
Hoo calculado pela condigao de sintese LMI SQCS para dy, € I|[1,18].

Para ilustrar o comportamento do algoritmo de otimizacdo elipsoidal, é apresentada, nas
Figuras 4.17 e 4.18, a evolugao da funcao objetivo e dos parametros de otimiza¢ao com o niumero
de iteragoes no cdlculo do controlador IC, para a SQENC no intervalo do atraso dy, € T[1,30].

Sao apresentados na Figura 4.19 os diagramas de valores singulares mdximos para cada um
dos 3 vértices do sistema em malha fechada, nos intervalos do atraso, dy, € Z[1,18] , na parte
superior, e dy € I[1,30], na parte inferior. A maior variag¢ao entre os valores de custo garantido
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Figura 4.17: Evolugao da fungao objetivo no célculo do custo garantido Ho, 7., para a solugao
proposta (SQENC) no intervado do atraso dy € Z[1, 30] para o Exemplo 4.2.
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Figura 4.18: Evolugao dos parametros de otimizagao para a solugao proposta (SQENC) no
intervado de atraso dj € Z[1,30] para o Exemplo 4.2.

Hoo, Ve, calculados pelo método proposto e os diagramas de valores singulares mdzimos foi 2%.
Comparacao com SRCS

A condicao LMI de sintese robusta convexa simples SQCS apresenta solugao factivel para
o intervalo mdzimo de variagdo do atraso dy, € I[1,27], com custo garantido He, 7 = 5.72 €
ganhos robustos K = [—1.9646 1.8400 2.5554], K4 = 0. O projeto pelo procedimento proposto
no mesmo intervalo do atraso € realizado para demonstrar o conservadorismo do valor do custo
garantido H, fornecido pela condicao de sintese LMI SRCS. O projeto pelo procedimento pro-
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Figura 4.19: Diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada uti-
lizando os ganhos robustos K e K; = 0 calculados pelo método proposto (SQENC) para
dy € T[1,18] (parte superior) e para dj € Z[1,40] (parte inferior). (Exemplo 4.2).

posto € realizado também no intervalo do atraso dy, € Z[1,40], em que a solu¢ao LMI de sintese
SRCS nao apresenta solucao factivel. No algoritmo de otimizacao adotam-se como valores ini-
ciais xo os ganhos robustos fornecidos pela condi¢ao SRCS no intervalo dy, € Z[1,27] e Qy = 21.
Os resultados do projeto sao apresentados na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Resultados pelo projeto proposto, comparados com a SRCS do Exemplo 4.2.

Caso Condi¢ao | Tempo Ganhos Robustos K Ve
SRNC | 4min29s | [—1.4582 0.2930 1.4918] | 3.4175
d € T[1,27] SQENC | 6min20s | [—1.4582 0.2930 1.4918] | 3.4175
' SQSNC | bminh7s | [—1.4623 0.2980 1.5034] | 3.4184
SRNC | 3minl8s | [—1.6121 0.1945 1.9169] | 3.8042
dy, € T[1,40] SQENC | 4min33s | [—1.6121 0.1945 1.9169] | 3.8042
' SQSNC | 4min21s | [—1.6121 0.1951 1.9181] | 3.8051

Analisando a Tabela 4.5, observa-se que o wvalor do custo garantido Hso, Ve, n0O mesmo
intervalo de varia¢ao do atraso da condigao de sintese LMI SRCS (dy, € Z[1,27]), calculado
pelo método proposto € 67% menor. Para o intervalo do atraso dy, € Z[1,40], em que a condi¢ao
de sintese LMI SRCS ndao apresenta solucao factivel, o custo garantido Hs, e, obtido pelo
método proposto é 50% menor que o valor do custo garantido Heo, 7y calculado pela condi¢ao
LMI de sintese SRCS no intervalo dy, € Z[1,27]. A reducao considerdvel do conservadorismo
no valor do custo garantido Hoo, e, justifica o custo computacional demandado.

A evolugao da funcdo objetivo e dos parametros de otimizacao foram similares aos mostrados
nas comparagoes anteriores. Os diagramas de valores singulares maximos sao apresentados na
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Figura 4.20. Os valores do custo garantido Hes, Ve, calculado pelo método proposto foram no
mdzimo 5% maiores do que 0s valores singulares mdzimos apresentados na Figura 4.20, essa
diferenca pode ser diminuida aumentando-se a precisao do critério de parada.

w

Figura 4.20: Diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada
utilizando os ganhos robustos K e K; = 0 calculados pelo método proposto (SRNC) para
dy € T[1,27] (parte superior) e para dj € Z[1,40] (parte inferior). (Exemplo 4.2).

4.5 Conclusao

Nesse capitulo primeiramente foi proposto um procedimento para cédlculo do computo do
custo H,,, com uma precisao especificada, baseado na combinagao do algoritmo BnB com for-
mulacoes de calculo de custos garantidos baseados em LMIs, que pode ser aplicado a sistemas
lineares invariantes no tempo, a tempo discreto com atraso nos estados e dominio politopico
de incerteza. Como exemplificado, o procedimento de andlise de desempenho H., proposto
mostrou-se eficiente para o cdlculo do custo garantido H,, com precisao especificada. As formu-
lacoes LMIs para calculo de custo garantido H.,, quando factiveis, nao sao capazes de informar
qual precisao do resultado obtido. A utilizacao do procedimento com formula¢oes LMIs depen-
dentes de parametros mostrou-se ser bem mais eficiente do que quando se utilizam condigoes
LMIs quadraticas. A vantagem do procedimento proposto é que na funcao limitante inferior,
baseada na técnica de grade (discretizagdo do politopo), o refinamento da grade é orientado
pelo célculo dos custos garantidos H,, utilizados como func¢ao limitante superior, que orienta a
exclusao de subdominios nas quais comprovadamente o ponto de pior caso nao esta localizado.

Em seguida foi proposto um procedimento de projeto de controladores por realimentacao
de estado, aplicados a sistemas lineares invariantes no tempo, a tempo discreto com atraso nos
estados. O procedimento proposto pode tratar da sintese de controladores com qualquer dimen-
sao. A combinacao do procedimento de otimizacao, considerando diretamente os parametros
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do controlador e um numero finito de pontos do dominio infinito de incerteza, com a validacao
por meio de formulagoes de analise baseadas em LMIs, resulta em controladores menos con-
servadores que os obtidos baseados puramente em formulacoes LMIs. Analisando o exemplo, o
procedimento de projeto proposto apresenta melhores resultados que todas as formulagoes LMIs
comparadas no mesmo intervalo de variacao do atraso. Uma segunda vantagem é a possibilidade
de fornecer solucoes factiveis para problemas em que as formulagoes baseadas em LMIs nao sao
factiveis.

O algoritmo elipsoidal utilizado no processo de otimizacao obtém apenas o minimo local da
funcao objetivo nao convexa, sendo interessante, de acordo com a situacao, testar diferentes
valores iniciais para os parametros de otimizagao na tentativa de obter solugoes com um custo
computacional demandado menor.

O procedimento proposto, como foi utilizado no exemplo, pode aprimorar resultados de
projeto obtidos com estratégias mais conservadoras. Para isso, um elipsoide inicial de menor
volume no algoritmo elipsoidal é utilizado, resultando em convergéncia mais rapido.

A principio, podem ser consideradas como desvantagens dos procedimentos propostos nesse
capitulo a dificuldade de implementagao e o maior custo computacional em relacao as formula-
¢oes LMIs, porém os resultados dessas demonstram ser menos eficientes e mais conservadores.



Capitulo

Consideracoes Finais

Esse trabalho centrou-se no estudo de sistemas lineares invariantes no tempo, a tempo dis-
creto, sujeito a atraso variante no vetor de estados e dominio politépico da incerteza. Sao
propostos novos métodos para estimagao do custo garantido H., e sintese de controladores
robustos que asseguram desempenho H,, por realimentacao de estados.

Na primeira parte do trabalho propoe-se uma funcao de L-K dependente de parametro e o
uso de variaveis extras via Lema de Finsler para obter condi¢oes convexas de dimensao finita
no parametro da incerteza, formuladas em termos de LMIs, que apresentam resultados menos
conservadores que outras condigoes LMIs encontradas na literatura. Os resultados obtidos nessa
primeira parte foram apresentados em [CLMG11] e [CLM™*11].

Pode-se concluir que a utilizacao de funcoes de L-K dependentes de parametros aliada a
aplicagao do Lema de Finsler nos problemas estudados pode levar a reducao do conservado-
rismo das condicoes de andlise de desempenho H,., e controle robusto H.,. Essa reducao de
conservadorismo ocorre em troca do aumento de complexidade das condi¢oes que envolvem fun-
¢oes dependentes de parametros, em relacao a condigoes formuladas através da abordagem por
estabilidade quadratica, isto é, utilizando funcao de L-K com matrizes fixas e independentes de
parametros.

Na segunda parte, visto que, ao expressar um problema de controle robusto na forma de
otimizacao conxevas, baseados em LMIs, normalmente se introduz algum grau de conservado-
rismo, foram propostos métodos alternativos para tratarem os problemas de estimacao de custo
Ho e controle robusto H,, baseados em [Gon06]. Para a estimagao do custo Ho, um procedi-
mento que combina condi¢oes LMIs de anélise e o algoritmo BnB, juntamente com uma eficiente
técnica de discretizagao do dominio politépico da incerteza. O controle robusto H., ¢ realizado
através de um problema de otimizagao mono-objetivo nao convexo, em que, os parametros do
controlador sao as proprias variaveis de otimizacao. Como é um procedimento nao convexo, sao
necessarias duas etapas, uma de otimizacao e outra de validacao. Na otimizacao sao verificadas
a funcao objetivo e a restricao em um numero finito de pontos, definidos inicialmente pelos
vértices do politopo. Depois é necessario uma validacao do resultado para todo politopo, que é
realizada pelo procedimento de estimacao do custo Hs, proposto. Se na validacao for verificado
que o pior caso da funcao objetivo ocorre fora dos vértices ou a restricao nao é atendida em
todo politopo, os pontos de pior caso sao incluidos no conjunto finito de pontos avaliados e o
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processo de otimizacao é repetido.

Utilizando os métodos alternativos, através dos exemplos, conclui-se que para a classe de
sistemas estudados houve uma consideravel reducao do conservadorismo, mesmo quando com-
parados com condi¢oes LMIs dependentes de parametros. Essa consideravel reducao do conser-
vadorismo ocorre em troca de um aumento do custo computacional demandado para realizar
tais métodos.

5.1 Trabalhos correlacionados

Outros resultados obtidos durante a realizacao do mestrado e que possuem conexoes com
as técnicas e problemas abordados nesse trabalho sao citados abaixo, juntamente com seus
respectivos resumos.

[MLC10] “Stabilization of polytopic discrete-time systems with time-varying delay in the states”
Nesse trabalho é estudada a estabilizagao robusta por realimentacao de estados de sistemas a
tempo discreto com atraso variante no vetor de estados com dominio politépico de incertezas.
Um problema de otimizacao convexa representado na forma de conjunto de LMIs proporcionou
ganhos robustos de realimentacao de estados e uma funcao de L-K dependente de parametros
com variaveis extras, usada para assegurar a estabilidade robusta do sistema em malha fechada.
[LCMT11] “Uncertain discrete-time systems with delayed state: robust stabilization with per-
formance specification via LMI formulations”

Condigoes suficientes em termos de LMIs utilizando uma fun¢ao de L-K dependente de parame-
tro e varidveis extras sao apresentadas para: i) Andlise de estabilidade robusta: ii) Estimacao do
custo garantido H; i) Estabilizagao robusta; iv) Controle robusto Hs,. Aplicados a sistema
discretos com atraso variante no vetor de estado. Algumas extensoes das condicoes propostas
sao apresentadas como: Abordagem por estabilidade quadratica, isto é, utilizando funcao de
L-K com matrizes fixas e independentes de parametros, falhas no atuador, sistemas chavea-
dos, controle descentralizado, sistemas com atraso na entrada e performance por modelos de
referéncia livre de atraso.

5.2 Perspectivas

A pesquisa realizada, levando em conta a primeira parte do trabalho, aponta alguns temas
de interesse que podem ser explorados em novas investigagoes. A seguir sao listados alguns
desses temas considerados mais promissores:

e Investigar candidatas a fungoes de L-K dependentes de parametros que combinadas ao
Lema de Finsler fornecam resultados menos conservadores que as condigdes propostas;

e Investigar o computo do custo Hsy e controle robusto Hsy para classe de sistemas estudados;

e Investigar novas formas de majoracao dos termos cruzados, que surgem durante o desen-
volvimento das condigoes propostas;
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e Investigar sistemas chaveados que possuam atraso nos estados e que possam ser tratados
através de fungoes de L-K dependentes de parametros;

e Investigar condicoes em que as matrizes extras sejam dependentes de parametros;

e Utilizar o Lema da Projecao para melhor avaliar as condigoes de estimacao e de sintese

Heo;
e Utilizar funcoes L-K polinomialmente homogéneas nos parametros da incerteza;

e Investigar condicoes para atrasos na entrada, isto é, que considerem a lei de controle
up, = Kag—a,

Em relagao a segunda parte do trabalho, apesar de desempenho satisfatério, existe bastante
campo de pesquisa para o aprimoramento, tanto do procedimento de anélise de desempenho
quanto do procedimento de projeto de controlador, visto que nao foi constatada na literatura a
utilizagao desses procedimentos para a classe de sistemas estudados.

Quanto ao método de analise de desempenho proposto, as melhorias ficam por conta do
conservadorismo das formulagoes LMIs para cédlculo do custo garantido, utilizado como funcao
limitante superior. As formulacoes baseadas em estabilidade quadratica, com funcao de L-K
fixa, exigem pequeno tempo de processamento por iteragao, mas demandam nimero elevado
de iteracoes para convergéncia. Por outro lado, as formulagoes LMIs de andlise baseadas em
funcao de L-K dependentes de parametros produzem resultados menos conservadores, necessi-
tando menos iteracoes, mas com tempo de processamento por iteracao elevado em funcao do
nimero maior de parametros de otimizagao. Sendo assim, nao foi possivel, através dos exem-
plos analisados, uma formulacao LMI que possa ser considerada a mais adequada em qualquer
situacao.

No procedimento de projeto, o algoritmo elipsoidal utilizado na fase de otimizacao, apesar
de mostrar-se bastante eficiente, ainda pode ser aperfeicoado no quesito custo computacional,
que é relevante quando o nimero de parametros de otimizacao é elevado.

Do ponto de vista do procedimento de projeto, pode ser pesquisada sua aplicacao em outras
possibilidades como:

e Projeto de filtros robustos para sistemas com atrasos;
e Projeto de controladores multiobjetivo Hy, /Ho;

e Inclusao de novos tipos de restrigoes, como por exemplo, a questao da saturacao do con-
trolador.
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Apéndice

Ferramentas

A.1 Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs

O desenvolvimento de métodos de pontos interiores para problemas de programagcao semi-
definida, SDP (do inglés semidefinite programming problem), desigualdades matriciais lineares,
LMIs (do inglés linear matriz inequalities), tem sido uma ferramenta 1til para resolugao de
problemas de controle. A ideia basica do método de LMIs é expressar o problema dado como
um SDP. A formulacao de LMIs é relevante por varias razoes. Uma dessas razoes é que, escre-
vendo um dado problema nessa forma, as solugoes numéricas podem ser encontradas de maneira
eficiente [BGFB94] [GNO0O].

Uma desigualdade matricial linear tem a seguinte forma:

m
F(p)=Fo+ Y piFi>0 (A.1)

i
em que p; € R™ parat = 1,...,m, sao variaveis escalares a serem determinadas e F; € R™*",
para i = 0,1,...,m sao matrizes simétricas precisamente conhecidas. A desigualdade significa

que F(p) é uma matriz definida positiva, ou seja,
LFE(p)z>0, V2 #0, z€ R" (A.2)

Isso significa que F(p) é uma fungao afim dos elementos de p, que representa um vetor p =
[P1, -5 Pl

A equagao (A.1) é uma LMI estrita. No caso em que F(p) é semidefinida positiva, essa
seria uma LMI nao estrita. A LMI estrita é factivel quando existe um vetor p que torna a
desigualdade verdadeira, ou seja, F'(p) uma matriz definida positiva. Uma LMI nao estrita
factivel pode ser reduzida para o caso de uma LMI estrita factivel equivalente. Isso pode ser
feito acrescentando um valor constante a matriz F'(p), tornando essa matriz definida positiva,
ou seja, F'(p) + €l > 0.

Uma LMI pode ser reescrita em termos de um conjunto de desigualdades escalares. De forma
mais especifica, considere a LMI (A.1), ela é equivalente a n desigualdades polinomiais. Para
exemplificar, considere as desigualdades, P < 0 e ATPA — P > 0, que sao LMIs, nas quais

A:|:a' b P:|:pl p2:|
c P2 P3

d
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As desigualdades podem ser escritas em termos das incognitas do problema, py, ps e ps3, assim

p1 P2
P2 D3

>O<:>10 —0—01 —i—OO >0
Oopl 10]92 01p3

ATPA_ p— a’pi +2acpy +¢*py - abpy + (ad + be)ps + cdps | _
abpy + (ad + be)ps + edps  b*py + 2bdps + dps

a? ab N 2ac  bc+ ad N 2 cod
ab 2| PPT | ad+be  20d |2 | cd B2

Observe que no exemplo dado a matriz Fy é nula. De acordo com [WB95, pag 951] e [VB00], as
restricoes podem ser colocadas em termos dos menores principais lideres de P e de ATPA — P,

p3 <0

resultando em

o p1 >0, p3 >0, pips — p3 >0,

o a’p; + 2acpy + p3 < 0, b*py + 2bdpy + d*ps < 0, (a®py + 2acps + Ap3)(bPp1 + 20dps +
d*ps) — (abpy + (ad + be)ps + cdps)? < 0

E importante salientar que, ao se representar uma LMI por um conjunto n de desigualdades
polinomiais, h& a possibilidade de alguns desses polinomios serem nao-lineares, como acontece
no exemplo dado acima.

Uma importante propriedade das LMIs é a convexidade, ou seja, o conjunto de solucoes x
que atende a desigualdade é convexo. Em um problema de otimizacao convexa, o minimo local
encontrado ¢ o minimo global. Isso torna a solucao do problema simples do ponto de vista de
otimizagao. Um conjunto C é convexo se Az + (1 — A)y € C para todo z,y € C e X € [0,1].

A.2 Complemento de Schur

Considere a matriz quadrada simétrica X

X — L‘;‘T g} (A3)

O complemento de Schur pode ser usado na caracterizacao da positividade de X, com as se-
guintes propriedades:

e X >0secesomentese A>0eC —BTA'B > 0;
e X >0seesomentese C >0e A— BC'BT > 0;
e se A>0, X >0 seesomente se C —BTA'B > 0;

e se C' >0, X >0 seesomente se A— BC~'BT > 0.
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A matriz C — BTA7'B ¢ chamada de complemento de Schur de X em relacdo a A se
det(A) # 0. Se det(C) # 0, A— BC™'BT ¢ o complemento de Schur de X em relacio a
C. Manipulagoes envolvendo o complemento de Schur permitem transformar desigualdades
convexas nao-lineares, que regularmente aparecem em problemas de controle, em LMIs [VB00],
[OP10].

Prova: A partir da transformacao de congruéncia, caso exista A~!, tem-se

A B I o][4 0 1 A'B
X = [BT C] = [BTA‘l 1} {o C—BTA‘lB} lo I } (4.4)
—_— T/
TT

Como 7 é uma matriz nao singular

A 0

A B
{BT c >0<:>{0 C_ BTA-'B >0 (A.5)
Analogamente, se existe C'~! existe,
A B I BO'|[A-BC'BT 0 I 0
s=lo o=l "I et ) e

e, portanto,

A B A—BC7'BT 0
BT O >0 < 0 o >0

A.3 Lema de Finsler

O Lema de Finsler pode ser usado para expressar condi¢oes de estabilidade em termos
de desigualdades matriciais equivalentes, introduzindo ou eliminando variaveis [OP10]. Como
esse Lema tem sido utilizado frequentemente em teoria de controle para eliminar variaveis, ele
também ¢ conhecido como Lema da Eliminagao [BGFB94]. A seguir estd enunciado o Lema.

Sejam ¢ € R" Q(f) € R™™ simétrica, e B(F) € R™" [ : Z;.v:lﬂj =1, 5; > 0,
j=1,...,N, tal que o posto(B(a))) < n. As seguintes afirmativas sdo equivalentes:

L 1) 9"Q(B)p <0,V : B(a)p = 0, p # 0.

2. i) BL(8)TQ(8)B(3), em que B-(3) denota uma base para o espaco nulo de B(3).
3. i) 3u(B) € Ry : Q(B) — uB(B)"B(B) < 0.

4. i) 3X(B) € R™™ : Q(B) + X (B)B(B) + B(B)" X(8)" < 0.

Prova: A prova do Lema de Finsler é baseada na demonstracao apresentada em [dOS01], para
o caso exato. Verifica-se i)<ii), pois todo x tal que B(8)x = 0 e , consequentemente, i)=
y'BH(B)TQ(B)BL(B)y < 0, para todo y # 0 = BX(3)TQ(3)B+(3) < 0. Por outro lado,
assumindo que 1) é verificada, multiplique o lado esquerdo dessa condigao, a direita por y # 0,
e & esquerda por y? para obter i).
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Multiplique o lado esquerdo de 444) ou i), & direita por B+(3), e a esquerda por B+(3)7,
para obter ii). Assumindo que i) é verificada, a condigao 4ii) pode ser recuperada como segue:
fatore B((3) em um produto de matrizes de posto completo, B(3) = B,(5)B,(3), defina W(3) =
B,.(8)* (Br(ﬁ)Br(ﬁ)T)T (Bg(ﬁ)TBg(ﬁ))0'5 e aplique a transformagao de congruéncia

()" ' .
B0 (e - oo se) o) B

W(B)TQBW(B) — u(AT W(B)TQ(5)B ()
R BB o(p)B ()] <° A8

Como o bloco (2,2) (A.8) ¢é definido negativo (por hipdtese), conclui-se que existe u(3) € RT

suficientemente grande tal que a condigdo acima seja verificada. Resta mostrar que iii)=iv).
Para isso, basta escolher X (3) = —u(3)B(3)T /2. .

A.4 Desigualdade de Jensen

Para qualquer matriz constante 0 < M = MT € R™" d; € N, dy € N e uma funcao vetorial
f(@) :Zldy,dy + 1, ...,dy] — R™ é verificado

—(dz —di + 1) 22 FETMfG) < - <Zz f(i)) M (ZQ f(i)> (A.9)

i=d; i=dy i=dy

desde que as somas sejam bem definidas.
Prova: A prova que segue foi adaptada de [ZYO08].
Usando o complemento de Schur (A.2) temos:

[ d (Z);%f Q j;\(jf } >0 (A.10)
para qualquer i € [dy,d; + 1,...,d5]. Somando a inequagao (A.10) de d; para dy temos:
da do
> FOTML) PO
s i=h >0 (A.11)
DS (—dir )M
i=d

Aplicando novamente o complemento de Schur em (A.11), recupera-se (A.9). .
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