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Resumo

Os robos moveis autonomos sao dotados de habilidades para executar tarefas com
uma minima interven¢ao do homem. Para executar essas tarefas, é necessario dota-
los de capacidade de navegacao autonoma. Uma tarefa simples, como deslocar o
robo de um ponto a outro em um ambiente, requer a execugao de um conjunto de
etapas distintas. Primeiramente, é necessario o reconhecimento e representacao do
ambiente para que a trajetoria possa ser planejada com base nessa representacao.
Essa trajetoria, apds ter sido planejada, é entao gerada e enviada para o robo para
que o rastreamento seja realizado, funcao essa, de responsabilidade da etapa de
controle de trajetoria.

Neste trabalho, o robd utilizado nas simulacoes, um rob6 omnidirecional com
quatro rodas, é apresentado e seus modelos cinematico e dinamico sao desenvolvidos.
Uma abordagem para a escolha da disposi¢cao angular das rodas de forma a melhorar
o desempenho do rob6 é apresentada.

Sao propostas técnicas de controle de trajetéria para robos moveis omnidirecio-
nais utilizando leis de controle baseadas em linearizacao por realimentacao de estados
em que os ganhos sao gerados por técnicas de controle robusto. Duas técnicas para
sintese de controladores robustos baseadas em desigualdades matriciais lineares sao
apresentadas e analisadas.

Na analise dos controladores propostos, o modelo do robo é considerado como
sendo incerto, em que os parametros pertencem a um politopo com vértices conhe-
cidos. Alguns exemplos sao desenvolvidos para demonstrar a eficiéncia dos contro-
ladores propostos.

Palavras-chave: Modelagem, Modelo Dinamico, Controle Robusto, Linearizacao por
Realimentacao de Estados, Desigualdades Matriciais Lineares.
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Abstract

The autonomous mobile robots are provided with skills to perform tasks with mi-
nimal human intervention. To perform these tasks, it is necessary to provide the
capability of autonomous navigation. A simple task, such as moving a robot from
one point to another in an environment requires the implementation of a series of
distinct stages. First, the environment is recognised and represented in order to plan
a trajectory. After planning, the trajectory, is generated and sent to the robot so
that the tracking could be performed in the stage of trajectory control.

In this work, the robot used in the simulations, a four-wheeled omnidirectional
robot, is presented and its kinematic and dynamic models are developed. One ap-
proach to choose the angular disposition of the wheels to improve the performance
of the robot is presented.

Trajectory control techniques are presented for omnidirectional mobile robots
using control laws based on state feedback linearization in which the gains are genera-
ted by robust control procedures. Two techniques for synthesis of robust controllers
based on linear matrix inequalities are presented and analyzed.

In the analysis of the proposed controllers, the robot model is considered to be
uncertain, in which the parameters belong to a polytope with known vertices. Some
examples are developed to demonstrate the efficiency of the proposed controllers.

Key-words: Modeling, Dynamic Model, Robust Control, State Feedback Lineariza-
tion, Linear Matrix Inequalities.
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Capitulo

Introducao

1.1 Historico

A robética é uma area da ciéncia e tecnologia caracterizada por relacionar-se fortemente com
as areas de mecanica, eletronica e computacao. No geral, essa area trata de sistemas compostos

or maquinas automaticas e controladas por circuitos eletronicos programaveis (Miyagi illani,
Originalmente, a area de robdtica desenvolveu-se baseada na necessidade de encontrar solu-
¢oes adequadas para necessidades técnicas tais como acesso a ambientes confinados, reabilitacao
de pacientes e sondas espaciais (Garcia et alJ, mﬂjl) Entretanto, a rapida evolugao e sofisticacao
atingida pela darea fomentou pesquisa em diversas outras areas, tais como a area industrial.

Essa tecnologia, hoje adotada por muitas fabricas e industrias, tem obtido de um modo geral,
éxito em questoes levantadas sobre a reducao de custos, aumento de produtividade e redugao
dos varios problemas trabalhistas com funciondrios, gerados principalmente pela realizagao de
trabalhos perigosos. Devido a esse éxito, estudos relacionados a robos tém alcancado grandes

desenvolvimentos nos tiltimos anos, veja por exemplo (I&MLSEMJ |_9_9_ﬂ MM,
1998 [Kalmar-Nagy et all, 2004; [Lages e Alved, 2006; [Lin et all, R00g).

O termo robd foi pela primeira vez usado pelo checo Karel Capek (1890-1938) numa peca de
teatro - R.U.R. (Rossum’s Universal Robots) - estreada em Janeiro de 1921 (Praga). O termo
robdtica foi popularlzado pelo escrltor de ficcao cientifica Isaac Asimov, na sua ficcao “I, Robot”
(Eu, Robéd), de 1950 , l Nesse mesmo livro, Asimov elaborou leis, que segundo

ele, regeriam os robos no futuro. Lels da robotica:

1. Um rob6 nao pode fazer mal a um ser humano e nem, por omissao, permitir que algum
mal lhe aconteca.

2. Um robo deve obedecer as ordens dos seres humanos, exceto quando essas contrariarem a
Primeira lei.

3. Um robo deve proteger a sua integridade fisica, desde que, com isto, nao contrarie a Pri-
meira e a Segunda leis.



2 Capitulo 1. Introdugao

A ideia de se construir robos comecou a tomar forca no inicio do século XX com a neces-
sidade de aumentar a produtividade e melhorar a qualidade dos produtos. E nessa época que
o robd industrial encontrou suas primeiras aplicacoes. O primeiro robo digital programavel foi
inventado por George Devol em 1954 e foi chamado de “Unimate”. O primeiro “Unimate” foi
instalado em uma fébrica da General Motors em 1960 na cidade de Trenton em New Jersey,
onde foi utilizado para elevar pecas de metal quente de uma maquina de fundicao. Atualmente,
devido aos intiimeros recursos que os sistemas de microcomputadores oferecem, a robdtica atra-
vessa uma época de continuo crescimento que poderd permitir a transformacao da ficcao de
robos inteligentes de décadas anteriores em realidade.

A robética tem possibilitado as empresas reducao de custos com o operariado e um significa-
tivo aumento na producgao. O pais que mais tem investido na robotizacao das atividades indus-

triais é o Japao, um exemplo disso observa-se na Toyota (lS.aJsai_fLAlm&aJ&al, |2£)£lﬂ) Porém ha um

ponto negativo nisso tudo. Ao mesmo tempo que a robdtica beneficia as empresas diminuindo

gastos e agilizando processos, ela cria o desemprego estrutural, que é aquele que nao é gerado
por crises economicas, mas pela substituicao do trabalho humano por maquinas. Ressalta-se

entretanto que ha alguns ramos da robotica que geram impacto social positivo, veja por exem-
plo robos bombeiros ,M), submarinos , é():;é) e cirurgides (I&lj&kiﬂ&l], |2Q1d),

que sao na realidade ferramentas para preservar o ser humano. Um rob6 pode ainda auxiliar

a reintegrar algum profissional que teve parte de suas capacidades motoras reduzidas devido a
doenca ou acidente e, a partir da utilizacao da ferramenta robdtica ser reintegrado ao mercado.
Apesar dessa controvérsia, é incontestavel a importancia do desenvolvimento cientifico dessa
area. Outras aplicagoes da robdtica podem ser encontradas na nanotecnologia (para a constru-
¢ao de nano robos a fim de realizar intervencoes em seres humanos de forma menos invasiva)

(Hill et al., M; Bqué, 21!1d; Swetha et all, 2!!1[1) e na producao industrial (os robos que sao

criados para producao e desenvolvimento de mercadorias) (M 1), 2010).

Apesar de ainda ser predominante o uso de robos de base fixa, ou robos manipuladores,
nas industrias, os robos de base mével, ou simplesmente robos méveis, estao cada vez mais
presentes, exercendo tarefas de transporte de pecgas (Wu et all, |20_1d), inspecao de plataformas
de perfuracao de petrdleo, inspecao de oleodutos, etc. A substituicao do trabalho do homem

na exploracao de locais perigosos, como aguas profundas, areas radioativas, crateras de vulcoes,
ambientes espaciais sao também exemplos de tarefas que podem ser exercidas por esses robos.
Inicialmente, os robos foram utilizados principalmente na area industrial, porém com o
avango tecnoldgico, os robds comecaram a ser utilizados para outros fins tais como lazer, ativi-
dades domésticas, etc. Nesse contexto, surgiram os robos moveis autonomos com a proposta de
realizar uma variedade de tarefas mais complexas que nao eram possiveis a seus antecessores.

1.2 Robdtica Modvel

A robodtica movel vem sendo objeto de estudo de varios pesquisadores devido ao uso em

varias aplicacoes (Kim et al., lZDLKj) No Brasil esse campo tem sido pesquisado por diversos
grupos. Veja por exemplo ' , ; Selvatici e QQSLaI, ; ' : |2£)D_d)
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Em varias situagoes o robo ¢é inserido em um ambiente, onde deve tomar decisoes para se
locomover de um ponto a outro, desviar de obstaculos, seguir objetos dentre outros. Para que
tais decisoes sejam tomadas, o robo deve ter o minimo de conhecimento sobre o ambiente ao

seu redor (Sujan et al., |2m)d; Eamdgpmbs_e_Misa;hdﬂ, IZDD_ﬂ) E necessario que o robo possua

comportamentos autonomos, visando atingir alvos estabelecidos, ao mesmo tempo em que desvia

de obstaculos.

Um robo movel autonomo necessita de mecanismos de locomogao que possibilitem o mo-
vimento pelo ambiente sem a necessidade de ser controlado pelo homem. Existe uma grande
variedade de movimentos que podem ser executados por um robo, e a escolha de um sistema de
locomocao apropriado é um aspecto importante para seu projeto.

lSjﬁgmH&_MLbﬁ.kh&d (IZDDAI) classificam os robos méveis em duas categorias, os acionados

por pernas e os acionados por rodas. A principal desvantagem da locomocao com pernas é a

complexidade no mecanismo do robd e consequentemente no seu sistema de controle. Os robos
dessa categoria sao geralmente mais lentos que os robos com rodas.

Os robo moveis com rodas sao bastante utilizados na robdtica por serem rapidos e de fa-
cil locomocgao e com uma mecanica de complexidade relativamente baixa, porém com dificil
adaptagao em certos terrenos. Por se mostrarem bastante eficientes e possuirem mecanismos
relativamente simples de serem implementados, as rodas tém sido o mais popular mecanismo
de locomocao.

Segundo[S.LegmaMMmr.@kh&ﬂ (IZM), as rodas podem ser classificadas em cinco categorias:

rodas padrao fixa; rodas padrao manobraveis; rodas castor; rodas esféricas e rodas omnidireci-

onais. Cada um desses modelos possui diferentes graus de liberdade. A geometria, quantidade
e disposicao das rodas sobre a base do robo sao responsaveis pelo seu grau de mobilidade, pela
sua capacidade de manobra e pela sua estabilidade.

As rodas padrao fixas possuem apenas um grau de liberdade, a rotacao sobre o eixo perpen-
dicular a sua superficie de maior area. Ao contrario das omnidirecionais, elas possuem restrigoes
de deslizamento lateral. Devido a essa restri¢ao, os robos diferenciais téem um grau de mobilidade
reduzido, nao podendo se deslocar em todas as dire¢oes sem mudar de orientacao.

Os robos omnidirecionais usam rodas que possuem rolamentos sobre a sua superficie de
contato. Esses rolamentos diminuem o atrito de deslizamento lateral da roda fazendo com que
essa passe a ter um grau de liberdade a mais. Um robo com pelo menos trés rodas desse tipo
pode se deslocar em qualquer dire¢ao, independentemente da sua orientagao.

Os robos méveis tém sido muito estudados nos ltimos anos, em particular, os robos méveis
terrestres, também conhecidos como AGV’s (autonomous ground vehicles). Os AGV’s sao
veiculos motorizados equipados com rodas e controlados por sistemas computadorizados que
operam sem intervencao humana.

A principal caracteristica de um robo mével é a sua capacidade de locomocao em um deter-
minado ambiente, sendo capaz de exercer tarefas individualmente ou em cooperagao com outros
robos. Em geral, essa locomocao é feita de forma autonoma. A autonomia e a cooperagao sao
caracteristicas que envolvem pesquisas nas areas de inteligéncia artificial, sobretudo no campo
de agentes autonomos e multi agentes. Segundo (@), a capacidade de locomocgao auto-
noma torna-se atrativa basicamente devido a dois fatores: necessidade de interacdo com um



4 Capitulo 1. Introdugao

ambiente pouco estruturado e necessidade de operacao sem supervisao.

A falta de estrutura do ambiente no qual, geralmente, um robo movel se encontra é prove-
niente do seu amplo espago de trabalho. Diferentemente dos robos de base fixa, o espago de
trabalho de um robo mével nao é limitado pelas suas caracteristicas intrinsecas. Em consequén-
cia disto, o ambiente de operacao é geralmente dinamico e desconhecido, aumentando portanto
a complexidade de navegacao do robho.

O objetivo principal da navegacao autonoma de robos é permitir que o robo navegue pelo
ambiente em seguranca, evitando a colisao com obstaculos, até alcancar uma ou mais posicoes
pré-estabelecidas no ambiente. O desenvolvimento de robos autonomos torna-se mais complexo
a medida que o conjunto de caracteristicas intrinsecas ao ambiente no qual esses estao inseridos
aumenta. Para a interacao em ambientes reais, o robo deve ter a capacidade de contornar
situagoes imprevistas e adaptar-se as mudancas. Uma das abordagens propostas para o problema
da navegacao autonoma de robos é dividir a navegacao em quatro etapas: representacao do
ambiente, planejamento, geracao e controle da trajetoria , )

Dentro do contexto de pesquisa e desenvolvimento de robos moveis, algumas organizagoes
foram criadas para fomentar o interesse nesse assunto. Um exemplo ¢é a Robocu. A Robo-
cup é uma competicao mundial que acontece anualmente. Visa o estudo e desenvolvimento da
Inteligéncia Artificial (IA) e da Robdtica, fornecendo desafios e problemas em que varias tecno-
logias e metodologias podem ser combinadas para obter os melhores resultados. Cada edi¢ao é
constituida por duas partes essenciais: as competicoes e o simpoésio. No simpédsio, que decorre
apOs as competicoes, sao apresentados e discutidos trabalhos cientificos da area. As equipes
participantes nas competicoes apresentam as solucoes desenvolvidas, sendo essa uma forma de
incentivar a continua evolugao de uma equipe, assim como o aparecimento de novas equipes ja
com boa qualidade. A primeira edicao ocorreu em 1997 em Nagoya no Japao, depois de se ter
organizado um pré-Robocup em Osaka no Japao para identificar possiveis problemas e dificul-
dades na organizacao desse tipo de evento a uma escala global. A iniciativa foi lancada pelo Dr.
Hiroaki Kitano (Kitano et alJ, |L9_9_ﬂ, |L9_9&a”ﬂ), um pesquisador na area da Inteligéncia Artificial
que se tornou o presidente e fundador da RoboCup Federation, com o objetivo de dinamizar a
evolugao da TA, em particular dos Sistemas Autonomos Multi-agente.

Inicialmente, o futebol foi a grande motivacao para o Robocup. O futebol é um esporte
bastante popular em quase todo o mundo, mas apresenta também desafios cientificos bastante
importantes, com problemas individuais (identificagao e localiza¢ao de objetos, dribles, chute,
etc.), e ao mesmo tempo, problemas coletivos (estratégia, passes, etc.). A existéncia de um
ambiente dinamico e de ser jogado contra um adversario cujo objetivo é exatamente o oposto
sao também aspectos que obrigam a uma grande sofisticagdo dos jogadores (robos). No Robo-
cupSoccer estao englobadas as competicoes de futebol robotico, nas suas variadas formas.

Nos tltimos anos, as competicoes de futebol de robos tém sido objeto de estudo de grupos de

pesquisa em diversas instituicoes de ensino em varios paises (Douret et alJ, |2J)1)j; Yoshimura et all,

; ; ; ,[ZDQd; bamualj, [201)_7_a|; LBﬁlnﬁw_Z_elm&lgzl, |ZDD§;
khliber.t&uhﬁ&ﬂ, M; lSmms_eL_alJ, |2M)}j), inspirando pesquisas em sistemas multi-agentes,

navegacao autonoma, fusao multisensorial, reconhecimento de padroes, visao em tempo real

!Para mais informacées consulte fwww.robocup.org
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e controle inteligente de multiplos robos. Essas competicoes foram propostas como um pro-
blema de benchmark com complexidade suficiente para desenvolvimento e comparacao de novos
métodos nos campos de inteligéncia artificial e sistemas multi robos.

Desde sua introducao para o campo de pesquisa em inteligéncia artificial, as competigoes
de futebol de robos tornaram-se uma ampla area de pesquisa. Essas competicoes apresentam
um ambiente real, dinamico e incerto, que exige respostas em tempo real de um time de robos,
que devem de forma autonoma trabalhar em cooperacao afim de derrotar a equipe adversaria

(Ighlmwﬂ, |2M).

A razao para tal popularidade vem da diversidade de desafios presentes nessas competigoes,

incluindo aprendizagem de maquina, sistemas multi-agentes, visao computacional, modelagem,
teoria de controle e dentre outras. FExistem varios tépicos a serem considerados e disciplinas
necessarias para a tarefa de construir uma equipe capaz de competir em campeonatos nacionais
e mundiais. Embora os principais topicos de investigagao sejam imediatamente evidentes, existe
uma distancia significativa entre a concepcao da ideia e ter todos os robos trabalhando em
conjunto.

Dentro das competicoes da Robocup, existem varias categorias, sendo que uma das mais
populares atualmente é a SSL - Small Size League da Robocup, também conhecida como F180.
Nessa categoria, dois times de cinco robos omnidirecionaisﬁ disputam uma partida com dois
tempos de dez minutos cada, sendo as regras semelhantes as do futebol humano. As dimensoes
dos robos devem estar de acordo com as regras da categoria F180, sendo que esses devem estar
contidos em um cilindro com 180mm de diametro e altura de 150mm.

Jogos de futebol entre robds constituem experiéncias reais e atividades de teste para o
desenvolvimento de robos inteligentes e que cooperam entre si para atingir uma meta. Esses
robos sao classificados como robos maéveis autonomos, dessa forma, pode-se utilizar das quatro
etapas de navegacao citadas na inicio desta secao.

Em uma partida de futebol, os dois times de robos moveis sao monitorados por uma camera
de video, que captura a imagem do jogo e envia para um computador para ser realizado o
processamento digital da imagem conforme Figura [T}

Apés o processamento da imagem, as posi¢oes dos robos e da bola sdo conhecidas (etapa
de representacdo do ambiente). O software residente no computador, deve entao, por meio
de algoritmos previamente implementados, definir qual a estratégia a ser utilizada (etapa de
planejamento) e entao gerar os sinais de comando (etapa de geragao de trajetéria) para serem
enviados aos robds através de uma rede sem fio (wireless). A ultima etapa, o controle de
trajetoria, é realizada através de controladores aplicados ao modelo matematico do robo e devem
garantir fidelidade na execucao da trajetéria gerada.

Nas teorias de controle classica e moderna, um passo importante para implementar o con-
trole de um processo é derivar o modelo matematico que descreve tal processo. O procedimento
para obtencao do modelo requer que se conheca detalhadamente o processo a ser controlado, o
que nem sempre é factivel se o processo é muito complicado. A qualidade do controle de um
processo esta diretamente relacionada com a qualidade do modelo obtido. Para desenvolvimento

2Esses robos recebem esse nome porque possuem rodas omnidirecionais. Essas rodas possuem rolamentos de
giro livre transversais ao eixo de rotagao normal, de forma a reduzir o atrito quando a roda é “arrastada”.
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Figura 1.1: Representagao do ambiente do futebol de robos. (Fonte: www.robocup.org)

de um modelo matematico que represente com fidelidade o comportamento do robo, varios as-
pectos devem ser levados em consideracao, principalmente aqueles relacionados a sua geometria.
Aspectos de caracter geométrico sao importantes pois possuem relagao direta com os modelos
cinematico e dinamico do robo. A forma como as rodas sao montadas no robo influenciam seu
deslocamento e podem gerar atrito em excesso, elevado consumo energético e até mesmo com-
prometer a locomog¢ao em determinadas direcoes se nao forem corretamente dispostas. Dessa
forma, para desenvolver o modelo matematico do robd, é necessario um estudo da influéncia da
disposicao fisica das rodas na periferia do robo de forma a construir um robo que melhore sua
capacidade de locomocao.

Neste trabalho, como em vasta literatura, percebe-se que o desenvolvimento de um modelo
e projeto de um controle para problemas de robotica movel passam pela utilizacao de equagoes

diferenciais nao lineares ([Slp_tin_ej_h', |l9_91|; |K.b.ali]|, |2£)Qj) Uma abordagem bastante utilizada

para o trabalho com sistemas nao lineares é a linearizacao, o que possibilita a aplicacao do

amplo conjunto de ferramentas existente para sistemas lineares , ) A linearizagao por
realimentacao de estados baseia-se na construcao de uma lei de controle que cancele de forma
exata as nao hnearldades do sistema, permitindo a imposi¢ao de uma nova dinamica linear
(- . Essa abordagem possui a vantagem de ser valida para grande parte do espago
dos estados, porem para o projeto de tal controlador é condicao necessaria o conhecimento dos
parametros e estados do sistema, o que nao ocorre na maioria das situacgoes reais. Quando houver
incertezas paramétricas ou de medicao, o cancelamento nao sera exato e o comportamento do
sistema ira diferir do desejado, podendo inclusive levar a instabilidade.

A linearizacao classica prevé a transformacao do sistema nao linear em uma cadeia de inte-
gradores na forma de Brunovsky, que sabidamente é pouco robusta a incertezas M, @)
Uma linearizacao por realimentacao de estados menos sensivel a variacoes paramétricas foi pro-
posta por (ICL‘JM, M) Nessa abordagem, os autores propoem que a dinamica nao linear
do sistema seja transformada em sua aproximagao linear em torno de um ponto através da

linearizacao por realimentacao de estados.

A incerteza que afeta um sistema pode ter sua origem nos erros de modelagem, nas variagoes
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paramétricas, nas incertezas sobre os parametros por causa da precisao, nas aproximagoes de
modelagem tais como linearizacao ou eliminacao de dinamicas elevadas. Sendo assim, é neces-
sario representar tais incertezas de maneira adequada, de acordo com a sua origem, a fim de
elaborar uma lei de controle que as leve em consideragao. A preocupagao com sistemas incertos

deu origem a Teoria de Controle Robusto thQJ.lﬁ_t_a.lJ, |19_9d)
Projetar controladores robustos para sistemas sujeitos a incertezas paramétricas tem sido

um dos principais objetivos da teoria de controle robusto multivaridavel nas ultimas décadas

, ). O termo robusto estd associado a capacidade do controlador em assegurar a
estabilidade e/ou desempenho do sistema tanto para o seu modelo nominal quanto para toda
familia de modelos que o representa.

Estabilidade é um requisito minimo em sistemas de controle. Na maioria das situacoes pra-
ticas, contudo, um bom controlador deve também garantir respostas temporais suficientemente
rapidas e bem amortecidas. Uma maneira comum para garantir uma resposta transitéria satis-
fatéria é a alocacao dos polos de malha fechada em uma determinada regiao no plano complexo.
Essa técnica é conhecida como alocacao regional de polos, em contraste com a alocacao exata
de polos, em que os polos sao enderecados a um local especifico no plano complexo.

Devido ao fato de que os sistemas reais sempre envolvem alguma incerteza, é natural a preo-
cupacao com a robustez do conjunto de polos que representa toda a familia de modelos gerados
pelas perturbagoes, isto é, é necessario saber se os polos permanecem na regiao especificada
quando o modelo nominal é perturbado.

O estudo de sistemas lineares com parametros incertos avancou muito nas tultimas duas
décadas gracas a técnicas de investigacao de dominios de estabilidade e de controle robusto

derivadas de funcoes de Lyapunov (Leite et aJJ, |201)_4]) A chamada estabilidade quadrética (EQ),
isto é, a existéncia de uma mesma funcao de Lyapunov, independente dos parametros incertos,
assegurando a estabilidade robusta do sistema para o dominio de incertezas considerado, foi
talvez o resultado mais importante da década de 80 (Barmish, |L9_8ﬂ) A partir das condicoes
de estabilidade quadratica, inimeros resultados de andlise, controle e filtragem robusta com

critérios como as normas Hs e Ho, puderam ser desenvolvidos (veja por exemplo ,
) e referéncias internas).

Essas condigoes, quase sempre formuladas em termos de desigualdades matriciais lineares (em
inglés, LMIs - Linear Matriz Inequalities), tornaram-se facilmente resolviveis numericamente

com o aparecimento de pacotes computacionais especializados (IG.a.hin&t&I_alJ, |l9_9j; lS_tllrmL
11999; Lofberg, 2004).

Embora a estabilidade quadratica seja especialmente adequada a andlise de sistemas incertos

com parametros variantes no tempo, os resultados obtidos podem ser bastante conservadores
em muitas situacoes. Varias extensoes tém aparecido na literatura para a andlise e sintese de
controladores para sistemas lineares incertos. Resultados menos conservadores tém sido obtidos

a partir de funcoes de Lyapunov dependentes de parametros (Feron et al., |19_9d; |G_a.hinet et all,
h&&d; |N£_td, |19_9Ej; |MQIi_<LKQkame, |20£)d) Em (ILﬁjI&_e_B;r_e&L |201)_d) trés condigbes para a exis-

téncia de um ganho de malha fechada robusto na forma de LMIs sao apresentadas. Além de um

ganho baseado na estabilidade quadratica e outro baseado em um sistema aumentado em que
usa-se uma funcao de Lyapunov dependente de parametros, os autores propoem uma condi¢ao



8 Capitulo 1. Introdugao

que utiliza um ntmero maior de equacoes e que gera um ganho de malha fechada dependente
de parametros.

Neste trabalho, o modelo matematico do robo F180 ¢é desenvolvido. O modelo proposto
apresenta a caracteristica de ser genérico, dessa forma, é possivel sua utilizacao em qualquer
robo omnidirecional de quatro rodas, bastando para isso ajustar seus parametros. Além disso,
um estudo detalhado para escolha da distribuigao angular das rodas é apresentado. O modelo
obtido é considerado como sendo incerto e as incertezas sao representadas na forma politopica
em que tanto a matriz dinamica do sistema quanto a matriz de entradas sao afetadas por essas
incertezas. Duas condicoes LMIs para sintese de controladores robustos sao apresentadas e apli-
cadas ao modelo nao linear do robo F180 submetido a uma linearizacao por realimentacao de
estados. A primeira condicao é baseada na estabilidade quadratica e a segunda utiliza um sis-
tema aumentado com funcao de Lyapunov dependente de parametros, conforme M7

). Varios exemplos numéricos sao desenvolvidos para demonstrar a eficiéncia dos métodos
empregados.

1.3 Proposta

Algumas questoes estao envolvidas no controle de trajetoria para robos moveis com rodas e
devem ser analisadas cuidadosamente.

Os aspectos mecanicos, elétricos e fisicos do robd sao relevantes para a formulacao das
leis de controle usadas no projeto do controlador de trajetéria, pois influenciarao nos modelos
dinamico e cinematico do robo. O numero de rodas e como essas serao dispostas na periferia
do robo, além de influenciarem no projeto mecanico e no desempenho dos controladores devido
a sua influéncia nos modelos cinematico e dinamico do robo, sao essenciais na estabilidade do
mesmo sobre sua superficie de contato. Além disso, na modelagem, assume-se que todos os
atuadores sao idénticos, no entanto, isso geralmente nao acontece, o que implica que o modelo
pode conter incertezas nos parametros. Essas incertezas podem influenciar na estabilizacao do
modelo, fazendo com que o robo torne-se instavel.

A proposta deste trabalho é o desenvolvimento do modelo matematico que descreva com
fidelidade o comportamento de um robo mével omnidirecional e a concepcao de um maédulo
de controle que faga que esse seja capaz de convergir para uma determinada trajetéria mesmo
na presenca de incertezas em seus parametros. Apresenta-se também uma contribuigao para o
posicionamento das rodas do robo F180.

1.4 Organizacao do Texto

Conceitos e defini¢oes relevantes para o desenvolvimento desta dissertacao, como o conceito
de rodas omnidirecionais e de linearizacao por realimentacao sao apresentados no Capitulo@l No
Capitulo Bl o modelo matemético do robo F180 é desenvolvido, incluindo o modelo cinematico
e o modelo dinamico da base mével com inclusao dos atuadores. Um estudo detalhado sobre a
distribuicao de aceleracao em funcao da distribuicao das rodas na periferia do robo é apresentado.
No Capitulo M, a técnica de linearizacao por realimentacao robusta é aplicada ao modelo do
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robo F180. O modelo linearizado é entao utilizado em uma topologia de controle do tipo
seguimento de referéncia, em que a sintese dos controladores é realizada utilizando condigoes
LMIs. Simulacoes realizadas no MATLAB sao apresentadas de forma a validar a qualidade dos
controladores propostos. Conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros sao apresentadas no
Capitulo
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Capitulo

Conceitos Preliminares e Definicoes

Este Capitulo apresenta uma breve revisao de literatura, em que itens relevantes para o
entendimento deste trabalho sao reproduzidos. Primeiramente, os tipos de modelo matematico
para robos acionados por rodas sao apresentados e suas diferengas sao destacadas. Em seguida
sao apresentadas técnicas para linearizacao por realimentacao de estados.

2.1 Locomocao de um Rob6é Modvel

A funcao mais basica de um robo movel é a sua locomogao, que geralmente é regida por um
planejamento de trajetoria e executada por uma estratégia de controle. Existem quatro etapas
que devem ser cumpridas por um robd mével autonomo para que essa funcao seja executada
com eficiéncia. Essas etapas estao bem definidas em niveis hierarquicos de abstragao, tendo no
nivel mais alto a representacao do ambiente, seguida da etapa de planejamento da trajetoria. No
terceiro e no quarto niveis se encontram, respectivamente, a geracao e o controle da trajetéria
conforme Figura 211

A
Nivel de

Representagdo do ambiente abstracao

Planejamento de trajetoria

Geragao de trajetoria

A 4

Detalhes Controle de trajetoria
do robo

v

Figura 2.1: Diagrama mostrando as etapas de representacao do ambiente, planejamento, geragao
e controle de trajetéria. (Fonte: (Erancd, 2006a))).

11
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A representacao do ambiente é a etapa de mais alto nivel. A sua funcao é mapear o ambiente
identificando os objetos nele contidos e suas respectivas localizagoes. Um ambiente pode ser
estatico, se suas caracteristicas nao mudam com o tempo, ou dinamico, caso contrario.

O planejamento da trajetéria depende explicitamente do ambiente no qual o robo esta inse-
rido e da tarefa a ser executada por ele, podendo ser considerados alguns critérios como menor
gasto de energia na execucao da trajetéria, caminhos com menor nimero de obstaculos, menor
distancia entre uma posicao de origem e de destino, tempo de execucao do trajeto e diversos
outros critérios que dependem do objetivo a ser alcancado. Em (I&lr_wwﬂ, M) ¢é apre-
sentado um algoritmo para planejamento de trajetérias para agentes autonomos de forma a

garantir trajetorias com desvio de obstaculos em tempo real.

Uma vez planejada, a trajetéria deve ser construida pela etapa de geracao de trajetoria,
por meio de uma interpolagao polinomial ou por fungoes continuas. O grande desafio dessa
etapa é encontrar polinomios interpoladores continuos ou um conjunto de funcgoes continuas
que constituam, com fidelidade, a trajetoria plane]ada m, ). Pode—se apontar alguns
trabalhos dentro desse escopo: em

¢ abordada a técnica de geracao de trajetoria por fun(;oes Splme Egerstedt e Martin (Ijﬂj

apresentam uma técnica baseada em controle étimo para geracao de trajetérias por fungoes
splines suaves; MM (IZDLHJ Garrido et all (lZDLﬁ) utilizam redes neurais para geracao

de trajetoérias; dZDDEz]) propoe uma técnica de geragao de trajetoria por curvas para-

metrizadas através da técnica B-Spline com a utilizacado de um algoritmo para o ajuste da
curva. Em (Arantes et al., @)D_d), é desenvolvimento de um sistema de navegacao baseado em
automatos celulares e no algoritmo de propagacao Wavefront.

A geracao da trajetoria constréi um caminho que deve ser rastreado pelo robo. O comporta-

mento desse rastreamento ¢é funcao da etapa de controle de trajetéria. Nessa etapa, caracteris-
ticas como a dinamica do robo e de seus atuadores, bem como a sua cinemaética e as restricoes
cinematicas do seu sistema mecanico de locomocao devem ser levadas em consideracao. Exem-

los de trabalho sobre controle de trajetoria de robos méveis podem ser encontrados em Reis
M) que implementa controladores robustos para o rastreamento de trajetoria e Oubbati
) que aplica um controlador adaptativo para o controle de robos méveis. Podem ser en-
contrados em alguns trabalhos o uso de controladores adaptativos baseados em redes neurais

(Nelson, 11989; [Yang et al, [1998; Oliveira, 2001; [Gu e Hu, 2002; Gomes, 2006).

O nivel de menor abstracao, o controle de trajetéria, tem como objetivo manter o robo sobre

uma trajetoria de referéncia. E necessario, nesse nivel, conhecer detalhes sobre os aspectos
mecanicos, geométricos e elétricos do robo e de seus atuadores, formulando os seus modelos
dinamico e cinematico e, com isso encontrar as leis de controle que facam o robo convergir para
a trajetoria desejada através de sinais elétricos enviados para seus atuadores.

Segundo @ ), os modelos para robos acionados por rodas podem ser divididos em

quatro tipos:

e Modelo cinemético de postura;

e Modelo cinematico de configuragao;
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e Modelo dinamico de postura;
e Modelo dinamico de configuracao.

Os modelos cinematicos descrevem o robo em funcao da velocidade e orientacao das rodas,
enquanto os modelos dinamicos descrevem o robo em funcao das forgas generalizadas aplicadas
pelos atuadores, por exemplo, torques nas rodas. Alguns trabalhos encontrados na literatura
(Bloch et all. [1999: Kolmanovsky e McClamroch, 1995 Murata e Hirosd, [1993: Huang et al.

; j 0 , bﬂﬂd) descrevem o robo em coordenadas cartesianas e utilizam apenas

?

um modelo cinematico de postura, no entanto, um grande niimero de autores considera também

o modelo dinamico nao linear (IXam.amQtQj_Ylld, |J_9_9_4]; Mambm_aﬂ, |l9_9_§; bamﬁr_ei_alj,
|201ﬂ|; Williams et, aJJ, M; lSMdﬂ_eijl, Imﬁ; M, m; |CM_€I&1_J, M; Mﬁjﬁﬂ,

Os modelos de postura consideram como estado apenas a posicao e orientacao do robo,

enquanto os modelos de configuracao consideram além da postura outras variaveis internas,
como deslocamento angular das rodas. Do ponto de vista de controle da posicao e orientagao
espacial do robo, apenas os modelos de postura sao necessarios.

A Figura mostra a interacao entre as trés ultimas etapas apresentadas na Figura@2Tle o
robo.

Parametros Posicoes
i da trajetoria de referéncia
Planejamento| gesejada Gerador + Controlador

de de
trajetoria trajetoria

de
trajetoria

\4

Posicoes
do robd

Figura 2.2: Interacao entre as etapas de planejamento, geracao e controle de trajetéria e o robo

maével. (Fonte: , ))

O projeto de controladores para sistemas nao lineares com incertezas paramétricas, tal como

manipuladores robdticos e robos moveis, ¢ um problema de dificil solucao i ,
). Essas incertezas podem ser geradas devido as mudangas drasticas na operagao de tais
sistemas, o uso de modelos simplificados ou imprecisao na medi¢ao de determinados parametros.
Como a maioria dos sistemas fisicos sao naturalmente nao lineares, existe definitivamente uma
necessidade de compreender e controlar esses sistemas. Para esse fim, algoritmos computacionais
desenvolvidos com base na teoria de controle nao linear ou técnicas capazes de linearizar esse
sistema de forma a utilizar controladores lineares sao de interesse especial no controle moderno.
O projeto de tais controladores consiste de duas partes:(i) modelagem matemética e analise

de estabilidade, (ii) desenvolvimento de algoritmos capazes de reduzir tais incertezas. A primeira
parte trata de realizar uma analise tedrica e de estabilidade com base na teoria de controle nao
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linear. A segunda diz respeito ao projeto do controlador, desenvolvimento de algoritmos e
implementagao.

Existe um interesse especial no desenvolvimento de modelos mateméaticos que descrevam o
comportamento de robos e na implementacao de algoritmos capazes de controla-los. Um dos
principais objetivos das pesquisas no campo da robdtica moével é o desenvolvimento de plata-
formas méveis que operam em ambientes povoados. Para muitas tarefas é, portanto, altamente
desejavel que um robo possa acompanhar as posicoes de objetos em movimento em seu redor.

Em muitas situacoes é necessario que tais robos sejam capazes de identificar e seguir algum
objeto. Essa técnica é conhecida na literatura como rastreamento, do inglés tracking. O rastre-
amento de objetos é amplamente utilizado em aplicacoes de robdtica (Schulz et al., M) Para
o rastreamento de objetos é, portanto, necessario conhecer sua trajetéria. O planejamento de

trajetoria tem recebido grande atencao por parte dos pesquisadores, pois seu desenvolvimento
estd diretamente relacionado com a maior autonomia dos robos. A complexidade do problema
de planejamento de trajetéria tem motivado o desenvolvimento dos mais diversos algoritmos.
O progresso da pesquisa nessa area tem permitido o uso de robos méveis em diversas situagoes,
tais como aplicagoes domésticas, automotivas e de exploragao, dentre outras, fazendo com que
as interagoes entre um robo e um alvo a ser rastreado aumentem, levando a trajetérias mais
complexas que nao podem ser rastreadas por modelos simples, pois os robos agem sobre os alvos

alterando sua posicao e velocidade (Kwok e FQQ, 2004).

Um algoritmo de planejamento de trajetéria é projetado para determinar o caminho que
leva um objeto mével (robo) de uma configuracao inicial até uma configuracdo determinada
(objetivo), evitando configuragoes indesejadas (obstdculos) nesse caminho. Uma das técnicas de
planejamento de trajetéria conhecidas na literatura é a que utiliza campos potenciais virtuais

nos obstaculos e destino Mﬁq’ﬂ, M) Outras se baseiam no mapeamento do ambiente e
subsequente procura pelo melhor caminho até o alvo. Em qualquer situacao pode-se procurar um

caminho que maximize ou minimize determinada quantidade, como tempo, energia, aceleragao e
assim por diante. No entanto, é desejavel que o robo desvie de obstéculos e simultaneamente seja

capaz de executar outras tarefas. |Zi (|29_0§) apresentam uma variacao da técnica
RRT - Rapidly Exploring Random Trees de forma a melhorar a integracao entre o desvio de
obstaculos e a execucao de estratégias de jogo para robos moveis jogadores de futebol. Isso
torna o planejamento de trajetérias e o rastreamento de objetos funcoes complementares que
podem aumentar a autonomia dos robos.

O planejamento de trajetérias pode ser estatico ou dinamico, dependendo da forma pela qual
a informacao sobre o obstaculo esta disponivel. Em um problema estatico, toda a informagao
sobre o obstaculo é conhecida a priori e o movimento do robo é estabelecido a partir dessa
informacao. No planejamento dinamico, somente uma informacao parcial sobre os obstaculos
estd disponivel. Para alcancar o alvo estabelecido, o robd planeja a trajetéria baseado na
informacao disponivel. Conforme o robo segue seu percurso, descobre mais informagoes sobre os
obstaculos, o que possibilita um novo planejamento do percurso. Nas competicoes da Robocup,
considera-se o planejamento dinamico em um ambiente nao estruturado, de forma que o robo
nao tem informacao sobre todo o espaco de trabalho e a trajetéria a ser rastreada é estabelecida
em funcao da informacao obtida on-line do sistema de visao computacional sobre a presenca de
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obstaculos em seu percurso. Para o rastreamento de um objeto em movimento, é necessario o
conhecimento de alguns de seus parametros tais como posicao, velocidade e aceleracao, e para
tal, podem ser utilizadas técnicas de identificacao de sistemas para estimacao de tais parametros.

O problema de estimacao de posicao de objetos méveis tem se tornado um importante pro-
blema na robodtica movel. Ao longo do ultimos anos, varios robos moveis tém sido implemen-

tados em ambientes povoados como edificios de escritorio dAua‘s_eies_tH, |19_9ﬁ; |ASQh£_t_aL|,
|_LQ91|; LHQts_wil]L |_L99j; lSimm_cmuLalJ, |;L9_9_Z|) supermercados (IE_udms_eL_alJ, |_‘L9_9§), hospitais
(Engglbergﬁﬂ, |L‘l9j) e museus (Burgard et all, M; Thrun et alJ, |L(19ﬁ) Nesse contexto, sur-

giram os robos moveis autonomos com a proposta de realizar uma variedade de tarefas mais

complexas. O conhecimento da posicao e velocidade de objetos moveis pode ser utilizado de
varias formas para melhorar significativamente o comportamento de tais sistemas. Por exemplo,
essa informagao permite que o robo adapte sua velocidade para a velocidade do objeto em movi-
mento. Ser capaz de distinguir um objeto estatico de um objeto mével pode também melhorar
o desempenho, uma vez que isso possibilita que o robo melhore sua habilidade de desviar-se de
obstaculos em situacoes nas quais a trajetoria do robo cruza com a trajetéria de um objeto em

movimento (II&dQMlJ, |l99j)

Diversas técnicas tém sido empregadas no intuito de estimar a posicao e velocidade de objetos

moveis. Veja por exemplo ([Takaba et alJ, M) em que é apresentado um método para compen-
sacao de incertezas do modelo utilizando redes neurais multi camadas incorporadas a um filtro

de Kalman. Em (Vaidehi et all, [291)_1]), a capacidade adaptativa do filtro de Kalman é melhorada

com o auxilio de redes neurais para rastreamento de multiplos objetos. (IthLa_e_AggaImllJ,

) apresentam um método para rastreamento de objetos em movimento em ambientes ex-
ternos, em que um rastreamento robusto é alcancado utilizando a fusao de caracteristicas e
multiplas cameras. A trajetoria obtida de cada camera é incorporada através da aplicacao de
um filtro de Kalman estendido.

Loebis et al. (IZD_OAJ) descrevem a implementacao de um sistema de navegacao inteligente
baseado na integracao de informagoes vindas de um sistema GPS - Global Positioning System

e de sensores de um sistema de navegacao inercial. A fusao dos dados do GPS e dos sensores
é realizada através de um filtro de Kalman simples e de um filtro de Kalman estendido. E
destacado o uso de técnicas de logica Fuzzy para a adaptacao das condigoes iniciais de ambos
os filtros implementados devido a possiveis alteragoes nas caracteristicas de ruido dos sensores.

Martins et all (IZDDQ) elaboraram um controlador adaptativo para guiar um robo movel
do tipo monociclo. A estabilidade do sistema é analisada utilizando a teoria de Lyapunov.
MSQI (IZD_O_d) consideram tarefas nas quais os robos agem sobre um alvo que é visual-
mente rastreado, tal como chutar uma bola ou empurrar um objeto. Os autores introduzem

uma forma de incorporar o modelo de interacao entre o alvo e o robo ao algoritmo de rastre-

amento de forma a aumentar o desempenho do rastreador. Sadhu et al) (IZDQd) iuantiﬁcam

a robustez relativa de algumas variagoes de filtro de Kalman para rastreamento.

) apresentam uma nova forma de utilizagao de filtro de Kalman estendido associado com
légica Fuzzy. Sua principal diferenca em comparacao com outros filtros de Kalman comumente
tratados na literatura que utilizam a légica fuzzy é que, nesse filtro proposto, a logica fuzzy
estd incluida na definicao das variaveis, representando sua incerteza utilizando distribuicoes de



16 Capitulo 2. Conceitos Preliminares e Defini¢oes

possibilidade, em vez de distribuicoes de Gauss.

Em (Liu et al., M) é apresentado o projeto de um controlador nao linear para um robo
movel omnidirecional. O controlador consiste de um controle baseado na cinematica e outro
baseado na dinamica, os quais foram projetados usando o método de controle por linearizagao
de trajetéria baseado no modelo dinamico nao linear do roboé. Purwin e Andrea (IZDDd) descre-

vem um algoritmo para calcular trajetérias quase-6timas com o minimo tempo para veiculos

omnidirecionais com quatro rodas.

Desde sua introducao, as competicoes propostas pela Robocup tornaram-se de grande rele-
vancia em inteligéncia artificial, uma vez que possuem varias caracteristicas encontradas em
outros problemas reais de grande complexidade. Exemplos desses problemas sao: sistemas de
automacao robotica que podem ser vistos como um grupo de robos em uma tarefa de montagem
(M lselng| ill

missoes espaciais com varios robos (IT_am.bA, ; , ).

, ; ) IZDﬂd), tarefas de transporte em grupo (Nouvan et al., IZDD_d) e

Durante uma partida de futebol de robos, um dos pontos de maior influéncia na qualidade
do jogo é o passe de bola entre os robos. O passe de bola é uma habilidade elementar e
frequentemente utilizada em partidas de futebol humano, porém, para uma partida de futebol
de robos se torna um tanto quanto complexa, uma vez que diversos fatores podem influenciar
no jogo, como restricoes cinematicas do robo, atrito com a superficie do campo, atraso no
recebimento de comandos, incertezas paramétricas e a propria dinamica do rob6. Em ,
) é desenvolvido um estudo de técnicas para passe de bola entre robos jogadores de futebol.

Identifica-se, através das competicoes da Robocup, que um controle preciso de trajetoria
para o robd é um dos pontos chaves para o bom desempenho das equipes. O controlador de
trajetorias, deve garantir através de um controle em malha fechada que o caminho criado seja

seguido (Kalmar-N 1., M) Desde que esses robos irao trabalhar em um ambiente

dinamico, o seguimento de trajetorias deve ser capaz de controlar o robo de forma a seguir o

caminho previamente criado pelo planejador de trajetorias.

Nos tltimos anos, a maioria das pesquisas sobre robos méveis omnidirecionais concentram-se
em projeto mecanico e analise dinamica (Liu et all, M) A modelagem dinamica e controlado-
res precisos para seguimento de referéncia tém sido cuidadosamente estudados. Muitos modelos

dinamicos assumem que os motores sao ideais e que o torque desenvolvido pode perfeitamente

responder aos comandos enviados ao robo (Ith_e_KimL |20Q].|) Contudo, as limitacoes dinami-
cas dos motores como também incertezas em seus parametros podem afetar o comportamento
do robo, especialmente quando o robo é acelerado ou desacelerado. Em (IMM@&_&&L M;

nabe, |L99ﬂ) ¢é apresentado o desenvolvimento do modelo dinamico de um robo omnidireci-

onal, e vérias estratégias de controle sao analisadas. Em (Iﬂlaiaﬂab_e_elﬁﬂ, |lﬂ9ﬂ), controladores

PI e PD baseados no controle de aceleracao sao desenvolvidos. J& , ) apre-

senta um controlador PID e um controlador fuzzy. Em (IHlLangﬂ_a.lJ, ), um controlador
PID baseado no controle de aceleracao é investigado. Tal controlador considera apenas o mo-
delo cinematico do robo e, além disso, apenas uma trajetoria em linha reta e uma circular sao
testadas.



2.2. Rodas Omnidirecionais 17

2.2 Rodas Omnidirecionais

Rodas omnidirecionais tém se tornado populares em robos moéveis por permitirem movimento
em linha reta de um ponto inicial até outro ponto sem ter que rotacionar primeiro. Além disso,
movimentos de translacao através de qualquer caminho desejado podem ser combinados com
rotacao de forma que o robo chegue ao destino com o angulo correto.

As rodas omnidirecionais sao todas baseadas no mesmo principio. Enquanto a roda fornece
tracao na direcao normal ao eixo do motor, essa pode deslizar sem atrito na direcao do eixo
do motor. A roda é construida usando rodas menores montadas ao longo da periferia da roda
principal conforme Figura 2.3} Esse tipo de roda é empregado neste trabalho.

Figura 2.3: Modelo de roda omnidirecional utilizada pela equipe 5DPO. (Fonte: (M],
lﬁ@))

Duas ou mais rodas omnidirecionais sao usadas para conduzir o robo. Cada roda prove tracao
na direcao normal ao eixo do motor e paralela ao piso. As forcas somadas geram movimentos
de translacao e rotagao. As rodas podem mover o robo para qualquer direcao, mas como elas
estao localizadas em sua periferia, elas também podem rotacionar sua estrutura. Configuracoes
populares de robos da F180 usam trés ou quatro rodas, veja por exemplo, as Figuras [2.4] e
respectivamente.

diferenca entre a forma construtiva adotada pelas equipes competindo na liga SSL ,
lﬁ)ﬂé; locchi et al., IQJM) é que algumas utilizam trés rodas, enquanto outras utilizam quatro.
Embora os sistemas baseados em trés rodas sejam mais simples do que os de quatro, principal-

Qualquer robo com trés ou mais rodas pode ser projetado para ser omnidirecional. A %rande

mente em termos mecanicos, os robos com quatro rodas apresentam outras vantagens. Mantendo
o mesmo tipo de motores, possuem maior aceleragao, maior velocidade e melhor aderéncia ao
piso. No entanto, essas vantagens sao obtidas a custa de maiores custos de equipamentos e
maior consumo energético. As vantagens em termos de aceleracao e velocidade sao também
dependentes de fatores como o tipo de rodas utilizadas e os atritos presentes em todo o sistema.
A solucao étima para utilizacao de robos omnidirecionais de trés ou quatro rodas depende de
diversos fatores. Dessa forma, o ponto a partir do qual se torna vantajosa a utilizacao de quatro

rodas nao é claro e merece um estudo aprofundado (Oliveira et al.', IZODﬁab

Existem duas razoes principais que favorecem o uso de quatro rodas para as competicoes

da Robocup. Uma delas é que mais motores significam mais torque, consequentemente mais
aceleragao, o que é altamente desejado em um jogo em que os robos podem atravessar o campo
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Figura 2.4: Robo F180 com trés rodas omnidirecionais. (Fonte: (Carter et all, |20Q1|))

Figura 2.5: Robo F180 com quatro rodas omnidirecionais. (Fonte: (Rojas e Férster, 2006)).

em pouco mais de um segundo. A outra é o fato de que com trés rodas, movimentos para
algumas direcoes possuem significantemente menos aceleragao do que em outras, o que leva
a mais restrigoes quanto ao posicionamento das rodas. Essas restri¢oes tornam-se ainda mais
evidentes uma vez que as rodas nao sao as unicas partes a serem montadas na periferia do robo.
Mecanismos de chute e drible também sao necessarios como pode ser visto nas Figuras 2.4 e 2.5

Variacoes nos angulos de disposi¢ao das rodas implicam em variacao na distribuicao de
torque dos atuadores, o que pode restringir os torques maximos totais (somados entre todos
os atuadores) para determinadas dire¢oes de translacao. Esse aspecto serd investigado neste
trabalho e estd apresentado na Secao
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2.3 Linearizacao por Realimentacao

2.3.1 Introducao

Um dos métodos mais difundidos para o controle de um sistema nao linear consiste em
projetar um controlador linear para a aproximacao desse sistema em torno de um ponto de
operacao e, a seguir, aplica-lo diretamente ao sistema nao linear (IlLra@, IZDD_GH) A principal
vantagem desse método é de poder utilizar qualquer uma das diversas técnicas de sintese de

controladores da teoria de sistemas lineares, que é mais simples e mais conhecida que a teoria
de sistemas nao lineares. Por outro lado, uma grande desvantagem desse método é que a
aproximacao linear do sistema é valida em uma regiao limitada em torno do ponto de operacgao
e, durante o seu funcionamento, o estado do sistema pode se afastar consideravelmente dessa
regiao. Nesse caso, o sistema apresenta um comportamento diferente do esperado, o que pode
reduzir a eficdcia do controlador. A ideia da linearizacao por realimentacao surgiu como uma
maneira de contornar esse problema.

A linearizacao por realimentacao é uma técnica difundida na area de controle nao linear

(Ell’;zgusseﬂ, |21)1H|) Essa técnica tem por base gerar um sinal de controle que seja capaz de
cancelar nao linearidades presentes em um sistema que pretende-se controlar, ao qual, aplicando-
se um mapeamento, conhecido como difeomorfisma] (veja definigao Pl extraida de

)), obtém-se um sistema linear.

I

Definigao 2.1 (Difeomorfismo) A aplicacao ¢ : Q@ — R", na qual Q2 € um conjunto aberto
de R", é denominada um difeomorfismo se ¢ *(x) eviste e se ¢(x) e ¢~ (x) sdo diferencidveis
e continuas em ). Se, adicionalmente, Q) = IR", entdo ¢(x) é um difeomorfismo global.

No sistema linearizado é possivel a aplicacao das técnicas de controle linear, que sao bem
difundidas e consolidadas na literatura. O diagrama mostrado na Figura ilustra o principio
de funcionamento dessa técnica.

T(_Q Controle vt > u(tl Sistema L c
Linear | = ale)+ Bl | Nao Linear || #) 1
r Malha de Linearizacao

Sistema Linearizado

Malha de Controle

Figura 2.6: Diagrama mostrando duas malhas de realimentacao. A malha interna lineariza o
sistema e a malha externa aplica um controlador sobre o sistema linearizado.

Nesse método, existe uma primeira malha de realimentacao que transforma o sistema nao
linear em um sistema linear e, entao, uma segunda malha com um controlador linear que atua
sobre a primeira malha. Evidentemente, em relacao ao método mencionado anteriormente,

'Pode-se entender difeomorfismo como uma generalizacio do conceito de transformacéo de similaridades para

sistemas lineares (Isidord, [1989).
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mantém-se a vantagem de utilizar uma técnica de sintese linear para o projeto do controlador.
Além disso, a desvantagem é eliminada, pois realiza-se uma transformacao exata do sistema nao
linear em um sistema linear ao invés de uma simples aproximacao.

Na Figura 2.6 r(t) é a referéncia de controle, u(t) representa a lei de controle linearizante,
tratada aqui também como transformacao de entrada, ¢(x) representa o difeomorfismo, tratado
também como transformacao de estados, x sao os estados do sistema nao linear, z sao os estados
do sistema linearizado e v(t) representa uma nova entrada de controle para o sistema linearizado,
que é projetada utilizando as técnicas de controle linear.

A realimentacao linearizante é projetada através do cdlculo de uma transformacao de estados
(difeomorfismo) e uma transformagao de entrada. O difeomorfismo é calculado para que o
sistema nao linear seja transformado em um sistema, também nao linear, porém com as nao
linearidades diretamente relacionadas as entradas de controle. Entao uma transformacao de
entrada é calculada para cancelar as nao linearidades e prover uma nova entrada de controle
para o sistema linearizado.

Na literatura existem duas abordagens da realimentagao linearizante. A primeira, denomi-
nada linearizacao por realimentacao classica, desenvolvida no inicio dos anos 80 em trabalhos

como , ). Esse é atualmente um método bem conhecido, apresentado em muitos
livros didaticos de controle nao linear como (Ilaidm_d, |_L9ﬁd; |N1,1m9_u£_d, |19_9d; lSthine_er, |l§l9_l|;

Khalil, ) Nesse método, o sistema nao linear é transformado em um sistema linear na
forma canonica de Brunovsky, que corresponde a cadeias de integradores. Apesar de permitir o

projeto de um controlador linear, essa forma apresenta um inconveniente, pois é extremamente
sensivel a variagoes de parametros, além de nao ter nenhuma semelhanca com o sistema origi-
nal. Exemplos de utilizacao desse método sao dados em (IQ_‘mmi_e_Lagﬁé, |29_0j; [S_er_tand, m;
Frgii;aé, m; |Bml, M) A segunda abordagem, denominada linearizacao por realimentacao
robusta, foi proposta em 1£111ﬂlard|, M) com o objetivo de obter maior robustez para o sistema
controlado. Nesse método, o sistema resultante, apds a transformacao, corresponde a aproxi-

macao linear do sistema original em torno de um ponto de operacao. Essa caracteristica traz
vantagens, pois mantém informacoes do sistema original. Assim, o comportamento do sistema
linearizado resultante é semelhante ao comportamento do sistema original, o que implica em
maior robustez do sistema em malha fechada, pois, em caso de variagoes de parametros e/ou
incertezas de modelo nao estruturadas, os dois sistemas apresentam respostas semelhantes. Por-
tanto, as propriedades atribuidas ao controlador linear sao conservadas quando ele é associado

a linearizacao por realimentacao robusta e aplicado ao sistema nao linear. Em (IELa.n_(ﬂ, |20£)_6_H;
El’yQusseﬂ, M) podem ser vistos exemplos de aplicagao dessa técnica.

Naturalmente, a aplicacao de ambas as técnicas possuem restrigoes. Necessita-se uma mo-

delagem que represente precisamente o comportamento dinamico do sistema nao linear, uma
vez que a partir da modelagem sera sintetizada uma lei de controle que cancelard as nao linea-
ridades; porém, podem existir perturbacoes paramétricas. A existéncia de um difeomorfismo é
restringida pela necessidade do sistema nao linear atender as condigoes necessarias e suficientes
que garantam que ele seja linearizavel pela realimentacao, ao menos em uma regiao do espaco
de estados. Outra restricao é a necessidade de acesso a informacao de todos os estados, que
representam grandezas utilizadas na modelagem dinamica do sistema, para implementacao da
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lei de controle.

2.3.2 Formulacgao do Problema para Linearizagao por Realimentacao

Seja o sistema nao linear afim na entrada com n variaveis de estados e m entradas descrito
pela equagao de estados

= f(z) +g(@)u=f()+ > g@)u;, (2.1)
i=1
com z € IR" representando o estado, u € IR™ a entrada de controle e f(x), gi(x),..., gm(x)
campos vetoriais suaves definidos em um subconjunto aberto de IR". Assume-se que o estado x
¢ conhecido e que o ponto de equilibrio seja xg.
O objetivo da linearizacao por realimentacao é encontrar uma transformacao de coordenadas
dada por um difeomorfismo ¢(z) tal que

z = gﬁ(l’), (2‘2)

com z € R", e uma realimentagao de estados

u(z,w) = ax) + B(z)v, (2.3)

sendo v € IR™ a nova variavel de controle, que permitam transformar o sistema (21I) em um
sistema linear na forma

2 = Az + B, (2.4)

na qual (A,B) é um par controldvel.
A linearizacao por realimentacao é implementada conforme o diagrama de blocos mostrado
na Figura 2.6l Assim, o sistema visto de v a z é linear e pode ser tratado como tal.
Inicialmente, é necessario definir as condig¢oes que o sistema ([Z1]) deve satisfazer para que
possa ser linearizado por realimentagao. Essas condigbes sdo apresentadas na Segao 2233

2.3.3 Condicoes para Linearizacao por Realimentacao

Antes de seguir com a apresentacao das condicOes necessarias e suficientes para linearizacao
por realimentacao, serd introduzido o conceito de grau relativo para sistemas nao lineares. De
forma simplificada, o grau relativo é definido como o niimero de vezes que é necessario derivar a
saida do sistema para atingir a entrada de controle (veja definigao extraida de ,

1991))).

Definicao 2.2 (Grau Relativo) Seja o sistema ndo linear:
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em que x € R" representa os estados, u € IR™ € a entrada de controle, y € IRP € a saida
e f(x), gi(x),....gm(x), h(x) sdo campos vetoriais suaves em um subconjunto aberto de IR".
Cada saida hj(x) tem grau relativo r;, se:

Lohj(x) = Lo Lihj(x) = ... = Lo LY hy(x) =0 Vi€ [lm] (2.6)

e se exwiste pelo menos um i tal que:

Ly L7 hy(x) # 0. (2.7)

O sistema ndo linear (2.3) tem grau relativo r =1y + ... 4+ 1.

De acordo com a defini¢ao[2.2] o sistema (2.]]) tem grau relativo r em um ponto de equilibrio,
xg, se for necessario derivar r vezes a saida y para que entrada u apareca no equacionamento.
A seguir defini-se distribuicao e involutividade. Essas defini¢oes foram extraidas de ,

2006H).

Definigao 2.3 (Distribuigao) Uma distribui¢cio D em uma variedade M é uma func¢ao que
atribui a cada p € M um subespago linear D(p) do espago tangente T, M.

Definicao 2.4 (Involutividade) Uma distribuicio D ¢é chamada involutiva se [X,Y] € D
sempre que X eY sao campos vetoriais de D.

Sejam as distribuigoes Gy C G C ... (G, associadas ao sistema nao linear (2.1]) e construi-
das de acordo com

Gi:span{ad'}gj:nggz’,lgjgm}, 0<i<n-—1,

em que adsg = [f,g] representa o colchete de Lie, conforme defini¢ao [A.4] apresentada no apén-

dice [Al

Assume-se que as distribui¢oes G; satisfazem as hipoteses:
e (H1) Cada uma das distribuigoes G;, para 0 < i < (n — 1), tem dimensao constante ao
redor de z,

e (H2) Cada uma das distribui¢oes G;, para 0 < i < (n — 2), é involutiva e

e (H3) A distribuigao G,,—; tem dimensao n.

Conforme m, @), se as distribuicoes Go, Gy, - , G, _1 satisfazem as hipéteses H1,
H2 ¢ H3, entao existem fungoes escalares A\ (x),- -, Ay (x) definidas em uma vizinhanca U de

xg, de graus relativos ry,--- ,7,,, com r| + -- -+ 1, = n, tais que:

e para todo i € [1,m], todo j € [1,m] e todo = € U
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Lo (@) = Lo Lyhy(w) = - = L, L7 Ny () = 0.

e A matriz F(z) dada por

Lo, £57UN - L, £
E(xr) = : : : (2.8)
Lo LY Ny o Ly, L5 VN,
¢ nao singular para todo x € U.
O vetor A(z) formado pelas fungoes Ai(x), -+, Ay (z) na forma
A ()
Az) = : (2.9)
Am ()

¢ escolhido como a saida do sistema (2.1]), resultando no novo sistema

& = fl@)+g(r)u=flz)+ Zgi(iv)ui, (2.10)

y = AMx).

Esse sistema possui m entradas e m saidas, sendo por isso chamado um sistema quadrado.

Se as distribuicoes Gy, Gy, - - - , G,,_1 satisfazem as hipéteses H1, H2 e H3, entao o sistema
nao linear (2.I0)) ¢ linearizavel por realimentagao.

Tendo definido as condi¢oes para que um sistema seja linearizavel, passa-se a apresentacao
dos métodos de linearizagao por realimentacao classica e de linearizacao por realimentacao
robusta.

2.3.4 Linearizacao Classica

Ao aplicar a técnica de realimentagao linearizante cldssica ao sistema (Z10), tem-se como
objetivo obter uma transformacao de estados (difeomorfismo) e uma transformacao de entrada
que linearizem esse sistema, colocando-o na forma canonica de Brunovsky (2.11]):

fe = Awe+ Boe, (2.11)
Yy = Cc$c7

em que z. € IR" é o estado linearizado, v. € IR™ é a entrada de controle e as matrizes A., B, e
C. dadas por

Ac1 Orl X719 e 07"1 X T'm
Or2><r1 ACQ e 07'2 XTm

A= : . , _ : (2.12)
Ormxrl Orm><7‘2 e Ac

m
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By 051 Oryx1

B, — Oryx1 Bfg Or2‘><1 (2.13)
Orx1 Op,x1 B‘cm
Cei Oixery O1xrm

c. — 0157y CicQ 0157y, (2.14)
Oy Oiry o

sendo que cada matriz A., é uma matriz r; X r; cuja super diagonal é composta por uns e todos
os outros elementos sao zeros, cada vetor B, ¢ um vetor r; x 1 cujo tultimo elemento é um e
todos os outros elementos sao zeros e cada vetor C,, ¢ um vetor 1 X r; cujo primeiro elemento ¢é
um e todos os outros sao zeros.

Assume-se que existe um difeomorfismo ¢.(z) : R" — IR" vdlido numa regiao € para o
sistema (2.I0). A aplicacao dessa transformagcao de estados sobre o sistema nao linear deve
transformé-lo em um sistema, também nao linear, porém com as nao linearidades diretamente
relacionadas ao controle, como parte do sistema na forma de cascata de integradores.

Para transformar o sistema nao linear (2Z10) no sistema linear (Z.1T]) é necessario determinar
um difeomorfismo ¢.(z) e uma transformacao de entrada u.(z) que cancele as nao linearidades
desse sistema e forneca uma nova entrada de controle.

Dessa forma, para se obter a linearizagao, deve-se derivar y na equagao (2.I0) no tempo
até que a entrada do sistema apareca na equacao resultante. Derivando a saida y no tempo,

obtém-se
_ OX(z) .
§=—,0 (2.15)
Substituindo # na equacao (Z.13]), tem-se
. O (z)
i = S0 + g, (2.16)
_ OM(w) OA(z)
gy o= —5, f@)+— ()

Utilizando a notagao da derivada de Lie (veja defini¢ao [A.3no apéndice [Al), tem-se

U= LNx)+ LA (z)u. (2.17)

Estendendo essas derivadas para todas as saidas do sistema, a equacao (2.17)) pode ser escrita
de forma mais geral, conforme mostrado na equagao (Z.I8)).

m

U = L) + Y (Lo Ai(@))u, (2.18)

i=1
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sendo L\;(z) a derivada de Lie da saida A;(z) correspondente ao termo de f(z) e L, \;(z) a
derivada de Lie da saida \;(x) correspondente aos termos de g;(x), representadas por

O\ () .

Loy =3 (219
i=1 ’
0N ()

LoAj(@) = aj;)xig. (2.20)

Se L4, \j(z) = 0 para todo 7, as entradas ndo aparecem na expressao resultante e a saida
tem que ser diferenciada novamente. Considerando que r; ¢ o menor inteiro tal que no minimo

uma das entradas aparecam em yj(.rj ), entao
T T r;i—1
= LN (@) + 3 (L, £ N (@), (2.21)

i=1

com Egiﬁgfj_l))\j(x) # 0 para no minimo um ¢, para todo o x pertencente a regiao onde a
linearizacao é valida.

Aqui, r;, representa o grau relativo referente a saida j. Utilizando o método de linearizacao
entrada-saida, tem-se que para que um sistema nao linear seja completamente linearizavel é
necessario que esse tenha grau relativo igual ao numero de estados, ou seja,

n
E r; =n, (2.22)
Jj=1
n
em que n é o numero de estados do sistema. Quando E r; < n, o sistema nao pode ser
Jj=1
totalmente linearizavel. Nesse caso tem-se dois subsistemas, um linearizavel e outro denominado
dinamica nula. Neste trabalho, considera-se apenas sistemas com grau relativo igual ao niimero
de estados, sendo, portanto, totalmente linearizaveis.

A equagao (220 pode ser escrita na forma

(i 5}1)\1@) Uy
L= : +E@) | ], (2.23)
ym L A () U,

em que E(x) é uma matriz m x m definida na equacao (2.8)) e repetida aqui para facilitar o
entendimento.
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A matriz E(x) é chamada de matriz de desacoplamento do sistema MIMO (Multiple-Input
Multiple-Output). Se essa matriz é nao-singular, a transformacao da entrada

(s E;I)\l (:1:) (%1
D | = —EY(2) : +EY2) | ¢ |, (2.24)
Uy, E;’” Am () Upn

leva a uma relacao linear entre a saida y; e a nova entrada v;

vy vy
: =1 + |. (2.25)
Yo Um

Note que a relagao entrada-saida acima é desacoplada e linear. Uma lei de controle na
forma ([2.24]) é chamada de lei de controle desacoplada ou lei de controle nao-interativa. Como
resultado do desacoplamento, pode ser usado um sistema de uma entrada e uma saida (SISO)

para cada canal y; — v; da dinamica desacoplada acima, de modo a obter controladores estaveis
(Slotine e Li, 1991).
Utilizando a notac¢ao mostrada na equacao (2.3)), a equagao (2.24]) pode ser reescrita conforme

©20).

UC(IL’,?}C) = OéC(ZL‘) + 5@(1')7}0 (226)

Em que a.(x) e B.(x) sao dadas pelas equagoes [227)) e ([228)) respectivamente.

E;l)\l(.fﬁ)

a.(z) = —E7(x) : : (2.27)
L A ()

Be(x) = E~Y(x). (2.28)

Apos a determinacgao da realimentacao linearizante, o problema a ser solucionado é, agora, a
determinagao do difeomorfismo ¢.(x) que transforme, juntamente com (2.26l), o sistema ([2Z.10) no
sistema (2.I1)). Sem perda de generalidade, serd assumido a igualdade ¢.(z) = x.(x). Conforme

1, |19_9_l|), o difeomorfismo pode ser encontrado como:

Pe, ()
¢c(x) = : , (2.29)
@bcm(I)
em que
A
b ()= | 7 e (2.30)
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Derivando o difeomorfismo ¢.(x) em relacao a x, tem-se

Fo(z) = 8:055(6:5)56 (2.31)
Substituindo & na equacao ([2.31]), tem-se
wo) = 2050 4 gfanu), (2.3
~ Ox.(x) Ox.(x)
io(a) = 2T gy 4 22 g
Substituindo (226) em (2.32)), tem-se:
) = O + W) + e, (2:33)
~ Ox.(x) Oxe(x) Oxe(x)
i) = 2y 1 P )+ P g0y
Utilizando a notacao da derivada de Lie, tem-se
to(2) = Lrv(x) + Loz (v)ac(r) + Loz (x)Be(T)v,. (2.34)

A equacao ([2.34)) pode entdo ser reescrita conforme (2.35), que representa a forma canonica
de Brunovsky.

() = Acxe(x)+ B, (2.35)
y = Cexc(z),
em que
Autel@) = Lyael@) + Lyzel@)ac(o), (2.36)
B. = »ngc(x)/Bc(x) (237)

Deve-se notar que ([2.35) estd representada em termos das varidveis de estado originais .
Para transformar para as novas varidveis de estado, basta utilizar x = ¢, ' (x,).

A linearizacao por realimentacao classica possui duas desvantagens ligadas a forma de Bru-
novsky:

e Perda do sentido fisico dos estados do sistema, pois as novas variaveis de estado x. nem
sempre tém uma interpretacao fisica, o que pode dificultar a sintese de controladores
lineares, pois é mais complicado estabelecer objetivos e especificagoes para essas variaveis
abstratas. Além disso, qualquer sistema de mesma ordem, terd a mesma forma canonica
de Brunovsky.
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e O sistema nao linear e o linearizado apresentam comportamentos que podem ser diferen-
tes devido ao cancelamento simples das nao linearidades, além disso, pequenas variagoes
de parametros podem impedir o cancelamento de alguma nao linearidade. Assim, se o
controlador linear for projetado com a suposicao de que todos os cancelamentos foram re-
alizados, é possivel que se obtenha uma resposta inesperada, ou seja, que haja uma falha
do controlador, consequentemente, o sistema em malha fechada nao é, em geral, robusto.

A préxima secao, apresenta a técnica de linearizacao robusta, que pode ser empregada com
o objetivo de contornar os problemas citados.

2.3.5 Linearizacao Robusta

Nesta Secao, apresenta-se a técnica de realimentacao linearizante robusta. Essa técnica,

proposta em ' , |ZDDd), tem por base uma transformacao nao linear, derivada da técnica
de realimentacao linearizante classica, que lineariza o sistema nao linear transformando-o em um
sistema na forma canonica de Brunovsky. A linearizagao por realimentacao robusta é realizada
de maneira que o sistema resultante, apds a transformacao, corresponda a aproximacao linear

do sistema (2ZI0) em torno de um ponto de operacao z,. Em (Igﬂ.lll]&rd bﬂﬂd ) apresenta-se
um resultado onde se prova por W-estabilidade mwﬂﬂiaﬂ |l9_9_d |B1mrlﬂ§] |201)d ) que a

linearizacao robusta é robusta para pequenas variacoes paramétricas, pois possui a caracteristica

de manter mais informacoes sobre o sistema. A técnica de linearizacao robusta, equivalentemente
a cléassica, visa encontrar uma transformacao de estados ¢,.(z) = z, e uma transformagao de
entrada u,(z), porém que transformem o sistema nao linear na sua aproximacao linear em torno
de um ponto de operacao, ao invés de colocé-lo na forma candnica de Brunovsky como ocorre
na técnica de linearizacao classica.

O procedimento para desenvolvimento da realimentagao robusta é uma extensao dos métodos
apresentados na Secao 2.3.4

Seja a aproximagao linear do sistema (2I0) em torno do ponto de equilibrio xg, escolhido,
sem perda de generalidade, como zy = 0, dada por

iz, = Az, + B, (2.38)
Yy = Crxra
com
of (z)
A 2.
" 0r la=0’ (2.39)
B, = g¢(0), (2.40)
OA(z)
241
Cr 0xr la=0" ( )
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no qual x, € IR" representa o estado e v, € R™ é a entrada de controle linear.
Supondo que o par (A,,B,) é controlavel, entao, segundo 1£111ﬂlard|, M) existem matrizes
T L™ e R™*™ tais que as seguintes igualdades sejam verificadas:

. = Tz, (2.42)
A, = T(A,— B.RL)T,

B, = TB,R,

C. = CT

sendo 7" e R matrizes nao singulares.
Substituindo-se as relacoes descritas por (242) em (Z35) e pré-multiplicando-se por T
obtém-se:

., = Az, + B.(Rv.— RLx,), (2.43)
y = Cyz,.

Comparando-se a equagao (2Z38) com a equagao (2.43), conclui-se que:

v, = Rv, — RLx,. (2.44)

A partir da equagao (2.44]), determina-se entéo, a lei de controle v,, que transforma o sistema
na forma de Brunovsky (Z3H), na aproximacao linear do sistema nao linear em torno de um

ponto de operacao ([Z.38), conforme equagao ([2.45]).

ve = R ‘v, + LT 'z, (2.45)

Pode-se unir o resultado da transformagao nao linear e da transformacao linear para se obter
a transformagao de estados ¢,(z) e a transformacao de entrada u,(z) referentes a técnica de
realimentacao linearizante robusta.

Da equagao ([242), tem-se que o difeomorfismo pode ser calculado como

(@) =T pe(x). (2.46)

A transformagao de entrada w,.(z,v,) é calculada pela substituigao da equagao ([2:45) na
equacao (2.20), resultando em:

ur(z,0,) = o (z) + Br(x)v,, (2.47)

em que

ar(z) = ac(w) + Bu(x) LT pe(x), (2.48)

Be(x) = Be(x) R (2.49)
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Resta agora determinar as matrizes 7', R e L de forma a garantir que a transformacao de
estados ([2.40) e a transformacao de entrada (2.47) transformem o sistema nao linear em sua
aproximacao linear em torno de um ponto de operacao.

Considere a aplicagao da transformagcao de entrada (2.47)) sobre o sistema nao linear (2.10):

&= [f(x) + g(x)an(x) + g(x) B, ()vr. (2.50)
Aplicando (2.39) e ([2.40) sobre a equacao ([Z.50), as matrizes A, e B, sdo encontradas como:

_ Of(x) dg(x) da, ()
Av=— | T o @) 9@ (2.51)
B, = g(x)pB.(v) . (2.52)

Para que o projeto das transformagoes de estado ([2.46) e de entrada ([2.47) cumpram o
objetivo de transformar o sistema nao linear (2.I0) na sua aproximacao linear em torno de
um ponto de operagao, é necessario que as equagoes ([2.39) e ([Z5]]) sejam iguais, assim como
também as equagoes ([2.40) e (252)). Logo, comparando tais equagdes, é possivel concluir que é
necessario que sejam atendidas as seguintes condigoes:

ay(xg) = 0, (2.53)
da,(x) B
833 T=x0 - 0’
ﬁr (270) = I

O conjunto de equagoes (2.53]) mostra que os termos «,.(z) e f,(x) ndo devem influenciar
na linearizagao do sistema (ZI0) em torno do ponto de operacao zy. O mesmo deve acontecer
para o difeomorfismo ¢, (), dessa forma é necessario que:

0 (x)
=1 2.54
03: r=x ( )
Relacionando as equagdes (2.40) e ([254), obtém-se:
I¢r(z) _10¢.(z)
895 r=x0 aZL‘ r=x0 ’ ( 55)

de onde pode-se calcular a matriz T' conforme equacao (2.50):
T — I¢c()
Ox

Calcula-se agora a matriz R, relacionando as condi¢oes descritas na tultima equacao do
conjunto de equagoes ([2.53)) e a equagao (2.49).

(2.56)

r=x0

Br(xo) = Pe(zo) R~ = 1. (2.57)
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De ([Z.57) e de ([22]) obtém-se:

R = B.(x0) = B (2). (2.58)

Por fim, calcula-se a matriz L relacionando a condi¢ao descrita pela primeira equacao do
conjunto de equagoes ([253)) e a equagao (Z48), conforme segue:

a()gix) - 2 (0() + Bula) LT . (2.59)
Oae(r)  0Be(z) . | 0z, -
{ 5o T g LT e+ Be(w) LT ax} =0

sabendo que x. = ¢.(z) e que ¢.(x¢) = 0 e substituindo-se a equacao ([2.56) no equacionamento

(259), obtém-se:

Oae(z)
Lp. =0, 2.60
ox T=x0 * /6 (x) T=XIQ ( )
o que resulta em
_ Oae(z)
L=-p"1 2.61
s (2.61)
Utilizando a equagao (2.28)), a equagao (2.61]) pode ser escrita como:
Ja.(z)
L=-F . 2.62
(@)= | (2.62)

Todos os parametros necessarios para projetar o controle de realimentacao linearizante ro-
busta foram determinados. Como pode-se observar pelo equacionamento dessa técnica, existe
a necessidade de acesso a informacao de todos os estados do sistema. Essa necessidade é uma
desvantagem da técnica, porque em geral nao é possivel medir todos os estados. Porém, nas
situagoes em que os estados nao estao disponiveis, pode-se contornar essa dificuldade utilizando
um observador de estados.

Portanto, conclui-se que esse método é uma extensao da linearizacao por realimentacao
classica, a qual é combinada a transformacao de base dada por ([2.42)). Com essa modificagao,
sao eliminadas as desvantagens citadas anteriormente.

Evita-se a perda do sentido fisico dos estados do sistema, pois o vetor de estados x, é seme-
lhante a x. Além disso, as nao linearidades do sistema sao substituidas por suas aproximacgoes
lineares, em lugar de serem simplesmente canceladas.

Essa linearizacao por realimentacao ¢ chamada robusta pois, como o sistema resultante apés
a transformagcao corresponde a aproximacao linear do sistema original em torno de um ponto de
operacao, o comportamento do sistema linearizado é semelhante ao comportamento do sistema
original. Intuitivamente, presume-se que isto implica em maior robustez do sistema em malha
fechada, pois em caso de variacoes de parametros ou incertezas de modelo nao estruturadas os
dois sistemas apresentam respostas parecidas. As propriedades do controlador linear utilizado
serao entao provavelmente conservadas.
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Capitulo

Uma Contribuicao para o Posicionamento das
Rodas do Robo F180

Este Capitulo apresenta o desenvolvimento do modelo dinamico de um rob6 omnidirecional
de quatro rodas. Esse modelo é constituido pelo modelo da base mével do robo e pelo modelo
dos motores de corrente continua utilizados, tendo como estados as velocidades do robo nas
diregoes x e y e a velocidade angular. Um estudo detalhado sobre o posicionamento das rodas
é desenvolvido com o objetivo de melhorar o desempenho do robo.

3.1 Introducao

Aspectos de carater mecanico, elétrico e a disposicao fisica das partes que compoem um
rob0 sao caracteristicas relevantes na escolha e na implementacao de seus controladores. A
capacidade de um robo locomover-se e as equacgoes que regem seu movimento sao influenciadas
pela sua geometria e pela sua dinamica. Aspectos de carater geométrico sao considerados no
modelo cinematico, enquanto os de carater dinamico, no modelo dinamico.

Um modelo cinematico descreve o movimento do robo em fungao das velocidades das rodas
sem considerar as forcas que atuam sobre o mesmo. Ja um modelo dinamico descreve as relagoes
dinamicas entre as coordenadas de postura e a orientacao do robo e os torques desenvolvidos
pelos seus atuadores. O modelo dinamico pode ser formulado segundo o formalismo de Newton-

Fuler (Watanabe et all, 1998; |Carter et all, 2001; Yamada et all, 2001; Kottkd, 2005; Liu et al.,
) ou o formalismo de Euler-Lagrange (Schroeder et al. |_01)j De acordo com [Yamada et al J

), enquanto as equagoes de Newton tratam cada corpo rigido separadamente e modelam
explicitamente as restricoes de cada corpo através das forgas que atuam sobre esses, Lagrande e

d’Alembert fornecem um procedimento sistematico para eliminar restrigoes mecanicas, através
de um sistema de equacoes geral. Neste trabalho, foi adotado o formalismo de Newton-Euler,

devido a uma vasta literatura sobre modelos dinamicos de robos semelhantes (Watanabe et al.,
|L9_9ﬂ; Klaﬂf;r_@_aﬂ, |1K)_1|; &amdaﬁjﬂ, m; ﬁlﬂzaﬂ, |2J)1E5|; Frangd, |24)1K5_a|; Liu et alJ, M).

As expressoes ([B.J)) e (B.2) apresentam as equagoes de Newton.

ZF = ma, (3.1)
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> M, = Jua, (3.2)

em que g Fe E M, sao respectivamente, as resultantes das forgas e momentos que atuam
sobre um corpo, m a sua massa, a a sua aceleracao linear, J, sua matriz de inércia e o sua
aceleragao angular.

3.2 Modelo Geométrico do Robo

Robos moveis com rodas possuem boa manobrabilidade, o que faz com que eles sejam larga-

mente utilizados em producao e na vida diaria das pessoas , ). Os robos moveis
omnidirecionais possuem movimentos com trés graus de liberdade em um plano bi-dimensional,
de forma a realizar movimentos de translacao e rotacao simultaneamente ao longo de uma
direcao arbitraria. Utilizando esse tipo de sistema, o robo economiza tempo, pois elimina a
necessidade de rotacionar antes de se mover de um ponto A até um ponto B como acontece nos
automéveis. Devido a essa maior agilidade, robos omnidirecionais tém sido utilizados em vérias
situacoes, como em cadeiras de rodas (Iﬂladal, |ZDQ_5I, |29ﬂd)

Varios grupos de pesquisa tém dedicado atencao a esse tipo de robos (MM@,

|L9_9;|; Watanabe et alJ, |L9_9ﬁ; Jung et al.|, |2QOﬂ; Williams et al., Mj; Quld—KhessaJL |2£K)fj) Veja

por exemplo (Il&zmn.am_et_alj, |l&9§) que apresenta a modelagem dinamica de um robo movel

omnidirecional (RMO) de trés rodas baseada em varidveis de estado, na qual assume-se que
as rodas sao simetricamente distribuidas na periferia do robo. Em (Williams et al., M),
esse modelo é expandido para uma distribuicao assimétrica de rodas, levando em consideracao o

deslizamento das rodas sobre o solo. Segundo|Cao et al. (IZDLU_H), os RMO’s de trés rodas podem
ter problemas de estabilidade devido a &area triangular de contato com o solo, especialmente

quando o centro de gravidade estd distante do solo ou quando o tamanho do robo é pequeno.
Consequentemente, é desejavel o uso de robos de quatro rodas quando a estabilidade é de grande
interesse, principalmente em se tratando de competicoes como a Robocup, que é o caso estudado
neste trabalho.

O modelo geométrico do robo estudado neste trabalho é mostrado na Figura Bl Esse

modelo foi desenvolvido com base nos modelos apresentados em (Watanabe et alJ, M; Frangd,
M; Rojas e FQ"rsLeﬂ, mﬂd) Nessa figura, existem dois sistemas de coordenadas, sendo que

S, = [ X, Y,] representa o sistema de referéncia espacial ou global e S,, = [X,, Y,,] representa

o sistema de movimento do robo ou mével, sendo que o eixo Y,, indica a frente do robo. No
modelo geométrico, 6 é o angulo de rotacao do robo em relacao ao sistema global de referéncia,
U = 0+ é o azimute do robo no sistema global de referéncia, sendo que v é o angulo entre X,
e fgr, ou seja, é o azimute no sistema movel de referéncia e ;, + = 1,2,3 e 4 sao os angulos que
os eixos das rodas fazem com o eixo X,,. Como o angulo de rotacao do robo é representado por
0 = ¥ — ~, percebe-se que mesmo que o azimute do rob6 mude arbitrariamente, o robo pode

realizar movimentos de translagao sem rotacionar (hMa.La.n.aiLe_eLa.lJ, |19_9ﬁ)

Quando os quatro motores estao ativados, obtém-se quatro forcas de tracao fi, f5, f3 e

fy que criam uma forga de translacao e um binario de rotacao. Cada forca f; é o torque do
motor dividido pelo raio da roda. A forca resultante fr depende da posicao exata em que as
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et

[
»

X,

Figura 3.1: Modelo geométrico do robo relacionando o sistema de coordenadas mével (X,,,,Y;,)
e o sistema de coordenadas global (X,.,Y;.). Veja texto na Se¢ao[B.2 para descri¢ao das varidveis.

rodas estao dispostas no robo e da direcao de movimento do robd. A Secao B2l apresenta o
desenvolvimento da matriz de acoplamento de forcas, que é responséavel por relacionar as forcas
e as aceleracoes desenvolvidas pelos atuadores.

3.2.1 Matriz de Acoplamento de Forcas

Deseja-se analisar o movimento do robo ao longo das diregoes X,, e Y,,, dessa forma,
considera-se a velocidade e aceleragao instantaneas do robo em relagao ao seu préprio sistema
de referéncia, S,, = [X,, Y.].

Assumindo-se que o centro de massa do robo estd localizado em seu centro geométrico e,
utilizando-se a formulagdo de Newton-Euler (B.]), pode-se descrever sua aceleragao linear a
conforme equacao (B.3)).

1
a = E(fl +f2+f3+f4), (33)

em que m é a massa do robo. A aceleracao angular « é encontrada a partir da equacao de
Newton (3.2]) dada pela equagao ([B.4]). Veja que « foi substituido por 6 para adequar a notagao
com a utilizada no modelo geométrico apresentado na Figura Bl e

b= Tt fot o+ 1) (3.4)
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em que L ¢é a distancia do centro da roda até o centro do robo, J,, o momento de inércia do
robo e f; os médulos das forgas f;, parai =1,... 4.
A utilizacao dos médulos das forgas é possivel porque as forcas sao tangentes a periferia

circular do robo e apontam para o mesmo sentido j 0 ,|2£H)ﬂ) As forcas f1, fo, f3, fa
podem ser positivas ou negativas de acordo com o sentido de rotacao dos motores. A diregao
positiva é assumida como sendo aquela representada na Figura 3.1

A aceleracao linear do robo pode ser decomposta em suas componentes = e y analisando a
geometria do robo. Essas componentes podem ser apresentadas conforme equagoes:

ma, = — f18in@; — fosin @y + f3sin oz + f48in@y. (3.5)

ma, = f1cosp; — facosps — f3c08 3+ fic08py. (3.6)

- 1
Para um rob6 com distribuicao de massa homogeénea, J, = §mL2, para um robd com

distribuicdo de massa periférica, J, = mL? Para qualquer distribuicio de massa entre a
concentracao de massa no centro geométrico do robo e sua periferia, pode-se escrever J, =

omL? em que 0 < o < 1 representa a constante de distribuicdo de massa (Rojas e EQ"rste]:L
2006).
Escrevendo as equagoes ([B.4]), (B.3) e (B.6]) na forma matricial, tem-se:

a —sing; —sings sings  singy [ f

az _ 1| cosgpy  —cospy —cosps cos iy J2 (3.7)

é/ m mL mL mL mL fs |- '
Juw Ju Juw Jw | fa

Usando J,, = omL?, a equacao ([B.7) pode ser escrita como

ay —sing; —sings sings  singy [ fi
_ 1| cospr  —cospy —COSP3 COS Py f2

‘Zﬂ m 1 1 1 1 fi | (3.8)
oL oL oL oL | Ja

Pode-se ainda simplificar a equagao (B.8)) de forma a usar a mesma unidade para as ace-
leracoes linear e angular (m/s?). Dessa forma, usa-se L no lugar de . A nova expressio é
mostrada na equacao ([3.9).

a —singy; —sings sings  singy fi
N COSP1 —COS{y —COSP3 COS Py 2

A R A N (39)
o o o o Ja

Pela equacao (B.9)), pode-se notar que, conhecendo-se os torques associados aos motores,
torna-se entao simples encontrar as aceleragoes nas direcoes x e y, bem como a aceleracao
angular da periferia do robo.

Nota-se, que as forcas f; podem se cancelar, se por exemplo, fi = fs =1e fo = f, = —1,
entao o robo nao se movimenta, pois as rodas estao trabalhando em sentidos opostos. Assume-se
nesse caso que as rodas nao deslizam e que todo torque é transferido para o robo.
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E importante notar que a aceleracao angular do robo depende de sua distribuicao de massa o.

Dessa forma, esse é um ponto que deve ser considerado para melhorar o controle do robo. Neste
1

trabalho é assumido que o rob6 possui distribuicao de massa homogénea, ou seja, J,, = §mL2.
1 . -

Dessa forma o = —. Pela anédlise da equagao ([B.9), pode-se notar que a escolha adequada dos

angulos ¢;, 1 = 1,2, 3,4, pode melhorar de forma significativa o desempenho do robo, uma vez

que ¢é possivel otimizar a distribuicao das forcas dos atuadores.

3.2.2 Modelagem Cinematica

Neste trabalho, serd utilizado o modelo cinematico de postura. Para a formulacao das
equacoes cinematicas, é necessario conhecer as relagoes entre as componentes de velocidade do
robo em alguns pontos de referéncia, adotando, em cada referencial, um sistema de coordenadas
cartesianas.

Na formulacao do modelo cinematico foram feitas algumas consideracoes: s6 existe um
ponto de contato da roda com o solo e a mesma nao sofre nenhum deslizamento; o plano da
roda permanece sempre na vertical e nao existe nenhuma deformacao das partes que compoem
0 T0ObO0. (IWillia.ms_ei_alJ, |20Qd) formulam o modelo cinematico para um RMO de trés rodas

levando em consideracao o deslizamento das rodas sobre o plano de contato, ja ,
) estendem esse resultado para um RMO de quatro rodas.

Conforme citado na Secao B.2, o modelo geométrico do robo possui dois sistemas de coorde-
nadas. O sistema de coordenadas moével S, e o sistema de coordenadas global .S,.

A posicao e a orientagao do centro de massa do robo em relagao ao sistema de coordenadas
S, podem ser representadas pela equagao (B.10)

X,
= v |, (3.10)
0

em que &, representa o vetor de postura do robo, sendo X, e Y,, respectivamente, a posicao do
robo sobre os eixos X, e Y, do sistema .S, e # a sua orientacao.

De forma andloga, pode-se escrever a equacao (B.11]) para a posigao e orientagao do centro
de massa do robo em relacao ao sistema de coordenadas .S,,

Em=| Ym |, (3.11)

em que &, representa o vetor de postura do robo, sendo X,, e Y,,, respectivamente a posi¢ao
do robo sobre os eixos X, e Y,, do sistema S, e 6 a sua orientacao.

A relagao das componentes de velocidade do centro de massa do robd entre o sistema de
referéncia S, e o sistema mével S, é dada pela equacao (3.12)

& = R(0)ém, (3.12)
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em que &, = [XT Y, 9]T e &y = [Xm Y,, G]T sao as componentes de velocidade do centro de
massa do robo sobre os sistemas S, e S, respectivamente. R(f) é a matriz ortogonal de rotagao
do sistema S, em relagao ao sistema S,, dada pela equacao (B.13).

cosf) —sinf 0
R(#) = | sinf cosf 0 |. (3.13)
0 0 1

Nesse ponto, é necessario relacionar a velocidade do robo §m com as velocidades impostas por
cada uma das rodas. Para isso, agrupa-se as velocidades das rodas em um vetor [v; vy v3 v4]7,
em que v;, i = 1,...,4, sao as velocidades lineares das rodas.

Cada roda prové tracao na dire¢ao normal ao eixo do robo e paralela ao piso. A soma das
forcas resulta em movimentos de translacao e rotacao. Para que o robd tenha uma velocidade
nas direcoes X,, e Y,, com relacao ao sistema de coordenadas ém, cada roda deve exercer parte
de uma das duas componentes de velocidade (Rojas e EQ“ISL'QEL ).

Se o robo move-se conforme o vetor &, = [1 0 0]7, isto significa que ele estd movendo-
se na direcao X,, sem rotacionar. Quando o robd move-se com velocidade 1 para a direita,
as rodas giram com velocidade —siny; e os roletes (pequenas rodas dispostas na periferia da
roda principal conforme Figura 2.3]) giram com velocidade cos ;. A Figura apresenta essa
decomposi¢ao para a roda 1.

Roda 1

Figura 3.2: Rotacao da roda e dos roletes quando o robd move-se para a direita com velocidade
unitaria. A roda move-se com velocidade — sin; e os roletes com velocidade cos ;. (Fonte:

(Rojas e Férster, 2006)).

Utilizando-se a convencao que a direcao de rotacao positiva é aquela dada pela Figura B.1]
pode-se descrever a relacao entre a velocidade do robo e as velocidades das rodas conforme

equacao (B.14).

o —singp; cosypy L X

va | _ | —sings —cosp, L Ym (3.14)
U3 sinpg —cosys L Qm ’ '

i sin @y cospy L

A equagdo ([BI4) descreve a decomposi¢ao das velocidades linear e angular do rob6 no
sistema de referéncia movel em funcao das respectivas velocidades lineares das rodas; no entanto,
é necessario representar essas velocidades em funcao das velocidades angulares dos motores de
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forma que seja possivel acrescentar a dinamica dos atuadores. As velocidades lineares v;, podem
ser transformadas em velocidades angulares usando a relacao, v; = ¢;r, sendo ¢; e r a velocidade
angular da roda i e o raio da roda respectivamente. Como cada roda estd acoplada ao motor
através de uma caixa de reducao, as velocidades angulares dos motores podem ser dadas por
Wm, = ¢in, sendo n o coeficiente de reducao da caixa de redugao. Dessa forma, a equagao (B.14])
pode entao ser reescrita em funcao das velocidades angulares dos motores conforme (B.15]).

Xom
Wl ZEp oy | (3.15)
me T 9
Wimy

em que D é dada por

—sing; cosy; L

—sinpy; —cosps L
I (3.16)
L

sin s  — CoS Y3
sin @y COS Q4

A equacao ([B.I5) é conhecida como modelo cinematico inverso. O modelo cinemético direto
¢ mostrado na equagao (B.17).

X, Wy

v, | =Lp* Zm . (3.17)
A
(JJm4

Em que D" é a pseudo inversa da matriz D.

Pode ser encontrada em (IA_qu]ssJ, |2£)Dj; |Brmm]|, [ZDD_Z'i; Ejﬁgmmimmakhﬁd, |ZDD_4I) uma

abordagem mais ampla sobre cinematica de diversas classes de robos médveis.

3.2.3 Modelagem Dinamica

O modelo da base mével do robo desenvolvido neste trabalho foi formulado segundo as leis
de Newton, utilizando a equagao (B.I) para a andlise do robd em movimentos de translacao e
a equagao ([B.2) para a andlise do rob6 em movimentos de rota¢do. Ao modelo da base mével
foi, entao, incluido o modelo dinamico dos atuadores, gerando o modelo dindmico do robo.
As forcas que atuam no robo sao geradas pelos torques dos atuadores, que sofre reagoes das
forcas de atrito viscoso do contato entre as partes mecanicas do motor. Modelo semelhante ao
apresentado neste trabalho pode ser encontrado em (IQ@MLL mﬂ]ﬂ), no entanto, o modelo
apresentado neste trabalho deixa os parametros e os angulos das rodas explicitos nas matrizes

do sistema, de forma que possa ser facilmente adaptado a outras configuragoes de robos.
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Modelo Dinamico da Base Moével
O modelo dinamico do robd foi desenvolvido com base na Figura Bl e nas equacgoes ([B.1)) e

[B2). Utilizando a mesma notacao da Secao B.2.2 e a equagao ([B.1]), pode-se escrever

F, = M,¢,, (3.18)

F. = R(0) fn, (3.19)
em que, F, = [F, F, ZMO]T representa as forgas no sistema de coordenadas global, f,, =

fa [y E MO]T representa as forcas no sistema de coordenadas movel e M, é uma matriz
diagonal contendo a massa e o momento de inércia do robo dada pela equacao

m 0 0
Mpy=|0 m 0 (3.20)
0 0 Jy
Substituindo-se a derivada temporal de (B12]) e a equacao (B19) em ([BIF), tem-se:
Mm(R(Q)TR<9)§m + gm) = fm.- (3.21)
Substituindo-se B20), R(0)T, R(0), &m, Em = [Xpn Vi 07 € frn em B2T), tem-se:
fa m 0 0 0 -0 07 [ Xn Xom
Jy =10 m 0 6 0 0 Yoo |+ Vi . (3.22)
> M, 0 0 Ju 0 0 0 0 0

Assim, conforme ([B3.22)), as propriedades dinamicas do rob6 podem ser escritas como:

fo = m(X,, —0Y,,), (3.23)
fy = m(Ym+9Xm),
> M, = J.0.

Para encontrar o modelo dinamico do robo, deve-se escrever f;, f, e Z M, em funcao de
fi, i =1,2,3.4, em que f; representa a forca referente a roda ¢, conforme Figura 3.1
A partir da decomposicao vetorial das forgas f; da Figura B.Il pode-se escrever f,, f, e

Z M, conforme equagcao (B.24).

fe = —fisinp; — fasings + f3sin 3 + f4sin @y, (3.24)
fy = ficospr — facospy — fzcos s+ fycospy,
ZMO = (it+fat fs+ fa)l
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Entao, substituindo-se ([8.24]) em ([3.23) e isolando-se as componentes de aceleragao resultan-
tes, o modelo dinamico da base moével do robo pode ser escrito:

:—flsingpl—fgsingp2+fgsing03+f4singp4 .

X, + 6Y,,, (3.25)
m
V= Jicos 1 — facospa — fycosps + facosps 0x., (3.26)
m
. I
i_ (f1+f2‘;f3+f4) ' (3.27)

As equagoes ([3.29)), (3.26) e ([B.27) podem ser escritas na forma matricial como:

X, X,, S

My | Yoo | + My | Yy | =M ;2 : (3.28)
0 0 ’
fa

em que M, é dada pela equacao ([B.20) e My e M, sao dadas por

0 —fm 0
Mg=1|6m 0 0], (3.29)
0 0 0
—sing; —sings sings  singy
My = COSp] —COSPy —COSY3 COSWPy | . (3.30)
L L L L

Modelo dos Atuadores

No robo estudado neste trabalho, os atuadores sao motores de corrente continua. O modelo
dinamico de um motor de corrente continua pode ser descrito por uma equacao elétrica e uma
mecanica conforme equagoes ([B.31)) e ([B.32]), respectivamente:

di,
u = Lad—zt + Ryiq +e, (3.31)
Jolom + bown + % f=r (3.32)
sendo
T = kyia, (3.33)
e = KemWm, (3.34)

em que Lo, Ry, tq, Jo, by, T, W, € u representam a indutancia, a resisténcia, a corrente de
armadura, o momento de inércia, a constante de atrito viscoso, o torque, a velocidade e a tensao
do motor, respectivamente, e r e n o raio da roda e a constante de redugao, respectivamente.
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Como a constante de tempo elétrica do motor é muito pequena em relagao a constante de

tempo mecanica (Cao et &1], M; Liu et all, M), pode-se desprezar a dinamica do circuito

o . g ~ ~ .
elétrico do motor. Com isso, o= 0, entao a equagao ([3.37]) pode ser escrita

U= Ryig + ke, (3.35)
Substituindo-se ([B.33]) e ([B.33)) em ([B.32), o modelo dindmico do motor pode ser escrito

R, . R, R,
U= —JoWpn + —bowy, + —Zf + KemWn.- (3.36)
k; k;

Em fungao de f, a equagao (3.36]) pode ser escrita como:

kt n k

= 5 __om__bo m__t_kemm .
f R ~u er bow Ry w (3.37)
Os motores sao acionados por uma largura de pulso p = “ , considerando modulagao
ref
PWM, entao o modelo dinamico do motor pode ser dado por
n kt
f= V}ef Jowm - by + — 7 — ke | Wi (3.38)

A equagao ([B38)) pode agora ser utilizada para representar a dinamica dos atuadores do robo,
dessa forma, para os quatro motores, pode-se escrevé-la na forma matricial

fl wm1 Wy P1
f2 n (Um n kt wm n kt p2

=—Jd | | — = bo+ =—kem 2 ——V,e . 3.39
f3 T ng r + Ra wm3 + Ra f p3 ( )
f4 wm4 Wm4 P4

Modelo Dinamico da Base Moé6vel com Inclusao dos Atuadores

Apbs o desenvolvimento do modelo mateméatico que representa a dinamica da base médvel
do robo e do modelo dinamico dos atuadores, pode-se entao uni-los para encontrar o modelo
dinamico da base mével com inclusao dos atuadores.

Substituindo ([B.I5]) e sua primeira derivada temporal em (3.39), tem-se:

fi . ) 01
X X
=——JD| Y, | —=|bo+—=Fkem |D| Y. —Vie . 3.40
s r2 i r2 i R, j L r R, 1 ps ( )
fa P4
Para simplificar as operacoes daqui em diante, define-se:
n k
B = Veer: (3.41)
n2

X =37 (3.42)
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'I’LQ kt
=— (b, + =Sk | . 3.43
o= (b0t gt 3.43)
Dessa forma, a equagao (B.40) pode ser escrita:
jjl b X ,
2l =—xD |V, | —vD| Vv, | +8]|"]. (3.44)
JE i ) P3
0 0
1 P4
Substituindo-se (3.44]) em (B.28)) tem-se:
%, X, %, %, 2
My | Voo | +My| Vo | =M | =xD | Vo | —wD | Y, | +8| 72| |. (3.45)
j 6 j 6 s

Substituindo-se (320), 3:29), 3:30) e (B.I6) em 343, e apds algumas manipula¢oes matemé-

ticas, tem-se

P1

Xon Xom
M| Yy | =My | Y | +My Zi , (3.46)
0 0
P4
%, X, pr
Vo | = MM | Yy, |+ MM ,’0’2 , (3.47)
i 0
P4

em que as matrizes My, My e M3 sao dadas pelas equagoes (3:4])), (3:49) e (3.50) respectivamente,
e M ! é a inversa de M;:

—(xer+m)  —xe —Xes
M, = —Xe€2 —(xes +m) —XE€s , (3.48)
—Xes —xes  —(4L%x + Ju)
wel. (e — Gm) ves
My = | (Yez + 6m) ey ves |, (3.49)
ves Yes AL
Bsingp; Psings —fsingps —[Fsinpy
M3z = | —fcosyp; [cosps [ceosps —fcosey |, (3.50)
—BL —BL —pL —BL

sendo



44 Capitulo 3. Uma Contribuicao para o Posicionamento das Rodas do Robo F180

e; = sin? p1 + sin? P2 + sin? 3 + sin® V4,

€y = —sin(y Cos 1 + sin Yy COS Yo — SiN (3 COS (P3 + SN Y4 COS Py,
e3 = —Lsing; — Lsinyy + Lsinps + Lsin gy,

eq = cos Y1+ cos? Y2 + cos? Y3 + cos? ©4,

es = Lcosyp, — Lcosys — Lcosps+ Lcosy.

A equacao ([B.47) representa o modelo dinamico da base mével do rob6é com inclusdo dos
atuadores. Esse modelo pode entao ser utilizado para realizar as simulacoes de um robo om-
nidirecional de quatro rodas da categoria F180. O ponto importante desse modelo é que ele é
genérico para robos de quatro rodas, ou seja, ele nao foi desenvolvido para uma configuragao
de rodas especifica; dessa forma, ele pode ser adequado para qualquer configuragao, bastando
substituir os valores dos angulos ¢;, 1 = 1, 2, 3, 4.

3.3 Analise do Posicionamento das Rodas

Analisando a Figura Bl e as equagoes ([B.9) e (B.I7), pode-se perceber que a forma como as
rodas sao distribuidas na periferia do rob6 pode influenciar na distribuigao de forgas e velocidades
dos atuadores. Sera mostrado nessa se¢ao como a escolha dos angulos 1, @o, 3 € @y pode
melhorar o desempenho do robo. Por exemplo, pode-se construir um robo otimizado para atuar
como goleiro, atacante ou zagueiro. Embora a escolha desses angulos tenha grande influéncia
no desempenho do robho, essa analise ainda é pouco abordada na literatura. Veja por exemplo
(Hirata. et all, M), que apresenta uma comparacao entre duas configuracoes de distribuicao
das rodas de um rob6 omnidirecional de trés rodas do tipo passivo. O objetivo desta secao é

apresentar uma analise mais completa sobre a influéncia dos angulos de distribuicao das rodas,
de forma a obter informacoes suficientes para otimizar sua escolha.

Na literatura, diversas configuragoes para a distribuicao angular das rodas podem ser en-
contradas. Em algumas, essa distribuicao é simétrica, ou seja, 1 = py = p3 = 4. Veja por

exemplo (Rojas e FQ"rngﬂ, mﬂd; Purwin e Andrea, M) que utilizam distribuicao simétrica
com angulos iguais a 45°, , ) em que os angulos sdo de 33° e (Cao et al., )

que utiliza uma configuracao com angulos de 30°. Em outras, no entanto, a distribuicao nao

apresenta simetria. Em (h@um_alj |2Ql_d) é utilizada uma configuragdo com ¢ = @y = 37° €

w3 = 4 = 45°, em (IPranfzgonoh et al.|, 21!1!1) os angulos sa0 @1 = o = 35% e 3 = g = 45° e
em (Fialho et al., |20Lj; Sharbafi et alJ, |20ﬂ) os angulos sao p; = ps = 33° e 3 = p, = 45°.

Percebe-se que nao existe uma regra para escolha desses angulos, sendo que sao geralmente

escolhidos com base nas restrigoes de espaco fisico para acomodar os sistemas de chute e drible
([F_i.alhoji_alj, |2Qld) A FiguraB3lapresenta a vista inferior de um rob6 omnidirecional de quatro
rodas com angulos ¢ = o = 33° e 3 = 4 = 45°. Nessa figura é possivel perceber claramente

que o espago necessario para acomodagcao dos sistemas de chute e drible obriga a utilizagao de
angulos menores nas rodas dianteiras, caracterizando-se em uma distribuigao assimétrica.
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Figura 3.3: Vista inferior do rob6 CMDragons mostrando a assimetria na distribuicao das rodas
devido a necessidade de instalacao dos sistemas de chute e drible. (Fonte: ([Zigk]_erj_t_alj, [2Q1d))

Apesar de algumas configuragbes nao apresentarem os quatro angulos iguais, ainda existe
uma simetria em relacdo ao eixo Y, mostrado na Figura [B.Il ou seja, percebe-se que nessas
configuragoes 1 = @2 € 3 = 4. Dessa forma, neste trabalho serd adotada essa igualdade
entre os dois angulos dianteiros e entre os dois angulos traseiros. Entao, por simplicidade,
desse ponto em diante, define-se o angulo dianteiro como ¢; = @1 = @y e o traseiro como
o = o3 = 4. A Figura B4 apresenta o novo modelo geométrico do robé.

AL}/;‘

>
X,

Figura 3.4: Modelo proposto neste trabalho. A geometria do robo apresenta simetria em relagao
a0 eixo Y,,.
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Para analisar a influéncia da distribuicao angular das rodas no desempenho do robo, avalia-
se a distribuicao de aceleracao para todas as direcoes de translacao do robo, mantendo o angulo
de rotagao # igual a zero, ou seja, ¥ = ~. Nesse caso, varia-se ¥ de 0° até 360°. A Figura
apresenta um esboco da variagao da orientacao do vetor de translagao.

T

N2
TN

Figura 3.5: Variagao da orientacao do vetor de translacao para 0° < ¥ < 360°.

v

De forma a encontrar a contribuicao de cada roda na locomoc¢ao do robo, assume-se um
deslocamento em uma determinada direcao ¥ com aceleracao linear a unitaria e aceleragao
angular 6 igual a zero. Utiliza-se a primeira derivada da equacao (B.I4]) para transformar a
aceleracao linear do robo nas respectivas aceleracoes das rodas, no entanto, de forma a simplificar
a representacio, utiliza-se a mesma unidade (m/s*) para representar as aceleracdes lineares X,
e Y,, e a aceleracao angular:

ay —sinpg  €os pgq

in } X
@ = S pd ©08 a Yo |- (3.51)
as sing, —cosg; 1 i
. Lo
Qy sin cosy 1

A decomposicao vetorial da aceleracao linear do robo em x e y é realizada tendo como
referéncia a Figura B.0) que representa o vetor aceleracao para uma determinada direcao de
translacao.

>

Gy

Figura 3.6: Decomposicao do vetor de aceleracao em suas componentes e y.

Dessa forma, a decomposicao da aceleracao pode ser representada por:
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a, = acosV, (3.52)

a, = asinV,

com V¥ dado em graus. Utilizando-se a notagao apresentada na Secao[3.2.2] e tomando-se a =1,
as componentes de aceleragao do robo em x e y podem ser representadas por:

X, = cos¥, (3.53)
Ym = ginW.

Substituindo-se (3.53]) em (B.51]), tem-se:

o[ e e 4] s
2 o pd 7 sin 0 | . (3.54)
as singp; —cosp; 1 0
ay sin oy cospy 1
Com base no diagrama mostrado na Figura B.4, pode-se perceber que ¢; = ¢, = 45°

representa a distribuicao com melhor simetria possivel, uma vez que as rodas ficam exatamente
no centro de cada quadrante. Essa simetria implica que a aceleracao resultante seja a mais
homogénea possivel, uma vez que cos(45°) = sin(45°). Além disso, cos(45°) = sin(45°) garante
que a contribuicao total dos motores nas diregoes x e y sejam iguais. Dessa forma, a analise
para a configuragao com @z = ¢; = 45° torna-se uma referéncia para as demais configuragoes.
A Figura 371 apresenta a contribuicao que cada motor deve realizar para que o robo locomova-
se com aceleragao unitaria para diregoes de translagao ¥ variando de 0° a 360°. Veja que as
aceleragoes de cada motor estao normalizadas de forma a facilitar a analise.

Aceleragdes normalizadas

Motor 1

_15}F . : : : [UUUUUUEY EERERRE Motor 2
= = = Motor 3
‘‘‘‘‘ Motor 4

0 45 90 135 180 225 270 315 360
Orientag&o do vetor de translagdo para 0 < ¥ < 360

Figura 3.7: Contribuicao de cada motor na distribuicao de aceleragoes para ¢4 = @y = 45°.

Analisando-se a Figura[3.7] ¢é possivel saber quantos motores estao efetivamente contribuindo
para que o robo locomova-se para uma determinada dire¢ao. Veja por exemplo a translacao para
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U = 45°. Nesse caso, apenas os motores 2 e 4 estao contribuindo para a locomogao do robo,
uma vez que o robd estd se movendo sobre o eixo dos motores 1 e 3, fazendo com que esses
motores nao sejam acionados. Ja para ¥ = 90°, todos os motores estao sendo acionados e
desenvolvem uma aceleragao de sin(45°) = 0,7071 cada, gerando uma contribuigao total de 2,83
motores nessa direcao.

Para realizar uma analise mais completa sobre a contribuicao total dos motores para cada
direcao de translacao utiliza-se a Figura que apresenta a soma das contribuicoes de cada
motor para atingir uma aceleracdo de 1 m/s® para todas as direcdes de translacio conforme
diagrama mostrado na Figura Nessa figura, foi acrescentada uma curva que representa a
distribuicao média, ou seja, a soma das contribuicoes para todas as diregoes dividida por 360.
Essa curva possui mesma area que a curva da soma das contribui¢oes dos motores, entao, se a
diferenca entre elas for pequena, significa que a distribuicao esta mais proxima da média, dessa
forma, ela serve como uma referéncia para encontrar uma configuragao para o robd que mais se
aproxima da distribuicao média. Vale ressaltar que quanto maior o niimero de motores, mais
uniforme sera a distribuicao. E claro que na pratica nao se pode colocar um nimero grande de
motores, tornando a investigacao da posicao das rodas ainda mais relevante.

270

— - — - Soma das contribuigcbes dos motores
— — — Distribuicdo média

Figura 3.8: Contribuicao total dos motores na distribui¢ao da aceleracao em funcao do angulo
de translacdo para ¢4 = ¢y = 45° para atingir uma aceleracio de 1 m/s?.

Veja, na FiguraB.8) que dependendo da direcao de translacao existem mais ou menos motores
contribuindo, no entanto, nao significa que toda aceleracao disponivel serd entregue para o robo,
uma vez que deve-se realizar a soma vetorial das aceleragoes em cada diregao e nesse caso algumas
componentes podem se cancelar. Como um exemplo, examina-se a locomocao do robo para a
diregao de 90° mostrada na Figura B.8 Conforme equacao ([8.54]), locomovendo-se na diregao
de 90°, cada motor realiza uma contribuicao de a; = sin(45°) = 0,7071, ¢ = 1,...,4, ou seja,
cada motor exerce 70,71 % de sua aceleracao maxima. Para saber a aceleracao exercida pelo
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robo na direcao desejada, deve-se calcular a aceleracao resultante gerada por cada motor e entao
soma-las. A Figura B9 apresenta a aceleracao exercida pelo motor 1.

Roda 1

Figura 3.9: Aceleracao exercida pelo motor 1.

Como deseja-se saber a aceleragao resultante para a direcao de 90°, basta calcular a compo-
nente de cada motor na direcao Y,,, mostrada na Figura3.4l Essa componente pode ser calculada

por:
T

a;, = a;sin (5 - QOd) ) (3.55)

em que ¢ = 1,...,4 representa os motores. Para a configuracao analisada, cada motor contribui

com a;, = 0,5, dessa forma, a contribuigao total na diregao de 90° é igual a 2 motores.

As componentes de aceleracao nas direcoes X, e Y,, e a aceleracao angular do rob6 podem
ser calculadas diretamente através da utilizacao das equagoes ([B.54) e ([B.9), substituindo ¢; e
V2 POT pg € 3 € @y por ;. A Figura B0 apresenta essas componentes.

A Figura apresenta as componentes vetoriais de aceleracao; no entanto, interessa-nos
saber a aceleracao resultante em funcao do angulo de translacao V. Essa aceleracao resultante
tem a mesma direcao da forca fz mostrada na Figura 3.4 e pode ser calculada transformando as
componentes encontradas pela equagao ([3.9) em coordenadas polares. A Figura B.I1] apresenta
uma comparacao entre a soma das contribuicoes dos motores e a aceleracao resultante em funcao
do angulo de translacao.

Veja que para algumas direcoes de translacao, a contribuicao total dos motores é diferente
da aceleragao resultante, ou seja, aquela aceleragao que efetivamente é entregue ao robo. Isso
acontece, pois, algumas componentes de aceleracao dos motores sao canceladas dependendo da
direcao de translagao. Como exemplo, volta-se ao caso analisado anteriormente para o robo
locomovendo-se na dire¢ao de 90°. Nesse caso, a componente em = do motor 1 cancela-se com
a componente do motor 2 e a componente do motor 3 cancela-se com a do motor 4.

Com base nas simulacoes mostradas até o momento, pode-se perceber que variando os an-
gulos ¢4 e ¢ € possivel alterar a forma como a aceleragao ¢ distribuida. Essa variacao angular
pode ser utilizada para melhorar o desempenho do robo conforme o objetivo do projeto. Dessa
forma, pode-se elaborar algum tipo de indicador para que se possa avaliar a qualidade da confi-
guracao escolhida. O indicador utilizado neste trabalho é o erro quadratico médio da aceleragao
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Figura 3.10: Componentes de aceleragao em = e y e aceleragao angular para @4 = @y = 45°.

270

— - — - Soma das contribuicbes dos motores
Aceleragéo resultante

Figura 3.11: Comparagao entre a soma das contribui¢oes dos motores e aceleragao resultante
em fungao do angulo de translagao para @4 = @y = 45°.

resultante:

n

EQA = % > (a—a) (3.56)

i=1

em que a ¢ a aceleracao resultante real, a é a aceleragao resultante ideal, encontrada para um
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robo simétrico com ¢4 = ¢; = 45° mostrada na Figura B.I1l e n é o nimero de elementos do
vetor de aceleragoes.

O indice FQA ao ser minimizado leva a uma configuracao de motores com maior uniformi-
dade de aceleragao resultante em todas as diregoes de translagao. Para avaliar esse indice, serd
verificado como ¢4 e ¢; influenciam na distribuicao de aceleragao.

De acordo com a Figura B4 ¢4 e ¢; podem variar no intervalo de 0 a 90 graus. Assim,
variando @4 e ¢; de grau em grau, sao 91 possiveis angulos. Dessa forma, para cada valor de ¢y,
existem 91 possibilidades de escolha para ;, resultando em 8281 possiveis configuragoes para o
robo. Pode-se obter um gréfico tridimensional relacionando todas as configuragoes possiveis ao
EQA que elas geram. Esse grafico é mostrado na Figura B.12]

100 ~ <5

80+

60 +

EQA [%)

40

60 ~ 20
©a [graus] 80 0 ¢ [graus]

Figura 3.12: Erro médio quadratico da aceleracao resultante encontrado em fungao da configu-
racao.

A Figura B.12] apresenta as 8281 configuracoes possiveis. A regido inferior (mais escura) no
grafico representa as configuragoes que apresentam pequenos erros, dessa forma, escolhendo um
dos angulos (dianteiro ou traseiro) é possivel encontrar o outro angulo que represente o menor
erro. Pela Figura B2 observa-se a existéncia de um minimo global para o EQA.

Conforme foi citado no inicio desta Segao, nao existe na literatura uma definicao de qual
configuracao utilizar. Com base nessa caréncia, sera realizada uma andlise das configuragoes
utilizadas por algumas equipes de forma a verificar a possibilidade de melhoria no desempenho
do robo.

3.3.1 Estudos de Caso

A seguir sao apresentados alguns estudos de caso de forma a investigar a influéncia dos
angulos ¢, e ¢; na distribuicao de aceleragoes do robo. Esses casos englobam o caso simétrico
em que g = @; e 0 caso assimétrico em que g # ©;.



52 Capitulo 3. Uma Contribuicao para o Posicionamento das Rodas do Robo F180

Caso Simétrico - ¢; = 33° e ¢, = 33°

A configuragao a ser analisada nesse estudo de caso é a que apresenta g = ; = 33° utilizada
em (Jr. et alJ, 2!!1!1). A Figura [B.13] apresenta os graficos para essa configuracao.

Aceleracdes normalizadas

Motor 1
15k . : B o] vrreo Motor 2
= = = Motor 3
== Motor 4 270

0 45 90 135 180 225 270 315 360 — - — Soma das contribuicées dos motores
Orientag&o do vetor de translagéo para 0 < W < 360 — — — Distribuigdo média

(a) Contribuicao de cada motor na distribui- (b) Contribuicao total dos motores na distri-
¢ao de aceleragoes para pgq = ¢ = 33°. buicao da aceleragao em funcao do angulo de
translacao para ¢4 = @y = 33°.

Ndmero total de motores
o

= = = Aceleragdo na direcdo x| : : et -
----- Aceleracao na diregdo y
Aceleracao angular

-4

0 45 90 135 180 225 270 315 360 — - — - Soma das contribuicdes dos motores
Orientacdo do vetor de translacdo - 0 < ¥ < 360 +  Aceleragao resultante

(¢) Componentes de aceleracao em z e y e (d) Comparagao entre a soma das contribui-

aceleragdo angular para ¢4 = py = 33°. ¢oes dos motores e aceleracao resultante em
fungdo do angulo de translagdo para pg =
Yt = 33°.

Figura 3.13: Anélise da configuracao simétrica com @4 = @y = 33°.

Pode-se notar na FiguraB.I3]que o robo desenvolve aceleracoes diferentes daquelas mostradas
anteriormente para o caso ¢g; = @; = 45°. Isso ocorre porque nessa configuragao, mesmo havendo
simetria, tem-se que cos(33°) # sin(33°). Essa diferenga faz com que a soma vetorial das
componentes de aceleracao sejam diferentes. Veja por exemplo a Figura B.I3d| que apresenta
a aceleracao resultante que o robo é capaz de empregar em cada direcao. Para ¥ = 90°, o
robo possui uma aceleragao resultante equivalente a 2,82 motores, ja na direcao ¥ = 0°, essa
aceleragao ¢ de apenas 1,19 motores. Essa configuragao otimiza a locomoc¢ao do robo na diregao
y em detrimento a locomocao na diregao x.

Essa caracteristica de variacao da distribuicao de aceleracao em funcao do posicionamento
das rodas pode ser utilizada para melhorar o desempenho do robo em determinadas direcoes,
como exemplo, na direcao x para um goleiro ou na direcao y para um atacante. No entanto,
se o projeto precisa de um robo com distribuigao de aceleragao homogénea, pode-se escolher os
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angulos de disposicao das rodas com base na Figura B.12]

Assumindo que a escolha do angulo dianteiro 4 foi devida a necessidade de acomodagao
dos sistemas de chute e drible na parte dianteira do robo, é possivel escolher o angulo traseiro
vy de forma que FQA seja minimizado. Para isso, realiza-se uma busca na Figura para
encontrar ¢; que gere 0 MeNor erro.

Tendo definido ¢,4, o grafico tridimensional mostrado na Figura pode ser reduzido a
um bidimensional, uma vez que apenas o angulo traseiro precisa ser variado. A Figura B.14]
apresenta o grafico de EQA em funcao de ¢, para ¢4 = 33°.

100

90} . . . . . . . 4

80 1

70 .

EQA [%)

i i i i i i i i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
¢t [graus]

Figura 3.14: Erro médio quadratico da aceleragao em fungao de ¢; para ¢, = 33°. Indicacao do
valor minimo.

Esse gréafico apresenta um minimo global em ¢, = 57°, isso significa que esse é o angulo
que proporciona o menor erro quando utilizado ¢, = 33°. Veja que cos(33°) = sin(57°) e
cos(57°) = sin(33°) o que implica que a contribuic¢ao total dos motores nas direges z e y sejam
iguais, conforme pode ser visto na Figura B.I5D Além disso, essa correcao na configuracao
do robo proporciona uma aceleracao resultante idéntica a da configuracao com ¢, = ¢, = 45°
mostrada na Figura BI1] conforme FiguraB.I5d Veja, na Figura B.I4 que EQA = 0.

E importante notar que essa corre¢ao torna o robo assimétrico, fazendo com que seja gerada
uma aceleragao angular para determinadas direcoes de translacao conforme pode ser visto na
Figura B.I5d Essa aceleracao angular, por sua vez, criarda um momento de rotagdo que devera
ser corrigido pelo sistema de controle do robo. Comparando os resultados mostrados na Figura
B.I5d com os da Figura 311l percebe-se que para ¢4 = ; = 45° a maior contribuicao é de 2,83
motores, enquanto que para @g = 33° e ¢; = 57° a maior contribui¢do é de 2,77, no entanto,
a aceleragao resultante é a mesma nos dois casos. Isso mostra que a configuracao ¢, = 33° e
¢ = H7° exige menos dos motores, o que implica em um menor consumo energético instantaneo.
Essa reducao no consumo torna-se ainda mais evidente quando se compara com o caso em que
©0q = p; = 33° que apresenta uma contribuicao méxima de 3,35 motores, conforme Figura [3.13dl
Essa reducao no consumo é um ponto importante e deve ser levado em consideragao durante o
projeto de robos da categoria F180, uma vez que devido a limitagoes de tamanho, ¢ necessario
que se tenha baterias pequenas. Além disso, a redu¢ao no consumo pode significar aumento de
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(a) Contribuicao de cada motor na distribui- (b) Contribuicao total dos motores na distri-
¢ao de aceleragoes para pg = 33° e ¢, = 57°. buicdo da aceleragdo em funcao do angulo de
translagao para pg = 33° e ¢, = 57°.
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(¢) Componentes de aceleragao em z e y e (d) Comparagao entre a soma das contribui-

aceleragdo angular para g = 33° e p; = 57°. ¢des dos motores e aceleracdo resultante em
fungao do angulo de translacdo para g = 33°
e @ = 57°.

Figura 3.15: Anélise da configuracao com ¢y = 33° e ¢y = 57°.

autonomia para esses robos.

Caso Assimétrico - p; = 35° e ¢; = 45°

Apds o desenvolvimento de um estudo de caso para uma configuracao simétrica, prossegue-
se com a analise de uma configuragao assimétrica. No inicio desta Secao, foram apresentados
alguns exemplos de configuragoes utilizadas pelas principais equipes competindo na liga SSL. A
configuracao em que ¢, = 33° e ¢, = 45° utilizada em dEiﬂhMH, |2£lld; le.aIbﬁﬁ_eI_aJJ, |2Q1d),
terd como resultados os mesmos apresentados na Figura uma vez que o angulo dianteiro é
o mesmo. Assim, a configuracao apresentada em (Pranggonoh et all, M), na qual o = 35° e

p; = 45° serd utilizada nesse estudo de caso. A Figura [3.16 apresenta as simulagoes para esse

caso.

Veja que na Figura B.I16d existe uma componente de aceleracao angular devido a falta de
simetria. Na Figura [3.16d é possivel ver que a aceleracao resultante apresenta um méaximo de
2,34 motores na diregao y e de 1,66 na direcao x, enquanto que a contribuicao total dos motores
apresenta um maximo de 3,05 motores na direcao y e de 2,56 na direcao x.
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e pr = 45°.

Figura 3.16: Anélise da configuracao com ¢y = 35° e ¢y = 45°.

Aplicando a mesma andlise realizada no estudo de caso anterior, a Figura B.I7 apresenta
o grafico do EFQA em funcao de ¢; para ¢4 = 35°. Esse grafico apresenta um minimo global
em @, = b5’ isso significa que esse é o angulo que proporciona o menor erro quando utilizado
w4 = 35°. Da mesma forma que no exemplo anterior, tem-se que cos(35°) = sin(55°) e cos(55°) =
sin(35°) o que implica que a contribuigao total dos motores nas dire¢bes = e y sejam iguais,
conforme pode ser visto na Figura Além disso, essa correcao na configuragao do robo
proporciona uma aceleragao resultante idéntica a da configuracao com ¢4 = p; = 45° mostrada
na Figura 3.1 conforme Figura [3.18dl Novamente, percebe-se uma reducao na exigéncia dos
motores, uma vez que essa configuracao corrigida apresenta uma contribuicao total maxima de
2,78 motores, contra os 3,05 motores do caso original. Veja, na Figura B.I7 que novamente o
EQA=0.

Foram realizados testes computacionais para todos os valores de 0 < ¢y < 90, sendo que
wa + ¢ = 90° apresenta o menor valor de EFQA. Com base nessas evidéncias computacionais,
formulou-se a Conjectura 3.1]

Conjectura 3.1 Sejam os angulos p1, pa, p3 € w4 08 angulos que os eizos das rodas fazem
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Figura 3.17: Erro médio quadratico da aceleracao em fungao de ¢; para ¢, = 35°. Indicacao do
valor minimo.

@

<
K
N
©
E
=]
e
@
o
S
o
2
]
5]
<

Motor 1

15 | vere Motor 2

= = = Motor 3

== Motor 4

= i i i i i i
0 45 90 135 180 225 270 315 360 —-— Soma das contribuicdes dos motores
Orientagéo do vetor de translagéo para 0 < ¥ < 360 — — — Distribuicio média

(a) Contribuicao de cada motor na distribui- (b) Contribuicao total dos motores na distri-
¢ao de aceleragoes para pg = 35° e p; = 55°. buigdo da aceleracdo em fungdo do angulo de
translagao para pg = 35° e ¢, = 55°.

Ndmero total de motores

= = = Acelerag&o na diregao x | |
----- Aceleracao na diregéo y
Aceleracao angular

T T

-3}

270

i i n
0 45 90 135 180 225 270 315 360 — - — - Soma das contribui¢des dos motores
Orientag&o do vetor de translagdo - 0 < W < 360 - Aceleragao resultante

-4 I

(¢) Componentes de aceleragao em z e y e (d) Comparagao entre a soma das contribui-

aceleragdo angular para pg = 35° e p; = 55°. ¢des dos motores e aceleracdo resultante em
funcdo do angulo de translagao para g = 35°
e ¢ = 55°.

Figura 3.18: Anélise da configuracao com ¢y = 35° e ¢y = 55°.
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com o eixo X,,. Ao arbitrar um valor idéntico para os angulos dianteiros pq = @1 = pa, obtém-
se o menor valor de EQA para ¢, = 90° — @4, sendo ¢; um valor idéntico para os angulos
lraseiros oy = 3 = Q4.

3.4 Conclusoes

Neste Capitulo, os modelos cinematico e dinamico de um robd mével omnidirecional de
quatro rodas foram desenvolvidos. O modelo dinamico foi desenvolvido de forma genérica, ou
seja, seus parametros e os angulos de disposi¢ao das rodas foram deixados como incégnitas do
modelo. Dessa forma, sua aplicagao para robos com configuracoes diferentes torna-se simples.
Foi apresentado um estudo sobre a escolha da disposicao fisica das rodas na periferia do robo.
Foi mostrado que mesmo que existam restricoes de espaco fisico que obriguem a escolha do
angulo dianteiro de disposicao das rodas, ainda assim é possivel projetar um robo que possa
ter uma aceleragao resultante igual ao do caso em que as rodas estao dispostas simetricamente
a 45°. Esse resultado estd expresso na Conjectura 3.1l O estudo apresentado neste trabalho
torna-se entao relevante para equipes que pretendem projetar ou melhorar robos existentes.
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Capitulo

Controle Robusto do Robo F180 Utilizando
Linearizacao por Realimentacao

Neste capitulo, controladores para seguimento de referéncia sao aplicados ao modelo mate-
matico do robo F180 desenvolvido no Capitulo Primeiramente, realiza-se a linearizacao do
modelo utilizando-se as técnicas apresentadas na Secao 2.3l Em seguida, a topologia de controle
e condigoes para sintese de controladores por realimentacao de estados na forma de desigualda-
des matriciais lineares (LMIs) sao propostas. Por fim, experimentos numéricos sao realizados
para comparar o desempenho dos controladores.

4.1 Introducao

Na Secao 2.3] foram apresentados dois métodos para linearizacao de um sistema por meio
da realimentacao de estados. Ao utilizar a linearizacao por realimentacao classica, nenhuma
robustez ¢ garantida na presencga de incertezas paramétricas, pois o sistema linearizado na
forma de Brunovsky pode ter um comportamento diferente do sistema original quando algum
parametro estd fora do respectivo valor nominal. De maneira intuitiva, espera-se que ao utilizar
a linearizacao por realimentagao robusta, o sistema em malha fechada apresente certa robustez,
pois o controle linear ¢ projetado para um sistema similar aquele no qual o controle é aplicado
e que responde de forma semelhante as variagoes paramétricas. Por esse motivo, os resultados
apresentados neste capitulo sao baseados em uma linearizacao por realimentacao robusta.

Apo6s realizar a linearizacao do sistema, é possivel utilizar algum método de controle linear
para projetar um controle para o sistema linearizado; no entanto, é necessario a definicao de
uma topologia de controle que atenda aos requisitos do projeto. Em uma partida de futebol,
deseja-se que o robo movimente-se de forma a capturar a bola ao mesmo tempo em que desvia-se
de outros robos. Para realizar essa tarefa, uma trajetéria descrevendo o caminho a ser seguido
é erada e, a partir dessa trajetéria, velocidades de referéncia sao enviadas para o robo

Dessa forma Iﬁaologia escolhida neste trabalho é a de seguimento de referéncia

apresentada em m

) e denominada rastreamento robusto, do inglés Robust Tracking.

29
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4.2 Linearizacao do Modelo do Robo F180

Neste trabalho, os angulos de disposicao das rodas sao definidos como sendo g = p; = 45°,
com base nas analises apresentadas na Secao 3.3l Substituindo esses angulos no modelo nao
linear dado pela equacao (B.47), tem-se:

Xm —aq a29 0 Xm —b1 _bl b1 b1 1
an = —a9f —ay 0 Ym + by —=bp —=by by P2 ) (41)
0 0 0 —as 0 by by by by Ps
P4
em que:
n2 (boRa + KtKem)
a
! R, (r2m +2n2J,) ’
r2mo
a9 =

r2m + 2n2J,’
2 L2 (byRo + K Kum)

s Ry (4n2J,L% + 12J,)
nriyVies
b1 - )
V2R, (r?m + 2n2.J,)
nLKtV;«ef’r'
by =

Ro(Jur? + 4J,m2L%)

A saida do sistema é escolhida como sendo os préprios estados, assim:
Xm
y=1 Y, |. (4.2)
0
O modelo dado por ([@I))-(.2) ndo atende a um dos requisitos para utilizar a técnica de
linearizacao por realimentacao, uma vez que esse nao possui o mesmo numero de entradas e
saidas. Dessa forma, é necessario realizar uma transformacao no sistema de maneira que esse
tenha o mesmo numero de entradas e de saidas. O sistema (AJ]) pode ent@o ser escrito como

Xm —Qaq agé 0 Xm b1 0 0 M1
Yoo | = | —a20 —a1 0 Yo | £10 00 0 p2 |, (4.3)
0 0 0 —as3 0 0 0 b2 M3
em que
m 1 -1 1 11| ™
e =1 1 =1 =1 1 |||, (4.4)
113 11 1 1™

P4
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A equacdo (@) estd na forma b = Az, em que A € R***. Dessa forma ha mais varidveis
do que equacoes e x é sub-especificado, ou seja, muitas escolhas de x levam a um mesmo b.
Esse tipo de sistema de equagoes é conhecido como sistema subdeterminado e permite infinitas
solugdes. Neste trabalho, é utilizada a solugao particular que minimiza a norma do vetor x, ||z||,
dada por:

r=AT(AAT) . (4.5)
Dado um vetor de entradas [u; po js]’, a equacdo (EH) pode entdo ser utilizada para
encontrar o vetor de entradas [p1 pa ps ps]” que possui a menor norma. Como p; representa as
tensoes aplicadas ao motores do robo, o uso de um vetor que possui menor norma implica em
um menor consumo energético pelo robo.

Apoés a transformagao, o novo sistema formado pelas equagoes (L.3) e ([A2]) possui o mesmo
numero de entradas e de saidas e pode entao ser submetido a linearizacao por realimentacao.
Esse sistema satisfaz as hipéteses H1, H2 e H3 apresentadas na Se¢ao2.3.3 e, portanto, existem
funcoes escalares \j(z) = Xy, Ao(x) = Yy e Ag(z) = 6, definidas em uma vizinhanca U de o,

de graus relativos r; = ro = r3 = 1 respectivamente, com r; + ro + r3 = 3, tais que o sistema

dado por
Xm [ —a agé 0 Xm bl 0 0 1251
Y.'m = —as —ay 0 Ym + 0 b O K2 | (46)
0 | 0 0 —as 7 0 0 b 13
N e’ A ~- / N ~ J
x f(=) g9(x)
C X
y = | Ym |,
| 0
——
A(z)

¢ linearizavel por realimentagao (m, @)

Uma vez garantidas as condicoes necessarias e suficientes para a linearizagao por realimen-
tacao, prossegue-se com a aplicagao da técnica. Foi mostrado na Secao que a linearizacao
por realimentacao robusta é uma extensao da linearizacao classica e, dessa forma, é necessario
primeiramente que a técnica de linearizacao cléssica seja aplicada, para entao aplicar a técnica
de linearizagao robusta.

4.2.1 Linearizacao por Realimentacao Classica do Robo F180

Conforme apresentado na Segao 2.3.4], a linearizacao por realimentacao classica do sistema
([#Q) é realizada utilizando um difeomorfismo

Te = ¢e(T), (4.7)

e a realimentacao de estados

Ue(2,ve) = ae(T) + Be(w)ve, (4.8)
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sendo
NG) <2n2meoRa Fon2X,, K, Koy — eréYmRa>
nrKiVies
o) = | V2 (PmIXo Ry + 202V bo R + 202V KoK )| (4.9)
nrKiVies '
nL (bR, + KiKep) 0
L TKtV;“ef |
[ V2R, (r*m + 2n%J,) 0 0 ]
nrKiVier
2 2
Bu(z) = 0 V2R, (r*m + 2n°J,) 0 (410)
nriyVies
0 0 Ry (4n2J, L2 + r%Jy,)
_ K VoL
X
de(x)="1 Y |, (4.11)
0
obtidos de ([2.29), (2.20), [2.27) e (2.28) respectivamente.
Obtém-se entao o sistema linearizado
000 1 00
T, = 00 O0|z.+[0 1 0], (4.12)
000 0 01
A B.

que esta na forma canonica de Brunovsky.

4.2.2 Linearizacao por Realimentacao Robusta do Robo F180

Conforme apresentado na Segao 2.3.5 a linearizacao por realimentagao robusta do sistema
([ZG) é realizada utilizando um difeomorfismo

vy = ¢p(7), (4.13)

e a realimentacao de estados

ur(z,0.) = a.(z) + Br(x)v,, (4.14)

sendo

o (z) = () + Be(x) LT ¢ (1), (4.15)
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Be(x) = Be(x)R7Y, (4.16)
Xm
¢r(z)=| Yo |, (4.17)
0
com
2 K.K -
_2n (boRa + t em) 0 0
R, (r?m + 2n2J,)
n? (byRy + KiKepm)
L= -2 4.18
0 R, (r’m 4+ 2n2J,) 0  (418)
0 0 o L2n2 (boRa + KtKem)
| R, (4n2J,L% +1r2J,) |
100
T=101 0], (4.19)
0 01
[ V2R, (r*m + 2n%J,) 0 0 T
nTKt‘/ref
2 2
R 0 V2R, (r*m + 2n°J,) 0 . (4.20)
nrKiVies
0 0 Ry (4n*J,L? + r*J,)
L nr K Vies L |
O sistema linearizado é dado por
I 2 (b KK, i
_27’L ( oRa + t em) O 0
R, (r®m+ 2n2J,)
b = 0 B n? (boRy + KiKep) 0 .
o R, (r?m + 2n2J,) "
0 0 _4L2n2 (b Ry + K Ker)
i R, (4n2J, L% +12J,) |
A,
1 nTKt‘/ref\/i 0 0 ]
2 R, (r®m + 2n2J,)
- 0 LKV V2 0 U, (4.21)
2 R, (r’m + 2n2J,)
0 0 nrKVier L
i R, (4n2J,L% 4+ 1r2J,) |
B,

que é equivalente & aproximacao linear do sistema ({.€) em torno do ponto de equilibrio zg = 0.
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4.3 Topologia de Controle

Tendo finalizado o projeto da realimentacao linearizante, é necessario projetar o sinal de
controle v, que seja capaz de estabilizar o sistema linearizado representado pela formulagao
[238). Como o projeto de v, é feito para o sistema linearizado em torno de um ponto de
equilibrio, é possivel utilizar as ferramentas classicas de controle linear.

A maioria dos sistemas de controle podem ser formulados conforme Figura 1], na qual a
planta e o sinal de referéncia r(t) sdo conhecidos , ) A entrada u(t) é chamada de
sinal de controle e a saida y(t) de sinal controlado. O problema ¢ projetar um sistema de forma
que a saida do sistema siga o sinal de referéncia com menor erro possivel. Exitem dois tipos de
controle. Quando o sinal de controle depende apenas do sinal de referéncia e é independente do
sinal controlado, o controle é chamado controle em malha aberta. Mas se o sinal de controle
depende tanto da referéncia quanto do sinal controlado, o controle é chamado controle em malha
fechada.

r(t) u(t) ygt)

—> — Planta

Figura 4.1: Descricao simplificada de um sistema de controle.

O controle em malha aberta geralmente nao é satisfatério se existem incertezas paramétricas
e/ou ruidos ou disttirbios agindo sobre o sistema. Um controle em malha fechada corretamente
projetado, por outro lado, pode reduzir os efeitos das variacoes paramétricas e suprimir os ruidos
e disturbios. O modelo desenvolvido para representar um sistema pode mudar devido a mudanca
de carga, mudancas no ambiente, nao linearidades ou envelhecimento dos componentes. Assim,
variagoes nos parametros de um processo podem ocorrer em aplicagoes reais. Consequentemente,
o controle em malha fechada é mais largamente utilizado.

Considere o sistema dado pela equacao (Z38)) com o par (A,,B,) controlavel. Entao a estru-
tura de controle mostrada na Figura pode ser utilizada para fazer seguimento de referéncia,
em que aplica-se a agao integral sobre o erro de seguimento, definido como z,(t) = r(t) — y(t),
sendo que r(t) é a referéncia a ser seguida.

—>(T<t)+ J‘:ta(t) S Za(t) ko H ,Lj(t) l;u = a(z) + B(x)v ult) Nascjsﬁ?géirT o(z) A :B%t>

—_

Ar- +

Malha de Linearizacao

Sistema Linearizado

K

Figura 4.2: Controle de seguimento de referéncia com integragao do sinal de erro.

A inclusao de um integrador ao sistema original, conforme apresentado na Figura [4.2] au-
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menta a ordem do sistema e assegura erro nulo em regime permanente para uma entrada em

degrau. Essa caracteristica é importante do ponto de vista do futebol de robos, uma vez que,

durante o jogo, é geralmente requisitado aos robos que interceptem a bola e deem passe para

outro robd. Essa agao nao seria possivel se houvesse algum erro em regime permanente. Deve-se

notar que essa topologia é semelhante a um controlador do tipo Proporcional Integral (PI).
Essa estrutura de controle é representada no espaco de estados como

[i} — {_A&g]ju[%hf( ko | [i]+“]r (4.22)

em que K e k, sao os ganhos de realimentacao de estados e os ganhos de integracao, respectiva-
mente. Sendo o par (A,B) controlavel, entdo é possivel alocar os polos de (A + BK) utilizando
alguma ferramenta de sistemas lineares, tais como a alocagao de polos.

Um dos problemas fundamentais na teoria de controle é o projeto de leis de controle capazes
de alocar os polos de malha fechada de um sistema em uma regiao desejada. Dentre as diferentes
formas para definicao de especificacoes de desempenho, uma das mais populares é aquela que
impoe alguma restricao para a alocagao dos polos do sistema em malha fechada, como tempo de

assentamento ou maximo sobressinal 1lali , |19_Qd) Grande parte da literatura relativa a
alocacao de polos, foca no problema de alocacao exata, no qual é requerido que os polos de malha
fechada estejam posicionados sobre ou préoximos a locais previstos. Na pratica, a alocacao exata
de polos nao é requerida e é frequentemente suficiente sua alocagao em uma regiao prescrita no
lado esquerdo do plano complexo para sistemas continuos no tempo ou no interior do circulo

para sistemas discretos no tempo (IH_add.adj_B_emsjfid, |19_9j)

Na literatura, o problema de alocagao regional de polos tem sido considerado para uma

variedade de regioes, incluindo faixas verticais e horizontais, setores, circulos e hipérboles

(Chilali ct all, [1999).

Neste trabalho, o problema de alocagao de polos é considerado para uma regiao circular
conforme Figura [£.3]

A Imag

—€ Real

Figura 4.3: Regiao circular para alocagao de polos.

Note que essa especificacao para os polos do sistema em malha fechada garante que toda a
dindmica esteja limitada por exponenciais com decaimento limitado por exp (—e + £)t e frequén-
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cias (parte imaginéria dos polos) menores ou iguais a £. Em particular, para sistemas de segunda
ordem, essa regiao de alocagao garante um fator de amortecimento (no pior caso) dado pelo cos-
seno do angulo determinado pela reta que tangencia o circulo e passa pela origem, e maxima
frequéncia natural amortecida limitada pelo raio do circulo. E importante observar que esses
valores de pior caso nao ocorrem simultaneamente.

O projeto de controle resume-se entdo, em calcular a matriz K = [K k,] dada pela equagao
[#22)), tal que o sistema realimentado dado por

i = (A+ BK)i + Er, (4.23)

possua todos os polos de malha fechada no interior de uma regiao circular de raio ¢ e centro em
(—¢,0), conforme mostrado na Figura

4.4 Condicoes LMI para Alocacao Robusta de Polos

Apoés a definicao da estrutura de controle a ser utilizada para o seguimento de referéncia,
passa-se ao estudo de técnicas para sintese dos controladores lineares.
Considere um sistema linear incerto continuo no tempo descrito por

i(t) = A(0)x(t) + B(O)u(t), (4.24)

com z(t) € R", u(t) € R™, A(6) € R™", B(5) € R™. Suponha que as matrizes A(5) e B(9)
pertencam a um politopo A dado por

A= {(A,B)(d) e R™™™(AB)(0) =) [ 6;(AB); > 6 =1;6; > 0} : (4.25)

sendo (A,B)j, J=1,...,N os vértices desse politopo.
O objetivo aqui ¢ determinar um ganho K para a lei de realimentacao de estados

u(t) = Kx(t), (4.26)

de forma a garantir que o sistema incerto de malha fechada

Aa(8) = A(6) + BO)K (4.27)

tenha todos os polos de malha fechada no interior de um circulo de raio ¢ e centro (—e,0),
mostrado na Figura B3 para todo (A,B)(d) € A.

Para um sistema autonomo precisamente conhecido, uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que todos os polos de A.(0) localizem-se dentro da regido circular mostrada na Figura
¢ dada pela existéncia de uma matriz simétrica definida positiva W de forma que (veja

in, [1992))

(Aa(8) + dDW + W(Au(8) + dD)" + %(Ad(a) + dD)W (Aq(8) +dD)" <0, (4.28)
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CcOom

d=¢c—L. (4.29)
A desigualdade (28] é obtida através da fungao de Lyapunov modificada

1
AW + W AT + ZAWAT <0, (4.30)

com a matriz dinamica de malha aberta A sendo substituida por A,(0) + dI. Neste caso, d > 0
garante que todos os polos de malha fechada possuam parte real menor que —d.

Se A.(0) pertence a um politopo incerto A descrito por seus vértices, uma condicao suficiente
para garantir a alocacao desejada de polos para todo A.(d) € A é dada pela existéncia de uma
mesma matriz W = W’ > 0 satisfazendo ([@28) nos vértices de A, o qual é uma abordagem
baseada na estabilidade quadratica.

Lema 4.1 (Estabilidade Quadratica) Se ezistir uma matriz Z € R™" e uma matriz si-
métrica definida positiva W € IR™" tais que

(AW +WAT + B;Z + Z"Bl +2dW) A;W + B;Z +dW

T T pT < 05 j=1,...,N,(4.31)

entao K = ZW ™' garante a alocacio de polos para o sistema incerto de malha fechada na regido
especificada na Figura[{.3 para todo (A,B)(d) € A.

A seguir apresenta-se a prova para o Lemald.1] a qual foi retirada de dhé[mi@gnﬂ_ei_alj, |29Dd)

N

Prova:  Multiplicando-se a equacgao (43Il) por §;, §; > 0, Z(Sj = 1, e somando-se em
j=1

j=1,..., N, obtém-se

(AW + WA + B(6)Z + Z'B(6)" +2dW) A(6)W + B(8)Z + dW

WA(S)" + Z"B(6)" +dW W 1 <0. (4.32)

Aplicando-se o complemento de Schur (veja Apéndice [B.2)) na equagao ([E32), tem-se

(AW + WA + B(6)Z + ZTB(6)" + 2dW)

-1

— (A(O)W + B(8)Z +dW) ( > (WA + ZTB(5)" + dW) < 0.(4.33)

Substituindo Z = KW e apds algumas manipulacoes matemaéticas

(A(6) + B(O)K +d)W + W (A(S) + B(6)K + dI)T
+ %(A(é) + B(8§)K + dI)W (A(S) + B(6)K + dI)" < 0. (4.34)
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Com Ay(0) = A(9) + B(0) K, a equagao ({.34) pode entdo ser escrita como

(Au(8) + dD)W + W (Aq(8) + dI)T + %(Ad(a) + dD)W (A (5) + dD)T < 0,

garantindo a alocacao de polos no circulo indicado na Figura[L3] conforme equagao (£28)), para
N

qualquer valor de § € RY satisfazendo Z 0; = 1, ou seja, para qualquer sistema pertencente
j=1

ao politopo A dado em (Z25). m

Na literatura, varias extensoes da condicao de estabilidade quadratica tém sido utiliza-
das para controle robusto e projeto de filtros, incluindo especificacoes para alocacao de polos
ilali ,|19_9Q; k}alsjaﬁ_B_emussmﬂ, |l9_9§; LEalh.ams_e_Eer_esJ, |19_9}j). Contudo, estabilizabi-

lidade quadratica pode levar a resultados conservadores no sentido de que exitem especificagoes

para alocacgao de polos que nao podem ser alcangadas por meio de um ganho de realimentacao
de estados baseado na estabilizacao quadratica.
Uma condicao para a anélise da estabilidade robusta de sistemas incertos discretos no tempo

foi proposta em (Oliveira et al., |L9£ﬁ) A vantagem dessa condi¢ao em relacao ao resultado base-
ado na estabilizabilidade quadratica esta na utilizagao de uma matriz de Lyapunov dependente

de parametros. Uma extensao desse resultado para a alocacao robusta de polos através da

realimentacao de estados é apresentada em ([Leite e Eem&], |20Qd), que produz resultados menos
conservadores do que os do Lema [l Note que o uso de uma funcao de Lyapunov dependente
de parametros W (5) = W(8§)" > 0, de modo que
1
(Agq(8) + dD)W(8) + W (6)(Ay(0) + dD)T + Z(Acl(é) + dD)W(8)(Aq(8) +dI)" <0,  (4.35)
pode fornecer resultados menos conservadores do que os obtidos com W (J) = W fixa.

Lema 4.2 (Espaco Aumentado) Se existirem N matrizes simétricas definidas positivas P; €
IR™"™ e matrizes L € IR™*" tais que

—(P; A;G + B;L + G

GTA;[’jLLTBjTjLeGT E(Pj—G—GT) }<O; 7=1,...,N, (4.36)

entio K = LG~ ¢ um ganho de realimentacio de estados robusto e P(3), dado por

N
P@) =Y "0P;  &>0, > §=1, (4.37)
j=1

¢ uma matriz de Lyapunov dependente de parametro que garante ao sistema incerto de malha
fechada a alocagdo de polos especificada na Figura[{.3 para todo (A,B)(0) € A.

A prova para o Lema [£.2 retirada de (Leite e Pereé, M), ¢ apresentada a seguir.
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Prova: Note que, com L = KG, ([A30) é equivalente a

—P, (A; + B;K + )G/t

[GT(AﬁBjKHI)T/ﬁ P—G-G" ]<0? j=1....N. (4.38)

N
Multiplicando-se a equacao (£38) por §;, 6; > 0, Z(Sj = 1, e somando-se em j = 1,..., N,
j=1

obtém-se

—P(9) (A(0) + B(0O)K + eI)G /¢
{GWA@)+B®M(+dVV€ P()— G- GT }<O' (4.39)
Multiplicada a esquerda por
T =1 (A(0) 4+ B(6)K + €I) /1], (4.40)
e a direita por 77 (veja (IMM, |L(l9_d) para detalhes), implica em
%2(14(5) + B(§)K + el)P(8)(A(0) + B(6)K + eI)' — P(8) < 0, (4.41)

que, por sua vez, com € = { + d, escreve-se

éM@-+B@K+ﬂW@M@+B@K+mT
+ (A(5) B(§)K + dT)P(5) + %P(é)(A(cS) +BE)K +dDT <0, (4.42)
Substituindo-se W (J) = @ tem-se

(AG) + B)K + dD)W(5) + W(S)(A(S) + B(O)K + dI)”
+ %(A((S) + B(§)K +dl)W (0)(A(0) + B(0)K + dI)" < 0. (4.43)
Com Au(0) = A(6) + B(0) K, a equacao ({43]) pode entao ser escrita como

+ 2 (Aa(®) + MW(E)(Aa(d) +dD" <0,

garantindo, com a fungao de Lyapunov dependente de parametros W (d), a alocagao de polos

no circulo indicado na Figura B3] conforme equacdo (E35), para valor de 6 € IR” satisfazendo
N

(Aa(8) +dD)W (8) + W (8)(Aa(d) + dL)"

Z d; = 1, ou seja, para qualquer sistema pertencente ao politopo A dado em (£.25]). u
j=1
Os Lemas [Tl e 2] apresentam condigoes suficientes, formuladas em termos de desigualdades

matriciais lineares, para a obtencao de um ganho fixo que garante a alocagao robusta de polos.
A condigao apresentada no Lema fornece resultados menos conservadores que os obtidos
através do Lema [1] (baseados na estabilizabilidade quadratica), devido a utilizagdo de uma
matriz de Lyapunov dependente de parametros.
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4.5 Experimentos Numéricos

Nesta secao sao apresentados os experimentos numéricos realizados utilizando as matrizes
A, e B, dadas pelo modelo linearizado pela técnica de realimentacao linearizante robusta (.2T])

substituidas no sistema aumentado apresentado na equagao ([£22)). Os parametros nominais
para esse modelo, extraidos de , ), sao apresentados na Tabela .11

Tabela 4.1: Parametros nominais do modelo dinamico. (Fonte: m, M))

Parametro Valor Unid Descricao

K, 0,0059 N xm/A Constante de torque dos atuadores

n 19:1 - Fator de reducao dos atuadores para as rodas
Vier 12 V Tensao de referéncia

R, 1,71 Ohm Resisténcia de armadura dos atuadores

r 0,024 m Raio da roda

g, 3,88 x 1077 lcgm2 Momento de inércia dos atuadores

Jw 2,125 kgm? Momento de inércia do robo

b, 24 x107% N xm x s/rad Constante de atrito viscoso dos atuadores
K., 0,0059 V x s/rad Constante de for¢a contra eletromotriz dos atuadores

L 0,09 m Distancia entre a roda e o centro do robo

m 3,4 Kg Massa do robo

©Yd 45° graus Angulo dianteiro do robd

Ot 45° graus Angulo traseiro do robo

Ap6s a substituicao dos parametros, as matrizes A e B do modelo nominal aumentado para
o robo F180 sao dadas por (44]). Veja que, conforme a topologia de controle adotada, esse
modelo possui a inclusao de trés integrados, sendo um para cada erro de seguimento de referéncia
das varidveis X,,, Y;, e 0. Além disso, o par (A,B) é controldvel.

[ -73398 0 0 000 (59638 0 0
0 -7338 0 000 0 59638 0
: 0 0 02167 00 0|~ | O 0 1,381
A= 0 o oo0o0|PT] o 0 0 (444)
0 ~1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0] 0 0 0 |

Aplica-se entao, as técnicas apresentadas nos Lemas 1] e no projeto de uma lei de re-
alimentacao de estados para o sistema ([4.44]). Apesar das incertezas poderem estar presentes
em quaisquer dos parametros do robo, apenas os parametros associados aos atuadores do robo,
K, constante de torque, K,,,, constante de forca contra eletromotriz e b,, coeficiente de atrito
viscoso, foram considerados incertos, isto €, os valores desses parametros podem variar em torno
de seus valores nominais mostrados na Tabela Il Assume-se que esses parametros possam
variar em £20%. A razao para a escolha desses parametros estd na forma como eles apare-
cem no modelo matematico, ou seja, eles aparecem de forma linear. A escolha de parametros
apresentados de forma nao linear dificultaria a geracao do politopo de incertezas.
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Note que os parametros K., e b, afetam apenas a matriz dinamica, enquanto que K, afeta
também a matriz de entrada conforme equacao (.2I)). O intervalo numérico para variagao
paramétrica ¢ dado por

0,0047 < K, <0,0071, (4.45)
0,0047 < K., <0,0071,
0,1920 x 107° < b, < 0,2880 x 107°.
Realizando um combinacao dos valores extremos dos parametros considerados incertos dados

pela equagao ([£43) e aplicando ao sistema aumentado ({.22), é produzido um sistema incerto
formado por oito vértices dado pelas matrizes

[ —4,8213 0 0 000 [ 4,7710 0 0
0 —4,8213 0 000 0 47710 0
- 0 0 —0,1423 0 0 0 | = 0 0 1,1065
A= —1 0 0 000 By = 0 0 0 (4.46)
0 1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0
—5,1309 0 0 00 0] [ 4,7710 0 0 ]
0 —5,1309 0 000 0 47710 0
- 0 0 —0,1515 0 0 0 | = 0 0 1,1065
Ay = -1 0 0 000 By = 0 0 0 (4.47)
0 1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0
—6,9223 0 0 00 0] [ 4,7710 0 0 ]
0 —6,9223 0 000 0 47710 0
- 0 0 —0,2043 0 0 0 | = 0 0 1,1065
Ay = —1 0 0 000 Bs = 0 0 0 (4.48)
0 1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0 |
—7,2320 0 0 00 0] [ 4,7710 0 0 ]
0 —7,2320 0 000 0 47710 0
- 0 0 —0,2135 0 0 0 | = 0 0 1,1065
Ay = -1 0 0 000 By = 0 0 0 (4.49)
0 1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0
—6,9223 0 0 00 0] [ 7.1566 0 0 ]
0 —6,9223 0 000 0 7,566 0
- 0 0 —0,2043 0 0 0 | = 0 0 1,6597
A5 = —1 0 0 000 Bs = 0 0 0 (4.50)
0 1 0 000 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0
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[ —7,2320 0 0 00 0] 7,1566 0 0
0 —7,2320 0 000 0 7,1566 0
~ 0 0 —0,2135 0 0 0 | 5 0 0 1,6597
Ao = ~1 0 0o o0o0o0|PT 0 0 0 (451)
0 -1 0 000 0 0 0
i 0 0 -1 00 0] 0 0 0 |
[ —10,0739 0 0 0 0 0] 7,1566 0 0
0 —10,0739 0 000 0 7,1566 0
~ 0 0 —-0,2974 0 0 0 | 5 0 0 1,6597
A= —1 0 0 000 |7 0 0 0 (452)
0 -1 0 0 00 0 0 0
i 0 0 -1 0 0 0] 0 0 0 |
[ —10,3835 0 0 0 0 0] [ 17,1566 0 0
0 —10,3835 0 000 0 7,1566 0
~ 0 0 —0,3065 0 0 0 | 5 0 0 1,6597
As = —1 0 0o 0o0o0]|%7 0 0 0 (453)
0 -1 0 0 00 0 0 0
i 0 0 -1 0 0 0] |0 0 0 |

Apoés obter-se o sistema nominal e os oito vértices que formam o politopo de incertezas A,

passa-se ao projeto dos controladores. A intencao é selecionar controladores com desempenho
semelhante no caso nominal e avaliar o desempenho na presenca de incertezas paramétricas.

4.5.1 Sintese dos Controladores

Nesta secao, sao apresentados os controladores obtidos pela utilizacao dos Lemas E1] e
42
lador utilizando-se a técnica de alocacao exata de polos e, para tal, foi utilizado o comando
Place do MATLAB . Note que o sistema nominal ([L44) é BIBO estavel, com polos em 0,
—7,3398 e —0,2167. Além disso, o sistema possui polos lentos (préximos & origem). Deseja-se

Como referéncia para comparagao, primeiramente, é realizada a sintese de um contro-

alocar os polos do sistema de malha fechada de forma a garantir uma dinamica rapida o sufi-
ciente e ao mesmo tempo limitar a intensidade da agao de controle, evitando variagoes bruscas
que poderiam causar saturagao no sinal de controle. O conjunto de polos escolhido é mostrado

na equagao (L54).

Pi=[ 1447 —14-7 -15 -25 -30 -33]. (4.54)

O ganho obtido pela aplicagao do comando Place ao sistema nominal (£.44]) é dado por

—4,0515 —4,3280 —6,3858 50,8298 84,0753 126,8835
K,= | —2,4933 —4,5817  2,3486 31,0759 66,7305 —9,2637 (4.55)
50,8113  —9,7887 —46,7184 —65,0259 178,1385 592,2449
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Apesar de fornecer uma especificacao exata para alocacao de polos do sistema nominal,
o ganho (A55) nao é capaz de lidar adequadamente com as incertezas dos parametros. A
Figura 4 mostra os polos de malha fechada para o sistema incerto A(8) + B(é)Kp fora de suas
especificagoes nominais.

15f

10

Imag
3
<
?

-10}

-15F

-50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15
Real

Figura 4.4: Polos de A(8) + B(6)K, com K, dado por {E5) e os vértices do sistema incerto
por (£.40)-([4.53). Os polos dos vértices do sistema de malha fechada sao representados por ¢ e
os polos do sistema nominal por X.

Um circulo centrado em (—22,0) com raio ¢ = 11,4 foi incluido, uma vez que esse é o menor
circulo atingido pelo controle baseado em estabilidade quadratica apresentado pelo Lema [Tl
Essa regiao circular foi escolhida de forma que o circulo englobe os autovalores em (£54]).

O teste de factibilidade utilizando os Lemas T e[L.2 geram os ganhos mostrados nas equagoes

(#50) e ([AL21) respectivamente.

[ —4,6884  0,0000 0,0000 50,1373 0,0000  0,0000
Kp, = | 0,0000 —4,6884 0,0000  0,0000 50,1373 0,0000 . (4.56)
| 0,0000  0,0000 —24,6676 0,0000 0,0000 204,4187 |

[ —4,7319 0,0000  0,0000 51,2458 0,0000  0,0000
Ki»= | 00000 —4,7319 0,0000 0,0000 51,2458 0,0000 | . (4.57)
0,0000  0,0000 —26,1235 0,0000 0,0000 231,2998 |

Veja que a diferenga entre os valores dos ganhos dados por (L.50) e ([A57) é pequena. Isso
sugere que a alocacao dos polos do sistema incerto seja semelhante nos dois casos. As Figuras
e mostram a alocacao dos polos do sistema em malha fechada para ganhos dados por
(#E0) e (LX) respectivamente.

Analisando as Figuras e 0 fica claro que tanto o ganho robusto obtido pelo Lema E1]
quanto aquele obtido pelo Lema conseguem alocar os polos do sistema incerto de malha
fechada dentro da regido circular centrada em (—22,0) e com raio ¢ = 11,4. No entanto, se
a especificacdo para alocacao dos polos é mais rigorosa, o Lema [4.1] torna-se infactivel. Para
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Figura 4.5: Polos de A(0) + B(0)Ky; com € = 22, £ = 11,4, K;; dado por [@50) e os vértices
do sistema incerto por ([A40)-[.53). Os polos dos vértices do sistema de malha fechada sao
representados por ¢ e os polos do sistema nominal por X.
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Figura 4.6: Polos de A(8) + B(0)Ky, com e = 22, { = 11,4, K, dado por [@ED) e os vértices
do sistema incerto por ([AL40)-([.53). Os polos dos vértices do sistema de malha fechada sao
representados por ¢ e os polos do sistema nominal por X.

mostrar essa limitacao do método, escolhe-se £ = 11,2, que representa o menor raio que garante
que o controle apresentado pelo Lema .2 seja factivel. A equagao (A.58) apresenta o novo valor
para o ganho obtido pelo Lema e a Figura L7 apresenta os polos de malha fechada do
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sistema incerto utilizando o ganho dado por (AL.5S).

B —4,7049  0,0000 0,0000 50,4576 0,0000  0,0000
Kro= | 0,0000 -—4,7049 0,0000  0,0000 50,4576  0,0000 . (4.58)
0,0000  0,0000 —26,1942 0,0000 0,0000 232,6620

Imag
o
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Figura 4.7: Polos de A(8) + B(8)K 5 com € = 22, £ = 11,2, K, dado por [@57) e os vértices

do sistema incerto por ([AL40)-[E53). Os polos dos vértices do sistema de malha fechada sao

representados por ¢ e os polos do sistema nominal por X.

Os Lemas 4.1 e garantem que a alocacao de polos na regiao especificada é preservada
para qualquer valor de parametros no intervalo mostrado em (€.45]) se uma especifica¢ao con-
servadora ¢ utilizada, por outro lado, para uma especificagao menos conservadora, apenas o
Lema ¢ factivel. No entanto, é importante notar que, o ganho dado por (458) apresenta
diferengas pequenas em relagao ao ganho dado por ([L57). Isso mostra que, para o problema
apresentado neste trabalho, a sintese de controladores baseada na estabilidade quadratica e no
sistema aumentado com func¢ao de Lyapunov dependente de parametros apresentam resultados
semelhantes de forma que ambas podem ser utilizadas para o intervalo de incertezas paramé-
tricas dado por (£45]). Observe também que, se a alocagao é realizada utilizando o comando
Place do MATLAB , mesmo uma pequena mudanca no valor de algum parametro poderia causar
o deslocamento dos polos de malha fechada para fora da regiao desejada, conforme mostrado
na Figura L4

Conforme citado anteriormente nesta secao, os polos de malha fechada do sistema utilizando
o comando Place do MATLAB foram especificados para que o sistema possua uma dinamica
rapida e ao mesmo tempo para limitar a intensidade da acao de controle. Sao mostradas na
Figura R as respostas dos estados X,,, Y;, e 6 para uma entrada em degrau unitdrio aplicada em
r para diversos valores dos parametros incertos dentro dos intervalos (.45]) para o controlador
dado por ([A5H). Veja que a resposta temporal mostra que o sistema em malha fechada é
acoplado, diferentemente do sistema nominal dado por (£21]), que é desacoplado. Além disso, as
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respostas dos estados X,,, Y,, e 0 referentes as entradas ry, ry e r3 respectivamente, apresentam

um sobressinal devido as incertezas do sistema.

Amplitude
Amplitude
Amplitude

) N | .
0 o
02 o .
o o1 oz s o4 o5 e o o o1 oz s o4 o5 o o o o1 oz s o4 s
Tempo (sec) Tempo (sec) Tempo (sec)

(a) Resposta de X,, para o degrau (b) Resposta de X,, para o degrau (c) Resposta de X, para o degrau
unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. unitario aplicado em r3.

Amplitude
Amplitude
Amplitude

eSS

02 )
) o1 02 [ 04 05 06 01 o o1 02 03 04 05 06 07 (] o1 02 03 04 05

Tempo (sec) Tempo (sec) Tempo (sec)

T

(d) Resposta de Y, para o degrau (e) Resposta de Yj, para o degrau (f) Resposta de Y, para o degrau

unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. unitario aplicado em r3.
< < <
P e 0/‘\ 0
L L . L L

(g) Resposta de 6 para o degrau uni- (h) Resposta de 9 para o degrau (i) Resposta de 6 para o degrau uni-
tario aplicado em 7. unitario aplicado em r5. tario aplicado em rj.

Figura 4.8: Resposta temporal dos estados X, Yoo € 0 para uma entrada em degrau unitario
aplicada em r para diversos valores dos parametros incertos dentro do intervalo (.45 para o
controlador utilizando o comando Place dado por (L5H]).
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As Figuras e apresentam as respostas temporais para o sistema em malha fechada
utilizando os ganhos (£.50) e (L57) respectivamente. Note que o sistema agora é desacoplado
e nao apresenta sobressinal em ambos os casos. Isso mostra que esses controladores exigirao
menores intensidades dos sinais de controle do que o controlador dado por (4.53]).

Amplitude
Amplitude
Amplitude

Y T PR
Tempo (sec)

o 01 02 03 04 05 06

AC 01 02 03 04 05 06 07
Tempo (sec)

Tempo (sec)

(a) Resposta de X,, para o degrau (b) Resposta de X,, para o degrau (c) Resposta de X, para o degrau

unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. unitario aplicado em r3.
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Tempo (sec)

Tempo (sec)

(d) Resposta de Y;, para o degrau (e) Resposta de Y;, para o degrau (f) Resposta de Y;, para o degrau
unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. unitario aplicado em r3.

Amplitude
Amplitude
Amplitude

o1 oz o3 ot o5 o5 07
Tempo (sec)

o1 02 03 04 05 06

02
o o1 02 o3 o1 o5 o6 o7 o 3
Tempo (sec)

Tempo (sec)

(g) Resposta de 6 para o degrau uni- (h) Resposta de 0 para o degrau (i) Resposta de 6 para o degrau uni-

tario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. tario aplicado em rj.

Figura 4.9: Resposta temporal dos estados Xm, Y, e 6 para uma entrada em degrau unitario
aplicada em r para diversos valores dos parametros incertos dentro do intervalo (.45 para o

controlador utilizando o Lema 1] dado por (£54).
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g g g
T e T e R
(d) Resposta de Y, para o degrau (e) Resposta de Y;, para o degrau (f) Resposta de Y;, para o degrau
unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7s. unitario aplicado em r3.
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(g) Resposta de 0 para o degrau uni- (h) Resposta de 0 para o degrau (i) Resposta de 6 para o degrau uni-
tario aplicado em ry. unitario aplicado em rs. tario aplicado em r3.

Figura 4.10: Resposta temporal dos estados X, Yo, e para uma entrada em degrau unitario
aplicada em r para diversos valores dos parametros incertos dentro do intervalo (.45 para o
controlador utilizando o Lema 4.2l dado por (A.57]).
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A Figura I IT] apresenta a resposta dos estados X, Y, € 0 referentes as entradas 71, 5 e rs,
respectivamente, para o controlador dado por (£58). Como o sistema é desacoplado, as demais
respostas sao omitidas. Perceba que o resultado é semelhante ao apresentado na Figura [4.10

Amplitude
Amplitude

o1 02 o3 o1 o5 o5 o7 o o1 02 o3 o4 o5 o5 o7 o o1 oz o3 o4 o5 o5 o7
Tempo (sec) Tempo (sec) Tempo (sec)

(a) Resposta de X,, para o degrau (b) Resposta de Y,, para o degrau (¢) Resposta de 6 para o degrau uni-
unitario aplicado em 7. unitario aplicado em 7. tario aplicado em r3.

Figura 4.11: Resposta temporal dos estados X,,, Y., e § para uma entrada em degrau unitario
aplicada em rq, ro e r3 respectivamente, para diversos valores dos parametros incertos dentro
do intervalo (4H]) para o controlador utilizando o Lema 2] dado por (E5S).

Apéds a andlise das respostas temporais do sistema em malha fechada utilizando os con-
troladores propostos, propoem-se alguns estudos de caso para seguimento de referéncia. Esses
casos tém como objetivo demostrar a diferenca de desempenho dos controladores na presenca
de incertezas paramétricas. O critério de desempenho adotado nesse trabalho é o valor maximo
absoluto do erro de seguimento das velocidades passadas como referéncia para o sistema:

leo] = 1/ €l + €y, (4.59)

Cvz = Upg — Vg, (460)

com

oy = Upy — Uy, (4.61)

€ Urg, Ury, Uy € Uy as velocidades de referéncia e as velocidades encontradas nas direcoes e y
respectivamente.

De forma a quantificar a diferenca entre os erros dos controladores, ¢ também calculado o
valor relativo percentual entre o maximo erro encontrado com o Place em relacao ao maximo
erro encontrado com os controladores dados pelos Lemas [l e .2 dado pela equacao (4.62).
Neste caso, sempre que esta quantidade for positiva, o controlador utilizando Place apresenta
maior erro e o valor indicado representa quantos por cento esse erro foi maior:

M,
V,, = (MP - 1) x 100 %, (4.62)

el
em que M., representa o maximo valor de erro encontrado com Place e M,; o maximo valor de
erro encontrado com os controladores dados pelos Lemas .1l ou 1.2
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4.5.2 Estudos de Caso

Um rob6 mével omnidirecional pode realizar movimentos de rotacao e translagao em torno
de seu centro de gravidade independentemente no plano bi-dimensional. Para verificar essa
propriedade, chamada de propriedade holonomica, trajetorias serao definidas realizando movi-
mentos de translacao e movimentos de translacao e rotacao simultaneos. E assumido que o valor
inicial do sistema de coordenadas movel .S, seja igual ao sistema de coordenadas global S, e o
valor inicial das varidveis de estado ¢ dado por Z =1[0000 0 0]”.

Qualquer combinagao de valores dentro do intervalo dado por (£45]) pode ser utilizada para
gerar um sistema incerto para fins de simulagoes, entao, existe um nimero infinito de possiveis
combinacoes. Assim, de forma a simplificar as simulacoes utilizou-se apenas os vértices do
politopo de incertezas A e, somente os piores casos dentre essas simulagoes serao apresentados
devido ao grande nimero de graficos. Ressalta-se contudo, que situagoes mais criticas que as
apresentadas pelos vértices do politopo de incertezas podem ocorrer em alguma combinag¢ao no
interior desse politopo. Oito casos sao analisados: trajetoria reta, trajetéria reta com rotagao,
trajetoria quadrada, trajetoria quadrada com rotacao, trajetéria em forma de oito, trajetéria

em forma de oito com rotagao, trajetéria circular e trajetéria circular com rotacao.

Caso 1 - Trajetoria Reta

Nesse estudo de caso, é assumido que o robo esteja movimentando-se em linha reta na direcao
U = 45° com angulo de rotagao # = 0° durante 8 segundos. Embora a velocidade nas dire¢oes x
e y seja setada para 0,3 m/s, uma onda quadrada é definida para cada componente de velocidade
de forma a melhor excitar a dinamica do sistema.

As Figuras E12] 4.13], .14 .15, e 17 apresentam os resultados para essa trajetéria e
a tabelad.2] os erros méximos para cada controlador e o valor relativo percentual do controlador
utilizando Place em relacao aos controladores utilizando os Lemas [l e
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Figura 4.13: Velocidade Y, para trajetéria reta sem rotacao.
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Figura 4.14: Deslocamento angular 6 para trajetéria reta sem rotacao.

Tabela 4.2: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria reta sem rotacao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Méaximo 0,4180 | 0,4178 0,4140
Valor Relativo Percentual - 0,0589 0,9764

Observe nas Figuras[£T2 e .13 que, para essa trajetéria, o comportamento dos controladores
¢ semelhante. A Figura .14 mostra o deslocamento angular do robo, veja que o resultado
encontrado utilizando o comando Place apresenta uma rotacao de aproximadamente 0,22° nos
intervalos de 2 a 4 segundos e de 6 a 8 segundos. No entanto, essa rotacao é muito pequena
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Figura 4.15: Trajetoria reta sem rotagao.
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Figura 4.16: Tensoes para trajetoria reta sem rotacao.

e nao deverd causar problemas ao sistema. Percebe-se pela Figura que os controladores
conseguem manter o robo sobre a trajetoria de referéncia, no entanto, a Figura mostra
que houve um esforgo maior dos atuadores no caso do Place . Isso mostra que, mesmo o0s
controladores tendo apresentado resultados semelhantes no seguimento de referéncia, os Lemas
Edle apresentam menor consumo de energia. Observando a Figura 17 e a tabela E.2]
verifica-se que o desempenho dos controladores é praticamente o mesmo.



4.5. Experimentos Numéricos 83

0.6 ; . .
— — — Erro abs — Place
— — Erroabs - Lema 4.1
0.5F Erro abs - Lema 4.2
0.4 b
o 0.3F |
= [
m I
|
0.2} | ]
|
|
0.1 ! b
|
\
0 \
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo 3]

Figura 4.17: Erro absoluto para trajetéria reta sem rotagao.

Caso 2 - Trajetoria Reta com Rotagao

A trajetéria reta do estudo de caso anterior é repetida nesse caso, porém é acrescentado
um deslocamento angular durante o movimento do robo de forma que esse realize movimentos
de translacio e rotacdo simultaneos. E definido entdo que o robd movimente-se com angulo
de rotacao # = 0° no intervalo de 0 a 2 segundos e com uma variacao uniforme do angulo de
rotacao de § = 0° até # = 135° no intervalo de 2 a 8 segundos.

Os resultados das simulacoes sao apresentados nas Figuras 118 .19, E.20], E.2T], e

e na tabela 1.3
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Figura 4.18: Velocidade X,, para trajetéria reta com rotacio.
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com rotacao.

Tabela 4.3: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetoria reta com rotacao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,4386 | 0,4220 0,4219
Valor Relativo Percentual - 3,9531 3,9628

Observe nas Figuras[£18 e L.19 que, com a inclusao de um movimento de rotagao, o compor-
tamento dos controladores apresenta uma diferenca de desempenho. O controlador utilizando
Place apresenta sobressinal no seguimento das velocidades justamente no instante em que o
robo comeca a rotacionar. Esse sobressinal é grande o suficiente para gerar saturacgao, eviden-
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2 3 4 5 6 7 8

Tempo ]

ciando a necessidade de um maior esforco dos atuadores para realizar a mesma tarefa, como

pode ser visto na Figura[£.22]l Além disso, o controlador utilizando Place apresenta um desvio
no seguimento de trajetéria mostrado na Figura 2Tl A tabela mostra que o desempenho
dos Lemas .1l e ¢ claramente melhor do que o do Place .
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Figura 4.23: Erro absoluto para trajetéria reta com rotacao.

Caso 3 - Trajetoria Quadrada

Neste estudo de caso, uma trajetoria quadrada com 1 metro de aresta foi gerada. A ve-
locidade nas diregoes x e y foi definida como sendo 0,5 m/s. Foi assumido que o robo deve
deslocar-se no intervalo de 0 a 2 segundos na direcao ¥ = 0°, de 2 a 4 segundos na direcao
¥ = 90°, de 4 a 6 segundos na direcao ¥ = 180° e de 6 a 8 segundos na direcao ¥ = 270° e com
um angulo de rotagao € = 0° em todo o trajeto.

Os resultados das simulacoes sao apresentados nas Figuras [£.24] [1.25], 1.26], .27, e
e na Tabela [£4]
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Figura 4.24: Velocidade X,, para trajetéria quadrada sem rotacio.
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Figura 4.25: Velocidade Y,, para trajetéria quadrada sem rotacio.
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Figura 4.26: Deslocamento angular 6 para trajetoria quadrada sem rotacao.

Tabela 4.4: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria quadrada sem rotagao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,7080 | 0,7033 0,7032
Valor Relativo Percentual - 0,6657 0,6784

As Figuras e mostram que, para essa trajetoria, o desempenho dos controladores é
semelhante, sendo que o Place apresenta pequenos desvios em relacao aos demais. Ja a Figura
H.20 mostra que o controlador utilizando o Place gera um erro maximo de aproximadamente 0,6°
em relagao a referéncia. Veja na Figura[4.28 que o controlador utilizando Place exige um maior
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Figura 4.28: Tensoes para trajetoria quadrada sem rotacao.

esfor¢co dos atuadores conforme ja havia sido mencionado no caso anterior. Ressalta-se ainda
que mesmo para o caso nominal, as intensidades das acoes de controle sao maiores no Place em
relacdo aos demais controladores. Além disso, o controlador utilizando Place apresenta um
desvio no seguimento de trajetéria mostrado na Figura [£.27 Nesse caso, o desempenho dos
Lemas@d.dle apresenta uma pequena melhoria em relacao ao Place , como pode ser visto na

Tabela [4.4]
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Figura 4.29: Erro absoluto para trajetéria quadrada sem rotagao.

Caso 4 - Trajetéria Quadrada com rotacao

A trajetoéria quadrada do caso anterior é utilizada neste estudo de caso com a inclusao de
movimentos de rotagao. E solicitado ao robd que mova-se no intervalo de 0 a 2 segundos com
angulo de rotacao 6 = 0°, com variacao uniforme no angulo de rotagao de # = 0° a 0 = 30° de
2 a 3 segundos, com # = 30° entre 3 e 5 segundos, com varia¢ao uniforme no angulo de rotacao
de # =30° af =0°deb ab segundos e com # = 0° de 6 a 8 segundos.

As Figuras 130, E3T, A32] E33] 434 e e a tabela mostram os resultados das

simulagoes.
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Figura 4.30: Velocidade X,, para trajetéria quadrada com rotacao.
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Figura 4.31: Velocidade Y;, para trajetéria quadrada com rotacio.

35 . .
Referéncia

— — — Place
Lema 4.1
O Lema4.2

30

25

20

15

0 [graus]

10

_5 i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo 3]

Figura 4.32: Deslocamento angular 6 para trajetoria quadrada com rotacao.

Tabela 4.5: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria quadrada com rotagao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,7183 | 0,7033 0,7032
Valor Relativo Percentual - 2,1248 2,1377

Observando as Figuras[d.30 e [A31] nota-se que ocorre um erro de seguimento nos instantes em
que é solicitado ao robo que realize um movimento de rotacao no caso do controlador utilizando
o Place . Fica claro nesses graficos que o desempenho dos Lemas [41] e ¢ melhor nessa
situagao. Percebe-se na Figura [£.34] que o controlador utilizando Place exige um esforgo maior
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Figura 4.34: Tensoes para trajetoria quadrada com rotacao.

dos atuadores chegando a provocar a saturacao dos mesmos. Outro ponto a ser notado é o erro
no seguimento de trajetéria mostrado na Figurald33l A Tabela .3 mostra que os desempenhos
dos Lemas .1l e A2 sao semelhantes, apresentando uma pequena melhoria em relacao ao Place .

Caso 5 - Trajetéria em Forma de Oito

Nesta secao, uma trajetéria em forma de oito é considerada para verificar o desempenho dos
controladores no seguimento de referéncia quando as referéncias X,, e Y,, mudam frequente-
mente. Nessa trajetoria, foi solicitado ao robo que movimente-se com angulo de rotagao 6 = 0°,
mas com uma dire¢ao de deslocamento ¥ variando linearmente de 0° a 360°. As componentes
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Figura 4.35: Erro absoluto para trajetéria quadrada com rotacao.

de velocidade nas diregoes z e y sao dadas por (L.63).

v, = 0,6cos(2V¥) (4.63)
v, = 0,3cos (V) (4.64)

Os resultados sao apresentados nas Figuras [1.36] 137, [1.38, [£.39, [£.40 e [£.41] e na Tabela
4.0l
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Figura 4.36: Velocidade X, para trajetéria em forma de oito sem rotacao.
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Figura 4.37: Velocidade Y,, para trajetéria em forma de oito sem rotacao.
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Figura 4.38: Deslocamento angular 6 para trajetoria em forma de oito sem rotacao.

Tabela 4.6: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria em forma de oito sem

rotagao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,1388 | 0,1338 0,1319
Valor Relativo Percentual - 3,7035 5,2151

O seguimento de velocidades mostrado nas Figuras e 37, demonstra que todos contro-
ladores conseguem manter o robo proximo da referéncia e, conforme pode ser visto na Tabela
1.0, a diferenca entre os erros apresentados por esses controladores é pequena. No entanto,
quando a comparacao € realizada em funcao do valor relativo percentual, percebe-se que existe
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Figura 4.40: Tensoes para trajetoria em forma de oito sem rotacao.

uma diferenca considerdvel entre o resultado apresentado pelo Place e pelos Lemas [£.1] e 4.2]
Novamente, ocorre uma pequena variacao no deslocamento angular quando o Place ¢ utilizado,
conforme Figura .38

Caso 6 - Trajetéria em Forma de Oito com Rotagao

A trajetéria em forma de oito do caso anterior é novamente enviada ao robo nesse caso,
porém sao incluidos movimentos de rotacao. E solicitado ao robo que mova-se no intervalo de
0 a 2 segundos com angulo de rotagao # = 0°, com variagao uniforme no angulo de rotacao de
0 =0%a6f=30°de 2 a 3 segundos, com 6 = 30° entre 3 e 5 segundos, com variagao uniforme
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Figura 4.41: Erro absoluto para trajetoria em forma de oito sem rotacgao.

no angulo de rotagao de # = 30° a # = 0° de 5 a 6 segundos e com # = 0° de 6 a 8 segundos.
Os resultados sao apresentados nas Figuras [1.42] [1.43] 1.44] 1. 45| [1.46] e 14T e na tabela .7

0.8f Referéncia
— — — Place
0.6 R +  Lema4.l
O Lema4.2

X [m/s]

Figura 4.42: Velocidade X,, para trajetéria em forma de oito com rotacéo.

Com a inclusao de movimentos de rotacao, as respostas do robo ao seguimento de velocidades
utilizando o Place apresenta erros nos instantes em que o robo inicia os movimentos de rotacao,
conforme Figuras e Além disso, a Figura [£.46 mostra picos de tensao nesses instantes
chegando a causar saturacao dos atuadores. Veja também, na Figura .45 que o seguimento
de trajetéria é prejudicado e o controlador utilizando Place nao consegue seguir a referéncia.
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Referéncia
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Figura 4.43: Velocidade Y,, para trajetéria em forma de oito com rotacao.
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Figura 4.44: Deslocamento angular # para trajetéria em forma de oito com rotacao.

Tabela 4.7: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria em forma de oito com
rotagao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,3324 | 0,1235 0,1217
Valor Relativo Percentual - 169,2601 | 173,1317

Neste estudo de caso, fica claro que, quando sao utilizados os Lemas [£.1] e para sintese dos
controladores, o desempenho desses controladores é realmente superior do que quando utilizado
o Place , conforme pode ser visto na Figura .47 e na Tabela £7
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Figura 4.45: Trajetoria em forma de oito com rotagao.
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Figura 4.46: Tensoes para trajetoria em forma de oito com rotacao.

Caso 7 - Trajetoria Circular

E considerada neste estudo de caso uma trajetéria circular com raio de 0,5 metros. A
velocidade linear resultante desejada é dada por vy = 0,5236 m/s, no entanto, uma rampa foi
gerada durante 1 segundo no inicio e no fim do intervalo de tempo. E assumido que o robo
locomova-se com angulo de rotacao ¢ = 0° durante todo o trajeto, mas com uma dire¢ao de
deslocamento ¥ = 0° nos intervalos de 0 a 1 segundos e de 7 a 8 segundos e com ¥ variando
linearmente entre 0° e 360° no intervalo de 1 a 7 segundos. As componentes de velocidade nas
direcoes x e y sao dadas pela equagao ({.GH).
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Figura 4.47: Erro absoluto para trajetoria em forma de oito com rotacao.

vy = wvgcos (W) (4.65)
v, = vgsin (V) (4.66)

Os resultados das simulagoes sao apresentados nas Figuras [£.48] [£.49] .50, A.51] £52 e

e na tabela .8

X [m/s]

-0.3
_04l Referéncia |
— — — Place
-05F N Lema4.l |J
T O Lema4.2
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.48: Velocidade X, para trajetéria circular sem rotacio.

Este estudo de caso mostra, conforme Tabela que a sintese de controladores utilizando

os Lemas L.l e apresenta resultados consideravelmente melhores do que quando utilizado o
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Figura 4.49: Velocidade Y,, para trajetéria circular sem rotacio.
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Figura 4.50: Deslocamento angular 6 para trajetoria circular sem rotacao.

Tabela 4.8: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria circular sem rotagao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,0813 | 0,0678 0,0668
Valor Relativo Percentual - 20,0156 21,7950

Place . Vejana Figural5Tque o controlador dado pelo Place apresenta um erro se seguimento,
enquanto que os demais controladores conseguem manter o robo sobre a trajetoria de referéncia.
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Figura 4.51: Trajetoria circular sem rotacao.
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Figura 4.52: Tensoes para trajetoria circular sem rotagao.

Caso 8 - Trajetéria Circular com Rotacao

A trajetoria circular do caso anterior é agora utilizada com a inclusao de movimentos de
rotagao. Nesse caso, o robo deve locomover-se durante os 3 primeiros segundos com angulo de
rotagao ¢ = 0°, com variacao uniforme no angulo de rotagao de 6 = 0° a 6 = 45° de 3 a 6
segundos e com € = 45° nos 2 segundos restantes.

Veja nas Figuras .54 55| A.56], 57, 158 e .59 e na tabelald9 os resultados das simulacoes.
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Figura 4.53: Erro absoluto para trajetéria circular sem rotacao.
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Figura 4.54: Velocidade X, para trajetéria circular com

6 7

rotacao.

Tabela 4.9: Erros apresentados pelos controladores para uma trajetéria circular com rotacao.

Place | Lema 4.1 | Lema 4.2
Erro Maximo 0,1750 | 0,0635 0,0619
Valor Relativo Percentual - 175,5911 | 182,8437

Esse estudo de caso apresenta os resultados mais consideraveis dentre os casos apresentados.
Veja na Tabela os valores relativos percentuais. Fica evidente a superioridade dos métodos
apresentados nos Lemas [4.]] e em relacao ao Place . Observe que os problemas relativos a
esse método sao bastante evidentes. Ocorre um elevado esforgo nos atuadores conforme Figura
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Figura 4.55: Velocidade Y,, para trajetéria circular com rotacio.
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Figura 4.56: Deslocamento angular # para trajetéria circular com rotacao.

458 e um erro no seguimento de trajetéria na Figura 571
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Figura 4.57: Trajetéria circular com rotacao.
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Figura 4.58: Tensoes para trajetoria circular com rotagao.
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Figura 4.59: Erro absoluto para trajetoria circular com rotagao.
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4.6 Conclusoes

Neste capitulo foi realizada a linearizacao de um sistema nao linear incerto nos parametros
utilizando linearizagao por realimentacao de estados. Ao sistema linearizado pela técnica de
linearizacao por realimentacao robusta, foram inseridas incertezas paramétricas representadas
na forma de um politopo de incertezas A. A andlise de técnicas para sintese de controladores
robustos foram apresentadas e comparadas com uma técnica convencional. A andlise de desem-
penho foi realizada com base nos erros maximos cometidos por cada controlador. Percebe-se
que os erros variam conforme a trajetéria a ser seguida. Nas trajetorias em que as velocidades
do robo nas direcoes x e y variam pouco, como nas trajetérias reta e quadrada sem rotacao, os
erros cometidos pelo Place e pelos controladores robustos sao semelhantes. Neste caso, o erro
relativo percentual ficou abaixo de 1 %, mas ja é possivel perceber uma melhoria do controla-
dor dado pelo Lema em relacao ao Lema [ Il e ao Place . Quando movimentos de rotacao
sao acrescentados as trajetorias reta e quadrada, pode-se ver um aumento nos erros relativos
percentuais, principalmente no caso da trajetéria reta com rotagao, em que os controladores
robustos apresentam uma melhoria de aproximadamente 4 % em relacao ao Place . Ja nas
trajetérias que exigem mais variagoes nas velocidades do robo, como nas trajetérias em forma
de oito e circular, os controladores robustos apresentam uma melhoria significativa em relagao
ao Place , principalmente quando movimentos de rotagao e translacao sao realizados simulta-
neamente. Nestes casos, a melhoria dos controladores robustos em relacao ao Place chega a
mais de 180 %. Isso mostra que dependendo das acoes a serem realizadas pelo robd, o compor-
tamento do controlador utilizando Place altera-se significativamente e, em alguns casos causa
a saturagao dos atuadores. Nota-se ainda, que o controlador utilizando o Place apresenta erros
de seguimento para o deslocamento angular, enquanto que os demais nao apresentam esse tipo
de erro.

Conclui-se entao que, quando a dinamica do sistema é pouco excitada, os controladores ro-
bustos apresentam desempenho semelhante ao caso convencional, no entanto, quando trajetorias
com grandes variagoes nas referéncias e com movimentos de rotacao e translagao simultaneos sao
consideradas, os controladores robustos apresentam desempenhos consideravelmente melhores.
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

A tarefa de navegacao autonoma de robos deve ser cumprida de maneira eficiente, caso
contrario, um objetivo pré-definido pode nao ser atingido. Diversos fatores influenciam em
uma navegagcao eficiente. Este trabalho tratou questoes relacionadas ao modelo matematico, ao
projeto do posicionamento das rodas e ao controle de trajetorias de robos méveis omnidirecionais.
Aspectos relacionados a escolha da disposicao fisica das rodas mostraram, através de simulagoes,
uma proposta para otimizar a distribuicao de aceleracao do robo. Estes aspectos, se levados em
consideracao durante o projeto de um robo omnidirecional de quatro rodas, pode auxiliar na
escolha dos motores a serem utilizados, evitando a aquisi¢cao de motores sobre dimensionados e
consequentemente reduzir o consumo energético.

Quanto a aplicacao de controle, mostrou-se a viabilidade de um controlador nao linear ro-
busto que combina a linearizacao por realimentacao de estados robusta a um controlador linear
robusto. A associacao desses dois métodos permite a obtencao de um controle robusto pois a
transformacao realizada pela linearizacao por realimentacao robusta respeita o comportamento
do sistema nao linear, permitindo que as propriedades do controlador linear sejam conservadas.
Além disso, a sintese do controlador linear é simplificada pois as variagoes do sistema linearizado
conservam seu significado fisico quando a linearizagao por realimentacao robusta é utilizada. Os
problemas gerados por incertezas paramétricas no modelo do robo foram tratados utilizando-se
controladores robustos na forma de LMIs. Em particular, utilizou-se para a sintese dos contro-
ladores lineares robustos dois métodos para alocagao de polos em uma regiao circular do plano
complexo, garantindo que mesmo na presenca de incertezas paramétricas os polos estejam den-
tro da regiao especificada. O desempenho dos controladores robustos foi comparado com o de
um controlador classico utilizando alocacao exata de polos. Mostrou-se que mesmo na presenca
de incertezas os controladores robustos garantem a alocacao dos polos de malha fechada na
regiao circular especificada, enquanto que o controlador classico nao garante essa alocagao. Os
resultados das simulacoes para seguimento de referéncia realizadas para o robo F180 com quatro
rodas evidenciam as vantagens do controle robusto em relagao ao método classico.
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5.1 Contribuicoes da Dissertacao

Nesta dissertagao, um modelo matematico para um robé omnidirecional de quatro rodas
foi elaborado de forma detalhada. Este modelo foi apresentado de forma genérica, podendo
ser utilizado para robos com parametros e distribuicao de rodas diferentes dos utilizados neste
trabalho. Foi também proposta uma alternativa para a melhoria do desempenho do rob6 atra-
vés da escolha adequada da distribuicao das rodas, apresentada no Teorema B.I. O modelo
nao linear desenvolvido foi entao linearizado através da aplicacao da técnica de linearizagao
por realimentacao de estados robusta. Foram propostos dois controladores robustos na forma
de desigualdade matriciais lineares (LMIs) e aplicados sobre o modelo linearizado considerado
incerto.

5.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros, sao propostas as seguintes direcoes de pesquisa:

e Realizar testes experimentais de aplicagdo dos controladores propostos a um robo real.
Estes testes tém como objetivo complementar o estudo desenvolvido neste trabalho, que
ja compreendeu a parte tedrica e simulagoes.

e Aplicar técnicas de identificacao de sistemas ao robo real para definir a faixa de variacao
de seus parametros.

e Estudar a associacao do método de linearizacao por realimentacao robusta a outros tipos
de controladores lineares, especialmente os que geram ganhos dependentes de parametros.

e Estudar a aplicacao de controladores nao lineares diretamente ao modelo nao linear do
robo. O objetivo seria avaliar o desempenho desses controladores em relacao aos ja desen-
volvidos.

e Aplicar outros indices para avaliar o desempenho dos controladores propostos.
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Conceitos de Geometria Diferencial

Neste apéndice sao apresentados alguns conceitos de geometria diferencial, os quais foram

obtidos em i 1, |L9_9_l|), que sao empregados no desenvolvimento dessa dissertacao.
Dadas uma fungao escalar h(x) e campo vetorial f(z), define-se:

Definicao A.1 (Gradiente) Seja h : R" — IR uma funcgdio escalar suave de x € R™. O
gradiente de h(x), denotado como Vh, é definido como:
oh
h=— Al
V 8,@7 ( )
Oh
8xj '

sendo, entao, o gradiente de h(x) um vetor linha, cujos elementos sio Vh; =

Definicao A.2 (Jacobiano) Seja f : R" — R um campo vetorial suave de x € R™. O
jacobiano de f(x), denotado V f, € definido como:

af
= A2
. . : . Oh;
sendo, entao, o jacobiano de f(x) uma matriz p x n, formada pelos elementos V f; ; = I
J

Definicao A.3 (Derivada de Lie) Sejam h: IR" — IR uma func¢do escalar suave de x € R"
e f:IR" — IR" um campo vetorial suave em IR". A derivada de Lie de h(x) com respeito a
f(x), denotada Lsh, é uma fungdo escalar definida como:

Lsh = Vhf. (A.3)

Entao, a derivada de Lie Lih é simplesmente a derivada direcional de h ao longo da dire¢ao do
vetor f.
A derivada de Lie pode ser aplicada repetidamente, e definida recursivamente como:

£ = h, (A4)
Lih = Lp(L5'h) =V (L5 h) f para i > 1.
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Se g : R" — IR" € um outro campo vetorial em R", entao a funcao escalar L Leh € dada

por:
L,Lih = V(Lsh)g. (A.5)

Definicao A.4 (Colchete de Lie) Sejam f : R" — IR" e g : R" — R" dois campos ve-
toriais suaves em IR". O colchete de Lie de f(x) e g(x), denotado [f,g], é um terceiro campo

vetorial definido como:

f9l=Vgf—-Vfg. (A.6)

O colchete de Lie [f,g] é comumente representado por adsg, e pode ser aplicado repetidamente,
e logo ser escrito recursivamente como:

adyg = g, (A7)
adyg = [f,adzj}_l] = adf(ad;_lg) i>1.
O colchete de Lie apresenta as sequintes propriedades:

1. Bilinearidade:

a1 fi +asfa,g] = oa[fi,9] + aolfe,9], (A.8)
[f.o191 + aaga] = ai[f,g1] + az[f,g2].
2. Anti-simetria:
[f.9] = —lg.f]- (A.9)
3. Identidade de Jacobi:
Loasgh = LyLyh — LgLyh. (A.10)

Sendo f1:IR" = IR", fo: IR" — R", g1 : R" = IR", g5 : R" — IR" campos vetoriais suaves e,
a1 € R, as € IR, constantes.
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Ferramentas

B.1 Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

Com o desenvolvimento de métodos de pontos interiores para problemas de programacao semi
definida, SDP (do inglés semidefinite programming problem), desigualdades matriciais lineares,
LMIs (do inglés linear matrix inequalities), tém sido uma ferramenta ttil para resolugao de
problemas de controle. A ideia basica do método de LMIs é expressar o problema dado como um
SDP. A formulacao de LMIs é relevante por varias razoes. Uma dessas razoes é que escrevendo
um dado problema nessa forma, as solucoes numéricas podem ser encontradas de forma eficiente

(Boyd et all, [1994; (Ghaoui e lulian Niculescu, 2000).

Uma desigualdade matricial linear tem a seguinte forma:

m
F(p)=Fy+ Y piF; >0, (B.1)

i
em que p; € R™, para i = 1,...,m, sao varidveis escalares a serem determinadas e F; € IR"*",
para ¢ = 0,1,...,m sao matrizes simétricas precisamente conhecidas. A desigualdade significa

que F(p) é uma matriz definida positiva, ou seja,

dFE(p)z>0, V z#0,z¢€ R" (B.2)

Isso significa que F'(p) é uma fungao afim dos elementos de p, que representa um vetor
p=I[p1. - Pml

A equacao (B.J) é uma LMI estrita. No caso em que F(p) é semi definida positiva, essa
seria uma LMI nao estrita. A LMI estrita é factivel quando existe um vetor p que torna a
desigualdade verdadeira, ou seja, F(p) uma matriz definida positiva. Uma LMI nao estrita
factivel pode ser reduzida para o caso de uma LMI estrita factivel equivalente. Isso pode ser
feito acrescentando um valor constante a matriz F(p), tornando essa matriz definida positiva,
ou seja, F(p) + el > 0.

Uma LMI pode ser reescrita em termos de um conjunto de desigualdades escalares. De forma
mais especifica, considere a LMI (B.I)), ela é equivalente a n desigualdades polinomiais. Para
exemplificar, considere as desigualdades apresentadas em (B.3]).
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P < 0 (B.3)
ATPA—P > 0.

Essas desigualdades sao LMIs, sendo
b P1 P2
A=Y P = B.4
[ c d } [ P2 Ps ] By

As desigualdades podem ser escritas em termos das incégnitas do problema, pi, ps € ps,
assim

1 0 0 1 0 0
ERI R AT I R
2 2acpy + ¢*p abpy + (ad + be)py + cdp
ATPA_ P — a“py + 2 3 1 2 3 B.
{abpl—%(ad—l—bc)m—l—cdpg) b%p1 + 2bdps + d*ps (B.6)

a® ab 2ac bc+ad & cd
- [ab bQ}pﬁ[and 2bd ]pﬁ{cd 2b2]p3<0' (B-7)

Observe que no exemplo dado, a matriz Fj é nula. De acordo com (Wylie e Barrgﬂ, |L99_EJ;
Vanantwerp e Braatﬂ, |Z(K)d), as restrigoes podem ser colocadas em termos dos menores principais

lideres de P e de ATPA — P, resultando em

P> O, (B8)

P3 > 07

p1p3 — P% > 0.
a’p1 + 2acps + ps < 0, (B.9)

b?p1 + 2bdp, + d*ps < 0,
(a2p1 + 2acpy + 02p3)(b2p1 + 2bdps + d2p3) — (abpy + (ad + be)ps + cdp3)2 < 0.

E importante salientar que, ao se representar uma LMI por um conjunto de n desigualdades
polinomiais, ha a possibilidade de alguns desses polinomios serem nao lineares, como acontece
no exemplo dado acima. Uma importante propriedade das LMIs é a convexidade, ou seja, o
conjunto de solucgoes = que atende a desigualdade é convexo. Em um problema de otimizacao
convexa, o minimo local encontrado é o minimo global. Isso torna a solugao do problema simples
do ponto de vista de otimizagao. Um conjunto C é convexo se Ax + (1 — \)y € C para todo
z,y € Ce X €01].
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B.2 Complemento de Schur

Considere a matriz quadrada simétrica X
A B
a8 10
O complemento de Schur pode ser usado na caracterizacao da positividade de X, com as
seguintes propriedades:

e X >0seesomentese A>0eC—BT'A'B > 0;
e X >0seesomentese C >0e A— BC'BT > 0;
e se A>0, X >0 seesomente se C —BTA™'B > 0;

e se C >0, X >0 se e somente se A— BC'BT > 0.

A matriz C'— BT A™' B é chamada de complemento de Schur de X em relacio a A se det(A) #
0. Se det(C) # 0, A— BC~'B” é o complemento de Schur de X em relacio a C'. Manipulacdes
envolvendo o complemento de Schur permitem transformar desigualdades convexas nao lineares,

que regularmente aparecem em problemas de controle, em LMIs (Iﬁmam&rp_e_ﬂtaahzj, |2Q0d;
bliminaﬁ_&rﬂi |2Q1d).

Prova: A partir da transformacio de congruéncia, caso exista A™!, tem-se

A B I o0][A 0 I A'B
X_[BT C’]_{BTA*I}[O C—BTA—lBHo I ] (B.11)
. ~ - \—7:—’
TT

Como T é uma matriz nao singular

A 0

A B
0 C—-BTA'B

BT C

>0<:>{

> 0. (B.12)

Analogamente, se existe C!, entdo existe,

A B I BC'1[A-Bc'BT 0] 1 0
X_[BT C}_{O I H 0 O}_C"lBTI]’ (B.13)
e, portanto,
A B >0& A~ BC™'B 0->0 (B.14)
B" C 0 c|- '
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