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Aos Professores Márcio Barroso e Erivelton Ne-

pomuceno pela orientação e sugestões ao longo do

trabalho.

Ao meu amigo, Professor do DEPEL, Davidson

Firmo pelas dicas e conselhos.
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Isáıas 5,43

“Buscai primeiro o reino de Deus, e a sua justiça, e

todas estas coisas vos serão acrescentadas”

Mateus 6,33

vii





Conteúdo
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Resumo

A identificação de sistemas ganhou uma importância muito grande den-
tro da matemática devido à necessidade de se conhecer o comportamento de
um sistema desconhecido. Em muitos casos, principalmente nas indústrias, a
única informação que se tem sobre determinado sistema são os dados de en-
trada e sáıda. Não se tem uma equação matemática única, sobre determinado
sistema, que consiga descrever seu comportamento em uma dada situação.
Diante disto surge a necessidade de se criar uma maneira, relativamente sim-
ples, de se conhecer como um sistema funciona.

Uma técnica diferenciada que atua na estimação de parâmetros dentro
da identificação de sistemas está sendo desenvolvida. São as chamadas Desi-
gualdades Matriciais Lineares, também conhecidas como LMIs, aplicadas em
modelagem de sistemas. Estas desigualdades são muito utilizadas dentro da
Teoria de Controle Robusto e estudos sobre a Estabilidade de Sistemas. O
grande diferencial deste método, comparado aos outros, é a facilidade com que
as restrições são escritas. As restrições nada mais são do que certas caracte-
ŕısticas que são impostas ao modelo de acordo com as necessidades do regime
de operação. O uso desta técnica dentro de identificação de sistemas é algo
recente. Este trabalho emprega técnicas multiobjetivo na identificação de
sistemas não-lineares, escrevendo o problema no formato LMI, utilizando os
pontos fixos como informação auxiliar. A metodologia proposta foi aplicada
na modelagem dois sistemas caóticos (Mapas Senoidais com não-linearidades
cúbicas e o Circuito de Chua) escrevendo o problema do somatório dos erros
quadráticos utilizando técnicas LMIs. Posteriormente foi feito um estudo do
esforço computacional da abordagem LMI e um estudo de caso onde são im-
postas restrições ao modelo.

Verificou-se que o uso de LMIs dentro de identificação de sistemas é algo
realizável, visto que esta técnica mostrou bons resultados nos estudos de
casos e pode ser ampliada para outros tipos de problemas.
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Abstract

The system identification has gained great importance in mathematics
due to the necessity of knowing the behavior of an unknown system. In
many cases, especially in industries, the only thing known about a given
system is just data input and output. Do not have a single mathematical
equation, on a given system, which can describe their behavior in a given
situation. Before this comes the need to create a way, relatively simple to
understand how a system works.

One technique that works differently in the estimation of parameters in
the system identification is being developed. These are called Linear Ma-
trix Inequalities, LMIs also known as applied in systems modeling. These
inequalities are widely used in the Robust Control Theory and studies on
the stability of systems. The great advantage of this method compared to
others is the ease with which the constraints are written. The restrictions
are nothing more than certain characteristics that are imposed on the model
according to the needs of the operating regime. The use of this technique in
systems identification is recent. This work employs techniques in the iden-
tification of multiobjective nonlinear systems, writing the problem in the
LMI format, using the fixed points as auxiliary information. The proposed
methodology was applied in modeling two chaotic systems (Sinusoidal Maps
with cubic nonlinearity and the Chua circuit) problem of writing the sum of
squared errors using LMI techniques. Subsequently a study was made of the
computational effort of the LMI approach and a case study where restrictions
are imposed on the model.

It has been found that the use of LMI in systems identification are rea-
lizable, since this technique has shown good results in case studies and can
be extended to other types of problems.
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Ωypum−p Agrupamento de termos;

τd Atraso puro de tempo;

Σypum−p Coeficiente de agrupamento e termos;

Θ̂
∗

Conjunto de soluções eficientes ;

ΦMQ Conjunto de coeficientes de agrupamento estimados por MQ;

Σ Conjunto de coeficientes de agrupamento normalizados;

D Conjunto fact́ıvel;
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θ̂MQ Vetor de parâmetros estimados por MQ;
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AIC Critério de informação de Akaike;

ERR Taxa de redução de erro;

ICB Identificação caixa-branca;

ICC Identificação caixa-cinza;

ICP Identificação caixa-preta;

IM Identificação multiobjetivo;
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Caṕıtulo 1

Introdução

Modelagem matemática é a área do conhecimento que estuda maneiras de

desenvolver e implementar modelos matemáticos de sistemas reais (Aguirre,

2007). O modelo de um sistema passa a ser, então, uma condição necessária

para que ele possa ser controlado segundo as necessidades da aplicação. Um

sistema, por mais simples que seja, é determinado pelas inter-relações de suas

partes constituintes (Monteiro, 2006). Para uma melhor compreensão do que

vem a ser um sistema, toma-se como exemplo um Sistema Elétrico.

Um Sistema Elétrico é composto por diversos equipamentos: geradores,

linhas de transmissão, capacitores, sistemas de proteção, entre outros. To-

dos eles são equipamentos que possuem caracteŕısticas e modos de operação

próprios, realizando suas funções de maneiras distintas. Porém, todos estes

equipamentos estão interligados de alguma maneira e possuem um objetivo:

levar energia elétrica ao consumidor final.

A identificação de sistemas é uma área da matemática que se preocupa

em reproduzir, com a máxima aproximação posśıvel, a natureza e suas inte-

rações criando modelos matemáticos que possam ser manipulados (Aguirre,

2007). A teoria de identificação de sistemas provê métodos para aproximar

sistemas reais usando conjuntos de modelos baseados em dados de entrada -

sáıda experimentais, isto com a finalidade de entender o comportamento de

sistemas, modelar matematicamente sistemas e/ou sinais, prever, controlar,

otimizar e diagnosticar (Duarte, 2009). Com a grande evolução dos compu-

tadores, o uso de modelos matemáticos tem aumentado em todas as áreas do

conhecimento humano. Dentro da identificação de sistemas duas técnicas se

destacam: a modelagem pela f́ısica do processo; e a modelagem emṕırica (Ca-

vallo e Natale, 2007). Na modelagem pela f́ısica do processo são conhecidas as

equações matemáticas que regem o fenômeno f́ısico em questão. Essa técnica

é conhecida como modelagem caixa-branca. Por outro lado, a identificação
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emṕırica não pressupõe qualquer conhecimento prévio do sistema. Nesse caso

lida-se com identificação caixa-preta. Existe ainda uma outra denominação

de modelagem de sistemas: é a chamada identificação caixa-cinza. Este tipo

de modelagem está entre as identificações caixa-branca e caixa-preta. Isto se

deve ao fato de que a identificação caixa-cinza possui algum conhecimento

prévio do sistema em questão (Nepomuceno, 2002). Sendo assim, antes de

começar a modelar o sistema tem-se alguma informação a priori sobre seu

comportamento. Estas informações podem ser obtidas de alguma maneira

a complementar a informação contida nos dados dinâmicos. Por exemplo,

pode-se citar caracteŕısticas em estado estacionário como ganho, curva está-

tica, etc.

Essas equações gerais, seja pela f́ısica do processo, seja por modelos em-

ṕıricos, necessitam que os parâmetros destas estruturas sejam ajustados aos

dados os quais se tem dispońıvel, sejam por ensaios estáticos ou dinâmicos.

A identificação de um sistema obedece basicamente os seguintes passos:

• execução de testes e coleta de dados;

• escolha da classe de modelos;

• escolha da estrutura do modelo;

• estimação dos parâmetros;

• validação dos modelos.

Modelos matemáticos que representem a realidade, o mais fielmente pos-

śıvel, são necessários na indústria moderna. Isto por que a cada ano que

passa os sistemas vão ficando maiores e mais complexos.

Um modelo matemático pode ser visto como um algoritmo ou conjunto

de equações que, juntamente com um grupo de valores dados, representa o

comportamento de um sistema, processo ou fenômeno (Teixeira e Aguirre,

2011). Tais modelos são dados por equações que descrevem o comportamento

dinâmico de um sistema em função do tempo; estas equações podem ser di-

ferenciais (para o caso de tempo cont́ınuo) ou em diferenças (para tempo

discreto). Modelos matemáticos de sistemas dinâmicos existem em todas as

áreas do conhecimento, e são usados para simulações, treinamento de opera-

dor, análise, monitoração, detecção de falhas, predição, otimização, projeto
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de sistemas de controle e controle de qualidade (Serra, 2005). O desenvolvi-

mento de um modelo matemático para um sistema do mundo real pode ser

uma tarefa muito complexa. Há casos em que a dinâmica do sistema não é

bem entendida, uma série de experimentos tem que ser realizados para co-

letar dados que serão processados usando várias técnicas. Pode-se falar, em

geral, de sistemas com entradas e sáıdas, mas há sistemas onde os sinais de

entrada podem não ser acesśıveis; este conjunto de dados de sáıda ordenado

no tempo é conhecido como série temporal, e pode ser, dependendo do tipo

de amostragem, continuo ou discreto (Cassini, 1999).

Existe, na literatura especializada em identificação de sistemas, uma vasta

quantidade de métodos utilizados que conseguem modelar um determinado

sistema. Dentre eles pode-se citar alguns comumente usados:

• redes neurais (Elsner, 1992);

• funções de base radial, RBF’s (Casdagli, 1997);

• séries de Volterra (Billings S. A., 1997);

• funções racionais e funções polinomiais (Billings S. A., 1997); (Casdagli,

1997).

As primeiras técnicas de identificação utilizadas não levavam em conta as

não-linearidades dos sistemas estudados. O que se fazia era linearizar apenas

a região de operação onde se desejava trabalhar. Isto se devia ao fato de a

matemática da época não ter o conhecimento necessário sobre sistemas não-

lineares e, também, ao pouco desenvolvimento dos computadores e softwares

necessários para simulações. A grande questão é que todos (ou quase todos)

os sistemas reais são não-lineares. Então, era mais que necessário aprofundar

os estudos em dinâmicas não-lineares.

Algumas representações não-lineares são muito utilizadas em modelagem

de sistemas. Alguns trabalhos demonstraram bons resultados: séries de Vol-

terra (Volterra, 1930), os modelos NARMAX (nonlinear autoregressive mo-

ving model with exogenous variables) polinomiais e racionais (Leontaritis

I. J. and., 1985);(Billings e Chen, 1989); (Billings e Aguirre, 1995) (Cor-

rea, 2001), modelos de blocos interconectados (Wiener, 1949); (Narendra e

Gallman, 1966); (Wigren, 1993); (Patwardhan e Lakshminarayanan, 1998);

(Pearson e Pottman, 2000); (Coelho, 2002).

Enfoques diferentes têm sido abordados no que se refere a estudos sobre
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sistemas não-lineares. Encontra-se neste campo de estudos vários trabalhos

aprofundados sobre redes neurais artificiais. Estas redes são sistemas compu-

tacionais estruturados numa aproximação baseada em ligações. Esta técnica

apresenta ótimos resultados, porém possui como dificuldade a extração de in-

formações dos modelos encontrados (Narendra, 1990). Seguindo esta mesma

linha, pode-se encontrar trabalhos de identificação usando Sistemas Fuzzy

(lógica nebulosa) e Computação Evolucionária. Estas técnicas conseguem

descrever bem as não-linearidades e incertezas dos sistemas dinâmicos. A

grande utilização de Lógica Nebulosa em identificação e controle de sistemas

surge com a necessidade de se processar informações vagas e imprecisas.

Há uma infinidade de maneiras de se estimar os parâmetros de um sis-

tema e, consequentemente, obter um modelo matemático que reproduza de

maneira satisfatória o sistema em questão (Barroso, 2004). Ao longo da his-

tória, o ser humano se preocupa em obter modelos que possam explicar o que

acontece a sua volta. Na primeira metade do século passado, o estimador de

mı́nimos quadrados foi um importante algoritmo para estimar constantes des-

conhecidas em modelos que são lineares em tais parâmetros (Eykhoff, 1974).

Infelizmente, esse estimador torna-se tendencioso quando os dados têm rúıdo

correlacionado. E em se tratando de coleta de dados de um sistema real

sempre haverá presença de rúıdo. Para minimizar essas dificuldades, uma

outra famı́lia de estimadores foi desenvolvida e que passou a ser chamada de

métodos de predição de erro, PEM (prediction error methods). Uma impor-

tante caracteŕıstica dessa famı́lia de estimadores é que, juntamente com o

modelo do processo, é necessário estimar um modelo de rúıdo para evitar a

polarização. Contudo, existem outros estimadores não tendenciosos que não

requerem o ajuste de um modelo de rúıdo, como o estimador de variáveis ins-

trumentais (Young, 1980). Neste caso, a idéia é encontrar um instrumento

que não seja correlacionado com o rúıdo, mas seja correlacionado com um

dos regressores (Aguirre, 2007).

Devido à sua popularidade e simplicidade, o método de estimação de pa-

râmetros muito utilizado é o dos Mı́nimos Quadrados. Este método é uma

técnica de otimização matemática que procura encontrar o melhor ajusta-

mento para um conjunto de dados, tentando minimizar a soma dos quadra-

dos das diferenças entre a curva ajustada e os dados (Aguirre, 2007). Essas

diferenças são conhecidas como reśıduos. Como já foi dito, este método pola-

riza o resultado. Uma sáıda para isto foi encontrar uma maneira de levar em

consideração o rúıdo presente nos dados. Assim, desenvolveu-se os Mı́nimos
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Quadrados Estendidos, onde a parte responsável pelo rúıdo é modelada e

tenta-se sanar o problema da polarização.

Nesse cenário, começam a ser estudados os primeiros trabalhos de iden-

tificação de sistemas utilizando uma forma diferenciada de estimação de pa-

râmetros. Trata-se do uso de Desigualdades Matriciais Lineares aplicadas à

modelagem matemática de sistemas. Este trabalho vai tratar especificamente

com LMI e o uso de informações auxiliares, que são informações adicionais

ao critério dos MQ, na estimação de parâmetros com o emprego de técnicas

multiobjetivo. A abordagem LMI mostra-se muito útil dentro de Controle

Robusto e Estudos sobre Estabilidade de Sistemas.

1.1 Motivação

Observa-se que nas últimas décadas, a identificação de sistemas ganhou

uma grande importância na vida humana. Há uma vasta quantidade de

trabalhos que utilizam diferentes métodos para modelar sistemas. Sendo

assim, o uso de Desigualdades Matriciais Linerares em identificação passa a

ser uma maneira diferenciada de se criar modelos matemáticos de sistemas

dinâmicos. Em identificação de sistemas, a informação auxiliar possui uma

importância destacada. É com ela que se incorpora ao modelo caracteŕısticas

estáticas presentes no sistema. Este trabalho vai utilizar a informação dos

pontos fixos do sistema, onde o problema é escrito na forma do somatório

dos erros quadráticos e posteriormente convertido como uma desigualdade

matricial. A importância e o impacto de tal abordagem pode ser verificada

diante do elevado número de artigos na área de controle de sistemas presentes

nos recentes congressos da área, tais como IEEE, Conference on Decision and

Control ou American Control Conference.

1.2 Objetivos

As técnicas multiobjetivos foram desenvolvidas visando à determinação

de um conjunto de soluções dentro do qual se verifica o compromisso entre

vários objetivos. O conjunto dessas soluções é denominado Pareto-Ótimo. A

presente dissertação abordará a identificação multiobjetivo de sistemas di-

nâmicos não-lineares escrevendo o problema no formato LMI. Para testar

tal metodologia, serão modelados sistemas clássicos da área de identificação,
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onde os parâmetros serão encontrados via LMI. Pretende-se com isso apre-

sentar uma maneira alternativa de modelagem de sistemas utilizando tais

técnicas .

1.3 Estrutura da Dissertação

O Caṕıtulo 1 é responsável por fornecer uma idéia geral sobre o que vem

a ser identificação de sistemas. São apresentados alguns roteiros importantes

na arte de modelagem matemática de sistemas. O caṕıtulo também é com-

posto por objetivos, motivação e estrutura da Dissertação.

O Caṕıtulo 2 vai mostrar quais são os estudos mais recentes envolvendo

identificação de sistemas. Primeiramente são apresentados alguns trabalhos

que envolvem diversas técnicas de modelagem de sistemas. Logo após, vários

trabalhos mostrarão a importância da metodologia multiobjetivo aplicada a

diversos estudos de casos envolvendo a identificação de sistemas. Por fim, se-

rão apresentados trabalhos em que a abordagem LMI é utilizada em muitas

áreas da engenharia.

O Caṕıtulo 3 faz uma descrição suscinta sobre Sistemas Dinâmicos Não-

Lineares, abordando alguns conceitos importantes da área. Também é feita

uma introdução sobre a teoria de identificação de sistemas. Posteriormente

o caṕıtulo abordará a Identificação Multiobjetivo de Sistemas. É feita uma

introdução de conceitos importantes, como o Pareto-ótimo de soluções, uti-

lizados em tal abordagem. É apresentada a importância da informação au-

xiliar, ou a priori em identificação de sistemas. Por fim, o caṕıtulo traz uma

introdução teórica sobre o que vem a ser LMI e seu uso em outras áreas

importantes da Engenharia Elétrica.

O Caṕıtulo 4 apresenta a base matemática do uso de LMIs em identi-

ficação de sistemas. Algumas equações da Identificação Multiobjetivo são

convertidas para o formato LMI de maneira simples, mostrando que o mé-

todo possui muitas aplicações. É mostrado também a possibilidade de se

impor restrições ao modelo, de acordo com as necessidades de operação.

No Caṕıtulo 5 são feitos alguns estudos de casos clássicos em identifica-

ção de sistemas através da abordagem LMI. Há identificação de 3 sistemas

conhecidos da área, um estudo sobre o esforço computacional das LMIs e a

capacidade de incorporação de restrições ao modelo via LMI, o que é mais

trabalhoso utilizando outros médodos.

No Caṕıtulo 6 éserá feita a conclusão do trabalho e sugestões sobre pes-
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quisas futuras envolvendo LMI em identificação de sistemas.





Caṕıtulo 2

Revisão bibliográfica

2.1 Introdução

Dentro da literatura especializada em identificação de sistemas há uma

quantidade muito grande de trabalhos que usam diferentes métodos para mo-

delar um sistema. Este caṕıtulo é dedicado a mostrar um pouco dos trabalhos

mais recentes que utilizam variadas técnicas de identificação. Posteriormente

será dado um enfoque aos trabalhos que usam a metodologia multiobjetivo

e por fim, alguns trabalhos situarão o tema LMI no que tem sido estudado

nos últimos anos abordando tal técnica.

2.2 Contextualização

A identificação de sistemas abrange os mais variados tipos de técnicas

para se encontrar um modelo que possa representar determinado sistema. Di-

versos trabalhos têm sido desenvolvidos procurando encontrar modelos mais

simples, que possuam um número menor de parâmetros, porém com maior

capacidade de se reproduzir toda a dinâmica do processo. Como exemplos,

pode-se citar alguns trabalhos relacionados. Em (Pearson e Pottman, 2000),

os autores fazem uso de informações sobre o estado permanente para fazer a

identificação de um sistema via modelos de Hammerstein e Winner. Bazaci e

Majd (2003) fazem a identificação de um sistema que combina os benef́ıcios de

linearização “feedback”, redes neurais e modelagem caixa-cinza. Em (Cavallo

e Natale, 2007) os autores propõem um algoritmo não-iterativo para identi-

ficar os parâmetros de um modelo em tempo cont́ınuo, utilizando estruturas
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flex́ıveis. A abordagem caixa-cinza é adotada para preservar o significado

f́ısico dos parâmetros e impor restrições ao modelo. O trabalho de (Neve e

Marchesi, 2007) envolve um esquema de identificação não-paramétrico para

alguns conjuntos populacionais via processos estocásticos gaussianos. Em

(Along e Raimondi, 2007) os autores fazem um trabalho envolvendo modela-

gem de conversores eletrônicos não-lineares usando métodos de identificação

do tipo caixa-preta. Este sistema é identificado através de uma aproximação

de modelos de Hammerstein. Em (Qiang e Huang, 2008) é feita a identi-

ficação de um sistema constitúıdo por um pêndulo duplo invertido através

de algoritmos genéticos. Eles apresentam um método que melhora a ca-

pacidade de convergência global, aumentando a diversidade populacional e

evitando a convergência prematura. Chen e Hu (2008) fazem a identificação

de um sistema sem o uso de instrumentos de parametrização. No trabalho de

(Remsfelt e Rossberg, 2008) é feita uma identificação não-paramétrica para

resolver o problema de alocação de sensores em ambientes de alto risco. Em

(Gonzales-Olvera e Tang, 2010) é apresentada uma estrutura baseada em

identificação caixa-preta em tempo cont́ınuo recorrente de redes neuro-fuzzy

para sistemas não-lineares, usando apenas medições de entrada e sáıda do

sistema. Em (Wang e Xu, 2011) é feita uma combinação de métodos clássi-

cos de identificação de sistemas não-lineares, criando um algoritmo h́ıbrido.

Neste trabalho (Teixeira e Aguirre, 2011) abordam o problema de estimação

de parâmetros de um sistema não-linear via algoritmo de mı́nimos quadra-

dos com incerteza ponderada. Esta abordagem leva em conta a incerteza

presente em dados dinâmicos e estáticos. Em (Wernholt e Moberg, 2011) é

feito um estudo do problema de estimação de parâmetros com conhecimento

a priori de um sistema multivariável, não-linear e instável. A proposta é de

um procedimento de identificação que utiliza modelos intermediários locais

que permitem uma melhor compreensão dos dados.

Este trabalho vai utilizar a metodologia multiobjetivo onde será usada a

informação auxiliar dos pontos fixos do sistema. Na identificação caixa-preta

são conhecidos apenas os dados de entrada e sáıda do sistema. O modelo de-

pende fortemente da qualidade dos dados dinâmicos coletados. Nem sempre

os dados possuem toda a informação necessária para se construir um modelo.

Ao contrário, na modelagem caixa-cinza, em muitos casos, a informação au-

xiliar está dispońıvel. E consequentemente o modelo consegue ter um desem-

penho melhor. Pode-se citar alguns trabalhos onde algum tipo de informação

é utilizada. Em (Tulleken, 1994) o problema do uso da informação auxiliar é
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discutido na etapa de estimação de parâmetros usando modelos ARMAX e a

informação utilizada é fornecida pela estabilidade e ganho estático na forma

de restrições. Petrick (1997) utiliza a informação auxiliar na seleção de es-

truturas de modelos. Ele cita a existência de poucas ferramentas nesta etapa

onde a informação auxiliar é utilizada. O trabalho mostra que é posśıvel se

utilizar o resultado do cálculo dos expoentes de Lyapunov na determinação

da estrutura. O trabalho de (Abonyi e Szeifert, 2001) faz uma identificação

caixa-cinza com aux́ılio de lógica fuzzy. As restrições são baseadas em in-

formações conhecidas a priori do sistema em estudo. Em (Sanchez e Villar,

2006) o assunto tratado se refere à proposta de uma estimativa de modelos

de sistemas caóticos através de técnicas multiobjetivos. Os modelos são dis-

cretos, constrúıdos sobre blocos e otimizados, apresentando grande precisão

e baixa complexidade. No trabalho de (Bloch e Petrosino, 2008) são explora-

dos algoritmos genéticos aliados a técnicas multiobjetivos para identificação

de sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TS). Usam essa abordagem para determi-

nar o Pareto-ótimo e conseguem bons resultados na seleção das variáveis de

entrada e realizam uma otimização local dos modelos adquiridos utilizando

uma abordagem de aprendizado denominada ANFIS. Ramos e Herrero (2008)

fazem o tratamento de um procedimento necessário para a identificação de

um modelo não-linear de uma câmara climática (temperatura e humidade)

utilizando algoritmos evolucionários, onde são aplicadas técnicas multiobje-

tivos. Um método de otimização multiobjetivo para estimar um conjunto

de modelos não-lineares Pareto-ótimo é empregado considerando várias res-

trições. Em (Yuan, 2009) são utilizadas técnicas de programação genética

através de algoritmos evolucionários paralelos (HFC-GP) para a identifica-

ção estocástica de sistemas dinâmicos não-lineares. Utilizando estruturas

NARX e NARMAX aliadas a técnicas multiobjetivos, os autores demonstra-

ram que (HFC-GP) é muito eficaz no combate à convergência prematura,

tendo bons resultados se comparado a outros métodos de identificação. No

trabalho de (Shao e Erhgott, 2009) é proposto um método para aproximar

um conjunto não-dominado de um problema multiobjetivo de programação

não-linear, onde as funções-objetivo e o conjunto fact́ıvel são convexos. Neste

caso os objetivos e as restrições são diferenciáveis e os autores descrevem uma

maneira eficiente de se realizar a etapa principal do algoritmo, a qual con-

siste na construção de um hiperplano que separa um ponto exterior a partir

de um conjunto viável no espaço. Em (Liu e Wang, 2010) é desenvolvido

um sistema de controle para ambientes ultra-silenciosos que abrigam teles-
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cópios espaciais e laser de comunicação. São ambientes altamente senśıveis

a qualquer tipo de rúıdo. Para isso o autor desenvolve este projeto com o

aux́ılio de controle robusto multiobjetivo H∞ e Śıntese µ com base em va-

lores singulares. Em (Jayakumari, 2011) é feita uma aproximação com o

uso de algoritmos genéticos aplicados à otimização multiobjetivo na produ-

ção industrial. Ele aborda o assunto através de um conjunto de eventuais

necessidades de produção com probabilidades determinadas. Neste conjunto

probabiĺıstico estão presentes todas as restrições, colocadas de forma aleató-

ria, do setor de produção de uma dada indústria. No trabalho de (Liefoogh,

2011) o autor trata da concepcão, implementação e análise experimental de

Metaheuŕısticas para resolver problemas de otimização multiobjetivo. O de-

sempenho deste método é experimentado em um problema de roteamento

envolvendo duas ou três funções-objetivo, a fim de lidar com as incertezas

que podem ocorrer durante o processo.

A grande aplicação do uso de desigualdades matriciais lineares está mais

concentrada na teoria de controle robusto e estabilidade de sistemas. Dentro

da identificação de sistemas esta metodologia ainda não foi muito desenvol-

vida. Há poucos trabalhos que usam LMI em modelagem de sistemas. Como

exemplo pode-se citar o trabalho de (Amato e Cosentino, 2007) em que é feita

a reconstrução de uma rede biológica a partir de dados de uma série temporal,

utilizando abordagem LMI. Neste caso o problema é resolvido com o aux́ılio

de informações prévias do sistema em questão. Outros trabalhos mostram o

quão importante é a abordagem LMI em outras áreas. Em (Gahinet e Ne-

mirovskii, 1993) os autores apresentam o pacote de software LMI-Lab para

manipulação de LMIs. Neste método os problemas são resolvidos em tempo

polinomial, evitando grandes esforços computacionais. O trabalho de (Ikeda

e Tanaka, 1999) aborda novas condições de estabilidade via LMI para siste-

mas de controle fuzzy em tempo cont́ınuo e discreto. Em (Fujii e Shimomura,

1999) trata-se da abordagem de uma técnica LMI baseada na śıntese H2/H∞

de controladores, que tem o potencial de evitar alguns problemas clássicos

dentro de LMIs. Esta técnica permite realizar mudanças de variáveis para

o projeto de controle. Em (Ikeda e Tanaka, 2000) os autores apresentam

uma abordagem unificada para controlar o caos através de um sistema de

controle baseado em LMIs. No trabalho de (Langari e Kwangtre, 2000) é

apresentado um método de projeto sistemático para PDC (compensação pa-

ralela distribúıda) do tipo Takagi-Sugeno para sistemas fuzzy. A estabilidade

do estimador utilizado é determinada por técnicas LMIs derivadas do es-
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tado fuzzy. O trabalho de (Fares e Noll, 2001) aborda a formulação LMI em

um ambiente não-convexo. Para tal, eles utilizam uma técnica denominada

Lagrangeano Estendido. Fujimori (2004) utiliza uma nova ferramenta para

otimizar a realimentação de sáıda estática através de técnicas LMIs. Em

(Patra e Mukherjee, 2006) é feita uma análise de sistemas LTI com incerte-

zas através de técnicas LMIs. Um estudo local é feito com o objetivo de se

determinar a estabilidade do sistema. Saif e Chen (2006) fazem um projeto

para uma classe de sistemas não-lineares com entradas Lipschits desconheci-

das. Tal sistema é denominado NUIO (nonlinear unknown input observer).

Para evitar uma matriz não-linear, que é condição necessária de um sistema

NUIO, os autores reformulam o problema em termos de LMI. No tarbalho

de (Lim e Lee, 2008) é proposto um método de projeto em tempo discreto de

controladores PID multivariável via otimização LMI. Em (Ranchao e Weiwei,

2008) é feita uma discussão sobre sincronização caótica exponencial por redes

neurais, tendo como base a Teoria de Estabilidade de Lyapunov e técnicas

LMIs. Devido à facilidade com que as equações são escritas sob a forma de

LMIs, a simulação numérica do problema mostra boa eficácia no que se refere

ao esquema de controle não-linear. Em (Qaiser e Bhatti, 2009) os autores

usam LMIs para o projeto de controladores robustos que foram usados em

reatores nucleares. No trabalho de (Saif, 2009) o autor utiliza formulação

LMI para determinar a estabilidade de sistemas MIMO. Em (Lam, 2011) é

feito um estudo sobre a estabilidade de sistemas de controle fuzzy. A aborda-

gem é feita com base naTeoria de Lyapunov, onde as restrições são escritas

na forma de LMI satisfazendo as condições de estabilidade do sistema.

2.3 Conclusões do caṕıtulo

Neste caṕıtulo foram enunciados alguns trabalhos que envolvem a área

de identificação de sistemas. As possibilidades de se modelar um sistema são

muitas. Porém, não se pode afirmar com certeza absoluta se uma técnica

ou outra é a melhor. Isto vai depender de cada caso. E cabe à pessoa que

está trabalhando no processo de modelagem decidir pela melhor técnica, de

acordo com aquilo que ela deseja.

Percebe-se que, por ser uma técnica recente, o uso de LMIs aplicadas à

identificação de sistemas possui apenas um trabalho que foi descrito no caṕı-

tulo. A grande aplicação desta técnica está concentrada na área de controle

de sistemas. Com isso abre-se um grande conjunto de possibilidades que
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podem ser investigadas utilizando LMIs em modelagem de sistemas.



Caṕıtulo 3

Conceitos Preliminares

3.1 Introdução

Este caṕıtulo apresentará uma breve descrição de alguns conceitos co-

mumente utilizados em identifição de sistemas. Será dada uma visão mais

abrangente do que vem a ser um sistema e suas principais caracteŕısticas.

Posteriormente, a temática sobre identificação de sistemas será explorada

mostrando quais são as prncipais etapas de tal processo, juntamente com a

metodologia multiobjetivo. Por fim, a teoria básica sobre LMIs vai ser apre-

sentada com o objetivo de fornecer uma base matemática para seu uso em

identificação de sistemas.

3.2 Sistemas Dinâmicos

Segundo o Dicionário Aurélio, sistema é definido como:

“Um sistema é um grupo de elementos interdependentes ou que interagem

regularmente, e que formam um todo”.

Assim, um sistema é uma combinação de componentes que atuam juntos

e realizam um objetivo determinado; um sistema não necessariamente tem

que ser f́ısico. Tem-se diferentes tipos de sistemas, e, de fato, quase tudo

com o que se tem contato na vida é um sistema ou forma parte de um sis-

tema. Um sistema pode ser qualquer objeto no qual variáveis de diferentes

tipos interagem e produzem sinais observáveis. Estes sinais observáveis são

conhecidos como sáıdas; os est́ımulos externos que afetam o sistema, e que
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podem ser controlados, são chamados de entradas. Outros est́ımulos que

afetam o sistema são as perturbações que se apresentam de forma aleatória

e incontrolada. Agora, adicionando a palavra dinâmico, tem-se que um sis-

tema dinâmico é aquele cujo modelo matemático é constitúıdo por equações

diferenciais ou a diferenças, onde o tempo é uma variável independente, ou

seja, é aquele em que alguns dos seus aspectos variam com o tempo (Correa,

2001).

Já de acordo com a visão de (Monteiro, 2006) um sistema pode ser definido

como um conjunto de objetos agrupados por alguma interação ou interdepen-

dência, de modo que existam relações de causa e efeito nos fenômenos que

ocorrem com os elementos desse conjunto. A partir desta etapa do texto, o

termo sistema dinâmico será abordado de forma mais matemática.

Em (Kalman e Arbib, 1970) um sistema é dito ser monovariável se e so-

mente se ele possui uma única entrada e uma única sáıda. Por outro lado,

um sistema é multivariável se e somente se ele possui mais de uma entrada

e/ou mais de uma sáıda. As variáveis u(t) e y(t) representam os sinais de

entrada e de sáıda de um sistema, respectivamente. Quando o sistema é do

tipo multivariável, u(t) e y(t) são vetores cujas componentes representam

as diversas entradas e sáıdas do sistema. Um sistema é classificado como

dinâmico quando o valor atual de sua sáıda y(t) depende do valor atual da

entrada u(t) aplicada e também da evolução temporal da entrada e da sáıda.

Um sistema é classificado como estático quando o valor atual de sua sáıda

y(t) depende apenas do valor atual da entrada u(t) aplicada. Como exemplos

de sistemas dinâmicos temos: variação de tensão entre as placas de um ca-

pacitor, variação da massa de um foguete em ação, variação de determinada

população, etc. A Figura 3.1 mostra a representação de um sistema. Neste

caso é demonstrado o sistema caótico de Rossler. A Figura 3.2 demonstra a

série temporal de tal sistema, ou seja, são os dados de sáıda do sistema.
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Figura 3.2: Série temporal da variável x(t)

3.2.1 Classificação dos sistemas dinâmicos

Em geral, os sistemas dinâmicos apresentam uma classificação que serve

para distinguir diferentes tipos de situações e diferentes tipos de modelos que

podem ser constrúıdos e usados para se estudar a evolução temporal de um

sistema. De acordo com (Monteiro, 2006) eles podem ser classificados como:

• Quanto à variável temporal, o sistema pode ser cont́ınuo ou discreto:

O sistema é de tempo discreto se o tempo t é um número inteiro. Já

de tempo cont́ınuo, o tempo t é um número real.

• Quanto ao tipo de modelo, um sistema pode ser linear ou não-linear:

A forma mais geral de se escrever uma equação de diferença linear de
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ordem n para a variável dependente x(t) é:

a0(t)x(t + n) + a1(t)x(t + n− 1) + · · ·+ an(t)x(t) = F (t). (3.1)

A forma mais geral de se escrever uma equação diferencial linear de

ordem n para a variável dependente x(t) é:

an(t)
dnx(t)

dtn
+ an−1(t)

dn−1x(t)

dtn−1
+ · · ·+ a0(t)x(t) = F (t). (3.2)

Um exemplo de sistema não-linear pode ser escrito da seguinte forma:

d5x(t)

dt5
+

(

dx(t)

dt
)

)2

− (x(t))3 = 0. (3.3)

• Quanto aos parâmetros do modelo, um sistema pode ser a parâmetros

fixos ou variáveis no tempo:

Num sistema a parâmetros fixos, os coeficientes aj(t) são constantes.

Assim, o tempo só pode aparecer explicitamente na função de entrada

F(t). Num sistema a parâmetros variáveis, um ou mais coeficientes

aj(t) são funções expĺıcitas do tempo t. Na verdade, em sistemas f́ısicos

reais, não existem parâmetros constantes. Tais grandezas variam muito

lentamente em relação às grandezas que possuem rápida variação.

• Quanto à memória, um sistema pode ser instântaneo ou dinâmico:

Num sistema instantâneo (sem memória) a resposta em um dado mo-

mento depende apenas da excitação nesse mesmo instante. Já em um

sistema dinâmico, a resposta em um dado instante depende dos valores

das entradas passadas.

• Quanto à conservação de energia, os sistemas podem conservativos ou

dissipativos:

Um sistema é dito conservativo quando ele consegue preservar a energia

acumulada em seu estado, ou seja a energia em um dado instante de

tempo é igual à energia em um instante anterior. Já em um sistema

dissipativo esta energia diminue com o passar do tempo.
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3.2.2 Estabilidade de Sistemas

Estabilidade é uma palavra usada para caracterizar tanto uma solução

quanto uma equação diferencial (ou uma equação de diferença). A esta-

bilidade de uma solução é determinada pelo comportamento das soluções

cujas condições iniciais pertençam à sua vizinhança. A estabilidade de uma

equação diferencial (ou de diferença) é determinada pelo comportamento de

equações isomórficas cujos valores dos parâmetros são próximos aos da equa-

ção estudada (Monteiro, 2006).

A estabilidade é um tópico de elevada importância em análises de siste-

mas dinâmicos, pois determina qual a condição dinâmica de um ponto de

equiĺıbrio. Do ponto de vista de engenharia, nos sistemas reais pode haver

perturbações externas aos sistemas que podem levá-los a situações de instabi-

lidades, bem como condições de operações que apresentam comportamentos

instáveis, periódicos, quase-periódicos, ou até mesmo caóticos.

A teoria de Lyapunov para estabilidade de sistemas dinâmicos pode ser

resumida em três categorias:

• estabilidade;

• estabilidade assintótica;

• estabilidade assintótica global.

Do ponto de vista matemático, em um sistema dinâmico não-linear há possi-

bilidade de existência de vários pontos de equiĺıbrio, bem como a inexistência

dos mesmos.

Um ponto de equĺıbrio x∗ é dito estável em t0, se para cada ǫ > 0, existe

um δ(t0, ǫ) > 0 tal que:

||x(t0)− x∗||<δ (t0, ǫ) ⇒ ||x(t)− x∗|| ∀t> t0.

Onde ||.|| é a Norma Euclidiana para vetores. No caso de pontos de equiĺıbrio

instáveis tem-se o caso contrário. No caso de sistemas discretos o ponto de

equiĺıbrio x∗ é dito estável em k0 se para cada ǫ > 0 existe um δ(k0, ǫ) tal

que:

||x(k0)− x∗||<δ (k0, ǫ) ⇒ ||x(k)− x∗|| ∀k> k0.

Um ponto de equĺıbrio x∗ é dito assintoticamente estável em t0 se:

1. é estável em t0;
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2. é atrativo;

3. existe um número δ1(t0) tal que:

||x(t0)− x∗||<δ1 ⇒ lim
x→∞

||x(t)− x∗||=0.

Se o sistema é discreto, um ponto de equiĺıbrio x∗ é dito assintoticamnete

estável em k0 se:

1. É estável em k0;

2. é atrativo;

3. existe um número δ1(k0) tal que:

||x(k0)− x∗||<δ1 ⇒ lim
k→∞

||x(k)− x∗||=0.

3.3 Identificação de Sistemas

3.3.1 Introdução

Segundo (Aguirre, 2007), Identificação de Sistemas é a área do conheci-

mento que estuda técnicas alternativas de modelagem matemática. Ou seja,

em relação a um determinado sistema tem-se apenas um conjunto dados de

entrada e dados de sáıda e, às vezes algum tipo de informação a respeito de

seu comportamento. De posse dessas informações tenta-se criar um modelo

matemático (equações diferenciais ou diferença) que possa reproduzir, com

a máxima aproximação posśıvel, o comportamento estático e dinâmico deste

sistema. Esta seção tem por objetivo introduzir conceitos fundamentais para

a identificação de sistemas e com isso contribuir para um melhor entendi-

mento de quais são as etapas e os métodos mais comumente utilizados na

literatura especializada dentro de modelagem de sistemas.

3.3.2 Etapas de Identificação de Sistemas

As principais etapas de um problema de identificação de sistemas, empre-

gadas em sistemas lineares e não-lineares, podem ser encontradas em (Ljung,

1999):

• testes dinâmicos e coletas de dados;

• escolha da representação matemática;
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• seleção da estrutura do modelo;

• estimação dos parâmetros do modelo;

• validação do modelo.

3.3.3 Teste dinâmico e coleta de dados

Esta etapa tem tem por objetivo garantir que, nos dados a serem modela-

dos, estejam presentes todas as frequências de interesse e que estas possuam

as caracteŕısticas estáticas e dinâmicas do sistema. O sinal de excitação tem

como funções determinar as caracteŕısticas dinâmicas e estáticas do sistema

em toda a faixa de frequência de interesse e excitar a planta de maneira tal

que todas as não-linearidades estejam presentes nos dados coletados. Outro

aspecto importante nesta fase se refere ao tempo de amostragem, ou seja, o

tempo entre duas amostras. Deve ser o suficiente para garantir todas as infor-

mações relevantes do sistema. Segundo Nyquist (Aguirre, 2007), a frequência

de amostragem de um sinal analógico, para que possa posteriormente ser re-

constitúıdo com o mı́nimo de perda de informação, deve ser igual ou maior

a duas vezes a maior frequência do espectro desse sinal. Na prática opta-se

por um frequência de amostragem entre 5 a 10 vezes maior que a frequência

de interesse (Aguirre, 2007).

3.3.4 Escolha da representação matemática

Dentro da literatura sobre identificação de sistemas há uma extensa quan-

tidade de formas de se representar um sistema (Wernholt e Moberg, 2011). O

mesmo sistema pode ser representado através de vários modelos matemáticos.

Há várias formas em que as equações que descrevem um sistema podem ser

escritas. Eles podem ser representados por modelos lineares e não-lineares.

Dentro das representações lineares, pode-se citar:

1. função de transferência, onde o sistema é descrito no domı́nio da frequên-

cia relacionando a sáıda e a entrada, em termos da variável s ;

2. representação em espaço de estados, onde o sistema é descrito por um

conjunto de equações diferenciais de primeira ordem;

3. modelos ARX (auto-regressivo com entrada exógena);
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4. modelos ARMAX (auro-regressivo, média móvel e entrada exógena).

Já como representações não-lineares, tem-se:

1. função de base radial (Haykin, 1994);

2. modelos de blocos interconectados (Correa, 2001);

3. redes neurais artificiais (Pedroza e Pedreira, 2000);

4. modelos fuzzy ;

5. modelos NARX e NARMAX.

3.3.5 Seleção da estrutura do modelo

Segundo (Aguirre, 2007) a necessidade de se escolher um valor adequado

para a ordem de um sistema pode ser apreciada verificando-se que, se a

ordem usada for menor do que a ordem efetiva do sistema real, o modelo não

possuirá a complexidade estrutural necessária para reproduzir a dinâmica do

sistema. No caso contrário, quando a ordem do modelo for muito maior do

que a necessária, a estimação dos parâmetros será malcondicionada. Em se

tratando de modelos lineares, a determinação da estrutura é menos complexa

do que quando se trabalha com modelos não-lineares. Um dos procedimentos

utilizados para a estimação da ordem ou o número de parâmetros de um

sistema é denominado Critério de Akaike (Aguirre, 2007). Já quando se trata

de seleção de estrutura, uma das formas comumente utilizadas é denominada

ERR (error reduction ratio) ou taxa de redução de erro, que associa a cada

termo candidato um ı́ndice correspondente à contribuição deste na explicação

da variância dos dados de sáıda (Billings S. A., 1997).

• Critério de Akaike: ele é definido como:

AIC(nθ) = Nln[σ2
erro(nθ)] + 2nθ, (3.4)

em que N é o número de dados, σ2
erro(nθ) é a variância do erro de mo-

delagem (erro de predição de um passo à frente ou reśıduos) e nθ=

dim[θ̂]. Esse critério estabelece um compromisso entre a qualidade dos

ajustes de identificação e procura por representações mais simples. O

número de termos representados por AIC minimiza a variação dos reśı-

duos de identificação partindo de uma estrutura previamente ajustada
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por um critério de seleção de estrutura. De acordo com a equação (3.4),

à medida que termos são inclúıdos no modelo, o número de graus de

liberdade aumenta permitindo um ajuste aos dados mais exatos. As-

sim, σ2
erro diminue à medida que nθ aumenta. Esta equação é formada

por dois termos, onde o primeiro quantifica a diminuição na variância

dos reśıduos resultante da inclusão de um termo e a segunda parcela

penaliza a inclusão de cada termo. Deve ser lembrado que este método

é estat́ıstico e não garante necessariamente que o modelo encontrado

seja um modelo válido.

• Taxa de redução de erro ou ERR: em se tratando de modelos não-

lineares é complicado se definir uma ordem significativa para a inclusão

de termos candidatos no modelo. Uma forma de ordenar hierarqui-

camente os termos candidatos é utilizando a taxa de redução de erro

(ERR) que associa a cada termo candidato um ı́ndice correspondente

à contribuição deste na explicação da variância dos dados de sáıda.

Para ver isto de forma matemática, define-se a variância do erro de

modelagem ξ(k) como sendo:

varξ(k) = lim
N→∞

1

N

[

yTy −
N
∑

i=1

g2i ω
T
i ωi

]

, (3.5)

em que gi indica os elementos do vetor de parâmetros g e ωi indica

regressores ortogonais e y é o vetor contendo os dados de sáıda.

Supondo que nenhum termo fosse acrescentado ao modelo a variância

de ξ(k) seria igual ao erro quadrático da sáıda y(k). A cada termo

acrescentado, a variância ξ(k) decresce de um fator igual a 1
N
(g2i ω

T
i ωi),

em que ωi indica o termo inclúıdo e gi seu respectivo parâmetro. A

redução no valor da variância pode ser normalizada com relação ao

erro quadrático médio do sinal de sáıda. Assim, o ERR de cada termo

é definido como sendo:

[ERR] =
(g2i ω

T
i ωi)

yTy
. (3.6)

3.3.6 Estimação dos parâmetros do modelo

Na estimação dos parâmetros de um modelo, podem ser utilizados diver-

sos tipos de estimadores. Um dos mais comumente utilizados é o estimador



24 3 Conceitos Preliminares

de mı́nimos quadrados (MQ), cujo prinćıpio reside em encontrar uma solução

(vetor de parâmetros estimados θ̂) que minimize o somatório do quadrado

do erro de predição, e é aplicado a estruturas lineares nos parâmetros (Nepo-

muceno, 2002). Em estruturas não-lineares pode-se utilizar, por exemplo, o

estimador de mı́nimos quadrados estendidos (MQE). Tal estimador tem por

objetivo amenizar a polarização dos parâmetros estimados.

3.3.7 O Estimador de Mı́nimos Quadrados

Existem diversos procedimentos que são utilizados em identificação de

sistemas. Alguns deles são amplamente difundidos em quase todas as áreas

do conhecimento humano. Um desses métodos é conhecido como o Método

dos Mı́nimos Quadrados (Nepomuceno, 2002). É uma técnica de otimização

matemática que procura encontrar o melhor ajustamento para um conjunto

de dados, tentando minimizar a soma dos quadrados das diferenças entre a

curva ajustada e os dados. Estas diferenças são conhecidas como reśıduos

(Aguirre, 2007). É utilizado para determinar os parâmetros de uma relação

funcional entre duas ou mais grandezas de um fenômeno ou o valor mais pro-

vável de uma única grandeza medida várias vezes. A única exigência deste

método consiste em que os erros que afetam as medições sejam aleatórios.

Uma vez escolhida a estrutura de um modelo, deve-se estimar os seus

parâmetros para que o modelo possa se aproximar do comportamento dinâ-

mico do sistema real (Barroso, 2004). Isto é normalmente feito em modelos

polinomiais aplicando-se técnicas de mı́nimos quadrados (MQ) aos dados de

identificação. De acordo com (Aguirre, 2007), assume-se que se conhece o

valor estimado do vetor de parâmetros, θ̂, e que é cometido um erro ξ ao se

tentar explicar o valor observado y a partir do vetor de regressores x e de θ̂,

ou seja,

y = xT
θ̂ + ξ. (3.7)

Representando este resultado sob forma matricial tem-se:

y = ΨT
θ̂ + ξ, (3.8)

sendo que ξ ∈ RN é o vetor de erros cometidos ao se tentar explicar y como

ΨT
θ̂. Neste caso Ψ é denominada Matriz de Regressores e θ̂ os parâmetros

a ser encontrados. Desta forma, é conveniente fazer com que θ̂ minimize ξ
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em algum sentido. Para tanto define-se o somatório do quadrado dos erros:

JMQ =
N
∑

i=1

ξ(i)2 = ξT ξ = ||ξ||2, (3.9)

que nada mais é do que um ı́ndice que quantifica a qualidade de ajuste de

ΨT
θ̂ ao vetor de dados y. Portanto é vantajoso que o valor estimado de θ̂

minimize JMQ. Substituindo ξ, presente na equação 3.8, em (3.9), tem-se:

JMQ = (y −Ψθ̂)T (y −Ψθ̂)

JMQ = yTy − yTΨθ̂ − θ̂
T
ΨTy + θ̂

T
ΨTΨθ̂. (3.10)

A fim de minimizar a função custo JMQ com respeito a θ̂ é necessário

resolver (∂JMQ/∂θ̂)= 0. Fazendo-se isso, tem-se:

∂JMQ

∂θ̂
= −(yTΨ)T −ΨTy + (ΨTΨ +ΨTΨ)θ̂

∂JMQ

∂θ̂
= −ΨTy−ΨTy + 2ΨTΨθ̂. (3.11)

Igualando-se a equação 3.11 a zero, tem-se:

θ̂ =
[

ΨTΨ
]−1

ΨTy. (3.12)

Para que θ̂ seja mı́nimo, é necessário que

∂2JMQ

∂θ̂
2

= 2ΨTΨ > 0. (3.13)

A equação 3.13 é definida positiva por definição. O estimador que fornece

o valor de θ̂, o qual minimiza o somatório do quadrado dos erros, é dado por:

θ̂MQ = argθminJMQ

θ̂MQ =
[

ΨTΨ
]−1

ΨTy (3.14)
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3.3.8 O Estimador Estendido de Mı́nimos Quadrados

O método descrito anteriormente apresenta um problema quando o rúıdo

apresenta correlação com algum regressor fazendo com que os parâmetros

encontrados sejam polarizados. Isto ocorre por que alguma dinâmica não

foi devidamente explicada pelo modelo (Barroso, 2004). A polarização do

estimador MQ acontece quando o erro que aparece na equação de regressão,

y = Ψθ̂ + e, for autocorrelacionado e ao mesmo tempo o modelo possuir

regressores da sáıda.

Se os reśıduos de identificação forem modelados como um processo de

média móvel da seguinte maneira

e(k) = ciν(k − i) + ν(k), (3.15)

sendo ν(k) rúıdo branco, os termos ν(k − i) podem ser incorporados à ma-

triz de regressores e os seus respectivos parâmetros constituem o vetor de

parâmetros do modelo da seguinte forma:

y∗ = Ψ∗
θ̂
∗
+ e∗, (3.16)

sendo que y∗= y, e∗= [ν(k), . . . , ν(k +N − 1)]T ,

Ψ∗ =























... ν(k − 1)

... ν(k)

Ψ
... ν(k + 1)
...

...
... ν(k +N − 1)























(3.17)

Logo a nova estimativa por mı́nimos quadrados, levando em conta o rúıdo

presente nos dados de sáıda, é dada por:

θ̂
∗
=

[

Ψ∗TΨ∗
]−1

Ψ∗Ty (3.18)

3.3.9 Validação do modelo

Um modelo será considerado válido se incorporar as caracteŕısticas do sis-

tema que são fundamentais para uma determinada aplicação (Duarte, 2009).
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A validação dinâmica tem por finalidade verficar se o modelo estimado é

capaz de representar a dinâmica do sistema em questão. A capacidade de

generalização de um modelo deve ser analisada usando uma massa de dados

de validação diferente da massa de dados de identificação. Dessa forma, é

posśıvel verificar se o modelo consegue explicar uma outra massa de dados

do mesmo sistema.

Para validar um modelo dinamicamente, pode-se usar a simulação livre

do mesmo, que consiste em usar um conjunto de dados do sistema, os de

validação, e as predições passadas, na matriz de regressores. O fluxograma

Figura 3.3 descreve estas etapas.

Figura 3.3: Fluxograma de Identificação de Sistemas (Duarte, 2009)
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3.4 Técnicas de agrupamento de termos e pon-

tos fixos

O ponto de partida na análise de sistemas não-lineares envolve a localiza-

ção e a caracterização da estabilidade dos pontos fixos do sistema utilizando

modelos matemáticos (Aguirre, 2007). A determinação dos pontos fixos de

um sistema é dado pela resolução da equação proveniente do agrupamento

de termos (Barroso, 2004). Os pontos fixos de um modelo discreto autônomo

são definidos como aqueles pontos para os quais y(k)=y(k+i), com i ∈ Z. No

caso de modelos não autônomos, os pontos fixos podem ser definidos para

valores constantes do sinal de entrada. A estrutura NARX (não-linear auto-

regressivo com entrada exógena) foi usada, a prinćıpio, para a modelagem

de alguns sistemas que serão estudados adiante. Uma estrutura deste tipo é

dada por:

y(k) = F l[y(k − 1), . . . , y(k − ny), u(k − τd), . . . , u(k − nu)] + e(k), (3.19)

sendo k= 1 . . . N. F l uma função não-linear qualquer, y(k) e u(k), são respec-

tivamente, sáıda e entrada do sistema, que têm seus atrasos representados

por ny e nu respectivamente. O termo τd representa o atraso puro de tempo e

e(k) representa as incertezas. Os termos y(k-i), com i = (1, . . . , ny) e u(k-j),

com j = (1, . . . , nu), são chamados regressores de processo do modelo.

O modelo NARX (3.19) pode ser reescrito como (Aguirre, 2007):

y(k) =
l

∑

m=0

m
∑

p=0

ny,nu
∑

n1,nm

cp,m−p

i=1
∏

p

y(k − ni)

i=p+1
∏

m

u(k − ni), (3.20)

sendo:
ny,nu
∑

n1,nm

≡
ny
∑

nl=1

. . .

ny
∑

nm

. (3.21)

Os monômios da equação (3.20) são agrupados de acordo com a sua ordem

m(0 ≤ m ≤ l), sendo l o grau de não-linearidade do modelo. Cada termo

de ordem m contém fatores multiplicativos em y(k − i) e (m − p) fatores

multiplicativos em u(k − j). Os parâmetros destes termos são representados

por cp,m−p(nl . . . nm) nos quais (nl . . . nm) indicam os atrasos de cada fator

constituinte do monômio considerado.

O primeiro somatório da equação 3.20 faz referência aos monômios da equa-
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ção 3.19, separando-os de acordo com a sua ordem. O somatório faz referência

ao número de fatores em y(k− i) no termo considerado. Dentro do conjunto

de termos de ordem m , um termo qualquer pode ser acessado através do

ajuste do valor p adequado. Por fim, o último somatório permite que seja

feita a distinção entre os termos de (3.20), através dos ajustes dos atrasos de

cada um dos fatores constituintes do termo.

Analisando-se o modelo em estado estacionário para entradas constantes,

tem-se:

y(k − 1) = y(k − 2) = . . . = y(k − ny)

u(k − 1) = u(k − 2) = . . . = u(k − nu), (3.22)

aplicando (3.22) em (3.20) chega-se a:

y(k) =

ny,nu
∑

nl,nm

cp,m−p(nl, . . . , nm)
l

∑

m=0

m
∑

p=0

y(k − 1)pu(k − 1)m−p. (3.23)

O conjunto de termos da forma y(k− i)pu(k− j)m−p é denominado agru-

pamento de termos (Aguirre, 2007). Estes serão representados por Ωypum−p .

A constante

ny,nu
∑

nl,nm

cp,m−p(nl, . . . , nm),

é o coeficiente de termos y(k − 1)pu(k − 1)m−p e será representado por
∑

ypum−p . Todos os termos pertencentes a um dado agrupamento de ter-

mos explicam o mesmo tipo de não-linearidade do modelo.

A t́ıtulo de exemplificação serão mostrados alguns equacionamentos bási-

cos para a determinação dos pontos fixos de modelos NAR (não-linear e auto-

regressivo). Este tipo de estrutura foi escolhida devido à sua simplicidade

por não apresentar termos referentes à entrada dos sistemas. Posteriormente,

esta estrutura também será usada na modelagem de alguns sistemas.

Como já foi dito, a determinação dos pontos fixos de um sistema é dada

pela resolução da equação proveniente do agrupamento de termos. Sendo

assim, tem-se os seguintes equacionamentos básicos (Nepomuceno, 2002):

(

∑

y − 1
)

y +
∑

0 = 0, (3.24)
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o ponto fixo é dado por:

ȳ =

∑

0

1−∑

y

. (3.25)

Onde Σ significa o somatório de termos semelhantes.

Para modelos quadráticos escritos sob a mesma forma de (3.24), tem-se:

∑

y2y
2 +

(

∑

y − 1
)

y +
∑

0 = 0, (3.26)

sendo que os pontos fixos são dados por:

ȳ1,2 =
1−

∑

y ±
√
∆

2
∑

y2
, (3.27)

sendo ∆= (
∑

y − 1)2- 4 (
∑

y2) (
∑

0).

Desta forma pode-se definir o conjunto Φ dos coeficientes de agrupamento

do referido modelo pela seguinte equação:

Φ =
[

∑

yl, . . . ,
∑

y2 ,
(

∑

y − 1
)

,
∑

0

]

. (3.28)

3.5 Identificação Multiobjetivo de Sistemas

3.5.1 Introdução

O uso de informações auxiliares dentro da identificação de sistemas tornou-

se uma ferramenta útil ao se reproduzir matematicamente um sistema real.

Este tipo de informação faz com que o modelo possua caracteŕısticas de-

sejáveis (Barbosa, 2010). Por exemplo, a informação dos pontos fixos do

sistema. Utilizando ela, o modelo constrúıdo apresenta caracteŕısticas está-

ticas que estão presentes no sistema real. Esta técnica é conhecida como

Identificação Caixa-Cinza, ou seja, tem-se uma uma informação prévia do

sistema (informação a priori). De um modo mais genérico, a identificação

que utilizar um ou mais tipos de informação auxiliar de qualquer procedência,

associada a técnicas de estimação de parâmetros será chamada Identificação

Multiobjetivo (Nepomuceno, 2002). A idéia por trás desse tipo de identifi-

cação é achar um caminho ótimo para combinar as informações dinâmicas,

que podem conter erro de medida significativo, e estáticas, que contêm infor-

mações precisas sobre os coeficientes de agrupamento de termos, mas não é
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capaz de sozinha estimar os parâmetros do sistema (Barroso, 2004).

Dentro da área de Otimização de Sistemas, existem problemas nos quais

há vários objetivos a ser alcançados ao invés de apenas um (Nepomuceno,

2002). Geralmente esses objetivos são conflitantes entre si, e, raramente

existe uma solução que seja ótima para todos objetivos simultaneamente.

Ao se referir a objetivos conflitantes tem-se a idéia de objetivos que não po-

dem ser minimizados ou maximizados ao mesmo tempo. Por exemplo: custo

e impacto ambiental em uma dada empresa. Se o custo for minimizado o

impacto ambiental será alto, caso contrário, se o impacto ambiental for mı́-

nimo, o custo será elevado. Desse modo, haverá soluções que serão melhores

se comparadas a outras em algum ou alguns objetivos. Assim, tem-se um

conjunto de soluções denominado Pareto-ótimo. A determinação desse con-

junto é uma das principais etapas do Problema Multiobjetivo. A prinćıpio

não existe uma solução única que minimize simultaneamente todas as fun-

ções objetivos. Este tipo de problema tende a possuir um conjunto limitado

de infinitas soluções. Mas é necessário encontrar uma solução que seja a

melhor entre todas. O conjunto Pareto-ótimo contém as soluções candidatas

a se tornar essa solução única. A Figura 3.4 exemplifica o que vem a ser o

Pareto-ótimo.

Figura 3.4: Pareto-ótimo, (Nepomuceno, 2002)
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Na Figura 3.4 percebe-se que, por se tratar de um problema multiobje-

tivo, à medida que se melhora um dos objetivos há uma consequente piora

do outro objetivo. Sendo assim, é necessário encontrar qual seria a melhor

solução onde haja um aproveitamento máximo dos objetivos. A escolha da

melhor solução deve ser uma etapa na qual o conjunto de posśıveis solu-

ções é reduzido até a determinação desta. Esta etapa, denominada etapa de

decisão, deve incluir uma sistemática de busca da melhor solução, supondo

a existência de uma função utilidade, que exibe um padrão de preferências

coerente e ordenado (Barroso, 2004).

3.5.2 Formulação Multiobjetivo

Nesta etapa do trabalho, serão discutidas as formulações dos processos

envolvidos no Problema de Otimização Multiobjetivo.

3.5.3 Determinação das Soluções eficientes

Considere o vetor de funções-objetivo:

J(θ̂) =















J1(θ̂)

J2(θ̂)
...

Jm(θ̂)















T

. (3.29)

Como já foi dito, não existe uma solução única que minimize, simultanea-

mente, as m funções-objetivo. Sendo assim, um grande número de soluções

pode ser encontrado, caracterizando assim o Pareto-ótimo. O que pode ser

verificado em:

θ̂
∗ ∈ Θ̂

∗ ⇐⇒ {∄ θ̂ : J(θ̂) ≤ J(θ̂
∗
) e J(θ̂) 6= J(θ̂

∗
)}, (3.30)

em que θ̂
∗
é o conjunto de parâmetros estimados e Θ̂

∗
é o espaço de

parâmetros. A solução será eficiente se e somente se não existir um outra

solução que melhore um dos objetivos sem a degradação de pelo menos outro

objetivo (Nepomuceno, 2002).
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3.5.4 Busca pela solução Eficiente

A solução desejada deve ser tal que satisfaça as alternativas a seguir:

1. a menor quantidade de consultas ao decisor (humano ou automático)

posśıvel;

2. as alternativas dadas ao decisor devem ser de fácil compreensão;

3. o encadeamento dessas etapas de decisão conduz a diferentes estruturas

para o mecanismo de decisão.

Em um caso, em que há a intervenção de um decisor humano, pode-se seguir

uma das seguintes possibilidades:

• apresentação de preferências a posteriori: será determinado um con-

junto de soluções que seja representativo de todo o conjunto de soluções

eficientes antes de iniciar qualquer interação com o decisor humano;

• apresentação de preferências progressivas: a consulta é feita ao deci-

sor juntamente com o processo de determinação de soluções eficientes.

Cada consulta ao decisor é utilizada para determinar os parâmetros de

uma nova busca de um ponto pertecente ao conjunto de soluções de

soluções eficientes;

• apresentação de preferências a priori : agora o decisor é previamnete

consultado e formula uma certa estrutura de preferências que não de-

pendem do conhecimento das alternativas concretas que vierem a se

colocar. Este ponto pode ser entendido como um caso de otimização

mono-objetivo. Entretanto, esta é uma forma de agregar múltiplos

objetivos em um problema de otimização (Barroso, 2004).

3.5.5 Problema Multiobjetivo na forma computacional

Para se determinar o conjunto de soluções eficientes, a estratégia mais co-

mum é caracterizar esse conjunto em termos de soluções de vários problemas

mono-objetivos (Nepomuceno, 2002). Uma dessas estratégias é o chamado

problema de ponderação Pω (Chankong e Haimes, 1983). Considere:

W = {w | w ∈ Rn ωj ≥ 0, e
n

∑

j=1

ωj = 1}, (3.31)
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como sendo pesos não-negativos. O problema de ponderação é definido como

w ∈ W tal que:

θ̂
∗
= arg min

θ̂∈D

n
∑

i=1

ωiJi(θ̂), (3.32)

em que Ji são todos os objetivos e restrições.

Esse método, muito simples, é capaz de achar completamente o conjunto

de soluções eficientes para problemas convexos. O Teorema 3.1, desenvolvido

em (Nepomuceno, 2002), mostra uma eficiente estratégia computacional para

resolver (3.32), para casos em que os funcionais Ji puderem ser expressos pelo

somatório de erros quadráticos.

Teorema 3.1 Seja ωi ∈ R+ e Ji(θ̂) com i,. . . , n funcionais denotados por:

Ji(θ̂) =
(

vi −Giθ̂

)T (

vi −Giθ̂

)

, (3.33)

em que θ̂ ∈ Rnθ×1, vi ∈ Rnν×1 e Gi ∈ Rnν×nθ .

O problema

θ̂
∗
= arg min

θ̂∈D
J(θ̂) = arg min

θ̂∈D

n
∑

i=1

ωiJi(θ̂) (3.34)

tem por solução:

θ̂
∗
=

[

n
∑

i=1

ωiG
T
i Gi

]−1 [ n
∑

i=1

ωiG
T
i vi

]

. (3.35)

3.5.6 Incorporação da Informação Auxiliar

As propriedades estruturais de modelos NARMAX polinomial podem ser

utilizadas na identificação de sistemas não-lineares, particularmente na etapa

de estimação de parâmetros (Bohlin, 1994). O tipo de informação auxiliar

que será utilizado neste trabalho é o conhecimento da localização dos pontos

fixos.

Para evitar uma grande variância nos parâmetros, o seguinte procedi-

mento é empregado (Nepomuceno, 2002). O conjunto de parâmetros obtidos

pelo método dos mı́nimos quadrados é usado como referência. Sendo assim,

um conjunto de coeficientes de agrupamento pode ser determinado:
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ΦMQ =
[

ΣMQyl, . . . ,ΣMQy2 , (ΣMQy − 1) ,ΣMQ0

]

. (3.36)

Seja a Norma Euclidiana, ‖.‖, do conjunto de parâmetros a raiz quadrada

do somatório dos quadrados dos parâmetros. A Norma Euclidiana do con-

junto de parâmetros de qualquer modelo associado a determinados pontos

fixos pode ser normalizada, a fim de igualar à Norma Euclidiana do conjunto

ΦMQ. Fazendo isso, tem-se o seguinte conjunto de coeficientes de agrupa-

mento normalizado:

Σ =
‖ΦMQ‖
‖Φ‖

[

Σyl , . . . ,Σy2 , (Σy − 1) ,Σ0

]

. (3.37)

Para minimizar o erro de localização dos pontos fixos, a seguinte função

deve ser minimizada:

JPF =
(

Σ− Σ̂
)T (

Σ− Σ̂
)

=
(

Σ− SΘ̂
)T (

Σ− SΘ̂
)

(3.38)

em que S é um mapeamento tal que Σ̂ = SΘ̂. A função (3.38) se enquadra

no formato exigido pelo Teorema 3.1. É direto mostrar que para a situação

em que há dois objetivos: erro quadrático e erro de localização dos pontos

fixos, tem-se a estimativa da resposta estática

θ̂ =
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]−1 [

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

. (3.39)

Fazendo uma variação de ω1 e ω2 de tal forma que ω1+ω2=1. E esta variação

é feita de maneira logaŕıtmica ou linear. Na equação (3.39) o termo S é

chamado de matriz de mapeamento linear. Essa matriz é responsável por

levar o agrupamento de termos ao respectivo parâmetro.

3.6 Desigualdades Matriciais Lineares: LMIs

3.6.1 Introdução

O termo LMI vem do inglês Linear Matrix Inequalities o qual significa

Desigualdades Matriciais Lineares (Boyd et al., 1994). As LMIs têm apare-

cido como uma nova e poderosa ferramenta na análise e projeto de sistemas

de controle nos maiores eventos da área (Chilali e Gahinet, 1999). Com o

desenvolvimento das técnicas de otimização convexa, as LMIs têm se tor-
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nado uma importante ferramenta, com muitas aplicações presentes e futuras.

Graças a uma manipulação adequada, problemas de controle puderam ser for-

mulados em um espaço paramétrico convexo, como problemas de otimização,

permitindo o uso de ferramentas computacionais eficientes para sua resolução

(de Oliveira, 1999). Em particular, os problemas convexos, descritos pelas

LMIs atráıram mais atenção, pela simplicidade, elegância, e principalmente

pelo verdadeiro arsenal de métodos numéricos especializados dispońıveis.

Uma grande vantagem da utilização das LMIs é que várias restrições e es-

pecificações de projeto podem ser formuladas de uma forma numericamente

manejável. Uma vez descritos nesta forma, os problemas podem ser soluci-

onados por eficientes algoritmos de otimização convexa, também chamados

de LMI solvers. Muitos problemas que não têm solução anaĺıtica podem ser

solucionados por meios numéricos, com garantias de se encontrar uma solu-

ção, quando esta existir (Silva, 2004).

Muitos problemas de controle e especificações de projeto têm a formula-

ção LMI. Isto é especialmente verdade para a análise e projeto de sistemas

que utilizam o prinćıpio de Lyapunov, mas também para problemas de ótimo

LQG (linear quadratic gaussian), controle H∞, controle H2, controle covari-

ância, etc (Trofino, 2000)(Boyd et al., 1994).

Graças ao avanço do desenvolvimento de pacotes computacionais, esta

técnica se tornou uma ferramenta posśıvel na procura de soluções para os

mais diversos problemas de otimização, controle de sistemas e, recentemente,

identificação de sistemas. Outra grande virtude da abordagem LMI é a de

possibilitar o tratamento simultâneo de vários requisitos de desempenho e

robustez (Trofino, 2000). Isto se deve ao fato do surgimento de algoritmos

de pontos interiores para a solução de problemas de otimização convexa, o

que tornou posśıvel solucionar numericamente LMIs de forma mais rápida e

eficiente (Kanno, 2005). Desde então, diversas pesquisas vêm sendo desen-

volvidas para a criação ou aperfeiçoamento de pacotes computacionais para

a solução de problemas de otimização convexa. O uso de LMIs tem se mos-

trado altamente eficaz dentro da teoria de controle e sistemas quando se lida

com um número elevado de variáveis. Devido à grande importância da iden-

tificação de sistemas no mundo atual, a aplicação de LMIs em modelagem de

sistemas vislumbra um extenso horizonte de possibilidades e aplicações.
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3.6.2 História do uso de LMIs

Segundo (Boyd et al., 1994), a história do uso das LMIs na análise de

sistemas dinâmicos tem mais de 100 anos. A história começa no ano de

1890, quando Lyapunov publicou seu trabalho introduzindo o que chama-se

de Teoria de Lyapunov. Ele formulou o estudo de estabilidade de sistemas

dinâmicos através de uma desigualdade matricial. O grande destaque se deu

na década de 1940, com Lur’e, Postikov e outros na extinta União Soviética.

Eles aplicaram o método de Lyapunov em alguns problemas práticos de en-

genharia, especialmente no problema de estabilidade de sistemas de controle,

com não-linearidades no atuador.

O próximo grande avanço ocorreu na década de 1960, quando Yakubo-

vich, Popov, Kalman e outros, reduziram a solução de LMIs a um critério

gráfico simples, que agora é chamado de positive-real lemma.

Em 1984, N. Karmarkar introduziu um novo método de programação li-

near que resolve os problemas descritos na forma de LMIs com convergência

polinomial, muito eficiente na prática. Em 1988, Nesterov e Nemirovskii de-

senvolveram o método de pontos interiores que se aplicam diretamente nos

problemas de programação convexa que envolvem LMIs. Em um estudo mais

recente, as LMIs estão sendo objeto de muitas pesquisas por renomados pes-

quisadores mundiais, tendo sido aplicadas nas mais diversas áreas: controle

de sistemas cont́ınuos e discretos no tempo (Ramos e Peres, 2002); controle

ótimo; controle robusto (Palhares e Peres, 1999); posicionamento de senso-

res e atuadores (Cominos e Munro, 2002); redução de modelos (Trofino e

Coutinho, 2004); controle de sistemas não lineares e teoria de filtros robus-

tos (Palhares e Peres, 2000); controle com estrutura variável (Yang e Tong,

1993); controle usando lógica fuzzy (Lian e Tu, 2006); localização de falhas

estruturais (de Oliveira e Geromel, 1999).

3.6.3 Definição matemática de LMI

O uso de Desigualdades Matriciais Linerares na teoria de controle come-

çou a se desenvolver a partir da década de 80, com a criação e aperfeiçoa-

mento de algoritmos de otimização convexa, como pontos interiores (Trofino,

2000). A partir de então, muitos dos resultados usuais da teoria de controle

e sistemas estão sendo reescritos como LMIs. Já existem no mercado pa-

cotes computacionais eficientes para se resolver problemas envolvendo LMIs
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(Palhares, 1998). Os pacotes mais conhecidos para a solução de LMIs são:

• LMIlab presente no Matlab que usa o Método Projetivo para a solução

do problema.

• LMITOOL presente no Scilab e Matlab que usa o Método Primal-Dual.

Outro ponto de suma importância é que na abordagem LMI a busca de

soluções para problemas mais complexos, principalmente quando há presença

de elementos incertos, pode ser simplificada devido às propriedades de con-

vexidade e linearidade (Trofino, 2000).

3.6.4 Estabilidade Quadrática

A estabilidade de um ponto de equiĺıbrio é usualmente caracterizada de

acordo ccom a teoria de Lyapunov para sistemas. Intuitivamente, a estabi-

lidade de um sistema dinâmico está relacionada com a função energia deste

sistema. Se a função energia do sistema é sempre não negativa e decresce

com relação ao tempo, as trajetórias tendem à origem (Monteiro, 2006).

Fazendo uma análise mais genérica, a teoria de Lyapunov garante que, para

sistemas invariantes no tempo, o ponto de equiĺıbrio é estável se existe uma

função escalar v (x) tal que:

• v (x) ≻ 0, ∀x 6= 0 ∈ Bx.

• v̇ (x) ≺ 0, ∀x 6= 0 ∈ Bx.

Onde Bx significa uma região na vizinhança do ponto de equiĺıbrio.

A classe de funções escalares v (x) para tal definição que pode ser facil-

mente verificada é a das funções quadráticas:

v (x) = x′Px (3.40)

Onde P é uma matriz constante, real e simétrica. Se a condição v (x) =

x′Px ≻ 0 para todo x ∈ Bx, é equivalente a determinarmos uma matriz

P=P’≻ 0. Se existir essa matriz P pode-se dizer que o sistema dinâmico é

quadraticamente estável e que v (x) é função de Lyapunov quadrática.
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3.6.5 Desigualdades Matriciais Lineares: LMI

Segundo (Boyd et al., 1994) uma LMI é definida como:

F (x) ≡ F0 +

m
∑

i=1

xiFi ≻ 0 (3.41)

em que x = (x1, x2, . . . , xm) é o vetor de variáveis de decisão; Fi ∈ Rnxn para

i=0, . . . , m são matrizes simétricas dadas. Normalmente uma LMI não apa-

rece na forma da equação 3.41, e sim na forma matricial como desigualdade

de Lyapunov. Para se determinar a estabilidade de um sistema via equação

de Lyapunov usa-se a relação:

A′P + PA+Q ≻ 0 (3.42)

Em que qualquer matriz P = P ′ ≻ 0, é necessária para que a equação de

Lyapunov A’P+PA+Q=0 seja definida positiva e Q é uma matriz qualquer.

A LMI F (x) ≻ 0 é uma restrição convexa, isto é, o conjunto:

{x : F (x) ≻ 0}

é um conjunto convexo.

Nem todo resultado da Teoria de Sistemas aparece diretamente na forma

de LMI, como a equação de Lyapunov. Mas algumas ferramentas da álge-

bra matricial ajudam a transpor estes resultados para uma formulação LMI.

Uma dessas ferramentas é denominada Complemento de Schur (Barenthin e

Jansson, 2000). O Complemento de Schur é um resultado da Teoria de Ma-

trizes que ajuda na transformação de inequações não-lineares para a forma

de LMI. Basicamente a LMI

[

Q (x) S (x)

S (x)′ R (x)

]

≻ 0 (3.43)

com Q (x) = Q (x)′ , R (x) = R (x)′ e S (x) que são matrizes que dependem

de maneira afim da variável x equivale a:

R (x) ≻ 0, Q (x)− S (x)R (x)−1 S (x)′ ≻ 0 (3.44)



40 3 Conceitos Preliminares

3.6.6 Propriedades das LMIs:

O uso de desigualdades matriciais lineares dentro da teoria de sistemas e

controle ganhou um grande impulso devido a duas importantes propriedades

das LMIs (Trofino, 2000):

• Linearidade:

Na realidade a função F (x) é uma função afim, pois em (3.41) para

x = 0 temos que F (0)= F0. Mas tornou-se usual chamá-la de LMI,

pois tem-se que esta inequação afim pode-se tornar uma inequação

linear pela simples troca de coordenadas.

• Convexidade:

Um conjunto χ é convexo se ∀x, y ∈ R e todo θ com 0≤ θ ≺1 tem-se

que:

θ x + (1− θ) y ∈ χ

Ou seja, um conjunto χ será convexo se para quaisquer dois pontos x

e y ∈ χ o segmento de reta unindo estes dois pontos também pertença

ao conjunto. Pela teoria dos conjuntos tem-se que todo conjunto afim

será também convexo. Note que uma LMI será também convexa nos

dados se as matrizes Fi são afins em δ. A caracteŕıstica de convexidade

é das mais importantes das LMIs, pois facilita, principalmente, a busca

de soluções para sistemas incertos (Coutinho, 2000).

3.6.7 Complexidade computacional

Como já foi salientado, uma das mais importantes vantagens no uso de

LMIs é a existência de pacotes computacionais para a sua solução. Mas como

todo problema de otimização convexa, ou SPD (programação semi-definida),

pode-se ter dificuldades numéricas na busca de soluções de uma LMI.

Algumas destas dificuldades apresentadas podem ocorrer devido ao mal con-

dicionamento numérico dos dados, capacidade de memória das máquinas ou

erros de precisão. Outro grande problema é o esforço computacional neces-

sário para solucionar LMIs (Trofino, 2000). Grandes progressos foram feitos

com o uso de algoritmos de pontos interiores para a sua solução, garantindo

a solução do problema em tempo polinomial, ao invés da ordem exponencial
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dada por outros algoritmos.

Uma aproximação da ordem de grandeza do número de operações é dada por:

Primal − dual : O
(

mαLβ
)

. (3.45)

Projetivo : O
(

Lm3log (V/ǫ)
)

. (3.46)

Onde m é o número de variáveis e L é o número de LMIs e α ∼= 2.1 e β ∼= 1.2.

Perceba que o número de operações para a solução do problema via LMI

é dependente do número de LMIs e do número de variáveis a ser buscada.

Os softwares hoje existentes são capazes de manipular algumas centenas de

variáveis de decisão.

3.7 Conclusões do caṕıtulo

Foram apresentados alguns conceitos úteis em identificação de sistemas

que utilizam a metodologia multiobjetivo. Toda a base matemática envol-

vendo LMI, apresentada no caṕıtulo, será aplicada na identificação de sis-

temas usando técnicas LMIs. As estruturas apresentadas no caṕıtulo serão,

posteriormente, aplicadas em alguns estudos de casos.





Caṕıtulo 4

LMI aplicada à Identificação de

Sistemas

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo será apresentada uma técnica de estimação de parâmetros

onde o problema é escrito no formato LMI. A principal função da abordagem

LMI é transformar uma desigualdade não-linear em uma desigualdade matri-

cial que possua termos lineares, que são mais simples de serem trabalhados.

Quando se trata de identificação de sistemas, em que o objetivo é determinar

os parâmetros de um modelo, tenta-se minimizar o erro cometido entre os

parâmetros reais e os estimados. De posse da estrutura e do modelo a ser

utilizado, deve-se estimar os parâmetros para que o modelo possa se aproxi-

mar do comportamento dinâmico do sistema real. Isto é normalmente feito

em modelos polinomiais aplicando-se técnicas de mı́nimos quadrados (MQ)

aos dados de identificação.

Esta dissertação vai encontrar esses mesmos parâmetros escrevendo o pro-

blema de uma maneira alternativa.

4.1.1 Metodologia

Assim, toma-se o modelo dinâmico que gera restrições que podem ser

representadas pela Equação Matricial:

y = Ψθ̂ + ξ. (4.1)

Onde Ψ é a matriz de regressores do sistema e ξ representa os reśıduos, ou

seja, a diferença entre parâmetros estimados e reais. O vetor de parâmetros θ̂

pode ser estimado por técnicas de mı́nimos quadrados ao minimizar a função
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custo:

JMQ(θ̂) = (y−Ψθ̂)T (y −Ψθ̂). (4.2)

Escrevendo este problema no formato de desigualdade matricial, utili-

zando o Complemento de Schur, chega-se à equação:

[

λI (y −Ψθ)

(y −Ψθ)T I

]

≻ 0, (4.3)

em que I representa matrizes identidades com suas respectivas dimensões

e λ representa a minimização do erro quadrático, ou seja, a LMI é montada

de tal forma que minimiza λ e consequentemente minimiza o erro quadrá-

tico. Para encontrar as dimensões das matrizes identidades, considere a LMI

genérica:

[

λQ S

S ′ K

]

≻ 0, (4.4)

em que Q, S, S ′ e K são respectivamente os elementos da equação 4.3 e suas

dimensões são dadas por:

S = (y−Ψθ) R(n×m)

Q = Q′ I(n× n)

K = K ′ I(m×m). (4.5)

Outro aspecto importante em relação à montagem desta matriz, equação

4.3, é que ela foi constrúıda de tal forma a ser semi-definida positiva. A

equação 4.3 só é válida se a equação 4.6 for satisfeita.

{

I ≻ 0

λI − (y −Ψθ) I−1 (y −Ψθ)T ≻ 0.
(4.6)

Tendo feito isso, o problema já está escrito no formato LMI. Sendo assim,



4.1 Introdução 45

o problema de otimização linear com restrições do tipo LMI pode ser resolvido

por algoritmo de pontos interiores, presente no Toolbox LMITOOL do Scilab.

O algoritmo foi executado utilizando o software Scilab 5.2.1 em uma má-

quina que apresenta as seguintes caracteŕısticas de hardware:

• Acer ASPIRE 5315-2698;

• Intel R© Celeron R© processor 560 (2,13 GHz, 533 MHz FSB, 1 MB L2

cache);

• Up to 252 MB Mobile Intel R© Graphic Media Accelerator X3100;

• 1 GB DDR2;

• 120 GB HDD.

4.1.2 Incorporação das Informações Auxiliares usando

LMI

O uso de informações auxiliares dentro da identificação de sistemas tornou-

se uma ferramenta útil ao se reproduzir matematicamente um sistema real.

Este tipo de informação faz com que o modelo possua caracteŕısticas de-

sejáveis (Nepomuceno, 2002). A utilização de informação auxiliar tem se

mostrado uma alternativa viável para superar problemas nos dados de iden-

tificação, seja pela qualidade de informação ou pela quantidade (Barroso,

2004). Esta etapa da disertação trata do uso da informação auxiliar forne-

cida pelos pontos fixos do sistema.

No estudo do problema multiobjetivo chegou-se à seguinte equação, já de-

monstrada no Caṕıtulo 3 (eq. 3.39), que determina os parâmetros de algum

sistema em estudo:

θ̂ =
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]−1 [

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

. (4.7)

Escrevendo esta equação de forma a ser utilizada na formulação LMI, deve-se

fazer algumas manipulações algébricas. Isto é mostrado a seguir:

θ̂ =
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]−1 [

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂ =
[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂ = 0. (4.8)
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Dessa forma, a equação 4.8 está escrita na forma que é semelhante ao termo

presente na equação 4.3, que não contém as informações auxiliares :

(y −Ψθ̂). (4.9)

Sendo assim, pode-se escrever a função custo que deve ser minimizada:

JMQ(θ̂) =
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

. . .

. . .
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

. (4.10)

Para escrever o problema na forma de desigualdade matricial, aplica-se o

Complemento de Schur:

[

λI A

B I

]

≻ 0. (4.11)

Em que:

A=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

;

B=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

;

S é a matriz de mapeamento linear;

Σ é o vetor de agrupamento de termos;

ω1 e ω2 são pesos de forma que ω1 + ω2=1.

I são matrizes identidades com suas respectivas dimensões.

Para encontrar as dimensões das matrizes identidades, considere a LMI ge-

nérica:

[

λQ S

S ′ K

]

≻ 0, (4.12)
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em que Q, S, S ′ e K são respectivamente os elementos da equação 4.11 e suas

dimensões são dadas por:

S =
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

R(n×m)

Q = Q′ I(n× n)

K = K ′ I(m×m). (4.13)

A equação 4.11 só é válida se a equação 4.12 for satisfeita:



















I ≻ 0

λI −
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

I−1 . . .

. . .
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

≻ 0.

(4.14)

Os pesos ω1 e ω2 foram variados utilizando um comando presente no Sci-

lab 5.2.1 denominado “Linspace”. Este comando permite uma variação linear

para o pesos de modo que ω1 + ω2 = 1.

Por se tratar de estimação de parâmetros utilizando a metodologia multio-

bjetivo, os resultados serão encontrados usando dois objetivos: erro de predi-

ção e erro de localização dos pontos fixos. Serão admitidos como os melhores

modelos aqueles que apresentarem os pontos fixos mais próximos do sistema

real. Com isso ao se melhorar um dos objetivos, consequentemente haverá

uma piora de outro objetivo.

4.1.3 Imposição de Restrições em Identificação de Sis-

temas

Uma das vantagens de se escrever um problema identificação de sistemas

via LMI é a capacidade de se impor restrições. Utilizando outros métodos

de estimação de parâmetros essa tarefa torna-se muita trabalhosa, além de

proporcionar um esforço maior da máquina. Escrevendo o problema no for-

mato LMI a tarefa de se impor restrições ao modelo é mais simples, sendo

que estas são escritas de forma direta, apenas acrescentando uma nova LMI

ao algoritmo para cada restrição.

As restrições nada mais são do que certas caracteŕısticas que são impos-

tas ao modelo de acordo com as necessidades do regime de operação. Como
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exemplo tem-se que os parâmetros fornecidos pelo modelo estejam dentro

de uma determinada faixa de modo que o sistema seja estável ou deseja-se

que os parâmetros do modelo estejam dentro de um intervalo qualquer pré-

estabelecido.

Neste trabalho foi imposta a restrição de que o somatório dos parâmetros

do modelo esteja dentro de um intervalo qualquer. Com issso mostra-se que

ao se mudar a restrição consegue-se um novo modelo com novos parâmetros.

Como exemplo, admite-se necessário que o somatório dos parâmetros do

modelo esteja dentro de um intervalo pré-estabelecido, da seguinte forma:

5 < teta(1) + teta(2) + teta(3) < 6, (4.15)

ou seja, deseja-se que o somatório dos parâmetros esteja no intervalo [5, 6].

Para uma melhor compreensão, é mostrado como isto é feito dentro do algo-

ritmo através de um trecho do programa:

stacksize(’max’)

LME=[]

n=size(P,1)

Q=eye(99,99)

K=eye(1,1)

S=(ys-P*teta)

LMI=list()

LMI(1) = [lambda*Q S

S’ K ];

LMI(2)= [teta(1)+teta(2)+teta(3)-5]; //

LMI(3)= [-teta(1)-teta(2)-teta(3)+6];

Para a incorporação das restrições é necessário escrever o comando

“LMI=list()”. Este comando cria uma única LMI, onde a diagonal principal

da matriz é composta por LMI(1), LMI(2) e LMI(3) e as outras posições da

matriz são preenchidas por “zeros”. E para cada restrição escreve-se uma

nova LMI.

Para os estudos de casos foram escolhidos alguns sistemas caóticos que

serão modelados utilizando a abordagem LMI, isto com o objetivo de colo-

car à prova a metodologia. Estes sistemas são clássicos dentro da literatura

especializada, tais como mapas senoidais com não-linearidades cúbicas e o

circuito de Chua. Posteriormente será feito um estudo sobre o esforço com-
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putacional sobre identificação de sistemas via LMI e por fim, serão impostas

restrições a um modelo.

4.2 Conclusões do caṕıtulo

Este caṕıtulo foi dedicado a apresentar uma maneira diferenciada de iden-

tificação de sistemas. Tal técnica atua especificamente na parte de estimação

de parâmetros. O caṕıtulo mostrou como o problema do somatório dos erros

quadráticos, mono e multiobjetivo, pode ser escrito no formato LMI. Por fim,

foi mostrada a possibilidade de se incorporar restrições ao modelo.





Caṕıtulo 5

Resultados e Discussões

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo serão apresentados alguns sistemas que foram identifica-

dos através da formulação LMI. Primeiramente será feita uma identificação

de um sistema simples utilizando um modelo ARX (Auto-regressivo com en-

trada exógena), onde os parâmetros foram encontrados via LMI. No segundo

trabalho foi feita uma identificação multiobjetivo de sistemas do tipo caixa-

cinza, onde a informação auxiliar que foi fornecida é o valor dos pontos fixos

do sistema em estudo, que é representado por um mapa senoidal. O terceiro

trabalho utiliza abordagem LMI para mostrar a importância da identifica-

ção multiobjetivo na modelagem de sistemas, neste caso o sistema caótico

de Chua será o objeto de estudo. A seguir é feito um breve estudo sobre

o esforço computacional da abordagem LMI em identificação de sistemas.

Para tal, será feita uma comparação entre Desigualdades Matriciais Lineares

e o Método dos Mı́nimos Quadrados. Por fim, será feita uma identificação

de um sistema onde serão introduzidas algumas restrições ao algoritmo via

LMI. Todas as validações serão feitas através de simulação um passo a frente.

5.2 Identificação de um sistema utilizando um

modelo ARX

Nesta seção será abordado o problema da identificação dos parâmetros de

um sistema. Primeiramente esses parâmetros serão encontrados via Método
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dos Mı́nimos Quadrados. Posteriormente esses valores serão calculados via

LMI. Em ambos casos será utilizado o software Scilab. Para o cálculo dos

parâmentros via LMI será utilizado o toolbox LMITOOL do Scilab.

Para o modelo ARX em questão foi utilizada a seguinte estrutura:

Ψ(k − 1) = [y(k − 1) y(k − 2) u(k − 3) u(k − 1) u(k − 2)]T . (5.1)

Sejam fornecidos os dados de entrada e sáıda do sistema em questão da se-

guinte forma:

y (k) =













































12, 2

11, 8

11, 8

11, 6

11, 8

12, 2

13

14, 4

16, 2

15, 8
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u (k) =
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2, 5

2, 5

2, 23
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2, 20













































T

,

em que u(k) e y(k) se referem ao dados de entrada e sáıda, respectivamente.

Os vetores de regressores são dados por:

y =





























11, 6

11, 8

12, 2

13

14, 4

16, 2

15, 8
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11, 6 11, 8 2, 5 2, 5 2, 5

11, 6 11, 6 2, 5 2, 5 2, 5

11, 8 11, 6 2, 5 2, 5 2, 5

12, 2 11, 8 2, 5 2, 23 2, 5

13 12, 2 2, 5 2, 20 2, 23

14, 4 13 2, 23 2, 20 2, 20

16, 2 14, 4 2, 20 2, 21 2, 20





























.

O vetor de parâmetros a ser encontrado é dado por:
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θ̂ =



















θ̂1

θ̂2

θ̂3

θ̂4

θ̂5



















.

Primeiramente calcula-se os parâmetros via Método dos Mı́nimos Quadrados,

utilizando a relação:

θ̂ =
[

ΨTΨ
]−1

ΨTy (5.2)

Substituindo as informações do sistema em questão na equação 5.2, tem-se o

seguinte vetor de parâmetros:

θ̂ =



















3, 4167

−3, 4799

4, 7104

1, 0410

−0, 6832



















.

Nesta etapa do trabalho, o problema da estimação dos parâmetros é escrito

no formato LMI. No Caṕıtulo 4 foi mostrado que o vetor de parâmetros θ̂

pode ser estimado por técnicas de mı́nimos quadrados ao minimizar a função

custo:

JMQ(θ̂) = (y −Ψθ̂)T (y −Ψθ̂). (5.3)

Escrevendo este problema no formato de desigualdade matricial, utili-

zando o Complemento de Schur, chega-se à equação:

[

λI (y −Ψθ)

(y −Ψθ)T I

]

≻ 0, (5.4)

em que I são matrizes identidades com suas respectivas dimensões, λ repre-

senta a minimização do erro quadrático. Esta matriz foi montada de forma

a ser semi-definida positiva, ou seja, seus autovalores têm que ser maiores do

que zero.

A equação 5.4 só é valida se a equação 5.5 for satisfeita.
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{

I ≻ 0

λI − (y −Ψθ) I−1 (y −Ψθ)T ≻ 0
(5.5)

Tendo feito isso, o problema já está escrito no formato LMI. Dentro do

software Scilab foi montado um programa com os dados no formato LMI e

chegou-se aos seguintes resultados para o cálculo dos parâmetros do sistema

em questão:

θ̂ =



















3, 4167

−3, 4799

4, 7104

1, 0410

−0, 6832



















.

Como pode-se notar ambos resultados, via MMQ e LMI, apresentam os mes-

mos valores. Com isso mostra-se que a abordagem LMI é uma maneira

alternativa de estimação de parâmetros. Posteriormente será introduzida a

informação auxiliar à formulação LMI.

5.3 Identificação de um mapa senoidal

Esta etapa do trabalho abordará a sistemática de identificação multio-

bjetivo, onde os objetivos a serem analisados são o erro de predição e a

localização dos pontos fixos. Como já foi dito no Caṕıtulo 3, a análise multi-

objetivo tenta encontrar a melhor solução que atenda aos vários objetivos do

sistema em questão. Não é posśıvel achar a melhor de todas as soluções: se

melhora-se um dos objetivos em consequência o outro (ou outros) serão pre-

judicados. Sendo assim, dentre todas as soluções presentes no Pareto Ótimo

deve-se procurar por aquela que atenda às necessidades do sistema em ques-

tão. O problema da identificação multiobjetivo será escrito no forma de LMI,

onde será utilizada a informação auxiliar da localização dos pontos fixos do

sistema.

Os mapas unidimensionais são capazes de explicar o comportamento de

sistemas f́ısicos relevantes. Além disso, são modelos de fácil manipulação

colaborando para o estudo de dinâmicas não-lineares. O mapa senoidal em
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estudo apresenta não-linearidades cúbicas e é dado por:

x (k) = αsin (x (k − 1)) , (5.6)

sendo α= 1,2π. Para condição inicial x(0) ∈ [-π, π] a equação 5.6 mapeia o

intervalo [−π, π] nele mesmo. Os pontos fixos do sistema real são dados por:

ȳ = 0;±2, 4383.

Primeiramente encontraremos os parâmetros do modelo via LMI sem a in-

formação dos pontos fixos. Feito isto partiremos para a determinação dos

parâmetros incorporando a informação auxiliar dos pontos fixos, ou seja,

identificação caixa cinza usando técnicas LMIs. Para tal será utilizado um

modelo NAR (Não-linear Auto-Regressivo), que é dado por:

y(k) = a1y(k − 1) + a2y(k − 1)3 (5.7)

A massa de dados foi gerada a partir da equação 5.6. Com isso foi determi-

nada a matriz de regressores Ψ. De posse desta matriz, pode-se com o aux́ılio

do Complemento de Schur, montar uma desigualdade matricial, da seguinte

forma:

[

λI (y −Ψθ)

(y −Ψθ)T I

]

≻ 0 (5.8)

Dentro do software Scilab montou-se um algoritmo com os dados no for-

mato LMI e chegou-se aos seguintes resultados para o cálculo dos parâmetros

do sistema em questão:

θ̂ =

[

2, 6776

−0, 2458

]

Sendo assim, chegou-se ao seguinte modelo NAR:

y (k) = 2, 6776y (k − 1)− 0, 2462y (k − 1)3 (5.9)

O modelo obtido através formulação LMI possui os seguintes pontos fixos:

ˆ̄y = 0;±2, 6121.
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O passo seguinte se refere à incorporação da informação auxiliar através do

conhecimento dos pontos fixos. Com isso pode-se escrever o problema na

forma de LMI usando a relação que já foi descrita anteriormente (equação

3.38):

JPF =
(

Σ− SΘ̂
)T (

Σ− SΘ̂
)

, (5.10)

onde Σ é o vetor referente ao agrupamento de termos e S é definida como

matriz de mapeamento linear, ou seja é a matriz que leva o agrupamento de

termos ao seu respectivo valor de parâmetro θ̂.

Como já foi dito, os pontos fixos do sistema real são dados por:

ȳ = 0;±2, 4383.

Com isso pode-se montar uma equação que possua estas ráızes. Assim, chega-

se à seguinte equação:

y3 − 5, 9453y (5.11)

Após ter sido feito o agrupamento de termos, com o aux́ılio dos parâmetros

determinados, encontra-se o seguinte vetor:

Σ =

[

1

−4, 9453

]

.

A matriz de mapeamento linear S é dada por:

S=

[

1 0

0 1

]

.

No Caṕıtulo 3 mostrou-se que a função custo a ser minimizada para a iden-

tificação multiobjetivo dos parâmetros do sistema é dada por:

JMQ(θ̂) =
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

. . .

. . .
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

. (5.12)

Para escrever o problema na forma de desigualdade matricial, aplica-se o

Complemento de Schur:

[

λI A

B I

]

≻ 0. (5.13)
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.

Em que:

A=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

;

B=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

;

I são matrizes identidades com suas respectivas dimensões;

S é a matriz de mapeamento linear;

Σ é o vetor de agrupamento de termos;

ω1 e ω2 são pesos de forma que ω1 + ω2=1.

A equação 5.13 só é válida se a equação 5.14 for satisfeita:



















I ≻ 0

λI −
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

I−1 . . .

. . .
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

≻ 0.

(5.14)

A equação 5.13 contém a informação auxiliar dos pontos fixos do sistema

em questão. É uma informação a priori que tem-se fazendo com que o pro-

cesso seja denominado Identificação Caixa Cinza. Os valores de ω1 e ω2 são

variados de tal forma que ω1 + ω2=1, onde pode-se obter o conjunto Pareto-

ótimo. É neste conjunto que estão presentes as melhores soluções para o

sistema em questão.

Dentre as melhores soluções, a que mais se aproximou do sistema real foi

o seguinte modelo:

θ̂ =

[

2, 2659

−0, 2128

]

.

O modelo obtido através formulação LMI e incorporação da informação au-

xiliar possui os seguintes pontos fixos:
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ˆ̄y = 0;±2, 4387.

A Tabela 5.1 faz uma comparação entre os pontos fixos encontrados pelos

modelos sem a informação auxiliar do ponto fixo e com a informação.

Tabela 5.1: Comparação dos pontos fixos

sistema real sem informação auxiliar com informação auxiliar
0 0 0

± 2,4383 ±2, 6121 ±2, 4387

Já a Figura 5.1 mostra o Pareto Ótimo, onde estão presentes os melhores

modelos encontrados.

Figura 5.1: Pareto- mapa senoidal
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A Tabela 5.2 mostra todos os valores encontrados durante as simulações,

em que foram analisados 10 modelos.

Tabela 5.2: Comparação dos melhores modelos

modelo ω1 ω2 θ1 θ2 PF EP ELPF

(1) 0,01 0,99 2,5353 -0,2349 0;±2, 5565 0,31983 0,0047

(2) 0,1 0,9 2,6626 -0,2446 0;±2, 6070 0,2976 0,0118

(3) 0,001 0,999 1,9542 -0,1904 0;±2, 2384 0,7236 0,0368

(4) 0,999 0,001 2,6776 -0,2458 0;±2, 6121 0,2975 0,02456

(5) 0,02 0,98 2,5998 -0,2394 0;±2, 5846 0,3014 0,00817

(6) 0,009 0,991 2,5152 -0,2326 0;±2, 5522 0,3177 0,00419

(7) 0,0088 0,9912 2,5119 -0,2323 0;±2, 5509 0,3185 0,003958

(8) 0,0087644 0,9912356 2,5113 -0,2323 0;±2, 5507 0,3186 0,003934

(9) 0,0067644 0,9932356 2,4699 -0,2289 0;±2, 5337 0,3306 0,002391

(10) 0,0037644 0,9962356 2,3469 -0,2191 0;±2, 4791 0,3820 0,000001
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Em que:

ω1 e ω2 são os pesos de tal forma que ω1 + ω2=1;

θ1 e θ2 são os parâmetros do modelo;

PF são os pontos fixos do modelo;

EP é o erro de predição;

ELPF é o erro de localização dos pontos fixos do modelo.

De acordo com os resultados mostrados na Tabela 5.2, o modelo 10 foi o

que apresentou os pontos fixos mais próximos do sistema real, pois foi o que

minimizou o ELPF. Entretanto houve uma piora do outro objetivo fazendo

com que o erro de predição sofresse um gradual aumento.

5.4 Importância do uso da informação auxi-

liar: Circuito de Chua

5.4.1 Circuito de Chua

O uso da informação auxiliar dentro da identificação de sistemas tornou-

se uma ferramenta importante ao se incorporar ao modelo caracteŕısticas que

são desejadas. No caso em estudo faz-se o uso da informação auxiliar dos

pontos fixos do sistema. Com isso insere-se ao modelo caracteŕısticas estáti-

cas que são desejáveis.

O objetivo de estudo de caso é demonstrar a importância do uso da infor-

mação auxiliar dentro de identificação de sistemas. O problema em questão,

o Circuito de Chua, vai ser identificado através de técnicas LMIs onde será

utilizada a informação auxiliar dos pontos fixos, conhecida a priori.

O Sistema Caótico de Chua consiste de um circuito elétrico composto

por uma rede de elementos lineares passivos conectados a um componente

não-linear ativo conhecido como diodo de Chua. Apesar de sua aparente sim-

plicidade, este sistema apresenta um vasto conjunto de possibilidades para o

seu comportamento dinâmico. O circuito é mostrado na Figura 5.2 e é com-

posto por elementos lineares, com exceção do diodo de Chua que é um dipolo

com a caracteŕıstica linear por partes. Este diodo possui resistência negativa

e é o elemento que confere energia ao sistema, permitindo, assim, manter o

circuito oscilando autonomamente. Assim, ele abrange pontos de equiĺıbrio,

bifurcações, oscilações periódicas e atratores estranhos. O Circuito de Chua
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é mostrado na Figura 5.2:

Figura 5.2: Circuito de Chua

Os dados referentes ao Circuito de Chua foram coletados a partir das

equações caracteŕısticas do referido sistema. As equações são dadas por:

C1

dvc1
dt

=
(vc2 − vc1)

R
− id (v1)

C2

dvc2
dt

=
(vc1 − vc2)

R
− iL

L
dIl
dt

= −vC2
, (5.15)

sendo que vCi
é a tensão no Capacitor Ci, iL é a corrente que atravessa o

Indutor. A corrente id que passa pelo diodo de Chua (RN) é dada por:



















m0v1 +Bp(m0 −m1) v1 < −Bp

m1v1 |v1| ≤ Bp

m0v1 +Bp(m1 −m0) v1 > −Bp
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Os parâmetros do circuito de Chua utilizados para a geração dos da-

dos são:

C1 = 1/9 F; C2 = 1 F; L = 1/7 H; mo = -0,5; m1 = -0,8; Bp = 1; R =

1/0,669 Ω .

A série temporal dos dados do Circuito de Chua é mostrada na Figura

5.3.

Figura 5.3: Série temporal do Circuito de Chua

Para se representar o atrator do sistema fez-se necessário reproduzir os

dados, com o aux́ılio do programa Tisean 3.0.0 utilizando a função delay, de

modo que os dados da série temporal fossem dispostos em 3 colunas. Tal

atrator é mostrado na Figura 5.4.

Os pontos fixos do sistema previamente conhecidos são:

ȳ = 0; 2, 2414337; −2, 2663352. (5.16)

A idéia é encontrar um novo modelo com o aux́ılio da informação dos

pontos fixos que aproxime, o máximo posśıvel, dos pontos fixos conhecidos
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Figura 5.4: Atrator do Circuito de Chua

previamente. Com isso o novo modelo será forçado a possuir as caracteŕısti-

cas estáticas desejadas.

Primeiramente, foi feita uma identificação mono-objetivo, onde não é pos-

śıvel o uso da informação dos pontos fixos. Utilizando a equação 5.8, a qual

é escrita no formato LMI, foi encontrado o seguinte modelo, cuja estrutura

utilizada está presente em (Correa, 2001):

y(k) = 2, 6421555y(k− 1)− 1, 9656298y(k− 2)

+0, 2012547y(k− 5) + 0, 1950944y(k − 3)

−0, 00099115y(k− 1)2 − 0, 4057574y(k− 1)3

−0, 0294592y(k − 5)3 − 0, 2330919y(k− 2)3

−0, 0702459y(k − 3)2y(k − 1)

+0, 0278871y(k− 5)2y(k − 2) + 0, 3026795y(k − 5)y(k − 2)2

+0, 6842902y(k− 2)y(k − 1)2

−0, 2906328y(k − 5)y(k − 2)y(k − 1). (5.17)
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O modelo identificado, com o aux́ılio da equação 5.8, sem a informação

auxiliar, apresenta os seguintes pontos fixos, calculados a partir da resolução

da equação proveniente do agrupamento de termos:

ˆ̄y = 0; 1, 9174653; −1, 8673625. (5.18)

Esta etapa do trabalho fará o uso da informação auxiliar dos pontos fixos

para criar um novo modelo. Neste modelo estarão presentes caracteŕısticas

estáticas do sistema real. A partir dos pontos fixos fornecidos previamente,

monta-se o seguinte vetor de agrupamento de termos Σ:

Σ =







1

−4, 4880907

5, 9872155






. (5.19)

Sendo assim, monta-se uma nova LMI conforme a equação 5.13. Nesta

equação está presente a informação auxiliar dos pontos fixos do sistema em

questão. Que, por fim, fornece o seguinte modelo:

y(k) = 2, 635383y(k− 1)− 1, 977437y(k− 2)

+0, 1928459y(k− 5) + 0, 2548708y(k− 3)

−0, 00114003y(k− 1)2 − 0, 4119312y(k− 1)3

−0, 0304886y(k− 5)3 − 0, 2434280y(k− 2)3

−0, 0700906y(k− 3)2y(k − 1)

+0, 0139263y(k− 5)2y(k − 2) + 0, 3515954y(k− 5)y(k − 2)2

+0, 6958324y(k− 2)y(k − 1)2

−0, 3264288y(k− 5)y(k − 2)y(k − 1). (5.20)

O modelo encontrado fornece os seguintes pontos fixos:

ȳ = 0; 2, 22847405; −2, 2616811. (5.21)

A Tabela 5.3 faz uma comparação entre os pontos fixos encontrados:
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Tabela 5.3: Quadro comparativo dos pontos fixos

sistema real sem informação auxiliar com informação auxiliar
0 0 0

2,241 1,917 2,228
-2,267 -1,867 -2,261

A seguir são mostradas as representações gráficas dos modelos obtidos.

As Figuras 5.5(a) e 5.5(b) representam os modelos do Circuito de Chua sem

a informação do ponto fixo e com a informação auxiliar, respectivamente.
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Figura 5.5: Atratores dupla-volta (a) e (b)
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A Figura 5.5(b) representa o modelo do Circuito de Chua com uso da

informação auxiliar dos pontos fixos. Percebe-se pela representação que os

pontos tiveram uma distribuição mais simétrica em cada volta do atrator

se comparado ao gráfico do modelo sem o uso da informação auxiliar. Essa

é uma caracteŕıstica desejável para o sistema de Chua que só foi posśıvel

se obter pelo uso da informação auxiliar dos pontos fixos. A simetria só

foi posśıvel a partir da formulação caixa-cinza, ou seja, houve uma melhora

do modelo devido ao uso da informação a priori do referido sistema. Com

isso pode-se mostrar a importância da identificação multiobjetivo de sistemas

com o uso da abordagem LMI.

A t́ıtulo de curiosidade, a Figura 5.6 mostra um modelo que não está

presente no Pareto. Ela é o resultado de um modelo em que a estrutura não

foi devidamente selecionada, o que mostra o quão importante é o processo de

seleção de estrutura dentro da identificação de sistemas. A estrutura de tal

modelo é utilizada na equação 5.22(Correa, 2001). As Figuras 5.7 e 5.8 se

referem a outros tipos de modelos que foram encontrados e estão presentes

no Pareto-ótimo.

y(k) = −2, 6335683y(k − 1)− 2, 654236y(k− 3)

+1, 2356842y(k− 5) + 0, 36542486y(k− 2)

−1, 65474569y(k− 3)2 − 0, 98652241y(k− 1)3

−1, 63257854y(k− 5)3 − 2, 365482215y(k− 5)3

−0, 25487695y(k− 2)2y(k − 1)

+0, 0139263y(k− 3)2y(k − 2) + 0, 3515954y(k − 3)y(k − 2)2

+0, 965425254y(k− 2)y(k − 1)2

−0, 3264288y(k − 5)y(k − 2)y(k − 2). (5.22)
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Figura 5.6: Modelo com estrutura incorreta

Figura 5.7: Modelo 1- Pareto



5.5 Estudo sobre o esforço computacional das LMIs 69

Figura 5.8: Modelo 2- Pareto

5.5 Estudo sobre o esforço computacional das

LMIs

Mesmo com o grande avanço da capacidade das máquinas computacio-

nais, sempre surge uma pergunta sobre alguma nova técnica de identificação

de sistemas: qual o esforço de tal técnica para o computador?

Como já foi dito no Caṕıtulo 4, uma das mais importantes vantagens

no uso de LMIs é a existência de pacotes computacionais para a sua solu-

ção. Mas como todo problema de otimização convexa, ou SPD (programação

semi-definida), pode-se ter dificuldades numéricas na busca de soluções de

uma LMI. Algumas destas dificuldades apresentadas podem ocorrer devido

ao mal condicionamento numérico dos dados, capacidade de memória das

máquinas ou erros de precisão. Outro grande problema é o esforço computa-

cional necessário para solucionar LMIs. A seguir será feita uma comparação,

em termos de tempo de execução do algoritmo, entre dois métodos de iden-

tificação de sistemas: Mı́nimos Quadrados e LMI.

Para tal será gerada uma massa de dados a partir de uma função, onde

este sistema será modelado usando estruturas de dois e três parâmetros. Os

dados foram gerados a partir de:
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y(k) = 2, 6868y(k − 1)− 0, 2462y(k − 1)3 (5.23)

Fazendo uma identificação mono-objetivo, ou seja, sem a informação au-

xiliar encontrou-se os seguintes modelos através da técnicas de mı́nimos qua-

drados e LMI:

Modelo via Mı́nimos Quadrados:

y(k) = 2, 0618882y(k−1)+0, 0004133y(k−1)4−0, 0173905y(k−1)5 (5.24)

Modelo via LMI:

y(k) = 2, 0618882y(k−1)+0, 0004133y(k−1)4−0, 0173905y(k−1)5 (5.25)

Percebe-se pelos modelos que os resultados são idênticos, mostrando que

a técnica de identificação de sistemas via LMI é uma maneira alternativa de

modelagem de sistemas.

Utilizando uma estrutura diferente com dois parâmetros apenas, chega-se

aos seguintes modelos:

Modelo via Mı́nimos Quadrados:

y(k) = 0, 6039860y(k− 1)3 − 0, 0553777y(k− 1)5 (5.26)

Modelo via LMI:

y)k) = 0, 6039860y(k− 1)3 − 0, 0553777y(k− 1)5 (5.27)

A seguir é feita uma nova identificação do sistema em estudo, porém desta

vez utilizando a abordagem multiobjetivo em que a informação auxiliar dos

pontos fixos do sistema é usada. O processo será feito da seguinte maneira:

os pesos ω1 e ω2 serão variados cinquenta vezes. Com isso será utilizada a

média e o desvio padrão de todo o conjunto de parâmetros encontrados.

Os pontos fixos do sistema em questão, conhecidos previamente, são dados

por:

ȳ = 0; −2, 6175; 2, 6175 (5.28)

Após ter sido feito o agrupamento de termos a partir dos pontos fixos

conhecidos e utilizando a equação multiobjetivo citada em 4.11, chega-se aos
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seguintes modelos utilizando a estrutura com 3 parâmetros e desvio padrão

igual a 1,15462:

Modelo via Mı́nimos Quadrados:

y(k) = 1, 9563828y(k−1)+0, 0003539y(k−1)4−0, 0164770y(k−1)5 (5.29)

Modelo via LMI:

y(k) = 1, 9563828y(k−1)+0, 0003539y(k−1)4−0, 0164770y(k−1)5 (5.30)

Já utilizando a estrutura que possui dois parâmetros, chega-se aos seguintes

modelos com desvio padrão igual a 1,132546:

Modelo via Mı́nimos Quadrados:

y(k) = 0, 6039860y(k− 1)3 − 0, 0553777y(k− 1)5 (5.31)

Modelo via LMI:

y(k) = 0, 6039860y(k− 1)3 − 0, 0553777y(k− 1)5 (5.32)

A próxima etapa do trabalho faz uma comparação entre o esforço com-

putacional da determinação dos modelos que foram descritos anteriormente.

Para tal, a abordagem LMI será comparada ao Método dos Mı́nimos Qua-

drados, onde foram estudados os modelos que utilizam 2 e 3 parâmetros. Os

valores presentes na Tabela 5.4 estão em segundos:
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Tabela 5.4: Comparação entre: MMQ e LMI

Técnica Utilizada Modelo com dois parâmetros Modelo com três parâmetros

LMI: mono-objetivo 3,241 segundos 3,728 segundos

LMI: multiobjetivo 0,321 segundos 0,342 segundos

MMQ: mono-objetivo 0,0162 segundos 0,425 segundos

MMQ: multiobjetivo 0,0016 segundos 0,031 segundos

Pode ser notado claramente que há um esforço computacional maior da

abordagem LMI em comparação ao MMQ. Isto já era esperado, pois a otimi-

zação convexa requer um gasto maior da máquina, uma vez que a modelagem

via MMQ é iterativa e via LMI é anaĺıtica. Nota-se claramente que a aborda-

gem multiobjetivo reduziu o esforço computacional. Isto ocorreu devido ao

cancelamento de linhas ou colunas que a equação multibjetivo proporciona,

fazendo com que as matrizes finais sejam de menor dimensão. Porém, apesar

de apresentar um esforço maior, a abordagem LMI apresenta outras vanta-

gens que outros métodos não possuem. Algumas delas já foram enunciadas

ao longo do trabalho, tais como: a existência de pacotes computacionais,

a facilidade com que as equações são escritas, possibilidade de resolução de

problemas altamente complexos. Além destas vantagens, a que mais se des-

taca na abordagem LMI é a possibilidade de se impor restrições ao problema,

o que é mais trabalhoso na análise MMQ. O próximo tópico faz um estudo

mais detalhado sobre esta grande vantagem do uso de LMIs em identificação

de sistemas.

5.6 Imposição de Restrições em Identificação

de Sistemas

Como já foi mostrado, a abordagem de identificação de sistemas via LMI

possui um esforço computacional maior do que o Método dos Mı́nimos Qua-

drados. O grande diferencial da formulação LMI é a capacidade de se incor-

porar restrições ao modelo, o que é mais trabalhoso através de MMQ.
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Neste trabalho foi imposta a restrição de que o somatório dos parâmetros

do modelo esteja dentro de um intervalo qualquer. Com issso mostra-se que

ao se mudar a restrição consegue-se um novo modelo com novos parâmetros.

Para tal repete-se o procedimento efetuado anteriormente. A partir de

uma função conhecida gera-se dados e através da abordagem LMI cria-se um

modelo. A função utilizada é dada por:

y(k) = 2, 6868y(k − 1)− 0, 2462y(k − 1)3 (5.33)

O vetor de regressores é dado por:

y(k − 1) = [y(k − 1) y(k − 1)4 y(k − 1)5]T (5.34)

Para a determinação dos parâmetros do modelo recorre-se à formulação

LMI do problema:

[

λI (y −Ψθ)

(y −Ψθ)T I

]

≻ 0, (5.35)

Neste caso interessa-se em se impor uma condição ao modelo de forma

que seus parâmetros sejam sejam calculados de acordo com a restrição. Para

este trabalho escolheu-se a seguinte restrição: deseja-se que o somatório dos

parâmetros do modelo esteja dentro de um intervalo pré-determinado dado

por:

5 < teta(1) + teta(2) + teta(3) < 6, (5.36)

ou seja, deseja-se que o somatório dos parâmetros esteja entre 5 e 6.

Para tal restrição acrescenta-se ao algoritmo duas novas LMIs, do seguinte

modo:

LMI=list()

LMI(1) = [lambda*Q S

S’ K ];

LMI(2)= [teta(1)+teta(2)+teta(3)-5];

LMI(3)= [-teta(1)-teta(2)-teta(3)+6].

Feito isto o modelo encontrado é dado por:
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y(k) = 2, 0618882y(k−1)+0, 0004133y(k−1)4−0, 0173905y(k−1)5 (5.37)

A representação do modelo (equação 5.37) é dada pela Figura 5.9:

Figura 5.9: Restrição 1

Para provar que o método funciona, cria-se um novo modelo utilizando

uma nova restrição:

1 < teta(1) + teta(2) + teta(3) < 3, (5.38)

O novo modelo é dado por:

y(k) = 5, 0409544y(k−1)+0, 0027853y(k−1)4−0, 0437397y(k−1)5 (5.39)

O modelo (equação 5.39) mostra que é posśıvel incorporar restrições à iden-

tificação via abordagem LMI, o que é mais dif́ıcil quando se utiliza o Método
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dos Mı́nimos Quadrados. A vantagem de se utilizar o formato LMI, ao se

incorporar restrições, é que estas podem ser escritas de maneira direta evi-

tando gastos computacionais. O novo modelo (equação 5.39) é mostrado na

Figura 5.10:

Figura 5.10: Restrição 2





Caṕıtulo 6

Conclusão e Pesquisas Futuras

6.1 Introdução

Dentro da literatura sobre identificação de sistemas há uma vasto volume

de trabalhos que utilizam técnicas diferenciadas de modelagem de sistemas.

Esta dissertação teve como objetivo principal introduzir uma técnica alterna-

tiva de identificação de sistemas através de desigualdades matriciais lineares,

que atua especificamente na etapa de estimação de parâmetros. A prinćı-

pio foi feita uma breve introdução da teoria matemática de LMI, mostrando

suas principais caracteŕısticas e vantagens perante outros métodos. Posteri-

ormente o Problema do Somatório do Erro Quadrático, mono e multiobjetivo,

foi escrito no formato LMI proporcionando o cálculo de parâmetros de deter-

minado modelo.

6.2 Etapas da Dissertação

A dissertação foi escrita com a meta de contribuir com uma ferramenta

na etapa de estimação de parâmetros de um sistema. O texto teve ińıcio com

uma breve introdução sobre Sistemas Dinâmicos Não-Lineares e conceitos

importantes sobre Identificação de Sistemas. Foi citado o Método dos Mı́-

nimos Quadrados, importante ferramenta dentro de modelagem de sistemas.

Posteriormente, foi introduzido à dissertação tópicos essenciais sobre Identi-

ficação Multiobjetivo de Sistemas, tais como Pareto-ótimo, conhecimento a

priori e informação auxiliar. Foi mostrado um pequeno roteiro para o cálculo

dos pontos fixos de um modelo, por meio do agrupamento de termos.

A próxima etapa do trabalho se dedicou ao estudo de Desigualdades Ma-
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triciais Lineares. Inicialmente desejou-se situar o texto em relação aos princi-

pais trabalhos desenvolvidos na área de engenharia que utilizam a abordagem

LMI. Foi apresentada a definição matemática de LMI e suas principais pro-

priedades, tais como Linearidade e Convexidade. Como nem todo resultado

teórico de sistemas aparece no formato LMI, fez-se necessário o uso ferramen-

tas da Álgebra Matricial para essa transformação. Foi usado o Complemento

de Schur para transpor desigualdades não-lineares em LMIs. Com isso pôde-

se aplicar LMI à identificação de sistemas, chegando ao seguinte resultado:

[

λI (y −Ψθ)

(y −Ψθ)T I

]

≻ 0. (6.1)

Também foi posśıvel escrever o resultado da metodologia multiobjetivo,

desenvolvido em (Nepomuceno, 2002), na forma LMI:

[

λI A

B I

]

≻ 0. (6.2)

Em que:

A=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)

;

B=
(

[

ω1Ψ
Ty + ω2S

TΣ
]

−
[

ω1Ψ
TΨ+ ω2S

TS
]

θ̂

)T

.

6.3 Análise dos resultados

O uso de LMI dentro de identificação de sistemas é algo recente. Para

demonstrar que o método possui aplicações, ele foi utilizado na modelagem

de sistemas clássicos, tais como Mapa Senoidais com não-linearidades cúbi-

cas e o Circuito de Chua. Estes sistemas foram escolhidos com o objetivo

de colocar à prova a proposta da dissertação, visto que tais sistemas são

mais complexos e relevantes em outras áreas do conhecimento, como mate-

mática, biologia, meteorologia, etc. Os resultados mostraram o esperado:
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os modelos foram idênticos aos encontrados por outros métodos de identifi-

cação. O uso da análise multiobjetivo na modelagem do circuito de Chua

mostrou-se importante devido ao uso da informação auxiliar dos pontos fixos

do sistema. Graças a ela houve uma simetria maior no atrator dupla volta,

o que é desejável quando se trata de sistemas caóticos. No caso do Mapa

Senoidal a metodologia multiobjetivo permitiu a obtenção do conjunto de-

nominado Pareto-ótimo. É nesse conjunto que estão presentes os melhores

modelos encontrados. Nesse trabalho foram analisados dois objetivos: erro

de localização dos pontos fixos e erro de predição.

A grande preocupação de uma nova proposta de modelagem de sistemas

se refere ao esforço que esta técnica provoca no computador. A dissertação

fez um estudo sobre o esforço computacional entre duas técnicas de identifi-

cação: MMQ e LMI. Mostrou-se que a metodologia LMI provoca um esforço

maior da máquina. Isto ocorre por que a aborgem LMI é anaĺıtica e a de

MMQ é iterativa. Porém, o uso de LMI em identificação possui vantagens

que outros métodos não possuem: uso de pacotes computacionais presentes

nos principais programas de análise matemática, facilidade com que as equa-

ções são escritas, busca de soluções em sistemas que apresentam incertezas

politópicas e o mais importante: capacidade de se impor restrições ao pro-

blema, o que é mais trablhoso em outros métodos.

O uso de LMI dentro de identificação de sistemas mostrou-se realizável

e apresentou bons resultados nos estudos de casos. Devido à importância

dessas desigualdades dentro da Teoria de Controle Robusto e estudos sobre

Estabilidade de Sistemas, a abordagem LMI dentro de modelagem de sis-

temas pode ser ampliada para outros tipos de problemas, onde a escolha

de modelos identificados seja adequado às necessidades espećıficas de cada

situação.

6.4 Pesquisas futuras

Diante do que foi exposto e discutido nesta dissertação, podem-se enu-

merar algumas propostas para pesquisas futuras utilizando técnicas LMIs

em identificação de sistemas. O desejo é que tais propostas sejam um dia

conduzidas, já que constituem áreas promissoras dentro de identificação de

sistemas. As propostas são apresentadas a seguir:

1. A partir dos modelos encontrados na dissertação, aplicar técnicas LMIs
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de controle robusto a tais sistemas;

2. utilizar outros tipos de informação auxiliar, além da fornecida pelos

pontos fixos do sistema em estudo, como curva estática, ganho estático

e expoente de Lyapunov;

3. atuar em outras áreas da identificação de sistemas;

4. utilizar outros critérios de identificação, além de escrever o problema

do somatório dos erros quadráticos na forma LMI;

5. identificação de sistemas que apresentam incertezas politópicas.
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