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Resumo

Porto, T. B. O. Analise Paramétrica do Método Sem Malha Flement Free Galerkin em
Problemas Eletrostaticos. 2012. 120 f. Dissertacao (Mestrado) - Mestrado em Engenharia Elé-
trica - PPGEL, Centro Federal de Educagao Tecnolégica de Minas Gerais, Belo Horizonte, 2012.

Diante das dificuldades de se resolver alguns problemas de valor de contorno analiticamente, diver-
sos métodos numéricos foram pensados e desenvolvidos, desde o ultimo século até os dias atuais.
Cita-se, por exemplo, os métodos sem malha que, criados como uma alternativa aos consagrados
métodos com malha (e.g método dos elementos finitos e das diferencas finitas), utilizam uma dis-
tribuicdo de pontos (nds) em um dominio fechado para o célculo de uma fungao desconhecida.
Esses métodos sao relativamente novos, assim, investigacoes acerca dos mesmos sao importantes e
desafiadoras. Nesse sentido, este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de avaliar o método sem
malha Elemento Livre de Galerkin (Element Free Galerkin - EFG), aplicando tal método a dois
problemas de valor de contorno provenientes da eletrostdtica: capacitor de placas paralelas e cilin-
drico. Sao testados, ainda, diferentes valores dos principais parametros do EFG em prol de verificar
a importancia desses no resultado final, além de tentar produzir, assim, uma possivel alternativa
para uma configuragdo 6tima desse método. Para tanto, a metodologia utilizada é: primeiramente
discorrer sobre o conceito e a histéria dos métodos meshless em destaque na literatura consultada;
em segundo lugar demonstrar a formulacao geral do EFG para que, por fim, se possa apresentar os
resultados desse método aplicado aos problemas eletrostaticos em questdao. Com a andlise de tais
resultados, verifica-se, a priori, que o EFG é capaz de produzir func¢ées aproximadas com respostas
muito semelhantes dos valores analiticos dos capacitores em estudo. Conclui-se, ainda, que a escolha
dos parametros adequados utilizados para a construcao do EFG influi diretamente na precisao da
resposta final obtida pelo do método EFG, acarretando, portanto, em uma possivel configuragao

otimizada do método.

Palavras-chave: Método sem Malha, Element Free Galerkin, Eletrostatica.
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Abstract

Porto, T. B. O. Parametric Analysis of the Meshless Method Element Free Galerkin in
Electrostatic Problems. 2012. 120 f. Dissertation - Master Degree in Electrical Engineering -
PPGEL, Centro Federal de Educacao Tecnoldgica de Minas Gerais, Belo Horizonte, 2012.

In order to solve some boundary value problems (BVP), several numerical methods are being deve-
loped and upgraded since the last century until nowadays. For instance, it can be cited the meshless
(also known as meshfree) methods, a new class of numerical techniques that are receiving notable
attention from the scientific community since the last two decades. These methods are used to
solve some BVP’s using only a set of points (nodes) without connecting them in a mesh structure,
such as mesh-based methods like the finite element. Accordingly to that, this work was developed
to attempt to evaluate the method Element Free Galerkin (EFG) applying it in two electrostatic
BVP’s: a parallel-plate and a cylindrical capacitor. It is also verified the impact of the main para-
meters from the EFG on the final result, with the objective of produce a possible alternative to an
optimum configuration for this method. Therefore, the methodology used in this study is: at first, it
is discussed the concept and the history of meshfree methods highlighted in the literature; secondly,
it is demonstrate the general formulation of the EFG to finally present the result of this method
applied to the electrostatic problems. With the analysis of the results, it was found that the EFG
is capable of producing the approximated function with values very similar to the analytical ones,
considering the capacitors in study. It was also conclude that the choice of suitable parameters
used to construct the EFG influences directly in the precision of the final answer obtained by the

method, resulting therefore in a possible optimized configuration.

Keywords: Meshless Method, Element Free Galerkin, Eletrostatic.
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Capitulo 1

Introducao

Equagoes diferenciais parciais (EDP’s) sdo importantes expressoes matemadticas que representam
o comportamento de conhecidos fenéomenos naturais. Na hipétese de se representar um sistema
governado por uma EDP é comum, ainda, considerar restricoes de geometria e condigoes naturais
do mesmo, formando, assim, um problema de valor de contorno (PVC). Esses PVC’s - também
conhecidos como problemas de valor de fronteira (PVF) - sdo extremamente comuns em estudos
de engenharia, por representarem fenémenos fisicos sob a forma matemética [Boyce e DiPrima ,
2007]. Exemplos de EDP’s podem ser observados em problemas tradicionais de diferentes areas,
como: (1) a lei de Faraday para o eletromagnetismo [Sadiku , 2004]; (2) a equagao de calor que
modela a condu¢ao térmica em um sélido [Incropera et al. , 2008]; e (3) a equagao de onda para a

propagacgao de onda em um meio [Halliday et al. , 2003].

Com o crescimento da tecnologia e do conhecimento humano, os problemas desenvolvidos na en-
genharia se tornam cada vez mais elaborados, aumentando, assim, a dificuldade de modela-los.
Consequentemente, equacoes oriundas de sistemas complexos assumem formas mais trabalhadas,
acarretando em expressoes de solugoes analiticas quase sempre impossiveis. Sendo assim, devido &
dificuldade de se resolver analiticamente certos PVC’s, diversos métodos numéricos foram desen-
volvidos no 1ltimo século, podendo-se citar, entre os mais conhecidos, os métodos: dos momentos
(Method of moments - MoM) [Harrington , 1968]; das diferencas finitas (Finite Difference Method
- FDM) [LeVeque , 2007] e dos elementos finitos (Finite Element Method - FEM) [Strang e Fix ,
2007]. Esses métodos, também conhecidos como métodos baseados em malha (Mesh-based methods
- [Viana , 2006]), envolvem a geracao de diversas malhas aplicadas a diferentes geometrias. Por-

tanto, segundo Liu [2010], quando o dominio a ser dividido possui um forma geométrica complexa,
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a resolugao dos PVC’s envolvidos no mesmo se torna mais dificil. Salienta-se, ainda, que em casos
de sistemas dinamicos no qual a geometria varia com o tempo é necessario a formacao de um novo
arranjo de malhas a cada mudanca de dominio, aumentando, assim, o esfor¢co para a utilizacao des-
ses métodos [Coppoli , 2010]. Nesse sentido, outros tipos de métodos numéricos, os chamados sem
malha (meshless ou meshfree), foram pensados e desenvolvidos para realizar uma solucdo confidvel

de PVC’s sem depender de malhas.

Nao obstante a sua importancia e aplicacao, os métodos meshless tém sua histéria recente tornando-
o0s, assim, um tema de investigagao interessante e desafiadora. Segundo Liu [2010], existem diversas
metodologias que utilizam as técnicas sem malha, além disso, cresce consideravelmente investiga-
¢oes acerca do assunto. Basicamente, esses métodos consistem em espalhar nés em um dominio
onde existe uma funcao desconhecia governada por um PVC. Logo apds, é determinada a influén-
cia que cada ponto exerce, calculando a interacdo de todos os pontos, uns com os outros, mediante
uso de técnicas de aproximacoes. Posteriormente, é montado um sistema de equagoes a partir do
PVC para que, por ultimo, seja encontrada uma funcao discreta que descreve aproximadamente a

funcao desejada.

Uma das técnicas sem malha mais aplicadas desde a sua criagao é conhecida como método do Ele-
mento Livre de Galerkin (Element-Free Galerkin - EFG) [Belytschko et al. , 1994]. Apesar de apre-
sentar bons resultados em diversas dreas da engenharia (vide [Schwer et al. , 2000]; [Coppoli et al. ,
2012]; [Zhang et al. , 2012] e [Liu et al. , 2006]), até entdo, existem poucos estudos na literatura
tradicional que abordem uma possivel otimizagao dos principais parametros desse método. Pode-se
atribuir tal feito nao s6 a juventude do EFG, mas também ao aparecimento continuo de novas

técnicas sem malha, dividindo o interesse da comunidade entre mais métodos a cada ano.

Apesar de perder um pouco de espago devido, entre outros fatores, & utilizacdo de malhas de
fundo para realizar a integracao numérica presente no método [Viana , 2006], o EFG ainda pode
ser encontrado em importantes investigacgoes atuais, como Liu [2010]; Lima [2011]; Coppoli [2010]

e Gong et al. [2009].

Tendo em vista, entao, a importancia de investigacoes acerca de novas técnicas numéricas como
os meshfree e, também, a possivel necessidade de um estudo mais profundo sobre o EFG, essa

dissertacao tem o objetivo principal de analisar os principais parametros desse método aplicando-o
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a problemas eletrostéticos: um sistema de geometria mais simples (capacitor de placas paralelas); e
um problema de geometria menos trivial (capacitor cilindrico). Em posse de tal andlise, pode-se, as-
sim, verificar os possiveis impactos desses parametros na eficiéncia do EFG, acarretando, portanto,

em uma provavel configuracao otimizada do método.

1.1 Objetivos

Essa dissertagao tem como objetivo principal a analise paramétrica do método Element Free Galer-
kin aplicando-o a problemas clédssicos do eletromagnetismo estatico: capacitores de placas paralelas

e cilindrico.

Salienta-se, ainda, que objetivos secundarios como: a apresentacao detalhada dos principais méto-
dos meshless e a investigacao mais profunda sobre o EFG também existem, uma vez que os mesmos

podem auxiliar em futuras investigacoes acerca de métodos sem malha.

1.2 Contribuicoes
As principais contribuicoes deste trabalho sao as seguintes:

e [tem 1. A possibilidade de um melhor entendimento do método element free Galerkin, uma

vez que alguns de suas principais caracteristicas sao estudadas e observadas;

e [tem 2. Auxilio em investigagoes acerca dos métodos sem malha em geral, pois é dada énfase

aos principais métodos presentes na literatura;

e [tem 3. Uma investigacdo inicial sobre uma possivel otimizacao do método element free
Galerkin, pois parametros pertencentes a técnica sao variados em prol de encontrar uma
resposta mais eficiente em termos de complexidade computacional e fidelidade & solucao

correta.

1.3 Consideracoes iniciais

Fundamentado nas metas propostas e nas possiveis contribuicoes desta dissertacao, pode-se des-
tacar algumas consideracoes iniciais que visam explicitar a metodologia utilizada aqui em prol do

alcance dos objetivos.



4 INTRODUCAO

Primeiramente, optou-se por uma apresentacao mais detalhada dos métodos sem malha, uma vez
que, sendo técnicas recentes, existem ainda, espagos para novas investigacoes que possam aprimorar
a teoria dos mesmos. Além disso, argumenta-se que as os métodos meshfree possuem caracteristi-
cas semelhantes, assim, a teoria de uma determinada técnica pode auxiliar no desenvolvimento ou

melhoria de uma outra.

Em segundo lugar, é apresentado o método EFG e todas as ferramentas numéricas envolvidas
em sua formulacao original. E demonstrado, também, um exemplo de como o EFG pode ser apli-
cado a uma equacao de Laplace no sentido de ilustrar de que forma esse método pode ser utilizado

para a resolucao de um problema de valor de contorno.

Por fim, é aplicado o método em estudo em dois problemas eletrostaticos distintos, um capacitor
de placas paralelas, sistema mais simples cujos resultados obtidos visam demonstrar importantes
caracteristicas do EFG. E,; também, um capacitor cilindrico, um problema mais complexo, cujos
resultados tém o objetivo de ilustrar a eficiéncia do EFG aplicado & um problema pouco explorado
nos estudos multidisciplinares de meshless e engenharia elétrica. Salienta-se, ainda, que para ambos

problemas ¢ verificada a possibilidade de otimizacao do EFG.

1.4 Organizacao do Trabalho

Tendo em vista a introdugao deste estudo e, ainda, sob a perspectiva das suas consideragoes iniciais

esta dissertacao é construida da seguinte forma:

No Capitulo 2, é apresentada a revisdao bibliografica dos principais métodos sem malha, abor-
dando desde suas origens até a formulacao geral dos mesmos. Sao estabelecidos, também, algumas

notacgoes que sao utilizadas durante todo o trabalho.

No Capitulo 3, é discorrido sobre a teoria e a formulacao geral do EFG visando aprofundar sobre

os principais conceitos do método.

No Capitulo 4, sao demonstrados resultados do EFG aplicado a um problema simples com o obje-

tivo de investigar algumas das principais caracteristicas do método.
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No Capitulo 5, é aplicado o EFG em um sistema pouco explorado nas referéncias investigadas
para a realizacao desse trabalho, um capacitor cilindrico preenchido com dois dielétricos distintos e
concéntrico, com os objetivos de: (1) apresentar uma solugao diferente aos estudos de EFG aplicado
a problemas eletromagnéticos; (2) verificar a eficiéncia desse método frente a um problema mais

complexo e (3) estudar a possibilidade de otimizagao do método.

No Capitulo 6, por fim, sao feitas as conclusoes e consideracoes finais deste trabalho, assim como

é proposta a possibilidade de algumas investigacoes futuras.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica dos Métodos
sem Malha: Conceito, Formulacao e

Historia

Neste capitulo é apresentada uma revisao bibliografica geral dos principais métodos sem malha
presentes na literatura. Para tanto, o mesmo é divido em trés partes distintas: primeiramente
descreve-se a teoria geral de um método sem malha, assim como os principais parametros e ca-
racteristicas desse; em um segundo momento, é discorrido sobre alguns conceitos e nomenclaturas
importantes nao somente para a apresentacao dos métodos meshfree, mas também para manter
uniformes notagoes utilizadas neste trabalho; e, por ultimo, aborda-se os principais tipos de méto-

dos meshless disponiveis.

Salienta-se que essa divisao é organizada de tal forma pela importancia dada, nesta dissertacao,
aos principais métodos sem malha tradicionalmente estudados e desenvolvidos. Acredita-se que o
melhor entendimento dos mesmos e de algumas notagoes comuns a esses sao importantes para uma

investigacao mais aprofundada sobre o EFG.

Nesse sentido, o conceito discutido neste capitulo procura apresentar as principais caracteristi-
cas que cercam um método sem malha qualquer. Objetiva-se, ainda, discorrer sobre as principais
ferramentas meshfree e alguns de seus atributos mais importantes, auxiliando, assim, no desenvol-

vimento deste trabalho.
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2.1 Formulacao Geral de um Método Meshless

Para que se possa apresentar os principais métodos sem malha propostos até os dias atuais se fez
necessario, neste trabalho, discorrer a priori sobre a idéia bésica dessa ferramenta numérica. Em
posse, entao, dessa teoria pode-se ponderar sobre as particularidades de cada método e, consequen-

temente, analisd-los de maneira mais profunda.

Portanto, na presente secao é discutido o conceito de um método sem malha. Posteriormente,
tendo em vista a necessidade de manter uniforme todas formulagoes expostas neste estudo, é tam-
bém apresentado um PVC genérico cujas principais nomenclaturas (i.e. dominio, condigoes de
contorno, fungoes essenciais) sao utilizadas durante toda dissertacao. Em terceiro lugar é discor-
rido sobre algumas teorias e aspectos comuns existentes nas técnicas sem malha. Com relagao as
nomenclaturas, optou-se por utilizar letras e formas classicas do eletromagnetismo, uma vez que
esta dissertacao representa um estudo pertencente a engenharia elétrica. Entretanto, toda formula-
¢ao aqui apresentada pode ser utilizada em problemas semelhantes, como o escoamento de fluidos,

forcas em uma trelica e um sistema massa e mola, por exemplo.

2.1.1 Definicao

Os métodos sem malha sao utilizados para estabelecer um sistema de equagoes algébricas associ-
ado ao dominio de um problema sem o uso pré-definido de uma malha, e, se acaso houver o uso
dessa, o método a utiliza de uma forma flexivel [Liu , 2010]. Um método meshless usa uma quanti-
dade de nés espalhados dentro do dominio e das fronteiras, representando, assim, toda a geometria
envolvida no problema, i.e. dominio e contornos, sendo que as fungoes desconhecidas sao, entao,

aproximadas localmente utilizando esses nés [Liu , 2010].

E importante, também, discorrer sobre quais caracteristicas definem um método como sem ma-
lha, pois existem diferentes maneiras de construi-los. Em sua revisao, Belytschko et al. [1996]
escreveu que embora muitas técnicas meshless utilizem malhas em pelo menos alguma parte de sua
formulagao, descontinuidades e problemas dinamicos podem usualmente ser tratados sem a necessi-

dade de criagao de novas malhas, portanto esses métodos podem ser considerados como sem malha.

Uma década depois, Viana [2006] argumentou que nao existia nenhuma classificagao formal para

métodos sem malha, entretanto alguns autores consideram que somente métodos que utilizam a
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técnica de aproximacao que obedece ao Delta de Kronecker (vide Secao 2.1.3) sao ditos como ver-

dadeiros métodos sem malha.

Em um passado mais atual, Liu [2010] frisou que é necessério ter certa flexibilidade para defi-
nir um método meshfree. Assim, é permitido o uso de malhas contanto que: a malha seja gerada
automaticamente; operagoes numéricas (integragao, interpolagao, entre outras) vao além da con-
cepgao do “elemento”; e a solugdo nao pode ser muito dependente da qualidade da malha. Ainda
segundo o préprio Liu, essa definicao mais flexivel reconhece uma realidade sobre os métodos sem
malha: (1) muitos desses métodos utilizam algum tipo de malha mesmo que de uma maneira mais
"livre”; (2) a mais importante motivagao para desenvolver um método sem malha foi reduzir a
dependéncia do uso de malhas de boa qualidade, que sao dificeis de criar e demandam grande
esforgo computacional, quando aplicadas a geometrias complexas; e (3) se uma malha pode ser
criada automaticamente, e ajuda, de alguma maneira, a obter resultados mais precisos e confidveis,
nao existe alguma razao para nao utiliza-las. Dessa maneira, esta dissertacao considera, também,
certa flexibilidade para classificar um método sem malha, seguindo, portanto, a proposta expressa

por Liu [2010].

Em posse do conceito geral de um método meshfree, pode-se, entdo, destacar as principais pro-
priedades que caracterizam essa ferramenta utilizada para resolver problemas de valor de contorno.
Segundo Liu [2010], existem duas categorias para tais métodos: os de aproximacao direta e os
de aproximacao indireta. A primeira categoria, também conhecida como técnica de forma forte,
discretiza a equagao diferencial parcial de maneira direta, enquanto o outro método estabelece,
primeiramente, um sistema de equacoes alternativo baseado na forma fraca da EDP para depois
resolve-la. Esse sistema é governado pelo mesmo fendmeno fisico e é, usualmente, apresentado sob

a forma integral.

De acordo com Liu [2010] é possivel levantar pelo menos trés aspectos comuns entre os mesmos,

Sa0 esses:

Distribuicao de pontos e determinacao dos dominios: Todos os métodos estabelecem limi-
tes no dominio do problema de valor de contorno e, posteriormente, distribuem pontos em

toda geometria estabelecida (inclusive nos contornos).

Técnicas de aproximacao: Para cada né distribuido no dominio é estabelecida uma funcao de
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forma. Geralmente, essas fungoes advém de trés principais técnicas de interpolacao: por re-

presentagao integral, diferencial ou séries.

Técnicas de discretizagao: Quando o método é de aproximacao direta, discretiza-se a forma
forte do problema diretamente. Quanto da utilizagao da aproximacao indireta, é necessario
o uso de ferramentas numéricas, uma para montar a forma fraca do problema e outra para

discretiza-la.

Considerando ainda a teoria presente em Liu [2010], pode-se dizer que um método sem malha
genérico segue as seguintes etapas basicas: primeiramente é feita a representacao do dominio e uma
primeira discretizagao, gracas aos pontos (usualmente chamados de nés) distribuidos ao longo da
geometria do PVC. Em seguida, é utilizado um método de aproximacao e definida a funcao de
forma geral para cada né do dominio. Nessa fung¢ao, sao determinados também, os dominios de
influéncia (ou suporte) de cada né. Logo apds, mediante a discretizacao das formas fraca ou forte,
é formado o sistema de equacoes a ser determinado em prol da resolucao final do problema de valor
de contorno. Comenta-se, ainda, que a maioria dos métodos aqui apresentados necessitam de uma

técnica numérica de integracao, sendo que, a mais utilizada, é a quadratura gaussiana.

2.1.2 Problema de Valor de Contorno Generalizado

Esta subsecao destina-se a apresentar um PVC genérico para, entdo, auxiliar na exibi¢do dos mé-

todos sem malha presentes nesse trabalho.

Considere um problema de valor de contorno qualquer, 2D, conforme ilustrado na Figura 2.1.

A formulagéo geral para um PVC genérico pode ser representada por:

Du[V]l=f, em Q (2.1)
D%2[V]=g9, em T, (2.2)
V-V,=0, em I, (2.3)

Sendo: D*1 e D*2 operagoes derivada de ordens ¢1 e t2, respectivamente; V' uma funcgdo continua definida; f uma fonte de
excitagdo, ambos no dominio €2; g uma condicdo de contorno natural sobre a fronteira I', e Vp, o valor de V' para os pontos
sobre a fronteira I'e (condi¢ao de contorno essencial).

Pode-se dizer que a construcao do modelo matematico que define o PVC esta fundamentada em
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Contorno Natural

Mn

Dominio do Problema

Q

Contorno Essencial

e

Figura 2.1: Dominio e Condi¢ées de Contorno de um PVC generalizado

duas partes principais: primeiramente, determina-se um modelo que represente a geometria ori-
ginal, estabelecendo o dominio do problema (2) limitado por uma fronteira (I' = I'. + I'))). Em
seguida, determina-se um conjunto de equagoes matematicas validas no dominio e nos contornos.
Essas equacoes sao formadas pela equagao diferencial que governa o problema, equacao (2.1), e as
condigoes de contorno impostas nas fronteiras - equagoes (2.2), condi¢do de contorno natural, e

(2.3), condicao de contorno essencial [Boyce e DiPrima , 2007].

2.1.3 Conceitos e Notagoes Preliminares

Nesta subsegao discorre-se sobre algumas caracteristicas e nomenclaturas importantes para apre-

sentacao de cada método numérico especifico, tem-se assim:
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Equacgoes de Poisson e Laplace

Uma das ferramentas fundamentais para a utilizacdo de um método sem malha é a técnica de
aproximacao. Conforme explicitado na secao 2.1.1 a aproximacao pode ser direta, ou seja, aplicada
diretamente na forma forte da equacao diferencial parcial, ou indireta na qual obtém-se uma forma

fraca da EDP que rege o problema em questao [Liu , 2010].

Nesse trabalho, até entdo, nenhuma forma forte em si foi explicitamente apresentada, uma vez
que o EDP observado na secao 2.1.2 - equagoes (2.1) a (2.3) - é uma forma absolutamente gene-
ralizada. Dessa maneira, tendo em vista a necessidade de se apresentar a formulagao das formas
forte e fraca, optou-se por utilizar nesta subsecao a equacao de Poisson, uma das mais utilizadas
em diversas areas do conhecimento. Uma EDP que apresente a caracteristica dessa equagao pode
representar nao sé um problema eletrostatico como também problemas de astronomia, fluidos e

condugao de calor.

E comum, ainda, atribuir a essa equacao condices que se apresentam naturalmente no problema.
Esses estados, conhecidos como condi¢Ges de contorno ou de fronteira sao um conjunto de restrigoes
inerentes ao dominio que, quando utilizadas junto a equacao, formam um PVC. As condi¢bes mais
conhecidas sao as de Dirichlet, representando a condigao essencial, e de Neumann, retratando a

condicao natural.

Considerando a geometria e as expressoes correspondentes a Figura 2.1, uma equacao de Pois-

son presente em tal dominio pode ser descrita como:

2y . o 9OV O[OV
vv_f:»v(VV)_f:»ax(ax>+ay<ay>_f (2.4)

Sujeito as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann, respectivamente:

Viz,y) =W Ve,y € T (2.5)

(—eVV)-n= Dy Ve,yely, (2.6)
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sendo: n um vetor normal a superficie I'y,; € constante que representa uma caracteristica do meio; Dg e Vj condigdes de contorno

Pode-se, ainda, considerar uma resposta natural do sistema, ou seja, desconsiderar qualquer fonte

externa. Para tanto tem-se que f = 0, formando, assim, a equacao de Laplace (2.7).

g (oV g (oV
7 (55) 2 (a5) =0 >0

Espagos e normas de Lesbegue e Hilbert

Sabe-se que o método numérico para a resolucdo de um PVC consiste na procura de uma funcgao
que descreva, aproximadamente, o comportamento de uma outra funcao desconhecida em um do-
minio. Observa-se que essa busca pode conduzir a fungoes que satisfagam o problema parcialmente
e, muitas vezes, nao satisfatoriamente. Sendo assim, é importante procurar essa funcao aproximada
em espagos que tenham caracteristicas importantes para o bom funcionamento do método como

estabilidade e convergéncia como, por exemplo, os espagos de Lesbegue e Hilbert [Liu , 2010].

Considere duas fungoes distintas, v e w. Segundo Liu [2010], o espago de Lesbegue - denotado

por LP(Q2), p > 1 - é definido por:

LP(Q) = {v| /Q e < oo} (2.8)

Fazendo p = 2, tem-se que:

L%(Q) = {vy/g\vy%m < oo} (2.9)

O espaco L2(f2) implica, por definicdo, que qualquer funcio v pertencente a ele é de quadrado
integravel (integral é fechada) em Q [Liu , 2010]. Essencialmente, isso significa que a fungao pode
até ser descontinua, mas que a mesma deve ser limitada no sentido integral conforme demonstrado
na equacao (2.9): pelo menos um trecho definido deve ser continuo sobre o dominio do problema
[Liu , 2010]. E importante, também, conhecer a norma da funcio v em L2 (Q), definida pelo produto

interno:

(w,v)12(0) :/wde = HUHEQ(Q):/UQCZQ (2.10)
Q Q
(v,v)LQ(Q)

Percebe-se que a caracteristica de um produto interno da equacdo (2.9) permite que L2(£2) possa

ser classificado como um espago de Hilbert. Salienta-se que esse espaco, nomeado em homenagem
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a David Hilbert, é uma generalizacao do espago Euclidiano, no qual nao precisa estar restrito a um
numero finito de dimensoes. A importancia do espago de Hilbert é garantir importantes proprie-
dades a funcao que a ele pertence (i.e. os axiomas que determinam um produto interno), além de
assegurar importantes notacdes como angulo e distancia e obedecer uma relaciao de completude!,

certificando, assim, que determinados limites existam quando esperado [Liu , 2010].

Um espago de Hilbert, segundo Liu [2010], pode ser representado por:
H™(Q) = v|D% € L*(Q),V|a| <m (2.11)

A equagao (2.11) representa um espago que hospeda todas as fungées nas quais as derivadas de
ordem até m sdo de quadrado integravel?. Nesse sentido, pode-se definir o produto interno - equacéo

(2.12) - e a norma completa - equagao (2.13) - para H™(Q) [Liu , 2010], tal que:

(w,v)= 3 /Q (D"0) (D" w)d (2.12)

a<M
€
1
2
o)l (o) = Z /Q(|D°‘v|2+v2)d§2 (2.13)
a<M

Analisando a natureza de uma EDP de primeira ordem, observa-se que a fungéao a ser encontrada,
assim como a sua derivada primeira, devem ser de quadrado integravel. Sendo assim, fazendo m = 1,

tem-se o seguinte espago de Hilbert:

HY(Q) = vfv € L2(Q), 2

L%2Q),i=1,---.d 2.14
8%6 (Q)i=1,---, (2.14)

sendo: z variavel da fungao v

Ainda para referéncias futuras é importante demonstrar as funcdes de H!(Q) que satisfacam as
condigdes essenciais de contorno - Hj(Q2) equagao (2.15 - e um subespago discreto de H! () - equa-
¢ao (2.11) - criado mediante técnicas de interpolacdo que garantem a compatibilidade (vide segao

2.1.3), sendo:

!Completude significa que uma aproximacio de consisténcia C* deve ser completamente consistente para todas
as ordem abaixo da k-ésima, ou seja, de 0 até k — 1
2Para que f(z) seja uma funcdo quadrado integravel, entdo ffooo |f(z)|?dz < oco.
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H{(Q) = {v e H'(Q)jv =0 em T.} (2.15)
H}(Q) = v e H(Q)|v = ¢ (x)d,d € R (2.16)

sendo ¢" (z) = [} (z)ph (z) - - gb};,m ()] a matriz com todas as fungdes de formas nodais; d = {viv2 - - -vp,, } 0 vetor com todos

os valores nodais da fungao em questao e N,, € N*

Fungoes com suporte compacto

A utilizagao de fungoes de forma, peso ou teste sao fundamentais para a construgdao de um mé-
todo sem malha. Apesar de possuirem propriedades distintas, essas funcoes tém caracteristicas em
comum como possuir valores nulos fora de seu suporte. Considerando o método Element Free Ga-
lerkin, por exemplo, tal caracteristica é importante para que o sistema de equactes lineares final

seja esparso, o que aumenta a eficiéncia computacional [Liu , 2010].

Pode-se dizer que o suporte de uma funcao é o menor subconjunto fechado do dominio no qual
sua imagem nao é nula. Esse subconjunto pode, ainda, ser denominado como de suporte compacto,
caso seja limitado [Viana , 1998]. Nos métodos sem malha, em geral, o suporte compacto de uma

funcao é proporcional a distancia entre dois pontos distintos: a e x.

Considerando um ponto a € € como ponto de origem, e z variando de z7 até x; (I =1,2,3,--- ,N)
pode-se verificar a seguinte fungao de suporte compacto (denominada fungao janela nos métodos

sem malha):

= = VereQ, I1=1,2,3,---,N (2.17)

_ W(a—z1)#0 se 0<le=zil <y
W(a—xr)=0 se llazesll 5 q

sendo: 7 o tamanho (ou raio) de suporte; N o nimero de nds a serem observados

Segundo Viana [1998], observa-se que a fungao janela tem duas propriedades distintas e impor-

tantes:

Propriedade de translagao: verifica-se que o numerador ||a — x7|| atribui a fungao janela uma
caracteristica de poder se deslocar por todo o dominio. Por exemplo, conforme a Figura 2.2,
pode-se transladar a funcao sobre os pontos a = —2; a = 0 e a = 2. Essa propriedade ¢
extremamente importante, pois o movimento de translacao é um dos parametros essenciais

para que o método dispense o uso de malhas.
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Propriedade de dilatagao: nota-se agora, mediante a analise do denominador, que o raio de su-
porte r, quando modificado, afeta diretamente o tamanho do suporte da funcao, assim sendo,
essa caracteristica lhe proporciona a denominagao de raio (ou distancia) de suporte. Observa-
se, na Figura 2.3, que a dilatacao é utilizada como pardmetro de refinamento, portanto,

deve-se atentar para a escolha adequada de r.

Destaca-se que o tamanho do suporte da funcao em um ponto é idéntico ao dominio de influéncia
desse mesmo ponto [Viana , 1998]. Sendo assim, a escolha adequada de uma funcao janela implicara
diretamente na eficicia da solugdo desejada. Percebe-se que a variagdo das propriedades de 1%
influenciam diretamente no dominio de influéncia da funcao de forma, ou seja, definem de que
maneira pontos e nds irao interagir entre si. Com mudancas na propriedade de dilatacao, pode-se
modificar a geometria do dominio de influéncia, sendo que, os mais comuns sao os circulares e os
retangulares. Nao obstante a importancia da translagao, nota-se que a propriedade de dilatacao
¢é ainda mais suscetivel a mudancas, e confere, assim, grande sensibilidade a funcao janela, pois r
pode assumir qualquer niimero real positivo. Portando, a escolha do raio de suporte, assim como
a algebra da funcao em geral, acarretam em diferentes dominios de influéncia da funcao de forma.
Salienta-se, ainda, que o raio de suporte r é objeto de estudo nessa dissertagao, uma vez que a sua

correta selecdo interfere consideravelmente na solugéao aproximada.

Fungdo Janela - propriedade de translagdo

Posigdo

Figura 2.2: Representacao da propriedade de translacao da Funcao Janela
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Fungdo Janela - propriedade de dilatagdo
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Figura 2.3: Representacdo da propriedade de dilatacao da Func¢ao Janela

Delta de Dirac

A fungao continua delta de Dirac §(z), quando discretizada, carrega duas propriedades interessantes
para o estudo de um método meshfree: a propriedade do delta de Kronecker d;;, que é importante
para o tratamento das condigoes de contorno, e a propriedade da particao da unidade, que auxilia
na obtengao da consisténcia do método [Li e Liu , 2007]. Amplamente utilizada desde a época de
Joseph Fourier, no comego do século XIX, contudo introduzida formalmente por Paul Dirac apenas
no final da década de vinte do século passado, a funcao d(x) é aplicada em diversas dreas do

conhecimento. Uma comum expressao para o delta de Dirac é:

K
0 se r< 5
=1 1 _k K
On(z) =lm ¢ = se —L<w<f (2.18)
K
0 se T >3

Segundo Li e Liu [2007], verifica-se, entao, as seguintes propriedades:
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/oo 5(x)da = /_ %dx 1 (2.19)

—00

| atc-nec = o) (2.20)

Sendo que a equacao (2.19) é o andlogo continuo do delta de Kronecker (d;;), uma vez que:

1 se i=3

0 se 1#]
E a equagao (2.20) é o andlogo continuo da particdo da unidade, conforme pode ser verificado na

equagao (2.36).

Consisténcia e Compatibilidade

E importante, também, destacar alguns conceitos frequentemente utilizados nessa dissertacao. Sao
eles a consisténcia e a compatibilidade, importantes para a correta construcao da forma fraca.

Tem-se, assim:

Consisténcia Na légica de conjuntos, a propriedade da consisténcia de uma funcao indica que
essa ndo possui nenhuma contradicdo®. As funcdes de formas - ® - utilizadas nos métodos
sem malha em geral devem cumprir uma certa ordem de convergéncia. Segundo Liu [2010],
o grau de consisténcia dessas funcoes é comumente medido pela ordem da func¢do polinomial
que a aproximacao utilizada por ® é capaz de, com precisao, reproduzir localmente (i.e. em
todos os elementos ou células que formam todo o dominio). A nomenclatura aqui utilizada
é: se a aproximacao é capaz de produzir exatamente uma fungao constante, entao ela tem
ordem zero de consisténcia, representada por C°. No geral, portanto, se a aproximacio pode
produzir um polinémio com o grau até a k-ésima ordem precisamente, entdao ela tem uma

consisténcia CF.

Compatibilidade A compatibilidade de uma funcao estd associada & continuidade da mesma em
todo o dominio do problema em questao. Qualquer modelagem numérica que usa aproximagao
local esté sujeita a incompatibilidade, sendo que, para métodos sem malha, ela pode ocorrer

em locais onde o dominio de influéncia local atualiza os nés do suporte [Liu , 2010].

3Incompatibilidade entre duas ou mais proposicdes (e.g Fungao multivalorada)
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2.2 Principais Métodos sem Malha

Da necessidade de um método alternativo aos métodos com malha (e.g. FEM ou FDM) para o
célculo de PV(C’s nasceu o primeiro método sem malha conhecido na literatura: o método das par-
ticulas Hidrodinamicas Suavizadas ( Smoothed Particle Hydrodynamics - SPH), desenvolvido nao

6 pelos pesquisadores Gingold e Monaghan [1977], como também pelo astrofisico Lucy [1977].

Apesar dos bons resultados apresentados pelo SPH, apenas depois de pouco mais de uma década,
no comego dos anos 90, é que os métodos meshless comegaram a ganhar destaque na comunidade
académica, com o Método dos Elementos Difusos (Diffuse Element Method - DiEM), proposto,
a priori, por Nayroles et al. [1992]. Ainda na ultima década do século XX, foram apresentadas
outras importantes investigagoes acerca dos métodos meshfree, destacando-se: o Método Galerkin
Sem Elemento (Element Free Galerkin - EFG), [Belytschko et al. , 1994]; o Método de particulas
Reproduzidas de Kernel (Reproducing Kernel Particle Method - RKPM) Liu et al. [1995]; o Mé-
todo de nuvens Hp (Hp-Cloud - HpC) Duarte e Oden [1996]; o Método do Ponto Finito (Finite
Point - FP) [Onate et al. , 1996]; o Método de Particao da Unidade (Partition of Unity Method -
PUM [Babuska , 1996]; e o Método Local de Petrov-Galerkin Sem Malha (Meshless Local Petrov-
Galerkin - MLPG) [Alturi e Zhu , 1998]. Acredita-se que o interesse pelos métodos sem malha
esteja intrinsecamente ligado ao avancgo tecnolégico dos computadores, isso justifica o crescente

numero de investigagdes sobre os mesmos nas duas ultimas décadas [Coppoli , 2010].

Ainda no comeco do século XXI os métodos meshless continuaram a inspirar diversos autores a
investigar as suas principais caracteristicas. Cita-se, por exemplo, as obras [Liu , 2003]; [Fasshauer ,
2007] e [Liu e Gu , 2005]. A pesquisa se intensificou, dando espago a novas técnicas como o método
da interpolacao pontual (Point Interpolate Method - PIM) [Liu e Gu , 2001], o método do gradiente
suavizado (Gradient Smoothing Method) [Xu e Liu , 2008] e, ainda, métodos hibridos que mesclam
técnicas diferentes com e sem malha e.g. [Ho et al. , 2005]. A evolugao cronolégica das técnicas sem

malha pode ser observada na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Linha do tempo dos principais métodos meshless

No sentido de ilustrar a evolucao dos métodos sem malhas, desde a primeira idealizacao até o pre-
sente, a seguir sao apresentados, de maneira resumida, alguns dos métodos meshfree mais impor-
tantes disponiveis na literatura. Reitera-se que todas as técnicas a seguir explicitadas apresentam
ampla complexidade, portando, discorré-las de forma a explica-las completamente necessitaria de
uma extensa revisao bibliografica, que foge do objetivo desta dissertacao. Optou-se, portanto, por
apresentar apenas a esséncia de cada técnica, ou seja, breve histérico, descricao geral do método,
formulagdo matematica bésica e as caracteristicas capitais (e.g. pontos fortes e fracos e principais
aplicagoes). Salienta-se, por fim, que o método utilizado neste trabalho, o Element Free Galerkin,
possui um Capitulo exclusivo para sua apresentagao, e deste modo as consideracoes e ponderagoes

sobre o mesmo sao mais completas e trabalhadas em seu capitulo especifico - Capitulo 3.

2.2.1  Smooth Particle Hydrodynamics - SPH

Pensado para solucionar problemas de astrofisica tridimensionais, o método da hidrodinamica de
particulas suavizadas é conhecido como o pioneiro dos métodos sem malha. Segundo Viana [2006],
a idéia fundamental dessa ferramenta é substituir um dominio (comumente um fluido) por uma
série de particulas moveis e transformar a equacgao diferencial parcial geral em aproximacoes inte-

grais de Kernel.
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Na implementacao do SPH representa-se o estado de um sistema mediante um nimero arbitra-
rio de particulas distribuidas ao longo de um dominio, enquanto a fungao é calculada mediante as
interacoes entre as mesmas. Essas particulas se movem livremente no espaco, carregam todas as
informacoes computacionais necessarias e, assim, podem ser consideradas como pontos de interpo-
lacdo que formam a estrutura computacional para a discretizagdo no dominio utilizadas em prol de
resolver a equagao desejada [Liu , 2010]. Assim, a formulacao basica desse método pode ser descrita

CcOomo:

Considere fungao V' (z), observada na equacao de Poisson (2.4), é possivel representi-la integral-

mente por:

V) = [ VO - s (2.22)

sendo: x e & as posigdes de diferentes pontos; §(z) a fungio delta de Dirac e V(x) a funcdo desejada.

Segundo Coppoli [2010], no método em questao V(x) pode ser aproximada pela seguinte forma
integral:

Viz) = /Q V(OW (z — &, r)de (2.23)

sendo: V" (z) a fungdo V(z) aproximada; (/W?)(z —¢&,r) funcdo peso (ou suavizacdo) e r o comprimento de suavizagéo (andlogo

ao raio de suporte para as funcoes janela).

Representando a equacgao 2.23 na forma discreta, tem-se:

Viz) =Y W(x—an)ViV (2.24)
I

sendo: V o volume da particula I e Vi o valor discreto de V(z) no ponto I.

Como um método da natureza de Lagrange, e com a utilizacao de particulas suavizadas para
interpolar pontos e representar materiais em regices discretas, o SPH pode lidar com interfaces de
materiais, superficies livres e contornos que se movem [Liu , 2010]. Entretanto, existem também
pontos negativos considerdveis nesse método, como nao possuir consisténcia de ordem C} em regioes
proximas as fronteiras e ter uma funcao de forma que nao satisfaz o delta de Kronecker [Coppoli ,

2010).
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Ainda sim, o método da hidrodindmica de particulas suavizadas é amplamente utilizado na area
académica, tanto como base para outros métodos (e.g. RKPM) quanto para resolver PVC’s associ-
ados as diversas disciplinas. Por exemplo, a técnica SPH ¢ utilizada para a resolucao de problemas
de impacto em superficie livre, eletromagnetismo, fenémenos de explosao e condugao de calor

[Oger et al. , 2005], [Mendes , 2010], [Vignjevic , 2004] e [Liu e Liu , 2008], respectivamente.

2.2.2  Diffuse Element Method - DiEM

Segundo Liu [2010], pouco mais de uma década depois do surgimento da primeira ferramenta
meshless, um outro método foi desenvolvido com caracteristicas distintas: baseado no técnica de
Galerkin [Rezende , 2005], o método dos elementos difusos foi o primeiro método a construir suas
fungoes de forma utilizando o método dos minimos quadrados méveis (moving least square method
- MLS) [Lancaster e Salkauskas , 1981]. A principal caracteristica dessa técnica é substituir a inter-
polagao utilizada no FEM pela a interpolacao oriunda dos métodos dos minimos quadrados méveis

[Viana , 2006].

De maneira geral, o DIEM utiliza o método de Galerkin (Galerkin Method - GM), aplicado a
forma fraca da EDP, para desenvolver um sistema de equagoes discretizadas cuja resposta é uma

aproximagao da solucao original.

Considerando o PVC genérico da equagao (2.1) e assumindo que f = 0 e n = 2, a formulagao
béasica do DiEM pode ser obtida:
D?[V] =0 (2.25)

Assim, se V for solucao da Eq. (2.25), pode-se assumir uma funcdo ortogonal ®(x) € Lo(2) tal
que:

/ DV (2)]®(x)dz = 0 (2.26)
Q
Definindo uma solucdo V" =V, pode-se considerar que:

N
Vh = Zajqﬁj (2.27)
j=1

sendo: ¢; um sistema de fungoes definidas em 2, linearmente independentes, que satisfazem as condigoes de contorno e a;

coeficientes a serem encontrados em proal de determinar o valor de V.
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Substituindo a equagao(2.27) na equagao(2.26):
N
/ D* | aj;| ®(x)dz =0 (2.28)
Q =
sendo: ®(z) a fungdo de forma do DiEM.

Pelo MLS, segundo Li e Liu [2007], pode-se representar ®(x) e sua derivada por:

o' (z) = PT(x) A" (x)F(x) (2.29)
8<I>T 8PT(X) -1 T 1 8F(X) (?A(x) 1
oz = Ay AT (X)Fx)+P (x)A (x) (Twz — TxiA (x)F(x)) (2.30)

Entretanto, para o DiEM, considera-se a seguinte aproximacao para a derivada:

097 oPT(x)

o 5, A (x)F(x) (2.31)

Cita-se que as principais caracteristicas do DIEM sao: aumento do grau de suavidade da aproxima-
¢ao realizada; as derivadas das fungoes de forma nao sao completas; necessidade de outros métodos
para satisfazer as condi¢oes de contorno; a aproximagao é baseada em uma distribuicao irregular de
nos; e a suavidade da aproximacao depende diretamente do grau de suavidade dos pesos utilizados

[Ghorbani , 2010].

Por fim, comenta-se que a partir do nascimento do DiEM os métodos meshless ganharam mais des-
taque na comunidade internacional, assim, consequentemente, houveram mais investigacoes acerca
desse e de outros métodos sem malha. Um exemplo da importancia do DiEM é que a partir de
sua generalizacao, foi possivel criar o método Element Free Galerkin, umas das técnicas sem malha
mais utilizadas [Liu , 2010]. Além disso, acredita-se ainda, que o DiEM foi a primeira ferramenta

aplicada a problemas de eletromagnetismo [Coppoli , 2010].
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2.2.3 Reproducing Kernel Particle Method - RKPM

Sabe-se que o método da hidrodinamica de particulas suavizadas apresenta falhas de consisténcia,
uma vez que a interpolacao utilizada nao forma uma partigao da unidade [Li e Liu, 2007]. No
intuito, entao, de corrigir essa deficiéncia uma outra técnica foi proposta em meados dos anos no-
venta: o método de particulas reproduzidas de kernel [Liu et al. , 1995]. Verificou-se que a melhor
opgao para corrigir o SPH era aperfeigoar o seu nicleo de Kernel. Assim foi projetada uma fungao
corretiva que, aplicada & fungao de suavizagao - equagao (2.23) - acarreta em novas caracteristicas
que levariam & um método ndo s6 mais confidvel e preciso [Aluru , 1999] como também consistente

e completo (a respeito de sua completude) [Li e Liu , 2007].

Para apresentar de forma clara a falta de consisténcia do SPH, considera-se a seguinte exemplo

unidimensional (proveniente da equacao (2.23)):

/Q(W)(x —&r)de =1 (2.32)

/ W)z —&r)de =0, k=1,23,... (2.33)
Q

As equagdes (2.32) e (2.33) representam duas propriedade da fungdo peso, uma vez que essa é
oriunda da funcao delta de Dirac. Entretanto, essas condigoes sé se aplicam para formas continuas,
pois o erro de truncamento presente na equagao (2.32) - forma discreta da equagao (2.33) - pode

acarretar na invalidez dessas propriedades [Li e Liu , 2007].

Sendo assim, a fung@o corretiva €, entao, aplicada a equagao geral do SPH, originando:

Vh(z) = /Q V(E)C(x — &) (W)(x — £)d (2.34)

sendo: C(xz — &, r) a funcdo corretiva.

As similaridades entre os métodos RKPM e SPH permanecem em suas caracteristicas, conse-
quentemente, as aplicacoes de ambos sdo andlogas. As diferencas principais entre esses métodos
sao relativas a funcao de correcao que garante qualquer grau consisténcia ao RKPM, assim como

sua completude. Contudo a fungéo de peso modificada pode nao ser positiva e também nao cair
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monotonicamente [Viana , 2006]. Comenta-se, ainda, que a utilizagdo do método do nicleo repro-
duzido de kernel requer um esforgo computacional bem maior em detrimento ao uso do método da

hidrodinadmica de particulas suavizadas [Li e Liu , 2007].

2.2.4  The Partition of Unity Method - PU

Além do MLS, existem outras técnicas para construir as fungoes de forma, e.g. os métodos de
particao da unidade [Liu , 2010]. Segundo Li e Liu [2007], esses métodos buscam fazer uma parti-
¢ao de unidade e multiplicd-la com outras bases independentes (o que pode ser considerado como
mandatédrio para uns ou simplesmente desejavel para outros) para resolver as equagoes diferenciais

parciais especificas. Pode-se definir esse método como:

Considere Q@ C R%(d = 1,2,3) um dominio aberto limitado. Tem-se, ainda, que Qy,Qs,...,Qr
formam uma familia de I conjuntos abertos em ¢ [Li e Liu , 2007]. Admite-se, ainda, que existem
familias de fungOes nas quais:

0<d <1, Va € Qp (2.35)

Assim, o somatorio pode ser descrito como:

Oy (z) + Po(x)+ -+ Pyplxr) =1 Ve (2.36)

A condigao apresentada na equacao (2.36) representa a partigdo da unidade. Outra propriedade
distinta do PU é que os conjuntos de suportes {2}; podem ser sobrepostos e eles nao necessaria-

mente formam uma subdivisdo (malha) de €2 contanto que eles gerem uma cobertura para €.

Segundo Li e Liu [2007], se ®;(x) for proveniente de uma interpolagéo por elementos finitos, forma-
se o chamado partition of unity finite element method (PUFEM). Esse método oferece flexibilidade
nos célculos, especialmente quando se tém algum conhecimento prévio sobre o problema sob ané-
lise. Por fim, salienta-se que o PUFEM tem a habilidade de construir um espago mais suave, o que

é necessario para equacgoes diferenciais de maiores graus [Melenk e Babuska , 1996].

2.2.5 H-p Cloud Method - HpC

Oriundo também da técnica de particao da unidade, o HpC foi idealizado na década de noventa

por Duarte e Oden [1996]. Segundo Li e Liu [2007] O HpCM introduz o enriquecimento tipo p a
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uma discretizacao sem malha, além de vincular uma sequéncia polinomial de Legendre juntamente

com o método dos minimos quadrados méveis.

A idéia bésica em torno do HpC é a construcao de bases hierdrquicas utilizando uma partigao
da unidade Gy = {@5(@} Essas classes de funcoes podem ser construidas com um custo computa-
cional semelhante ao utilizado nas funcoes de forma do PUFEM e possuem a propriedade de poder
garantir que P, C span{f]l\’,p } - equagao (2.38) - sendo P, o espago polinomial de grau menor ou

igual a p [Li e Liu , 2007].

A formulacao béasica do método pode ser apresentada da seguinte maneira: considere £, um con-

junto de polindmios L;;;, em 3, tal que:
Liji = Li(wi) Lj(xj) Li(zx),  0<i,j,k<p=

= Lijk = »_ Lijn(X1)®h(2) (2.37)
Ien

sendo: L;, L; e Ly polindomios de legendre de graus 4, j e k em R, respectivamente

Assim, tendo em vista a definicao do método HpCM, deve-se adicionar, hierarquicamente, elemen-
tos bases apropriados na partigao da unidade original, { @} ()} 1en de forma que a base resultante
reproduza um polindémio de grau p > [. Duarte e Oden [1996] sugerem o uso da seguinte funcao

para reproduzir L;jj:
({<I)I }U{@I Lijk(@)}: T en;0<i,5,k<pjioujouk>Ilp: l) (2.38)

O método de nuvens H-p é uma técnica robusta principalmente quando lida com equagoes cuja
solucdo apresenta um comportamento localizado, tais como problemas de camada limite (meca-
nica dos fluidos) [Liu , 2010]. Salienta-se, ainda, que a utilizagdo da versao h-p acarreta em taxas
exponenciais de convergéncia, além de apresentar uma boa regularidade na solucao obtida. Por
fim, segundo Duarte e Oden [1996], ressalta-se que é possivel obter solucdes aproximadas C?()
em PVC’s de segunda ordem sem dificuldades e que ordens superiores de regularidade podem ser

alcancadas sem acréscimo consideravel de custo.
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2.2.6 Finite Point Method - FP

Ainda nos anos noventa, outra técnica meshless foi proposta para a resolucao de problemas de
valor de fronteira, o finite point method. Conhecido por ser uma ferramenta puramente sem malha
([Viana , 2006]), essa técnica utiliza o tradicional MLS como aproximagao das fungdes de forma,
além de usar amostras da forma forte da EDP para obter um sistema discreto de equagoes cuja
resposta é a solugdo aproximada [Onate et al. , 2001]. Salienta-se que a possibilidade de se traba-
lhar diretamente com a forma forte da EDP advém do fato de que a funcao de forma utilizada no
método é o préprio delta de Dirac [Li e Liu , 2007], sendo que essa técnica é denominada o método

da colocacao.

Matematicamente, o método pode ser descrido como: Considere a equagao (2.27) que representa a
aproximacgao da fungdo desconhecida V. Assume-se, também, um problema governado pelas equa-
goes (2.1), (2.2) e (2.3). De acordo com o FP, o sistema de equagoes discretas é encontrado subs-
tituindo a aproximagao presente na equagao (2.27) nas equagoes (2.1) a (2.3), alocando a equagao

diferencial em cada ponto de andlise do dominio, assim:

[D"vh] =0, p=12...N, (2.39)
p

[Dmumﬂ —0, r=1,2,...,N, (2.40)
VMs—Vo=0, s=1,2,...,N, (2.41)

Sendo: N, e Ne o numero de pontos pertencentes as fronteiras I'y, e I'c, respectivamente; N, o nimero de pontos no dominio

Q

O que leva a um sistema algébrico de equagées:

KV =f (2.42)

Sendo: K a matriz de ”rigidez”; V* um vetor com parametros pontuais 'uzh e f um vetor de forgas conhecidas agindo nos pontos

Diferente de outros métodos de colocagao de pontos, o mérito do FP é a excelente estabilidade
que pode ser alcangada. Gragas ao grande suporte das fungoes de teste, uma simples equacao de

colocagao sem malha envolve muito mais particulas que a usualmente utilizada no método das
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diferencas finitas. Dessa forma, isso proporciona efeito de estabilizacao até o termo convectivo em

simulacées de problemas de mecanica dos fluidos em geral [Li e Liu , 2007].

2.2.7 Meshless Local Petrov-Galerkin - MLPG

Completando os métodos meshless de destaque do final do século XX, o método local de petrov-
galerkin sem malha é uma técnica que apresenta a aproximacao diferente para construir uma
discretizacao meshfree. Essa ferramenta é conhecida por implementar a forma integral do método
dos residuos ponderados ( Weighted Residual Method - WRM) combinada em um subdominio de
um né, formando a chamada forma fraca local [Coppoli , 2010]. Nota-se, também, que o préprio
nome do MLPG demonstra a principal caracteristica desse método: a adicao do nome Petrov ao
nome Galerkin evidencia uma consideravel mudanga no método de galerkin classico. Tal diferenga
se da ao fato da funcao de base ser diferente da funcao de peso e mesmo que essas tenham a mesma
expressao analitica, elas podem ter diferentes tamanhos de dominios de influéncia e, consequente-
mente, cobrirem um nimero diferente de particulas. Ou seja, essas fungoes sao diferentes ainda que

sejam provenientes do mesmo procedimento de aproximacao, e.g. MLS [Li e Liu , 2007].

Considere 0 WRM aplicado ao GM e o PVC apresentado na Secao 2.1.2. Sabe-se, ainda, que o
MLPG apresenta uma forma fraca local para a equagao geral do problema, assume-se, entao, Q%
como o suporte da funcao de teste correspondente do iésimo no e Q;T o dual para funcao de forma.

Nesse sentido, pode-se desenvolver a equagao (2.43):

/ V- (eVV) — flwdQ = 0 (2.43)
Q

Considerando dominio local, chega-se a:

/ V- (eVV) — flwd = 0 =
Qie

= [V (wevy) a — /

(Vs - V)] dQ = / (] widS (2.44)
Qte Qte

te
QI

Sendo: w a fung¢ao peso (ou teste) proveniente da formulagao da forma fraca
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Pode-se, ainda, escrever a equacao (2.44) com integrais nos contornos, mediante o uso do teo-

rema da divergéncia. Assim:

/ wiea—vdI’ —/ [eVw; - VV)]dQ :/ [f] widQ (2.45)
r; on Q}e Q}e

Sendo: n o vetor normal a superficie I' e 'y a soma do contorno do dominio de influéncia da fungéo de teste (24") adicionado

as intersecgoes dessa fronteira com os contornos naturais e essenciais do problema.

Salienta-se que existem diversas maneiras de se tentar implementar o método petrov-galerkin sem
malha, principalmente no que tange a escolha de diferentes funcoes de teste. Usualmente, opta-se
por escolher as fungoes: delta de Dirac; degrau; residuo da equacao diferencial representada em sua

forma fraca; e alguma fungao no qual w; seja nulo no contorno Q.

Nota-se que uma das dificuldades encontradas no MLPG ¢é a integracdo nos contornos gerados
pela interseccao de dominios, uma vez que esses podem possuir uma geometria muito complexa
[Coppoli , 2010]. Segundo Liu [2010], o MLPG se comporta bem tanto para problemas estati-
cos quanto para problemas dinamicos, contudo, seu tempo de processamento nao é tao eficiente
quando comparado ao FEM, uma vez que as matrizes geradas sao assimétricas e as fungoes de

formas obtidas pelo MLS sao mais complexas.

2.2.8 Point Interpolation Method - PIM

Criado como alternativa para o uso do método dos minimos quadrados méveis, o PIM, basica-
mente, utiliza a interpolagdo polinomial para a construcao das fungoes de forma [Viana , 2006]. O
conceito fundamental do PIM ¢é interpolar a funcao desejada utilizando valores nodais do dominio
de influéncia de um ponto de interesse [Coppoli , 2010]. Dessa maneira, pode-se resolver problemas

de valores de contorno diretamente.

Pode-se apresentar a formulacao genérica do PIM da seguinte maneira:

" (z,2q) = Y _ wilw)ai(zq) (2.46)
i=1

Sendo: n o niimero de nés no dominio de suporte de um ponto z¢; <p(:p) as fungoes de base definidas no espaco de coordenadas

cartesianas 7 = [z,y,2] e a;(z¢) o coeficiente para a funcdo de base
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A definicdo da funcao de base do PIM, acarreta em diferentes versoes para o método. Segundo

Coppoli [2010], as principais técnicas de interpolagao pontual sao:

1. PIM Polinomial
Conforme observa-se pelo préoprio nome do método, o PIM polinomial utiliza como sua fungao
de base um polinémio. Fazendo entao ¢;(z) = p;(x) obtém-se a seguinte equagao na forma
matricial:

3" (2, 2q) = p ()a(Xq) (2.47)

Essa técnica apresenta algumas falhas como a singularidade da matriz de interpolacao e a nao
garantia de continuidade da funcao de aproximagao [Viana , 2006]. Assim, foram desenvolvi-
das outras técnicas (descritas a seguir) no sentido de melhorar o PIM polinomial. Todavia,
existem pontos positivos nessa ferramenta que devem ser destacados: a funcao de forma satis-
faz o delta de Kronecker e possui suporte compacto; o processo pode ser automatizado com
pouco aumento do esforco computacional e se a base polinomial for completa de grau n a

funcgao de base também tera tal grau de consisténcia.

2. PIM Radial
O método em epigrafe utiliza a fungao de base radial [Coppoli , 2010]. Assim, a formulagao

do PIM Radial pode ser apresentada como:
" (z,20) = RT (z)a(Xg) (2.48)

O PIM radial apresenta caracteristicas parecidas com o PIM polinomial, entretanto, vale
ressaltar duas diferencas pontuais entre esses: a matriz momento do PIM radial é simétrica
e possui inversa; e a eficiéncia computacional desse é compardvel com a do FEM [Coppoli ,

2010].

3. PIM radial com reproducao polinomial
A combinagao dos dois métodos PIM apresentados até entao gera a técnica de interpolacao
pontual com reproducao polinomial. Essa técnica foi proposta com o objetivo de atrelar as
melhores caracteristicas dos PIM’s polinomial e radial criando, assim, uma ferramenta mais

consistente [Coppoli , 2010]. Assim sendo, a fungao geral do método é dada por:
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" (z) = RT(z)a+ pT(z)b (2.49)

Sendo: b o vetor de coeficientes dessa base.

Segundo Liu [2010], a inclusdo de termos polinomiais auxilia ndo s6 no aumento da pre-
cisao como também na diminuicao da sensibilidade dos resultados frente as parametros das

funcoes radiais.

4. PIM local - local point interpolation method - LPIM
Uma das maneiras idealizadas para melhorar os métodos PIM’s foi a utilizagdo do MLPG
como método para discretizacao sem malha. A utilizagdo da forma fraca local eliminou o pro-
blema de compatibilidade apresentado pelos outros métodos, uma vez que cada sub-dominio
refere-se a um unico né, de modo que a aproximacao na funcao base é continua em qual-
quer parte [Coppoli , 2010]. Vale ressaltar que qualquer PIM pode ser utilizado como funcao
de forma do MLPG, caracterizando assim o LIAM. Contudo, estudos apresentados em [Liu ,
2010], apontam que os melhores resultados estao na utilizagdo do LIAM com funcoes de forma

radiais com reproducao polinomial.

De uma maneira geral, os principiais pontos positivos nos métodos de interpolagao pontual sao a
alta precisao no ajuste de curvas e o cumprimento do delta de Kronecker por parte das funcées de
forma, facilitando, assim, a imposigao das condigoes de contorno [Coppoli , 2010]. Por fim, segundo
[Viana , 2006], o método LIAM foi aplicado em problemas de mecanica, tanto sélida quanto dos

fluidos - [Liu e Gu , 2001] e [Wu e Liu , 2003], respectivamente - obtendo resultados satisfatérios.

2.2.9 Gradient Smoothing Method - GSM

Uma das evidéncias que demonstram a contemporaneidade dos métodos sem malha é, certa-
mente, a quantidade de técnicas meshless que ainda sao desenvolvidas. Um exemplo desse fato é
o Gradient Smoothing Method, criado no final da década passada. Basicamente, o GSM utiliza a

técnica do gradiente somada a uma funcao que lhe atribui uma melhor suavidade.

No método do gradiente suavizado, toda parcela desconhecida da funcao desejavel é armazenada
nos nos e suas derivadas, em muitos lugares, sao consistentemente e diretamente aproximadas com
o uso do gradiente suavizado em determinados dominios (chamados de gradient smoothing domains

- GSD’s). Uma vez que as derivadas sao aproximadas, a implementacao do GSM é tao simples como



PRINCIPAIS METODOS SEM MALHA 31

a do FDM [Liu , 2010}, j& que a técnica sem malha trabalha com a forma forte da EDP.

Considerando uma funcao a ser encontrada V', pertencente a uma equagao de Poisson, a formulacao

béasica do método pode ser dada como [Xu e Liu , 2008]:
YV, = VV(x;) ~ / YV (x)id(x — x;)dV (2.50)
Q;

Sendo: ©; o GDS de um ponto de interesse x;; dV um diferencial de volume e w(x — x;) a fungdo de suavizagao

Pode-se dividir a integral da equagao (2.50) por partes, assim:
VvV, = f V(x)w(x — z;)ndS — / V(x)Vw(x — x;)dV (2.51)
8Qi Qi

Sendo: 9€2; o contorno externo do GDS; n o vetor unitdario normal a 992; e dS um diferencial de superficie

Assumindo a funcao de suavizagao como de suporte compacto, o segundo termo da equagao (2.51)
é extinto. Pode-se, assim, aproximar uma equacao de Poisson da seguinte maneira:

1
V- (VV) = 7{ n-vvds (2.52)
oQ;

(e

O GSM foi aplicado com sucesso a problemas de mecanica dos fluidos [Xu e Liu , 2008] e equagoes
de Poisson geral [Liu , 2010]. Além disso, essa ferramenta é estdvel e eficiente aplicadas & esses

problemas.

2.2.10 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentados os principais métodos sem malha presentes na literatura. Na

Figura 2.5 apresenta-se um quadro resumo sobre os mesmos.

Infere-se que apesar de utilizarem diferentes métodos numéricos na formulacao, os principais méto-
dos demonstrados apresentam propriedades semelhantes como a necessidade de técnicas de apro-
ximagao para garantir a iteracao entre os nods distribuidos ao longo do dominio do problema.
Caracteristicas como técnicas de discretizagao da EDP também podem ser observadas em comum

em todos os métodos.



32 REVISAO BIBLIOGRAFICA DOS METODOS SEM MALHA: CONCEITO, FORMULAGAO E
HISTORIA

Pode-se salientar como principais destaques para os métodos estudados:

O SPH foi o primeiro método sem malha a ser langado e tem como grande ponto positivo a sua
facilidade de implementacao. Contudo, a utilizacao de uma aproximacao de Kernel mais simples
acarreta em um método sem consisténcia C! e que tem funcdes de forma que nio satisfazem o
delta de Kronecker ou a propriedade de particao da unidade. Foi entao desenvolvido o RKPM, um
método semelhante ao SPH, tanto em propriedade quanto em aplicagoes, porém mais consistente,

de melhor completude e de complexidade computacional maior.

O DiEM foi pioneiro na utilizagdo da aproximagao pelo o MLS, um dos métodos mais utiliza-
dos entre os meshles. O DiEM ficou conhecido por produzir uma fungdo mais suave como solugao
e pode ser descrito como o inicio para outros importantes métodos sem malha como o EFG e
o MLPG, métodos que se diferem, principalmente, pela a integracao utilizada. Enquanto o EFG
necessita de malhas de fundo para realizar a integragdo no dominio (fato que para alguns autores
anulam a caracteristica sem malha desse) o MLPG efetua a integragao localmente, dispensando o

uso de malhas de integracao.

Utilizando um método de particdo da unidade como técnica de aproximagao, os métodos HpC
e PU sao semelhantes e se diferem, apenas, no tratamento dado a funcao de forma obtida por par-
ticdo de unidade. As vantagens desses métodos sao a obtencao de espacos suaves e bons resultados

com consisténcia de segunda ordem sem alto custo computacional.

Outro método de aproximacao que trabalha diretamente com a forma forte é o método da coloca-
¢ao. A sua utilizagao pode ser observada no método sem malha FP, cujas principais caracteristicas
sdo o comprimento do delta de Kronecker nas func¢es de forma e uma boa estabilidade tendo em

vista outras técnicas que utilizam o método da colocacao.

Dentre os métodos apresentados, os mais atuais sdo os PIM’s e o GSM. A familia de métodos
PIM’s sao importantes por acrescentarem a propriedade de interpolagao a funcoes de forma uti-
lizadas no método de Galerkin ou no MLPG, acarretando na imposicao direta das condigoes de
contorno essenciais, para a resolucao de PVC’s. J4 o GSM tem uma proposta diferente, aplicando

o gradiente da funcao para realizar a aproximacao e apresentado resultados estaveis e satisfatérios
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Figura 2.5: Técnicas de aproximacao e discretiza¢do para os principais métodos meshless



Capitulo 3

O método FElement Free Galerkin

Amplamente utilizado em na area de engenharia, o EFG ¢é, atualmente, um dos métodos sem ma-
lha mais utilizados para a resolugao PVC’s. Inicialmente proposto para resolver um problema de
mecanica [Belytschko et al. , 1994], essa técnica também ja foi utilizada nas areas: de fisica apli-
cada [Zhang et al. , 2012] para solucionar equagoes de onda; de engenharia elétrica, modelando um
motor de indugao [Coppoli et al. , 2012]; de engenharia civil para andlise de falhas em concretos
[Schwer et al. , 2000]; e, por fim, de engenharia aeroespacial para simular uma técnica utilizada

para detectar pequenas fissuras e corrosoes na superficie de aeronaves [Liu et al. , 2006].

Nao s6 o numero de investigacoes em diversas disciplinas comprovam o prestigio do EFG, mas
também a sua aplicagdo em softwares, ou mesmo frameworks, exclusivas para resolver problemas
de valor de fronteira utilizando método sem malha. Tal fato pode ser verificado no programa

Mfree2D em Liu [2010] e na dissertacao de Lima [2011], respectivamente.

O objetivo deste trabalho nao é somente a resolugdo de um problema de valor de contorno eletro-
magnético, almeja-se, também, explorar os principais aspectos de um métodos sem malha de forma
que se investigue como os parametros essenciais de essa técnica meshfree podem afetar sua eficién-
cia. Sendo assim, a escolha do EFG se torna bastante atrativa, uma vez que, apesar de largamente

utilizado, existem poucos estudos sobre sua a otimizagao.
Tendo em vista a teoria até aqui apresentada - sobre os métodos meshless em geral - e consi-

derando, ainda, a definigao presente em Liu [2010] e Viana [1998], pode-se dizer que o EFG tem

quatro principais caracteristicas:

34
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e A técnica usual de aproximacao utilizada para a construcao das fungoes de forma é o método
dos minimos quadrados moveis. Todavia, em prol de facilitar a imposicao das condigoes de
contorno, pode-se optar por outro método de aproximagao: o método dos minimos quadrados

méveis interpolante (Interpolating Moving Least Square Method - IMLS);

e A técnica de discretizagao empregada para a montagem do sistema de equacoes lineares final
é o método de Galerkin’ aplicado ao método dos residuos ponderados (obtengao da forma

fraca);

e Malhas de fundo (ou células de integragao) sao necessarias para a realizacao da integracao
numérica e a posterior resolucao do sistema equagoes final. O método usualmente utilizado

para integracao é a quadratura gaussiana;

e As condigbes de contorno essenciais devem ser impostas, uma vez que as fungoes de forma
do MLS nao satisfazem o delta de Kronecker. Pode-se usar o métodos dos multiplicadores de

Lagrange para tal feito.

Destaca-se, também, a possivel utilizacao de uma técnica numérica que trate problemas de conti-
nuidade de materiais dentro do dominio em estudo. Segundo Belytschko et al. [1996], um método

eficiente com tal finalidade é o método do critério de visibilidade ( Visibility Criterion - VC).

Sendo assim, este capitulo tem o objetivo principal de discorrer, de maneira clara e concisa, so-
bre o método Element Free Galerkin. Para tanto, utiliza-se a seguinte estratégia de apresentacao:
inicialmente, sao demonstradas as técnicas numéricas que formam o método, i.e. 0 método dos
minimos quadrados méveis (Interpolante ou nao) para construgao das fungoes de forma; o método
dos residuos ponderados para a obtencao da forma fraca; o método de Galerkin para o sistema
final discreto, o método da quadratura de Gauss para integragao; e uma técnica de imposicao das
condigoes de contorno: o método dos multiplicadores de Lagrange. Posteriormente, é apresentada
a formulacao do EFG e sua aplicagdo a um exemplo genérico, com o objetivo de demonstrar como
essa técnica pode resolver um problema de valor de fronteira. Por fim, sdo explicitadas as principais

caracteristicas do EFG, como campo de aplicagdo e pontos fortes e fracos.
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3.1 Construgao das funcgoes de forma: o método dos minimos qua-

drados moveis - MLS

Em métodos sem malha o dominio €2 é representado por um conjunto de N nds, tal que X; € 2 C
R? sendo I =1,2,3,---, N. Diferentemente do FEM, no qual a relacio entre nés é definida pelos
elementos (malhas) e sua conectividade, nos métodos meshfree nao existe uma conexao rigida entre
os mesmos, portanto, essa relagdo mutua nao é conhecida a priori [Viana , 2006]. Assim, é im-
portante construir uma aproximacao para estabelecer a conexao entre os nés distribuidos ao longo

do dominio, sendo que a fungao destinada a tal feito, é conhecida como fun¢ao de forma (ou de base).

Sabe-se que a funcdo de forma de um método meshless é uma de suas principais ferramentas
numéricas. A escolha dessa funcéo influencia diretamente nos bons atributos da técnica sem malha,
como, por exemplo, consisténcia, compatibilidade e convergéncia Liu [2010]. Dentre as técnicas
mais utilizadas destaca-se o método dos minimos quadrados méveis que desde sua primeira utili-
zagao em um método meshless (no DIEM) apresentou resultados satisfatérios, ocasionando, assim,
na continuidade de suas aplicagoes em outros métodos sem malha [Lancaster e Salkauskas , 1981].

Segundo Liu [2010], apresenta-se a seguinte formulacao matemadtica para o MLS:

Considere a Figura 3.1 na qual é ilustrado um raio (ou distancia) de suporte da fungao de forma
para determinar um dominio de influéncia. Salienta-se que o raio de suporte pode possuir qualquer
tamanho, contudo, geralmente, ele é calculado adicionando-se uma constante ao tamanho da dis-
tancia d;. Observa-se, ainda, que o ponto de integragdo a é onde a funcao é observada, e os nés x
podem, ou nao, serem englobados pelo dominio de influéncia de a. Destaca-se, ainda, que r pode
ocasionar um dominio de influéncia circular (drea clara e escura) ou um dominio retangular (érea

clara), dependendo de sua relagao com a distancia definida d;.

Considere, agora, a PDE ’ representado pela Figura 2.1 e as equagoes de (2.1) a (2.3). Assume-se,
também, que V" (x7) = [v1,v2,- -+ ,v7] é a aproximacio da funcdo desejada V (z7) no né xz, tal que

I € N* . Por representacao em séries, tem-se:

m

Vi(a,z) = Z pj(x)oj(a) = pT(x)o(a) (3.1)

sendo: m o nimero de termos dos mondmios (base polinomial) e o(a) um vetor de coeficientes tal que o(a) = {og o1 -+ om}.
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Figura 3.1: Dominio de Influéncia do ponto a englobando os nds de discretizacio r1 = 0 e x3 = 0,5
(adaptado de [Cingoski et al. , 1997])

Na equagao (3.1), p(x) é um vetor de fungoes de base que consiste, na maioria dos casos, de mono-
mios que possuem a menor ordem que garante o minimo de completude [Liu , 2010]. Entretanto, em
prol de conseguir uma melhor eficiéncia ou produzir campos derivados de caracteristicas especificas
(e.g. singularidade, descontinuidade de interface), pode-se utilizar uma fungdo mais completa, ou
seja, que garanta mais que a completude minima. No espaco de uma dimensao, uma base polinomial

completa, de grau m, é representada por:
P’ (x) = {po(x),p1(2),p2(), - ,pm(2)} = p* (x) = {L,2,2°,--- 2™} (32)

Para os casos de segunda e terceira dimensoes, sao utilizados respectivamente: o triangulo numé-
rico infinito formado por binémios de Newton, ou seja, o tridngulo de Pascal e a sua generalizagao

para uma dimensao superior, e a piramide de Pascal.

Assume-se, agora, que o suporte do dominio de influéncia do ponto de integracdo representado
por a contém um conjunto de nés locais {x1, z9,- - ,z,}. Utilizando a equagao (3.1) para calcular

os valores aproximados da funcao desejada nesses nés, tem-se:

Vi(a,z;) = pT(x1)o(a), I=1,2,---,n (3.3)

Nota-se que o(a) é um vetor arbitrario de a. Sendo assim, o funcional quadrético do erro residual

(Viana [1998]) pode ser construido utilizando os valores aproximados da fungao desejada e dos
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parametros nodais (v; = V(zy)), de forma a minimizar o(a), assim:

II(R) = iW(a —xy) [Vh(a,xj) — V(acl)}2 =
I

n

= 1(R) =Y W(a—z1) [pT(x1)o(a) — V7] (3.4)
I

sendo: W(a—xl) a fungdo janela; [V"(a,z1) — V(z7)] % 6 erro residual; V7 o pardmetro nodal da funcéo V' (a) e II(R) o funcional

quadrético do erro residual R, tal que R(a,z1) = V"(a,z1) — V(z7).

A fungao janela (ou peso), utilizada no MLS, cumpre dois importantes papéis na execugao do
método: primeiramente, ela fornece diferentes pesos para os residuos em diferentes nés, dentro do
dominio de suporte; por outro lado, ela garante que os nds entrem ou saiam do dominio de influén-

cia de uma maneira suave, enquanto ha mudancas nos pontos de integragao.

Na aproximacao realizada pelo método dos minimos quadrados médveis, no ponto arbitrario a,
o(a) deve ser escolhida no sentido de minimizar a fungao do erro residual ponderado II. Percebe-se

entao que:
OII(R)
0o (a)

=0 (3.5)

O que resulta no seguinte sistema de equacoes lineares:

A(a)o(a) = B(a)ds (3.6)
A(a) e B(a) sao, respectivamente:
n —~
A(a)o(a) = > W(a)p™ (x1)p(x1) (3.7)
I
€
B(a) = [By By -+ Bya] = B(x) = W(a)p(x1) (3.8)
sendo: W(a) = W(a —zr)eds ={Vq4 Vo -+ V,} um vetor que coleta os parametros nodais (discretos) das fungdes variacionais

para todos os nés no suporte do dominio.
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Para encontrar o(a), assume-se que A ¢é inversivel. A equagao (3.6) transforma-se entao em:

Substitui-se a equagao (3.9) em (3.3), assim:

Vh(aa rr) = Z ij(x) (Ail(a)B(a))jI v
I J

Pode-se, também, definir uma funcao de forma ®; tal que:

®(a) =) pi(z) (A" (a)B(a)) ,; = ®s(a) = pTA "By
J

Sendo assim, tem-se:

sendo: ¢(a) = [@1(a) P2(a) - - Pn(a)] a matriz da fungdo de base do MLS.
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(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Para determinar as derivadas espaciais da funcao de forma, que sao necessérias para obter o sistema

de equagodes discretas, é conveniente utilizar a derivagao por partes, sendo assim ¢(a) é reescrito

utilizando a equacao (3.11):

¢(a)ds =~"B(a)

sendo: A(a)yT = p(a).

A derivada parcial de 4T pode ser obtida como:

Avi=p;— Ay

Avii =5 — (Aivis + Avi + Aijy)

AYijn = Dijk — (Aivge + A vk + Axvis + Aigye + Ay + Agrvi + Aigey)

sendo: i, j e k a representacao das coordenadas x e y e ,i a derivada parcial referente a varidvel espacial i.

(3.14)

(3.15)
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Por fim, a derivada espacial da funcao de forma ® pode ser obtida como:
Ap; =~iB+~"B;

A¢ i =~i;B+viBj+7v5Bi+~" B

Adij = V5B + 5B + VB + Y5k B + 5 Bk + 75 Bk + vk Bai + 7" Bijk (3.16)

Salienta-se que as fungdes de forma do MLS nao satisfazem ao delta de Kronecker, sendo as-
sim, elas nao podem ser usadas para construir interpolacoes, apenas uma aproximacao da funcao
[Lima , 2011]. Existem, ainda, outras caracteristicas do método dos minimos quadrados méveis que
se pode destacar. Observa-se, por exemplo, que a consisténcia da aproximacao do MLS depende
completamente da ordem do mondmio referente a equagao (3.2), se a ordem de completude do
monomio for k, a fungdo de forma do MLS terd consisténcia C* [Liu , 2010]. Entretanto, pode-se

dizer, também, que ela ndo garante a consisténcia da fungao de forma [Liu , 2010].

Verifica-se, ainda, uma certa fragilidade no método: assume-se que a matriz A é inversivel, to-
davia nota-se que tal suposicao pode falhar, uma vez que essa matriz pode ser singular quando
o nimero de ndés no dominio local (dentro do suporte da fun¢ao de forma) nao for maior que o

numero de termos do polindmio base.

3.1.1 O método dos minimos quadrados moveis interpolante - IMLS

E possivel realizar uma adaptacao no MLS de forma que a funcdo de forma construida possa ter
as propriedades do delta de Kronecker. Conforme demonstrado por [Marques et al. , 2007] tal feito
pode ser alcangado com a utilizagao de uma fungao janela (ou peso - /W(a —x7)), segundo equagao
(3.4), singular. Consequentemente, as condigoes de contorno podem ser forcadas diretamente no
sistema discreto final. Salienta-se, também, que o método que usa uma funcao de forma que cum-
pre o delta de Kronecker pode interpolar a funcao desejada, por isso o nome método dos minimos

quadrados interpolante.

O principio bésico do IMLS consiste em tornar a funcao janela infinita nos nés desejados xj caso
seja necessério interpold-los [Coppoli , 2010]. Assim, nos nds os quais é feita a interpolacao os

valores podem ser impostos diretamente no sistema final discreto. A funcéo janela garantird que
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apenas os pontos de interesse possuam algum valor, e os demais se aproximem rapidamente de zero

[Lancaster e Salkauskas , 1981].

Segundo Coppoli [2010], dado dois pontos distintos, a e xy, e um raio de suporte 7, um exemplo

de fungao janela que pode ser utilizada é:

— 1
W(a—x5) = (a;j”')zn+ﬂ

sendo: m um numero inteiro positivo e 8 um nimero real positivo e de valor dimensional pequeno.

(3.17)

Nota-se que o valor # deve ser suficientemente pequeno somente para garantir a nao singulari-
dade da fungao em termos de programacao. Provas de que equagdes como a (3.17) obedecem aos

critérios do delta de Kronecker podem ser encontradas em Li e Liu [2007] e [Marques et al. , 2007] .

Segundo Coppoli [2010], uma caracteristica importante relacionada a esse tipo de fungao de janela
é o modo como a mesma age sobre a esparsidade da matriz final, que representa a matriz ampliada
do sistema discreto. Apesar dessa possuir um comportamento assintético, as fungoes de forma as-
sociadas a elas possuem suporte compacto, uma vez que os dominios de influéncia de cada né sao

limitados, isso garante a esparsidade do sistema final.

3.2 Formulacao da forma fraca: O método dos residuos pondera-

dos - WRM

O método dos residuos ponderados é considerado como uma das técnicas classicas para a obtencao
de formas fracas de sistemas de equagoes aproximados se tornando, assim, uma ferramenta mate-
matica poderosa. O WRM é aplicavel na maioria dos problemas de engenharia, incluindo mecanica

dos fluidos, estruturas, eletromagnetismo, entre outros [Liu , 2010].

Considere o dominio generalizado ilustrado na Figura 2.1. A respeito desse dominio assume-se
duas situagoes: que esse ¢ um meio material cujas caracteristicas sao representadas pela letra € e a

existéncia, dentro de seus contornos, de uma funcao desconhecida que obedece ao comportamento
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da equagao de Poisson. Sendo assim, tem-se que:

0 oV 0 oV

Sujeito as condigoes de Neumann e Direchlet, respectivamente:

ecz)‘; =g em I, (3.19)
e
V=W em I, (3.20)

Aplicando o método dos residuos ponderados, assumindo, assim, um residuo 7 para o problema,

- (B 4 ()

No sentindo de ponderar o residuo admitido, uma funcao peso T €, entdao, acrescentada a funcao

tem-se que:

desconhecida e o resultado é integrado no dominio, assim:

[ (8 oV o [V ,

Segundo Viana [1998], a funcao de teste pode ser qualquer funcdo suficientemente regular, com

dominio em {2, que obedega a equagao integral (3.22).

A equacdo (3.22) é uma possibilidade de apresentagao para a forma fraca do problema, todavia,
nao é possivel observar nela as condigoes de condi¢des de contorno do sistema. Utiliza-se, entao, a

integracao por partes em todo dominio, incluindo as condigoes de contorno. Tem-se, assim:

0 oV 0 oV

—>--~—/de(2—/6 a—VJra—V -nTdl YV, T cH! (3.23)
Q r \9z Oy

sendo: n o vetor normal & superficie do contorno T'.

Outra maneira de representagao da equagao (3.23) é assumindo que o termo fQ 7 T'd) é nulo.

Tal suposicao pode ser feita uma vez que considera-se V' como a solucao do problema, assim, o
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residuo 7 se anula em cada subdominio [Viana , 1998]. Tem-se, entdo:

[(2()+ 2 () rm o [o(- )t s o

Pode-se dizer que a equagao (3.24) é a forma fraca da equagao de Poisson no dominio €.

Mesmo apresentando uma formulacao consideravelmente simples, o método dos residuos ponde-
rados ¢é aplicado em diversos métodos de resolugao de PVC’s, como, por exemplo, o método da

colocacao, o método dos momentos, o MLPG e na formulagao de Galerkin [Lemos , 2007].

A despeito da simplicidade do WRM, o que acarreta a sua aplicacdo na em diversos métodos
numéricos, diferentes maneiras de implementagao podem originar solugao de diferentes proprieda-
des e precisoes. Assim, a estabilidade e a convergéncia podem nao ocorrer, assim como a solugao
encontrada pode nao ser a solugdo correta para o problema [Liu, 2010]. Observa-se, ainda, que
a forma forte do sistema de equacgoes deve ser conhecida, portanto, é desejavel que a escolha das
fungoes de teste esteja de acordo com as caracteristicas da sua respectiva forma forte. Nota-se,
também, que se o conjunto de fungoes de base contém a solucao exata, da mesma maneira o WRM
apresentara a resposta correta contanto que as funcoes de peso sejam escolhidas no sentindo de dar
estabilidade e convergéncia para o método. Essa particularidade do método dos residuos pondera-
dos implica que nao existe erro numérico na computacao da técnica, podendo ser, entao, utilizada

para testar métodos que o utilizam, como os meshless [Liu , 2010].

Ainda, segundo [Liu , 2010}, o procedimento para a criagdo do modelo numérico discreto para
resolver problemas estéticos usando o método dos residuos ponderados é: (1) construir as fungoes
de forma para aproximar a fungao desejada utilizando as variaveis dessa fungao nos nés do dominio;
(2) Construir as fungoes de peso; (3) Substituir as funcoes de forma e de teste na forma fraca do
problema obtendo, assim, um conjunto de equagoes algébricas e (4) resolver o conjunto de equagoes

algébricas.

Salienta-se, ainda, que a quadratura do dominio €, usado na equagao (3.24) nao precisa englo-
bar toda a geometria do problema. Quando quadraturas em dominios locais sdo utilizadas tem-se o
chamado método dos residuos ponderados locais. Nesse caso, as funcoes de teste e de base podem

ser escolhidas independentemente, como no caso do método local de Petrov-Galerkin.
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3.3 Discretizacao do espaco e das fungoes: o método de Galerkin

- GM

Uma vez obtida a forma fraca do problema é necessario construir um sistema de equacoes discretas
cuja solugao resultara em uma fungao que descreve aproximadamente o comportamento fisico que
rege o PVC. Entretanto, a utilizacao do método dos residuos ponderados para a solucao desse
problema permite que algumas classes de fungoes indesejadas facam parte da resposta final, gracas
ao relaxamento das condi¢Ges que podem, por ventura, atender as equagoes da forma fraca. Sendo
assim, segundo Liu [2010], em prol de obter uma solugao estdvel e convergente deve-se optar por

uma postura criteriosa para escolha das fungoes de aproximacao.

Os espacgos mais lembrados e presentes nos métodos sem malha, também utilizados no EFG, sao
os espagos de Lebesgue e de Hilbert, apresentados na Se¢ao 2.1.3. Basicamente, esses espagos ga-
rantem que quaisquer funcoes que os pertencem sao quadrado integraveis dentro do dominio do

problema.

Mediante a anélise da forma fraca do problema, equagao (3.23), percebe-se a necessidade das
fungoes presentes no problema respeitarem o critério dos espacos de Hilbert e Lesbegue. Consi-
derando que a funcao desconhecida 1" pode assumir qualquer forma, inclusive V' = T, o primeiro

termo da equagao (3.24) se transforma em:

A ((23)2 i @Dj d“ (3.25)

Percebe-se, entdo que V deve ser suficientemente regular para que seja integravel em 2 [Viana ,
1998]. Para tanto, tem-se um caso cldssico de um espaco L de segundo grau, ou seja L2, que possui
propriedades que o classificam, também, como um espago H". Como a equacao (3.25) apresenta
uma derivada de primeiro grau, observa-se que o espago em questao é de derivada primeira de

quadrado integravel, portando V pertence a H!.

Sabendo que a funcado desejada V' faz parte do espago de Hilbert, o que garante sua estabilidade
e convergéncia, passa-se, entao, para o processo de discretizacdo para a resolucao do PVC. E im-
portante tal feito pois H' é um espaco de dimensao infinita o que inviabiliza a busca de funcdes no

mesmo [Viana , 1998]. Para encontrar, entdo, uma funcio discreta (V") que descreva aproximada-
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mente o comportamento de V', adota-se um espaco de Hilbert de primeiro grau finito, denominado
HM. B importante, também, que a funcao nesse espago obedeca as condicées de contorno, i.e.
Vh e H}IL deve se anular em I'. Por fim, define-se um espago discreto de derivadas primeira de

quadrado integravel nulas nas fronteiras do problema, Hé’h.

O método de Galerkin consiste na busca aproximada em um espago de dimentao finita [Rezende ,
2005]. Sendo assim, segundo Viana [1998], mediante o MG, pode-se buscar uma funcao discreta em
um espaco também descontinuo. Nota-se que na forma fraca do problema de Poisson tem-se duas
fungoes distintas a se obter: a fungao de teste, T, e a fungado a ser encontrada, V. Pelo o método

de Galerkin, ambas podem ser descritas como:

N
™" =" (ra (3.26)
=1
(§]
N
V=Y "oV (3.27)
I=1

sendo: @1 e (5 funcdes de forma e ay e V7 coeficientes a serem determinados

Assim, a forma fraca discreta, utilizada para a solugao do EDP, é:

o ( ovh o ( ovh N N
/Q<ax<68x)+ay<eay ))T dQ—/QbT dQ — - —

h h
_>..._/6 6L+8L nTdl=0 VV, T eH! (3.28)
r Ox oy

Salienta-se que uma importante caracteristica do GM é utilizar a mesma fun¢ao de forma para

obter tanto a fungado de teste, T', quanto a funcao aproximada, V', ou seja, (; = @y.

O método de Galerkin é amplamente aplicado em diversas dreas da fisica e engenharia, como,
por exemplo, equacoes diferenciais, andlise, mecanica, termodinamica, eletromagnetismo e hidro-
dinadmica [Rezende , 2005]. O fato dessa técnica poder ser aplicada na resolu¢ao de problemas de
forma arbitraria e ndo haver conexoes entre as aproximacoes e as formas variacionais do problema,
fizeram com que o estudo de Galerkin, no comeco do século passado, atingisse uma repercussao

mundial no campo das investigagoes matemaéticas.
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3.4 Imposicao das condigcoes de contorno: o método dos multipli-

cadores de Lagrange - MML

O fato das fungoes de formas obtidas pelo MLS nao cumprirem as propriedades do delta de Kronec-
ker, implica na utilizacao de tratamento adequado para que as condigoes de contorno do problema
sejam obedecidas. Existem alguns métodos que realizam tal feito, e.g. método dos multiplicadores
de Lagrange (method of Lagrange multipliers - MLM) e método das penalidades sendo que nessa

dissertacao, é apresentado e estudado somente o primeiro.

Considere o problema genérico da equagao de Poisson (2.4), apresentado na Segao 2.1.3 e forma
fraca obtida pelo método dos residuos ponderados, equagao (3.23). Segundo Viana [1998], o pro-
blema original é auto-adjunto podendo ser solucionado, entre outras formas, pela minimizacao da

seguinte funcgao :

o [ ovh o ( ovh h h

Escrevendo a equacao (3.29) de forma simplificada:
(V) = B(V,V) — 2F(V) (3.30)

sendo: B(V,V) a forma bilinear simétrica e F'(U) o funcional linear

Tem-se o objetivo de fazer ® estacionario com relacao a qualquer variagdo de V em um con-
junto de funcGes admissiveis, satisfazendo, assim, as condigoes de contorno essenciais. Portanto,
paraum ¢ € R;um T € H&(Q) eV+¢T e H&(Q), tendo em vista as propriedades de bilinearidade
de B e linearidade de F' [Viana , 1998], tem-se:

IV +¢T) =1(V) + 2¢(B(V,T) — F(V)) + <*B(T,T) (3.31)

Para uma pequena variagao de V' (V + oV), sendo oV = ¢T', define-se a primeira variacao do

funcional II:

oTI(V, T) = lim ~ [II(V +sT) — (V)] = oll(V,T) = 2[B(V,T) — F(T)]  (3.32)

s—0 ¢
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A equagao (3.32) deve se anular para um II(V') estacionario, sendo assim:
oll(U,T) =0 = [B(V,T) — F(T)] =0, VT € HY(Q) (3.33)

Se a solugao de V nao satisfaz as condigdes de contorno, o funcional II(V') pode nao ser estaciondrio.
Assim, os multiplicadores de Lagrange sdo usados para forcar tais condicGes, resultando em um

novo funcional, denominado IT'(V, A) [Viana , 1998], tal que:

(V. \) = TI(V) + / AV — Vp)dTl (3.34)
e

sendo: A os multiplicadores de Lagrange que atuam na fronteira I'e para impor as condigdes de contorno essenciais

Fazendo, entao, o II' estaciondrio, em relacao a V com os multiplicadores de Lagrange e assu-

mindo pertubagoes oV = T e o\ = ¢ P, para 1,62 € R tem-se que:

oI (V, \) = oII(V) + / AV — V)T + / AV)dr (3.35)

e e

Para que II' seja estaciondrio, oIl’ deve ser nulo para todas as variacoes de oIl e pA. Portanto:

V-V, =0, em [';
oV =0, em ['¢; (3.36)
oll =0, em )

A condicao de funcional estaciondrio requer que a equacao (2.4) seja satisfeita, sendo assim, a
funcao V, que faz II' estacionario, é a solugao da equagao que satisfaz as condigoes de contorno

de Dirichlet. Efetua-se, entao, o cdlculo da primeira e da segunda variagdo de II' [Viana , 1998],

obtendo:
1
oll'(V 4+ qT,\) = lim — [IT'(V +aT,\) —II'(V,\)] =
1—0¢1
— oT(V 4T, \) = [B(V,T) — F(T)] + / TAdT (3.37)
e

1
oll'(V,A+ @P) = lim — [II'(V,A + oP) —II'(V,\)] =
s2—0 Gy

= (VA + oP) = / P(V — Vp)dl' (3.38)
e
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Implica-se, consequentemente, em um sistema dado por:

(B(V,T) — F(T)] + / TAIL = 0 (3.39)

e

P(V = Vp)dl =0 (3.40)
Te

Escrevendo a forma fraca com os multiplicadores, tem-se, entao:
o [ oV o ([ oV
— | e—=— —e—=— ) | TdQY— | bTdQY— ---
/g(aw <68w)+8y<68y>> /Q 7

—>~~-—/6<8V+8V>-anF+/ TXdl' =0 VYV, T ¢ H (3.41)
r \Oxr Oy .

O uso dos multiplicadores de Lagrange implicard no aumento do niimero de incégnitas a serem
determinadas na solucao do sistema matricial final, o que se pode observar pelo acréscimo de um
termo na forma fraca do problema. Apesar disso, essa técnica é amplamente aplicada nos métodos
sem malha cuja funcao de forma nao obedece o delta de Kronecker por ser considerado como preciso

e eficiente [Viana , 1998].

3.5 Imposicao das condigoes de interface: o critério da visibilidade

- VC

Existem PVC’s que apresentam descontinuidade entre os materiais presentes em seus dominios.
Em alguns métodos tradicionais baseados em malha a condi¢ao de interface é imposta de forma
que os meios sejam subdominio do problema, ou seja, a interface entre os diferentes materiais se
torna uma condicao de contorno. Todavia, nos métodos sem malha, a imposicao das condicoes de
interface nao é tao direta, e funciona, na realidade, com a implementacao da descontinuidade na

funcao de forma [Viana , 1998].

O critério de visibilidade consiste, basicamente, em introduzir descontinuidades na funcao de forma
quando a interface entre dois meios é ultrapassada pelo suporte da funcao [Viana , 1998]. Considere,
por exemplo, o dominio de influéncia ilustrado na Figura 3.2 (extensao da Figura 3.1). Supde-se,

ainda, uma interface presente no no representado pela abscissa x = 0, 5, na qual se encontram dois
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meios distintos. Se o raio de suporte 7, oriundo do ponto de a que pertencente ao meio 1, encontra
um material distinto (meio 2), os nés sao excluidos desse dominio de influéncia. Em outras palavras,
o suporte criado em um meio é ceifado na regiao de outro meio. Assim, como a fun¢do de forma é

nula fora do seu suporte, os nés de um meio nao entram no célculo do outro meio [Viana , 1998].

|
|
|
|
|
|
|
nNes 1 \a 2| 3
|
|
|
|
|
|
|

O O 0
x=0.0 0.5 1.0
Meio 1 | Meio 2

Figura 3.2: Dominio de Influéncia do ponto a quando aplicado o critério de visibilidade para a interface
entre os meios 1 e 2 (adaptado de [Cingoski et al. , 1997])

Ainda de acordo com a Figura 3.2, pode-se concluir que o né 1 se encontra no suporte da fungao
de forma, enquanto o né 3 nao. Existem, também, nés que estao incluidos na interface entre os dois
meios distintos (né 2). Para esses casos, considera-se que esses pontos pertencem aos dois meios,
ou seja, se ora é englobado pelo suporte presente no meio 1, outrora, é abarcado por um suporte

no meio 2.

Um ponto negativo na utilizacdo do VC é a descontinuidade presente na funcao de forma que
pode atrapalhar, de certa forma, na derivada da mesma (importantes para a resolucao do sis-
tema final). Todavia, pode-se dizer que o critério de visibilidade apresenta pouca complexidade de

implementagao [Viana , 1998].

3.6 Integracao do problema: o método da quadratura de Gauss

Observa-se que a forma fraca de um EDP possui termos integrais e, portanto, é plausivel assumir
que a resolucao do EFG dependa da solugao de equacses integrais. Uma das ferramentas mais tra-

dicionais para a resolugao de integrais de maneira numérica é o método da Quadratura de Gauss,
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que, além de ser proposta como alternativa para o EFG por seus autores originais, também ¢
utilizada nesse trabalho. Todavia, optou-se por nao apresentar a formulagdo bésica desse método,

uma vez que essa ferramenta é amplamente difundida e utilizada em problemas numéricos em geral.

Belytschko et al. [1994] propdem a geracao de um arranjo de células que auxiliam na geragao
dos pontos da quadratura. Esse procedimento consiste em gerar um arranjo de células regulares
que envolva todo o dominio de estudo. Essas sao independentes dos nés distribuidos no dominio
pelo o método meshless em questao; Em cada célula, pontos de integracao sao gerados pelo método
de Gauss. Como o conjunto de células é independente da geometria do problema, alguns pontos de
integracao podem ficar fora do dominio. Entretanto, nao hé problema em tal ocorréncia, uma vez

que esses pontos podem ser tecnicamente ignorados [Viana , 1998].

Ainda segundo Viana [1998], para a implementagao da integragdo numérica das integrais obtidas
no EFG é necessario gerar células nao s6 no dominio como também nos contornos. Para importan-
tes autores como Liu [2010], Belytschko et al. [1996], a geracao do arranjo de células nao elimina
a caracteristica dos métodos meshless, uma vez que a finalidade tnica desse arranjo é auxiliar a

geracao de pontos de quadratura (ou integragao).

3.7 Formulacao final: o Element Free Galerkin

Em posse, entao, das principais ferramentas acerca do EFG, constrdi-se, por fim, a formulagao
final desse método sem malha. Recorda-se aqui, a idéia basica do EFG, que consiste em utilizar o
método dos residuos ponderados aplicado a técnica de Galerkin para a obtencao de uma forma fraca
discreta, o que possibilita a resolu¢do do problema por meio de um sistema de equagoes lineares. As
fungoes de forma associadas ao GM sao criadas mediante o uso do MLS ou IMLS, e a integracao do
dominio, quando necessario, € feita pela quadratura de Gauss. Vale salientar, também, que o fato
do MLS tradicional nao cumprir as propriedades do delta de Kronecker, implica na necessidade do
tratamento para o cumprimento das condigoes de contorno, tal feito pode ser realizado utilizando

o MML.

3.7.1 Formulacao matematica

Na Figura 3.3 observa-se um esquema simplificado do Element Free Galerkin. Tendo em vista tal

ilustracao, pode-se discorrer sobre a formulagao do método.
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Reconhecimento Aplicar o Método Galerkin | PVCdiscreto
doPVCe f
obtencao da Distribuir os nés (aproximacao) e pontos
Forma Fraca. (integracdo) no dominio do problema.

Métododos resfduosi
ponderados

Aplicar o Método dos Minimos
’ Quadrados Maoveis

Figura 3.3: Esquema simplificado para a resolu¢do de um PVC com a utilizagdo do método EFG

Do método de Galerkin, aplicado juntamente com o WRM, tem-se a forma fraca conforme apre-
sentada na equagao (3.28), entretanto é comum, também, descrevé-la de uma maneira diferente.
Segundo Viana [1998], considerando que as fungoes de teste pertecem ao espago de Lesbegue de
segundo grau e as condigoes de contorno naturais, ou seja de Neumann, sao homogéneas em I,

observa-se que o termo da fronteira I' dessa forma fraca se anula, portanto:

o [ ovh\ 8 [ aVh\\ ., " !
/Q<8x<eax>+8y<eay>>TdQ—/QdeQ—O VV,T € H (3.42)

Assim sendo, a equagao (3.42) pode ser denominada como a forma fraca homogénea da equagao de
Poisson. Nesta dissertagao, todos problemas investigados sao considerados homogéneos e lineares,
portanto, trata-se como forma fraca para o EFG a prépria equacao (3.42). No sentido, entao, de

simplificar as apresentacoes dessa equagao, descreve-se a mesma pela seguinte denominacao:

BV Th = F(Th) (3.43)

sendo: B(V?, Th) a forma bilinear simétrica B(V",T") = [, <ag;h (e%) + aaiyh <€ a(,‘}/yh )) dQ e F(T") um funcional linear

tal que F(T) = [, bT"dQ

Sabendo que a funcao de forma ® obtida no MLS é a mesma tanto para a fungdo de teste

Th = Z?{:l (rar, quanto para a funcio aproximada V" = Z?{:l ®;V; de Galerkin e, considerando,
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ainda, que o conjunto de varidveis ay sao constantes arbitrarias, tem-se que:

=0 (3.44)

N
> as
J=1

N
B (Z @V, %) — F(®,)

I=1

Assume-se que ay = 1, VJ € N*, obtendo assim o seguinte sistema de equagdes lineares:

N N
SN VK =Fy, (3.45)

J=11=1
Portanto:
Ky = B(®,0) = K7 = /e [<a;;a;;,> + <aaq;1 ag;"ﬂ o (3.46)
e
FU:F(@J):FU:/M)J (3.47)
Na forma matricial, tem-se que:
V&,eVe, .. V&,eVOyN %1 bd,
K]+ [V] = [F] = = (3.48)
VoneVP; .. VOneVIy VN bd N

O ultimo passo para a construgao do sistema é o tratamento das condicoes de contorno. Na hipotese

do uso dos MLM, uma vez que a forma fraca é modificada - vide equagao (3.41) - é necessério um
novo arranjo para o sistema final. Comparando a equagao (3.41) com a forma fraca (3.28) percebe-
se que existe o acréscimo de mais um termo. Relembrando que o sistema é linear e homogéneo,
pode-se obter a seguinte expressao:

h h
/ O (OVIN L O (OVINY phgg — / bT"dQ + | bTAWD =0 VYV, TeH' (3.49)
o \ Oz Ox dy 8y r,

Pelo método de Galerkin, e utilizando a nomeclatura presente em Viana [1998], a funcao A pode

ser escrita como:

= Ny (3.50)

sendo: NF o nimero de nés nas fronteiras e V) fungoes de interpolacdo de Lagrange
Considerando que o sistema representado por (3.48) advém da forma fraca reduzida, verifica-se que

um sistema derivado da utilizagdo dos multiplicadores de Lagrange deve conter, em suas matrizes,

termos que correspondam a funcao A. Tendo em vista as equagoes (3.39) e (3.40), que descrevem
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0s requisitos para que a utilizacao dos MML, garantam as condigoes de contorno, observa-se que

os termos a serem acrescentados sao:

GJKZ/ O Ny, Apdl (3.51)
Le

correspondente a equagao (3.39), e:

QK:/ Ny, Vodl (3.52)
Te

correspondente a equacao (3.40). Assim sendo, tem-se um novo sistema de equagoes lineares, no

qual:

K G||V F
[KK] * [X] = [FF] = = (3.53)
GT 0 A Q

Sendo assim, tem-se os sistemas finais que devem ser resolvidos para encontrar a fungao aproximada
V. A seguir, é apresentada uma possibilidade genérica para a solucio desse sistema de equacoes

lineares.

3.7.2 Construcgao e possivel solugcao do sistema de equacgoes lineares

Em posse, entao, do sistema final (3.48), cuja solucao fornece uma aproximagao da funcao desejada

V', pode-se descrever, segundo Figura 3.4, um esquema bésico para sua construcao e solugao.

Destaca-se nesse esquema a presenca de um ciclo que representam a quadratura de Gauss, loop
esse que varre cada ponto de integracao. Nota-se que tanto a matriz K quanto a matriz F - equa-
goes (3.46) e (3.47), respectivamente - possuem termos integrais, que se tornam somatérios na

aproximacao numeérica de Gauss. Esses somatérios originam o loop apresentado na Figura 3.4.

Para melhor ilustrar a construcao e solugao do sistema final oriundo do método EFG, é apre-
sentado um exemplo. Admite-se uma funcéao desconhecida V', cujo comportamento obedece a uma
equacao de Laplace, sujeita as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann, numa geometria
irregular. Considere, ainda, que essa geometria ja foi preenchida com uma distribuicdo de néds

arbitraria, conforme ¢é ilustrado na Figura 3.5.
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Identificacdo/Geracdo da Geometria

Geracao dos nas e malhas de fundo (Integracao)

Varre todos o pontos da quadratura de
Gauss em cada malha fundo

Encontra os nos pertencentes ao
dominio de influéncia do referente ponto
de quadratura

Cria a funcao de forma (via MLS) para
cada no selecionado

|

Calcula a matriz nodal corrente

Reune as matrizes nodais correntes na
matriz global do sistema

Resolve o sistema de equacdes

Calcula a fung&o aproximada e
suas derivadas (via MLS) para
cada no

Figura 3.4: Esquema bdsico para a construcdo e aplicacio do EFG (adaptado de [Liu , 2010])

Observa-se que o sistema (3.48), se torna, para tal problema, a expressao - equacao (3.54) - repre-

sentada a seguir:

V(I)leVQ)l e V<I>16V<I>25 Vi 0
=10 (3.54)

V(I)%ev(pl e VCI)256V(I)25 V25 0
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Figura 3.5: Problema de geometria irregular com wma distribuicio de nds arbitrdria (adaptado de
[Cingoski et al. , 1997])

Seguindo o esquema representado no comeco dessa secao, Figura 3.4 deve-se, agora, gerar malhas
de fundo - oriundas do método da quadratura de gauss - definindo, assim, os pontos nos quais
ocorrem a integracao. Sabe-se que cada ponto deve possuir, associado a ele, um raio de suporte (7)
que define o dominio de influéncia desse ponto. Esse subdominio engloba os nés do problema que
participam da integragao. Pode-se, nesse sentido, acrescentar a Figura 3.5 as células de fundo, os

pontos de Gauss (representados pela letra z), e o dominio de influéncia de cada né. Tem-se, assim,

a Figura 3.6.
| | | | | |
B U [
| o |
| |
| Ponto de
| Integragédo Xy

_IC;uIade _\T\ - _/1% T _!_ o

Integracéo ! '
Figura 3.6: Representacdo do raio de suporte, ponto de integracao e malha de fundo para o primeiro loop

(adaptado de [Cingoski et al. , 1997])

O préximo passo é, entao, proceder com o loop em cada ponto z de Gauss (denominado por Xy).
Percebe-se que existem N [oops na formulagao, ou seja, o numero de pontos de gauss definem o

numero de ciclos.
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Ainda segundo o esquema presente na Figura 3.4, percebe-se que o loop é dividido em trés etapas:
definir quais nés se encontram no dominio de influéncia do ponto Xy em questao; criar as fungoes
de formas ® e, por fim, determinar a matriz correspondente a cada ponto (matriz Kx ). Por fim,

deve-se somar essa matriz local & matriz global (K) do sistema, de forma que:

K =[K; +Kz+ -+ Kxylosxs (3.55)

Sendo que:

Kx = [k1,7]25%25 (3.56)

Defini-se, ainda, cada elemento da matriz Kx, pela denominacao ky ;, de maneira que:

ki =V®eVd, (3.57)

Para o exemplo sob andlise, nota-se que N = 120 uma vez que existem vinte células de integracao
que possuem, dentro de si, um arranjo com seis pontos de Gauss. Verifica-se, ainda, que para o
ponto de gauss em destaque (ilustrado na Figura 3.6) os nés 8, 14 e 13 se encontram dentro de seu

raio de suporte. Assim, a matriz local gerada dentro desse loop é representada por:

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 kss O 0 ksiz ksia O 0
0 0 0 -0 0 0 0
Ky = | .o S .o : : : .o (3.58)

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Fkizs O 0 kizas kizaa O 0
0 0 kuas O 0 kisiz kigaa O 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Considera-se, agora, a Figura 3.7.

Figura 3.7: Representacao do raio de suporte, ponto de integracao e malha de fundo para o segundo loop
(adaptado de [Cingoski et al. , 1997])

Analogamente, pode-se realizar o mesmo procedimento agora para o ponto de gauss destacado na

Figura 3.7. A matriz K é, entao:

o --- 0 0 0 o --- 0 0 0 o --- 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 kis,i3 kizae O 0 kis,is kize O 0
0 0 kia13 kiaaa O 0 kiais ks O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Kxypo =0 -0 : R Do R (3.59)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 kig,i3 kigaa O 0 kig,is kigao O 0
0 0 k1913 Kkigua O 0 k1918 Kkigue O 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |

Assume-se nesse momento que todos os loops sobre os pontos de integracao foram realizados.
Observa-se que ao fim desse ciclo, obtém-se uma matriz K simétrica, cuja diagonal quase sempre
possuira termos diferentes de zero (pode aparecer algum termo nulo, de acordo com o problema em
questao). E necessario, porém, ter cautela para que essa matriz nao seja singular, devido a presenca
de muitos zeros em seus elementos. Por fim, argumenta-se que atitudes como aumentar o niimero
de pontos de gauss assim como variar o raio de suporte contribuem diretamente para a obtencao

da nao singularidade nessa matriz.
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Salientando que, a essa altura da formulacao, as funcoes de forma ®, assim como suas deriva-
das, possuem valores definidos, assume-se que os termos k7 ; sao nimeros conhecidos e, portanto,
ao término dos loops, tem-se um sistema linear [K] % [V] = 0 com o nimero equilibrado de incog-

nitas e equacoes.

Ressalta-se que é necessario ainda a imposicao das condigbes de contorno para a solugao final
do sistema linear. Esse processo depende do método de tratamento que é utilizado: se for feita a
escolha pelo MLM, sao acrescentadas as matrizes Q e G - equacoes (3.51) e (3.52) - ao sistema
final; se a opgao for pelo IMLS, os valores ja conhecidos das condigbes de contorno essenciais sao
impostos diretamente na matriz [K], isto é, um né k7 ; que pertenca ao contorno das condigoes

essenciais tem o valor desta condicao.

Em posse, entao, dos vinte e cinco valores pertencentes a matriz de resultados V pode-se, por
fim, calcular a funcao aproximada que descreverd o comportamento da funcao desejada V. Para
tanto, é comum usar a fungao de forma obtida pelo MLS (ou IMLS) aplicada & equacao discreta

do GM - equacao 3.27 - para tal aproximacao [Liu , 2010].

3.8 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi apresentado o método sem malha EFG de forma a destacar as técnicas numé-
ricas utilizadas para sua formulacao geral. Em resumo, pode-se afirmar que a construcao do EFG
passa pela: criagao das fungoes de forma, com o uso do MLS (ou IMLS); formulacao da forma fraca
discreta, utilizando o método de Galerkin aplicado ao WRM; imposi¢ao das condi¢es de contorno
e de interface, quando necessario, empregando o MLM ou o CV, respectivamente; e integragao
realizada pelo método da quadratura de Gauss. Por fim, mediante andlise da formulacao do EFG,

destaca-se as seguintes caracteristicas do método:

Muitas técnicas numéricas empregadas no FEM podem ser utilizadas no EFG, resultando, assim,
numa transi¢ao simplificada de um método para o outro [Coppoli , 2010]. Entretanto, o processo
de céalculo das funcoes de formas e imposicao das condicoes de fronteira, quando necessario, é mais

complexo, em termos de implementacao, quando comparado ao FEM. Portanto, o EFG é compu-
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tacionalmente mais dispendioso [Guedes , 2006].

O EFG possui consisténcia de ordem k quando é utilizado funcdes de peso C* para o calculo das
funcdes de forma. Pode-se dizer, ainda, que quando obtida a consisténcia C'! nas funcoes de forma (e
derivadas) o método tem bons resultados para o calculo de deformagoes e tenses [Guedes , 2006].
Comenta-se, ainda, que as condi¢Ges de contorno essenciais nao podem ser impostas diretamente

quando as funcoes de forma nao obedecem ao delta de Kronecker.



Capitulo 4

EFG aplicado ao problema
eletrostatico um: capacitor de placas

paralelas

Uma anélise significativa sobre um método como o EFG requer, principalmente, uma familiaridade
profunda sobre as ferramentas numéricas envolvidas. Sendo assim, optou-se nesta dissertagdao por
fazer uma anélise sobre o EFG primeiramente sobre um sistema simples para depois utilizéd-lo em

um PVC menos trivial.

Nesse sentido, este capitulo apresenta o método EFG aplicado a um problema eletrostatico bi-
dimensional: um capacitor de placas paralelas preenchido por dois meios dielétricos distintos. O
objetivo é, entao, verificar algumas das principais caracteristicas do EFG, uma vez que utilizando
esse método meshless em um sistema de facil solucao tais propriedades tendem a aparecer sem
influéncias de fatores externos ao método, como erros numéricos ou mesmo de construcao do pro-
grama. Assim, as peculiaridades do método podem ser estudadas em sua forma natural, facilitando,

assim, a compreensao do porqué de tais ocorréncias.

Comenta-se que a configuragdo do EFG escolhida foi em sua forma mais tradicional, ou seja,
com a aproximacao realizada pelo MLS e a imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais feita
pelo MML, como pode ser observado no artigo original do método, Belytschko et al. [1994]. E
importante argumentar, ainda, que uma eventual comparacao entre o EFG com MLS mais o MML

e 0 EFG com IMLS nao é realizada neste capitulo especifico, uma vez que na literatura pode-se

60
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encontrar estudo bem semelhante, e.g Coppoli [2010].

4.1 Apresentacao do problema: Capacitor de placas paralelas e

dois dielétricos

A obtencao de campo ou potencial elétrico - E ou V', respectivamente - empregando problemas de
valor de contorno sao solugdes amplamente utilizados na engenharia elétrica. Um exemplo classico
de um PVC deste tipo é o calculo dessas grandezas elétricas para capacitores com diferentes formas

geométricas. Para o capacitor em epigrafe, apresenta-se a seguinte formulagao.

4.1.1 Formulagcao Matematica

Segundo Sadiku [2004], a formulagdo para um PVC proveniente de um capacitor 2D pode ser

obtida a partir da forma diferencial da Lei de Gauss, 4equacao (4.1):
V-D=p (4.1)

Sendo: D o vetor que representa a densidade de fluxo elétrico e p a densidade de carga elétrica

Destaca-se que a relagdo entre a intensidade e a densidade de campo elétrico é dada por:
D =cE (4.2)

Sendo: € a permissividade elétrica do meio material

e a relacao entre potencial e campo elétrico pode ser obtida por:
V:—/QE-dl=>E:—VV (4.3)
Aplicando a equacao (4.3) e (4.2) na equagao (4.1), obtém-se:
V- (—eVV)=p (4.4)

Percebe-se que a equagao (4.4) tem a forma de uma equagao de Poisson. Sendo assim, tem-se

uma EDP na qual se pode encontrar a funcdo V mediante a solugao de um problema de valor de
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contorno. Segue-se, entao, a formulacao do PVC:

Placa Placa
1 'Ql '-Q'Z'. 2
y 1_'3
X i 5
d2
A 7 ’
Ff Meio 1|Meio 2 Fe

Figura 4.1: Capacitor de placas paralelas com dois dielétricos distintos

Considere um capacitor de placas paralelas no sistema de coordenadas retangulares (Figura 4.1)
cuja a densidade de carga p, no dielétrico, é nula. Para cada meio especifico, o potencial elétrico
pode ser obtido pela equacao de Laplace. Entretanto, para a interface (I';) a permissividade elétrica,
€, é descontinua, invalidando assim a premissa da equagao (4.4). Portando, para essa fronteira se
faz necessério considerar as condigoes de interface dielétrico-dielétrico [Sadiku , 2004], sendo que,
considera-se apenas a componente normal a fronteira I'; uma vez que nao existe componente de

campo transversal para o capacitor ilustrado. Sendo assim:
Dy - n1=Ds-19=D1 -1 —Dg-19=0 (4.5)

Sendo: 11 e 1y vetores unitarios normais a fronteira I'; correspondentes ao meio 1 e ao meio 2, respectivamente

Substituindo, a equagao (4.2) na equagao (4.5):
61E1 11 —eEq 19 =0 (4.6)

Por fim, o problema de valor de contorno para o capacitor ilustrado na Figura 4.1 é dado por:

o  OV(xy\, 0 [ OV(xy)\ _ _
pe ( emiﬁx > + ay < Emi(?y =0 Ve, y € Qyy m=1,2 (4.7)
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Sujeito as condigdes de contorno de Dirichlet e interface (condi¢ao de fluxo nulo), respectivamente:

Vo1 para Placa 1
V(z,y) = Va,y € I'e (4.8)
Vo2 para Placa 2
e
(—eVV(z,y))-n=0 Ve,y e Ty (4.9)

4.1.2 Solucao analitica

Considerando os meios materiais homogéneos, lineares e isotrépicos, admitindo, ainda, que para no
capacitor ilustrado pela Figura 4.1 nao existe variagdes de potencial V' em y (linhas equipotenciais),

a solucao analitica é dada por:

Para um meio bidimensional qualquer, no qual a permissividade elétrica é dada por €,,, tem-se

0 ov 0 ov
2 <_m(%) re (—may) - (4.10)

Com variagbes apenas em = a equagao (4.10) transforma-se em:

a equagao de Laplace:

2V 2V
@ _o

m 7 ~ =0 4.11
¢ dxz? dx? ( )

Assim, V' pode ser obtido por integracao simples, tal que:

[ _ [y Wale) L [Vl [ g = dre B (0

dx? x x

Sendo: A, e By, constantes a serem determinadas pelas condi¢ées de contorno e interface

Assim o potencial em cada meio é dado por:

Aix+ By se €m = €1
Vin(x) = (4.13)
Aox + By se €m = €2

Pela condicao de contorno Dirichlet, tem-se que:
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E pela condicao de interface, observa-se que:

Vi (z) o dVs(z) N

Eqi| — |eoE2| =0 = 4.15
1B — |e2E2[ =0 — e1— I (4.15)
Verifica-se que na interface o potencial deve ser o mesmo, assim:

Vl(a;:dl) :Vg(x:dl) (4.16)

Tem-se, entdo, um sistema com quatro equagoes - duas equagoes em (4.14), uma em (4.15) outra

em (4.16) - e quatro incégnitas. Pode-se resolvé-lo da seguinte maneira:

V1($:0):V01—>A1(O)+31:V01$31:Vb1 (4.17)
Também:
€1 d‘/i($) = €2 d%(l‘) — €1A1 = €2A2 = Al = EEAQ (418)
dx dx €1
Ainda:
Vo(x =dy + do) = Voo — As(dy + da) + By = Vi = By = Vo — Aa(dy + do) (4.19)
Por fim:
Vilx =dy) = Vo(x =dy) — Aidy + By = Asdy + Bs (4.20)

Substituindo as equagdes (4.18) e (4.19) na equagao (4.20), tem-se que:

Ardy + By = Asdy + By — ?AZdl = Aody + Voo — Aa(dy + d2) — Vor —
1

Voo — V&

> Ap(Zdy —dy + dy + da) = (Voo — Vor) = Ap = (Voz = Vou) (4.21)

“ (le + d2)
€1
Com o valor de Ay pode-se encontrar A; e By nas equagoes (4.18) e (4.19), portanto:
2 (Vg — Vi _
A = M 1= M (422)
(adl + d2) eady + €1do
e
(Vo2 — Vin) e1(dy + dz)

By = Voo — 55—~ (di + d2) = By = Vo (1 —
(ﬁdl + da) (e2dy + €1d2) — (QCZ%(CH + da)
€1
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eady — €1dy
= By = (Vo — W — 4.23
2= (Vo2 = Vou) <(62d1 + 61d2)> (4.23)
A solucao analitica final, para o potencial elétrico, é entao dada por:
e2(Voz — Vo)
Vi = 1% 4.24
1(z) od T ad, TV (4.24)
e
e1(Voz — Vor) <62d1 — 61d1>
Va(z) = Vor + ———a 4 (Voo — Vo) | —— 4.25
2(x> oL €ady + €1do v ( 02 01) €ad1 + €1dsy ( )
Sendo que o médulo do campo elétrico uniforme é dado por:
e2(Vo2 — Vo)
E =27 4.26
Bu(o) = 22 (4.26)
e
|Ba(a)| = Vo2 = Vo) (4.27)

€ady + €1da

4.2 Pontos a serem observados no EFG

Antes de apresentar a solucdo numérica para o problema proposto, faz-se algumas ponderacoes so-
bre determinadas precaucoes que devem ser tomadas na formulagao geral do EFG, principalmente
no que diz respeito a singularidade da matriz K - equacao (3.48) - pertencente ao sistema linear

discreto final.

Segundo Liu [2010], a singularidade da matriz K se deve, entre outros fatos, a adogao de poucos
pontos de integragdo comparado aos nés de discretizacao. Mais precisamente, Liu [2010] explica
que para uma matriz nao singular o nimero de pontos de integracao deve ser maior que, aproxi-

madamente, 67% do nimero de nds.

Outro parametro que afeta a singularidade da matriz K é o tamanho do dominio de influéncia dos
pontos de integragdao. Um pequeno raio de suporte implica em um baixo ntimero de nés englobados
pelo dominio de influéncia em questao. Segundo Belytschko et al. [1994] e Belytschko e Dolbow
[1998], em prol de controlar o tamanho do raio de suporte r acrescenta-se uma constante de pro-
porcionalidade « (vide Figura 3.1) a esse, sendo que 1 < o < 4. E igualmente importante apontar

que altos valores de a (e.g. a > 4) também podem levar a uma solugao ineficaz do EFG devido a
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erros causados pela extrapolacao [Liu , 2010].

Nesse sentido, é possivel observar quais precaugoes podem ser tomadas para a construgao correta

do EFG, o que pode auxiliar em uma andlise paramétrica de um sistema mais complexo.

4.3 Resultados

Para a andlise do EFG proposta nesta segao, optou-se discorrer sobre tal da seguinte forma: pri-
meiramente, é apresentado de que maneira é analisado o erro presente na diferenca das solugoes
obtidas pelo método e pela solucao analitica. Posteriormente, é demonstrada uma solugao numérica
que serve de padrao (denominada solucao base) para a andlise das caracteristicas do EFG citadas

na Secao 4.2. Por fim, é feita a avaliacdo dessas caracteristicas.

Para a solucdo do problema proposto foi desenvolvido um algoritmo na plataforma MATLAB®
(versao 7.10.0 2010a) e para o processamento do programa foi utilizado um computador com a
seguinte configuracao: fabricante Dell; modelo Latitude E6520; processador Intel(R) Core(TM) i7-
2620M CPU @ 2,70GHz; meméria instalada (RAM) de 4,00GB; sistema operacional Windows©7
de 64 Bits.

4.3.1 Analise de erro: as normas de Lesbegue e Hilbert

Uma maneira de verificar a eficdcia de um método numérico é confrontar a sua resposta com
uma solucao confidvel. Para casos de problemas que possuem solucao analitica, a mesma pode ser
utilizada como parametro de comparacao. Uma maneira de fazer tal afericao é apresentar a diferenca
numérica entre as duas solugdes, ou seja, o erro entre as mesmas. Para o potencial elétrico V' (z),
por exemplo, esse erro pode ser apresentado como uma fungdo dos valores numérico e analitico.

Assim:

6(1‘) = Vnum(x) - Vana(x) (4.28)

Sendo: Viyum (2) € Vana(z) a fungio potencial elétrico numérica (solucdo EFG) e analitica, respectivamente

Entretanto, essa apresentacao desse erro pode ocasionar uma interpretacao indesejada dos resulta-
dos. Por exemplo, se for apresentado apenas um erro médio dos valores, esse resultado pode ocultar
um ponto que esteja destoando dos demais. Em contra partida, se for demonstrado apenas o erro

maximo entre os valores, é possivel que nao se tenha a nocao do comportamento da funcao como



RESULTADOS 67

um todo.

Sendo assim, uma maneira de apresentar o erro de forma a ter uma significativa informagao sobre
o mesmo ¢ utilizar o conceito de medida das normas de Lesbegue e Hilbert, apresentadas na Segao
2.1.3. A norma de Lesbegue (L?) - equacdo (2.10) - realiza uma integracio de todos os erros pon-
tuais envolvidos, apresentando, assim, uma nocao do comportamento geral do erro. J& a norma de
Hilbert (H') - equagdo (2.13) - apresenta uma analise sobre a derivada primeira do erro envolvido.
Portanto, é possivel distinguir se existem algum valor discrepante dos demais, uma vez que a de-
rivada apontard um alto valor para uma variacio brusca no erro. A funcéo erro nas normas L2 e

Hl, respectivamente, é representada por:

1

le(o) ooy = ( [ eloan)’ (4.29)

e

lee) sy = ( / (dz(j)>2dﬂ) %+ ([ e(az)%m)% (4.30

Salienta-se, entdo, que um erro que apresente baixos valores nas normas L? e H' é considerado

confiavel, uma vez que o seu comportamento geral e local pode ser observado pela andlise dessas
normas. Exemplos de aplicacao das normas de Lesbegue e Hilbert podem ser verificados nos estudos

de Bosing [2006] e Schuh [2007].

4.3.2 Solucao numérica base

Para verificar as caracteristicas citadas na Segao 4.2 é preciso determinar alguns parametros que
sao comuns a todas as variagoes realizadas, i.e. nimero de nds no dominio, funcao janela utilizada,
tipo de imposicao das condigoes de contorno. A solugao que contém tais parametros é denominada,

neste trabalho, como solugao base pois essa serve de padrao para as comparacoes realizadas.

Nao obstante, é necessario também definir o problema em si, ou seja a sua geometria no plano
cartesiano assim como os valores que definem os dielétricos usados e as condigoes de contorno.

Sendo assim, considerando o capacitor ilustrado na Figura 4.1, define-se:

e O capacitor se encontra no plano cartesiano 2D cuja ordenada é representada pela letra y e

a abscissa pela letra z. A posi¢cao de um ponto no plano é definida pela designacao (x,y);
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A placa 1 é representada por um segmento de reta limitado pelos pontos (0, %) e (0, —%) (0]

Potencial nessa placa é de um Volt (1V);

A placa 2 é representada por um segmento de reta limitado pelos pontos (1, %) e (1, —%) O

Potencial nessa placa é de dois Volts (2V);

A fronteira entre os diferente dielétricos (interface material) é designada por um segmento de

reta limitado pelos pontos (%, %) e (%, —%) Sendo assim, tem-se que di = dy = %;

O meio 1, delimitado pela placa 1 e a interface material, tem a permissividade relativa igual

a um, €1 = 601;

O meio 2, delimitado pela interface material e a placa 2, tem a permissividade relativa igual

a quatro, es = 4eg;

Sobre a construgao do método pode-se dizer:

Sao utilizados cento e vinte e um (121) nds - representados pelas coordenadas (x4, zy) - em

uma distribuicao uniforme e retangular;

Em termos dos pontos de integracao, sao utilizadas setecentos e oitenta e quatro (784),
distribuidos em quarenta e nove células com dezesseis pontos cada - representados pelas

coordenadas (az, ay) - com a distribuicdo também uniformemente retangular;
O nidmero de pontos de integracao é, aproximadamente, 650% maior que o niimero de nés;

A constante de proporcionalidade utilizada para definir o tamanho do raio de suporte r

(dominio de influéncia) tem o valor dois (a = 2);

Presente em Coppoli [2010], a fungao janela utilizada no MLS é a equagao (4.31):

2 —4R*+4R® se R< %
Wi(R) =4 % _4R+4R>—4R* se l1<R<1 (4.31)
0 se R>1

Ty—a Tqy—a
sendo R = 2o —ag|lzy —ayl TJ‘Z ]

Foi utilizado o método dos multiplicadores de Lagrange para impor as condigoes de contorno

essenciais;

Foi utilizado critério da visibilidade para o tratamento na descontinuidade entre os meios 1 e

2.

c?

Lo é a permissividade elétrica do vacuo e tem o valor numérico de 8, 85418782 - 10712]\,.—m2
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Tendo em vista, entao, o problema proposto e o algoritmo desenvolvido, as solucoes obtidas sao
apresentadas nas Figuras 4.2 e 4.3, sendo que os erros encontrados podem ser observados na Tabela

4.1:

“alor de potencial elétrico para uma segdo reta do Capacitor
22 T T T T T T T T T

—+—— Potencial numeérico (EFG)
Fotencial analitico

_—
o

1.6

.
P

Fotencial elétrica (V)

_—
-]

I:IB | | 1 1 | | | 1 1
1] 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Fosigdo (x)

Figura 4.2: Potencial elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
(Solu¢do Base)

“alor de campo elétrico para uma segdo reta do Capacitor
18 T T T T T T T T T

—+— Campo numérico (EFG)
Campo analitico L

16—

1.4F -

1.2¢ -

Campo elétrico m)
1

08+ .
06+ _
0.4+ ' .
0.2 : : : : : : : : :

0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1

FPosigdo (x)

Figura 4.3: Campo elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
(Solugao Base)
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Parametro Valor

Erro em L2 para potencial | 0,0027

Erro em H' para potencial | 0,1071

Erro em L? para campo 0,1071

Tabela 4.1: Tabela com valores de erro nas mormas de Lesbeque e Hilbert para o potencial e o campo
calculado pelo método EFG e referente ao capacitor Figura 4.1 (Solug¢ao base)

Infere-se que as solucées apresentadas possuem valores eficazes quando comparadas a resposta ana-
litica. Vale ressaltar que as normas dos erros apresentadas realizam a integracao em todo o dominio
do problema, ou seja, todos os pontos calculados contribuem para o valor do erro. Portanto, pode-
se afirmar que erros com ordem de grandeza de um décimo ou um centésimo revelam uma boa

eficiéncia do EFG, uma vez que a ordem de grandeza envolvida é uma unidade.

Destaca-se, também, que os graficos de potencial e campo elétrico demonstrados, Figuras 4.2 e
4.3, ilustram uma segdo reta entre as placas do capacitor (define-se um valor de y constante e
varia-se x). Essa medida foi tomada para apresentar o grafico em 2D, uma vez que a informacao
sobre todos os nds pode ser observada nos valores de erro. Comenta-se que tal representacao nao
interfere no valor de erro, uma vez que o mesmo ¢ calculado utilizando pontos em todo o dominio

do capacitor, sendo assim, a eficiéncia do método nao é afetada pela baixa amostragem.

Observa-se, ainda, que o valor de erro do potencial na norma H'! se assemelha ao valor de erro
do campo na norma 2. Isso ocorre pois, nesse problema, o campo é derivada primeira do potencial
(equacao 4.3) o que também ocorre com a norma H! que é derivada primeira de L2, Sendo assim,
para analises de erros posteriores desta dissertacio o erro de campo na norma L? nio é apresentado,

uma vez que o erro na norma H' demonstra um significado semelhante.

4.3.3 Influéncia do tamanho do raio de suporte (dominio de influéncia)

O objetivo desta subsecao é verificar de que forma o tamanho do dominio de influéncia pode afetar
a eficdcia do EFG. Para tanto, foram testados setenta e seis valores de «, sendo a variacao feita
em uma unidade de décimo no qual o primeiro valor foi « = 0,5 e o tltimo o = 8,0. Os valores de
erros obtidos sao ilustrados na Figura 4.4.

Para os resultados obtidos comenta-se: (1) para os valores de a = 0,5 até o = 1,0 o MATLAB®
foi incapaz de calcular devido a singularidade da matriz K, consequentemente, as normas sao apre-

sentadas de a« = 1,1 até o = 8,0. (2) Observa-se que os valores aplicaveis de a estdo entre os



RESULTADOS 71

Erros para o potencial devido a variagdo do raio de suporte
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Figura 4.4: Erro pela variagdo de tamanho do raio de suporte (capacitor de placas paralelas)

nimeros um e quatro conforme citado por Belytschko et al. [1994], Belytschko e Dolbow [1998] e
Liu [2010].

Vale destacar que se por um lado o erro para pequenos dominios de influéncia acontecem pelo
mal condicionamento da matriz K, o erro de extrapolagao (segundo Liu [2010]) nao é de trivial
observacao. Para ilustrar, entao, o porqué desses erros discrepantes para valores de o > 3,5 pode-se

verificar a solugdo numérica do EFG para dois pontos a = 5 (Figura 4.5) e « = 7 (Figura 4.6).
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“alor de potencial elétrico para uma secdo reta do Capacitor (o = 5)
22 T T T T T T T T T

—+— Potencial numérico (EFG)
Fotencial analitico
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Figura 4.5: Potencial elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
para o =5

“falor de potencial elétrico para uma secdo reta do Capacitor (o= 7)
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Figura 4.6: Potencial elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
para o =7
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Observa-se, mediante analise das Figuras 4.5 e 4.6, como a extrapolacao do raio de suporte pode
interferir negativamente na resposta final do método. Pode-se citar, por exemplo, o visivel nao
cumprimento das condigoes de contorno mesmo com a tentativa de imposicao feita pelo método
dos multiplicadores de Lagrange (Figura 4.6). Verifica-se, assim, que grandes dominios de influéncia
acabam trazendo para a matriz final valores indesejados, como é o caso ilustrado nas figuras no
qual os valores da fronteira influenciam diretamente mesmo em nds distantes. Conclui-se, entao,
que é extremamente importante escolher um dominio de influéncia que nao seja tdo pequeno que
nao cause a singularidade do sistema matricial final, mas que também nao seja tao grande a ponto

de causar a extrapolacao de valores na resposta final.

4.3.4 Influéncia da relagao entre o nimero de nés e os pontos de integracao

Nesta subsecao é verificada a influéncia da relagdo entre o ntimero de pontos de integracao e o
nimero de nés na solugao final do EFG. Para tanto, é fixado o numero de nds (cento e vinte um
conforme utilizado na Segao 4.3.2) e varia-se o nimero de pontos de integragao. Ressalta-se que
essa variacao é feita no niimero de malhas de fundo e nao no niimero de pontos em si, uma vez que o
algoritmo foi desenvolvido para ter o niimero de células como entrada. Isso acarreta em um nimero
limitado de variacoes dos pontos de integracao, uma vez que as malhas de fundo sao igualmente

espacadas no dominio.

Sao testadas dez possibilidades de relagao entre os pontos de integragao e o nimero de nés (abre-
viada pela sigla RPN - Relagao Pontos N6s), sendo que essa diferenca é expressa em porcentagem,

ou seja, uma RPN de 200% significa que o nimero de pontos é 200% maior que o niimero de nés.

Ressalta-se que é ilustrado um gréfico com escala logaritmica (Figura 4.7) no eixo y para uma
melhor andlise sobre os baixos valores de erro nas normas utilizadas. Optou-se, ainda, por nao
apresentar RPN com valores maiores que 1000%, uma vez que pensar um algoritmo construido

com tantos loops, mesmo para um sistema mais simples, onera muito o processamento.

Observa-se que os valores abaixo de 67%, conforme argumentado por Liu [2010], apresentam
altos valores de erro nas normas L? e H!, e consequentemente, erros provenientes de uma RPN
alta, acima de 100%, possuem baixos valores. Percebe-se que o erro equivalente & RPN de 330,58%

possui um menor valor de erro associado, entretanto, verifica-se que a curva correspondente se-
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Erros para o potencial devido a variagdo da RPN
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Figura 4.7: Erro pela variacdo da relagao entre pontos e nds (capacitor de placas paralelas)

gue um comportamento esperado: atinge a estabilidade apdés um valor de RPN que garante a nao

singularidade da matriz K.

4.3.5 Proposta de solugao numérica com EFG otimizado

Mediante a anélise dos resultados anteriores, Secoes 4.3.3 e 4.3.4, observa-se a possibilidade de utili-

zar valores de @ e RPN que possam levar a uma eventual solucao mais eficaz, ou seja de menor erro.

Assim, aplicando o valor de RPN préximo a 330% (400 pontos e 121 nds) e um raio de suporte
definido pela constante v = 1,5 (resultados que proporcionam nos menores erros, segundo Figuras
4.4 e 4.7) ao sistema apresentado na Secao 4.3.2, tem-se as respostas para potencial e campo elé-

trico, ilustradas nas Figuras 4.8 e 4.9, sendo os erros apresentados na Tabela 4.2.
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Parametro Valor

Erro em L2 para potencial | 8,0400-10°
Erro em H' para potencial 0,0139

Tabela 4.2: Tabela com valores de erro nas normas de Lesbeque e Hilbert para o potencial e o campo calculado
pelo método EFG (apds andlise de parametros) e referente ao capacitor Figura 4.1 (Solu¢ao dtima)

“alor de potencial elétrico para uma segdo reta do Capacitor
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Figura 4.8: Potencial elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
(apds andlise de pardametros)

Verifica-se que os erros obtidos apresentam valores excelentes. Observa-se, ainda, que tanto o po-
tencial quanto o campo elétrico, numéricos, para a segao reta do capacitor ilustrada nas Figuras 4.8
e 4.9, apresentam resultados semelhantes ao analitico. Infere-se, entao, que mediante uma andlise
do comportamento da solucao numérica quando varia-se certos parametros do EFG é possivel obter

uma resposta otimizada, ou seja, encontra-se certos valores de entrada desse método que podem

ser modificados em prol de se obter uma solugao mais eficaz do problema.

4.4 Consideragoes Finais

Neste capitulo foi aplicado o método EFG a um problema eletrostético (capacitor de placas parale-
las preenchido por dois meios dielétricos distintos). Verificou-se o peso que algumas caracteristicas

do EFG, ratificadas e estudadas na literatura, tém sobre o resultado final do método.
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“alor de campa elétrico para uma segéo reta do Capacitor
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Figura 4.9: Campo elétrico para o capacitor de placas paralelas, analitico e numérico, obtido pelo EFG
(apds andlise de parametros)

Observa-se que o método EFG é capaz de reproduzir uma solucao eficaz, uma vez que os erros
obtidos (Segoes 4.3.5 e 4.3.2) apresentam baixos valores, comparados com a ordem de grandeza das
variaveis do problema em questao. Salienta-se, ainda, que as simulacoes realizadas em prol de en-
contrar a fungao aproximada de campo e potencial, tal como nas Secoes 4.3.5 e 4.3.2 apresentaram

valores de tempo de simulacao proximo a um segundo.

Conclui-se que o tamanho do dominio de influéncia, assim como a relacao entre o nimero de
pontos de quadratura e o numero de nés sao parametros do EFG, influenciam diretamente na
eficiéncia da resposta obtida por esse método. Por fim, infere-se que uma andlise paramétrica do
EFG pode auxiliar numa possivel otimizacao desse método, uma vez que o estudo das propriedades
apresentadas na Secao 4.3.1 fomentou de forma direta na melhoria da aplicacao dessas propriedades

aperfeicoando, consequentemente, a resposta final do EFG.



Capitulo 5

EFG aplicado ao problema

eletrostatico dois: capacitor cilindrico

Nos capitulos prévios dessa dissertacao é possivel observar importantes aspectos acerca do método
Elemento Livre de Galerkin, desde a contextualizacao histérica de criagao do mesmo, passando pela
sua formulacao detalhada até a aplicacdo desse a um problema simples, fato que permite verificar
caracteristicas significativas desse método. Com base, entao, nesse subsidio reunido, torna-se viavel
uma analise mais profunda do EFG, uma vez que existe uma familiaridade maior com a ferramenta,

facilitando, assim, as devidas ponderacoes sobre a mesma.

Sendo assim, neste capitulo o método EFG é utilizado em um sistema mais complexo comparado
ao Capitulo 4, um capacitor cilindrico preenchido por dois dielétricos diferentes e concéntricos.
O objetivo é verificar o comportamento do EFG quando o mesmo é empregado a um PVC mais
complexo. Para tanto, sao feitas andlises semelhantes as presentes nas Secoes 4.3.3 e 4.3.4, além
de uma avaliacao adicional: o comportamento dos valores de erro para uma variagdo no nimero
de nés. Comenta-se, ainda, que a formulagao escolhida para o EFG foi com a utilizagao do IMLS
para a construgao das fungoes de forma, uma vez que esse método proporciona menor complexi-
dade de programacao (devido a nao necessidade de um método para a imposicao das condigdes de

contorno) e tempo de execugao (uma vez que existem menos matrizes no sistema de equagoes final).
Salienta-se, também, que o sistema escolhido é pouco abordado na aplicagao de métodos sem malha

no eletromagnetismo. Mesmo a solugao analitica de potencial e campo elétrico para tal capacitor é

pouco explorada na literatura tradicional. Nesse sentido, é também objetivo deste capitulo poder

7
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contribuir com mais um sistema eletromagnético resolvido por um método meshless.

5.1 Apresentacao do problema: Capacitor 2D cilindrico dois dielétricos

distintos

Um PVC oriundo de um capacitor 2D cilindrico com dois dielétricos distintos e concéntricos pode

ser formulado como a seguir.

5.1.1 Formulacao Matematica

A Figura 5.1 representa a se¢ao 2D de um capacitor cilindrico preenchido por dois meios diferentes
(lineares, homogéneos e isotrépicos) e com uma densidade superficial de carga nula em ambos dielé-
tricos, ps = 0. Salienta-se que o comprimento do cilindro que representa tal capacitor é considerada
muito maior que o raio externo p e, consequentemente,o problema pode ser analisado em duas

dimensoes.

carcaga 2

carcaca 1

Meio 1

Meio 2

Figura 5.1: Capacitor cilindrico com dois dielétricos distintos e concéntricos

Para determinar o potencial e o campo elétrico presentes no capacitor ilustrado pela Figura 5.1,
devido a potenciais pré estabelecidos nas carcacas 1 e 2 e condigoes de contorno essenciais, deve-se

resolver um problema de valor de fronteira proveniente da equagao de Laplace.
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Analogamente ao capacitor de placas paralelas, considera-se o PVC apresentado na segao 4.1.1

- equagoes (4.7 & 4.9) - entretanto em coordenadas cilindricas:

Sujeito as condigoes de contorno:
V(p.0) = Voi para Carcaga 1 Vo0 T, (5.2)
Voo para Carcaga 2
e
(—eVV(p,0))-11 =0 Vp,0 €T (5.3)

5.1.2 Solucao Analitica

Para o capacitor cilindrico nao hé variagoes em 6, portanto a equagao (5.1) transforma-se em:

d dv(p) d (dV(p)
a5 <e p 0 ) = ap <p dp J2LAS m (5.4)

A solugao genérica da equagao (5.2) pode ser encontrada integrando-a por duas vezes, assim:

N CAC) P PV N s
dp dp dp dp P

d m m
— / Vdp(P) dp = / C;dp = Vim(p) = Crylnp+ Dy, (5.5)

Sendo: Cy, e Dy, constantes a serem determinadas pelas condigoes de contorno e interface

Assim, o potencial em cada meio é dado por:

Cilnp+ Dy se €Em = €1
Vin(p) = (5.6)
Colnp+ Dy se €m = €3

Pela condicao de contorno Dirichlet, tem-se que:

Vilp=pa) =Vor e Va(p=pp) = Vo2 (5.7)
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E pela condicao de interface, observa-se que:

dVi(p) 0 dVa(p)

Eqi| — |eE2| =0= = 5.8
e1E1| — |e2E2| o i (5.8)

Verifica-se que na interface o potencial deve ser o mesmo, assim:
Vi(p = pi) = Valp = pi) (5.9)

Seguindo a formulagao apresentada para o capacitor de placas paralelas (Capitulo 4), os valores de

C4, Dq sao obtidos, respectivamente:

Cy = — Yo~ Voo (5.10)
Pi € Pb
In e + (é) In o
e
Dy =V +Cy <lnpi—61 lnpi> (5.11)
Pa
Por fim, sao obtidas, também as constantes Cy e Ds:
Vo1 — VA
Cy = 01 — *02 (5.12)
€ i
(ﬁ) In g—a +In %
e
Dy = Voo — Colnpy (5.13)

Substituindo as constantes encontradas na equagao (5.6) tem-se, entao, o potencial analitico para

um capacitor cilindrico preenchido por dois dielétricos distintos e concéntricos.

Salienta-se que optou-se por discorrer de forma mais sintética sobre construgao da solugao analitica
do potencial, pois uma apresentacao completa ja foi previamente demonstrada para o capacitor de

placas paralelas.
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5.2 Resultados

Além das andlises destacadas na Segao 4.2 (i.e influéncia da RPN e do tamanho do dominio de
influéncia) outra caracteristica do EFG é observada neste capitulo: a andlise da influéncia do ni-

mero de nds sobre a resposta final, para o enriquecimento das possibilidades de otimizacao do EFG.

Assim, utilizando o mesmo critério de apresentagdo dos resultados do Capitulo 4 (exceto pela
Segao 4.3.1), sdo apresentadas as se¢oes a seguir.
5.2.1 Solugao base

As caracteristicas do capacitor cilindrico ilustrado na Figura 5.1 s&o:

e O capacitor se encontra no plano cartesiano 2D e é ilustrado em coordenadas cilindricas. A

posigao de um ponto no plano é definida pela designagao (p, 6);

A carcaca 1 é representada por uma circunferéncia de centro em (0,0) e raio igual a uma

unidade de comprimento. O Potencial na mesma é de um Volt (1V);

e A carcaca 2 é representada por uma circunferéncia de centro em (0,0) e raio igual a duas

unidades de comprimento. O Potencial na mesma ¢é de dois Volts (2V);

A fronteira entre os diferente dielétricos (interface material) é representada por uma circun-

feréncia de centro em (0,0) e raio igual a uma e meia unidade de comprimento;

O meio 1, delimitado pela carcaca 1 e a interface material, tem a permissividade relativa igual
a um, €; = €y, enquanto o meio 2, delimitado pela interface material e a carcaca 2, tem a

permissividade relativa igual a quatro, e; = 4eq;
E sobre a constru¢ao do EFG pode-se dizer:

e Sao utilizados duzentos e setenta e cinco (275) nds - representados por coordenadas cartesianas

(23, y) - entretanto, distribuidos em forma uniformemente cilindrica;

e Em termos dos pontos de integracao, sdo utilizados mil cento e trinta e quatro (1134) pontos
- representados pelas coordenadas cartesianas (a;,ay) - distribuidos de maneira uniforme e

retangular;

e O nuimero de pontos de integracao é , aproximadamente, 410% maior que o nimero de nds;
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e A constante de proporcionalidade utilizada para definir o tamanho do raio de suporte r tem

o valor dois (o = 2). Acrescenta-se, ainda, que o dominio de influéncia utilizado é circular;
e A fungéo janela utilizada no IMLS foi:

W = ! (5.14)

<\/(xz—az)2+(zy—ay)2>n + gn

T

Os valores utilizados para 5 e n foram §=0,05en =7,

e Foi utilizado critério da visibilidade para o tratamento na descontinuidade entre os meios 1 e

2;

e Para diminuir o esfor¢co computacional do programa, foi considerado para os calculos de
campo e potencial elétrico apenas um quarto de cilindro. Devido a simetria do problema, a

resposta pode ser facilmente extrapolada para um cilindro inteiro;

e Apesar da ilustracao do capacitor em coordenadas cilindricas na Figura 5.1, optou-se por
utilizar os dados do programa em coordenadas cartesianas, uma vez que o algoritmo desen-
volvido para o capacitor de placas paralelas também possui 0 mesmo tipo de entradas. As
devidas transformagoes de coordenadas foram realizadas, quando necessérias, no algoritmo

do capacitor cilindrico.

Tendo em vista, entao, o problema proposto e o algoritmo desenvolvido, as solucoes obtidas sao

ilustradas nas Figuras 5.2 e 5.3, assim como os erros sao apresentados na Tabela 5.1.

Parametro Valor

Erro em L2 para potencial | 0,0099
Erro em H' para potencial | 0,0967

Tabela 5.1: Tabela com wvalores de erro nas normas de Lesbeque e Hilbert para o potencial e o campo
calculado pelo método EFG e referente ao capacitor Figura 5.1 (solugdo base)
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“alor de potencial elétrico para uma segdo angular do capacitor
22 T T T T T T T T T

—+— Potencial numerico (EFG)
2k Fotencial analitico

—y —y —
E=8 o o

Fotencial elétrica )

—
ra

|
1.1 1.2 1.3 14 1 168 17 18 18 2

DB | | 1 1
1

Fosicao (p)

Figura 5.2: Potencial elétrico para o capacitor cilindrico, analitico e numérico, obtido pelo EFG (Solugao
Base)

“alar de campo elétrico para uma segdo angular do capacitor
22 T T T T T T T T T
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Figura 5.3: Campo elétrico para o capacitor cilindrico, analitico e numérico, obtido pelo EFG (Solugao
Base)

Semelhante ao capacitor de placas paralelas, para tal caso, foi escolhida uma secao angular do
capacitor, ou seja, define-se um valor constante de 6 e varia-se p, para a apresentacao dos valores

de potencial e campo elétrico. Observa-se que o EFG apresentou valores baixos de erro e uma
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resposta satisfatéria dentro dos objetivos propostos.

5.2.2 Influéncia do tamanho do raio de suporte (dominio de influéncia)

Nesta subsecao verifica-se o impacto da variacao do tamanho do dominio de influéncia na eficicia
da solucao pelo EFG. Para tanto, é testado setenta e seis valores de «, variando uma unidade de

décimo para os valores de @ = 0,5 até o = 8. Os resultados obtidos sao apresentados na Figura

5.4.
| Erros para o potencial devido a variagdo do raio de suporte
1D F T T T T T T T =
i —+— Marma L2 |7
—— Norma H1 (]
0’ |
3
B
£
&
o
=
«= 10 F
13
[}
o
X
1]
£
=
0L
1|:|'3 ] ] ] 1 ] ] ]

1] 1 2 3 4 5 B 7 a8
Constante de tamanho para o raio de suparte (o)

Figura 5.4: Erro pela variagdo de tamanho do raio de suporte (capacitor cilindrico)

Assim como observado no Capitulo 4, e descrito por Belytschko et al. [1994] e Belytschko et al.
[1996], valores de o menores que um acarretam em matriz K singular, consequentemente, o sistema
nao tem solucao. Para o valores de & = 1 o erro destoou dos demais, todavia para os demais valores

de « para o raio de suporte os erros apresentaram valores reduzidos.

Comenta-se que o erro de extrapolagao, observado na Secao 4.3.3 nao foi verificado nesta ané-
lise. Salienta-se que para valores exagerados de « tal erro tende a aparecer, entretanto como j& foi

observada tal caracteristica do EFG optou-se por nao demonstrar aqui esta analise.
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5.2.3 Influéncia da relagao entre o niimero de ndés e os pontos de integracao

A influéncia da RPN ¢é verificada nesta secdao. Para tanto, semelhante ao capacitor de placas pa-
ralelas, é fixado o nimero de nés e varia-se o nimero de pontos de integracao. Sao testadas nove
possibilidades de RPN, sendo essa diferenca expressa em porcentagem. Os erros obtidos, apresen-

tados em escala logaritmica, sao ilustrados na Figura 5.5.

Erras para o potencial devido a variagéo da RPN

1D T T T T T T T T |
—+——NMorma L2 |]
—+—NMorma H1 |]

Morma (escala logaritmica)

1D L L PR PR T ST T TR SR SR N SO S SR S ST SO S S S T
050110 200 300 600 800 1100 1500
RPRN{%)

Figura 5.5: Erro pela variacdo da relagao entre pontos e nds (capacitor cilindrico)

Novamente, observa-se que uma RPN abaixo de 67% conduz a valores altos de erro. Salienta-se,
ainda, que optou-se por uma varia¢gdo um pouco maior de RPN (comparado ao capacitor de placas

paralelas) devido & complexidade do problema.

Observa-se que o ponto com a mais baixa RPN nao apresentou o menor valor de erro. Destaca-se,
assim, que embora a matriz demasiadamente esparsa obtida para baixas RPN’s acarrete em um

valor indesejavel de erro, a relacao entre o erro e a RPN nao é diretamente proporcional.
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5.2.4 Influéncia da relagao entre o niimero de nds

Para uma melhor tentativa de otimizacao do EFG mediante variacao dos seus principais parame-
tros, nesta secao é feita uma andlise do comportamento do erro para diferentes valores de niimeros

de nés espalhados no dominio do problema.

Para tanto, foram verificadas dezesseis conjuntos de nimeros de nds variados, conforme a ne-
cessidade, para manter uma distribuicao uniforme em coordenadas cilindricas. O resultado obtido

¢é demonstrado na Figura 5.6.

Erros para o potencial devido a variagdo do ndmero de nds
I:I1 T T T T T

—— Norma L2
0.09 —+— Norma H1 []

0.0z - .

0.07 .

0.06 .

0.0a - .

Moarma

0.04 .
0031 .

0.02r .

v _‘\_\“’_Sw |
1 I - o

D s o * 2 +
0 a00 1a0a 1500 2000 2500 3000
Mamero de nds

Figura 5.6: Erro pela variagdo de nimero de nds (capacitor cilindrico)

Verifica-se que para qualquer nimero de nés os erros apresentam valores satisfatérios. Observa-se,
ainda, que os erros tendem a se estabilizar apés um numero de nds superior a milésima unidade,
portanto, pode-se obter respostas eficazes com menos nds, ou seja, com menor esfor¢o computaci-

onal.

Em posse, entao, das andlises realizadas nas Secoes de 5.2.2 até 5.2.4, apresenta-se a seguir uma

possibilidade de otimizagao para o EFG aplicado ao capacitor ilustrado pela Figura 5.1.
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5.2.5 Proposta de solugao numérica com EFG otimizado

Utilizando os valores de o = 1.3, RPN ~ 800 e 2855 nds, parametros que apresentaram os menores
valores de erro em suas respectivas andlises na solucao base desse problema, tem-se as respostas
para potencial e campo elétrico, ilustradas nas Figuras 5.7 e 5.8, respectivamente. Os erros obtidos

podem ser verificados na Tabela 5.2

Parametro Valor

Erro em L2 para potencial | 4,6919 - 10~
Erro em H' para potencial 0,0314

Tabela 5.2: Tabela com wvalores de erro nas normas de Lesbeque e Hilbert para o potencial e o campo
calculado pelo método EFG e referente ao capacitor Figura 5.1 (solugdo dtima)

Assim como no capacitor do Capitulo 4 obteve-se uma melhora considerdvel para os valores de erro.
Todavia, mesmo com o potencial elétrico numérico apresentando resultado semelhante ao analitico,
observa-se, ainda, um erro considerdvel entre os campos elétricos numérico e analitico para uma

secao angular do capacitor cilindrico.

Esse erro pode ser atribuida a dificuldade de se obter a derivada da funcao logaritmica numerica-
mente, uma vez que uma pequena variagao dessa fungao pode acarretar numa mudanca significativa
de sua derivada. Para ilustrar tal fato, salienta-se que a maioria das principais referéncias desta
dissertacao, no campo da engenharia em geral, nao apresentam a derivada da funcao aproximada

obtida pelo EFG.

Mesmo com o valor de campo elétrico numérico visualmente destoante em comparacao ao ana-
litico (vide Figura 5.8) infere-se que a norma H' do potencial, que representa o erro de campo,
apresentou um bom valor tendo em vista que a mesma considera a diferenca entre todos os pontos

de integracao na funcao aproximada e na funcao analitica.

Conclui-se, portanto, que com uma andlise de alguns parametros do EFG é possivel obter uma
resposta otimizada. Salienta-se, ainda, que uma simulagao de, aproximadamente, trinta e cinco
segundos foi capaz de obter as respostas desejadas, mostrando, também, a eficiéncia computacional

do método.
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“alor de potencial elétrico para uma segido angular do capacitor
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Figura 5.7: Potencial elétrico para o capacitor cilindrico, analitico e numérico, obtido pelo EFG (apds
andlise de parametros)

“alor de campo elétrico para uma segdo angular do capacitor
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Figura 5.8: Campo elétrico para o capacitor cilindrico, analitico e numérico, obtido pelo EFG (apds andlise
de pardametros)
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5.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo foi aplicado o EFG a um problema eletrostatico pouco explorado na literatura
convencional dos métodos sem malha, o capacitor cilindrico preenchido por dois meios dielétricos
distintos e concéntricos. Semelhante a andlise realizada no Capitulo 4, verificou-se o peso que o
numero de nods e de pontos de integracao, assim como do tamanho do raio de suporte do EFG, tém

sobre a solucao final do método.

Verifica-se que o método EFG é capaz de reproduzir uma fungéo aproximada nao sé para um
problema simples, mas também para um sistema de geometria mais complexa. Ainda, infere-se no-
vamente que o tamanho do dominio de influéncia, assim como a relacao entre o niimero de pontos
de quadratura e o numero de nés, sdo parametros do EFG que influenciam diretamente na eficiéncia

da resposta final.

Conclui-se, por fim, que uma andlise paramétrica do EFG auxilia na possibilidade de otimiza-
¢ao desse método, uma vez que, em ambos Capitulos 4 e 5 o estudo das propriedades apresentadas

auxilia diretamente na melhoria da aplicacao dessas em prol de uma solucao mais eficaz do EFG.
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Conclusoes

Neste capitulo sao discutidas as consideracoes finais do trabalho, assim como sao apresentadas as
conclusoes obtidas durante todo o processo de confeccao desse. Por tdltimo, e definitivamente nao
menos importante, sao apresentadas algumas propostas de trabalhos futuros que visam fomentar

possiveis continuagoes para este estudo.

6.1 Consideracoes Finais

Nesta dissertacao foi desenvolvido um algoritmo para a resolucao de problemas de valor de con-
torno eletrostaticos. O programa foi construido com base no método ntimerico sem malha Elemento
Livre de Galerkin, Element Free Galerkin - EFG, e apresentou bons resultados quando aplicado
a dois tipos de capacitores: de placas paralelas e cilindrico. Destaca-se, ainda, que foi feita uma
andlise dos principais parametros do EFG em prol de encontrar a melhor forma de utilizagao das
ferramentas numéricas que fomentam o método e foram obtidos resultados precisos de campo e
potencial elétrico, quanto comparados com as respectivas solucoes analiticas. Para a realizacao de

tal feito, este estudo seguiu a seguinte metodologia:

Primeiramente foi apresentado, no Capitulo 1, as principais justificativas para a realizacao deste
trabalho, desde a aplicacao dos métodos numéricos para a utilizagdo de PVC’s até a importancia
da utilizacao dos métodos meshless, em detrimento dos métodos com malha. Foi destacado, ainda,
a contemporaneidade das técnicas sem malha, o que acarreta em investigagoes interessantes e de-

safiadoras.

Em um segundo momento, no Capitulo 2, discorreu-se, basicamente, sobre os principais méto-

90
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dos sem malha encontrados na literatura tradicional. Tal estudo foi feito de forma a demonstrar
as principais caracteristicas e ferramentas numéricas que podem, por ventura, ser utilizadas nos

meshless.

Posteriormente, no Capitulo 3, foi apresentado o EFG e suas principais ferramentas numéricas.
A explanagao foi feita no sentido de demonstrar a construcao e o funcionamento geral desse mé-

todo, que desde a criagdo dos meshfree, se mostrou eficiente aplicados a diversos PVC’s.

Nos capitulos 4 e 5, por fim, foram apresentados os principais resultados obtidos mediante a utiliza-
¢ao do EFG para a resolucao de PVC’s provenientes dos capacitores de placas paralelas e cilindrico,
respectivamente. Foi possivel verificar e explorar importantes propriedades do EFG presente nas
principais referéncias investigadas, o que levou a uma otimizacao significativa do método, acarre-

tando, assim, em respostas com valores de erros muito baixos.

6.2 Conclusoes

Todo o processo de pesquisa deste trabalho possibilitou as seguintes conclusoes: inferiu-se que exis-
tem muitos estudos atuais sobre os métodos sem malha e que os mesmos ja foram aplicados em
diversos PVC’s tradicionais de diferentes areas da fisica e engenharias. Nao obstante a tal fato, o
numero de investigacoes acerca dessas técnicas nao param de crescer, acarretando, assim, em novos

métodos provenientes das combinagoes de diferentes ferramentas numeéricas.

Verificou-se, também, que o EFG é um importante método meshless amplamente utilizado em
PVC. As ferramentas numéricas que compoem os métodos proporcionam a ele boa estabilidade,
completude e convergéncia. Assim, mesmo sendo um método que possui malhas de fundo para
realizar as integragoes necessarias, o EFG é considerado como um método sem malha. A respeito
das técnicas numéricas que, juntas, formam o chamado Elemento Livre de Galerkin, pode-se dizer
que o MLS (interpolante ou nao), responsével pela construgao das fungoes de forma, apresenta boa
consisténcia, enquanto o WRM aplicado ao GM, métodos que realizam a discretizacao dos dominios
do PVC, auxiliam na formulagao da forma fraca discreta. Observa-se, também, que o VC e o MML
permitem, quando necessario, o tratamento das condigOes de contorno e interface do problema,

sendo que a integracao necessaria ¢é realizada pelo consagrado método da quadratura gaussiana.
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Conclui-se, ainda, que o EFG é um método numérico eficiente e confidvel para o calculo de poten-
cial elétrico em problemas eletrostéticos. Verifica-se que a resposta de campo elétrico (derivada da
funcao de forma) apresenta valores satisfatorios, porém inferiores aos valores de potencial, sendo
que, para o capacitor cilindrico foi encontrada maior dificuldade para a obtencao de uma resposta

que apresentasse baixo valor de erro.

Por fim, infere-se que a quantidade de parametros e métodos numéricos presentes no EFG permi-
tem uma gama de variagoes, possibilitando, assim, uma otimizagdo do mesmo. Essa configuragao
otima do EFG pode ser encontrada mediante andlise de algumas de suas principais caracteristicas
como: (1) o raio de suporte que define o tamanho do dominio de influéncia; (2) o nimero de nés;

(3) o numero de pontos de integracdo e (4) a relagdo entre o nimero de nds e pontos.

6.3 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Sugere-se os seguintes temas para futuras investigagoes:

Otimizacao do método EFG: Pode-se otimizar o EFG com a andlise de algumas de suas princi-
pais caracteristicas. Todavia, existem outros parametros presentes no método que podem ser
modificados em prol da obtengao de uma resposta mais eficiente, sdo esses: (1) funcao janela
utilizada; (2) polinémio base do MLS; (3) métodos de imposi¢ao das condi¢oes de contorno e
interface, entre outros. Sugere-se, ainda, a utilizacao de algum algoritmo de otimizagao para

tal.

EFG aplicado a problemas dindmicos: Apesar da crescente aplicacao dos métodos meshless
em problemas eletromagnéticos, hd, ainda, espaco para a utilizacao dessas técnicas em sis-
temas dinamicos, uma vez que existem um numero pequeno de investigacoes acerca de tal

assunto, quando comparado a abordagem de problemas estaticos.

Derivadas das fungoes de forma: Poucos estudos na literatura tratam das derivadas da funcao

de forma, ou seja, a derivada da funcao desejada como uma das saidas principais do método.

Representagao dominios de influéncia: Em grande parte das principais referéncias dos méto-
dos sem malha, o dominio de influéncia é representado pelo o tamanho do seu raio de suporte.
Sugere-se uma apresentacao diferente para tais dominios: por unidade de drea. Assim, a per-
cepcao de quantos dominios de influéncia estao presentes no dominio total do problema em

estudo aumentaria.
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