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Eṕıgrafe

”Tudo posso naquele que me fortalece.”

Filipenses 4:13
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5.2 Simulação do modelo de Equações Diferenciais Parciais . . . . 48

5.3 Análise do modelo de Equações Diferenciais Parciais em torno

da força de infecção β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6 Conclusões e Pesquisas Futuras 53

6.1 Discussões Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2 Pesquisas Futuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Referências Bibliográficas 59



Resumo

Historicamente, as doenças infecciosas causaram grandes prejúızos finan-
ceiros e sociais para humanidade. Assim, compreender a dinâmica dessas
doenças tornou-se cada vez mais necessário. A utilização de modelos matemá-
ticos no estudo da dinâmica, prevenção e controle epidemiológico é extrema-
mente relevante. Portanto, considerando o impacto de modelos matemáticos
epidemiológicos, é importante constrúı-los de forma realista. Neste cenário,
a modelagem baseada no indiv́ıduo tem sido crescentemente empregada para
analisar processos epidemiológicos.

Os Modelos Baseados em Indiv́ıduos (MBI) são bastante flex́ıveis permi-
tindo o uso de parâmetros com maior significado biológico, sendo assim mais
realistas que modelos clássicos.O Modelo Baseado em Indiv́ıduos (MBI) con-
siste em um ambiente em que as interações ocorrem e um conjunto de caracte-
ŕısticas, que podem mudar com o tempo ou determinadas regras de interação,
definem um número de indiv́ıduos.

No entanto, existe a falta de uma verificação rigorosa dos mesmos, ou seja,
não há teoremas ou provas matemáticas que justifiquem algumas explanações
intuitivas utilizadas na modelagem.

Neste trabalho, propomos verificar matematicamente o Modelo Baseado
em Indiv́ıduos no estudo de processos epidemiológicos.

Primeiramente encontramos um conjunto de Equações Diferenciais Es-
tocásticas e posteriormente um conjunto de Equações Diferenciais Parciais
realizando assim a equivalência matemática do MBI. Com a metodologia
proposta, é posśıvel construir modelos aplicados a epidemiologia baseados
nas premissas de um MBI. Se o modelador em questão não conseguir ex-
trair/verificar conclusões de um MBI ele pode transformá-lo em uma equação
diferencial parcial para tentar encontrar tais conclusões.

Palavras-chave: Doenças Infecciosas,modelos matemáticos, Modelo Baseado
em Indiv́ıduos, Equações Diferenciais Parciais, Controle de Epidemias.
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Abstract

Historically, infectious diseases have caused huge financial losses to hu-
manity and social. Thus, understanding the dynamics of these diseases has
become increasingly necessary. The use of mathematical models to study
the dynamics, prevention and epidemic control is extremely relevant. The-
refore, considering the impact of epidemiological mathematical models, it is
important to build them so realistic. In this scenario, the individual-based
modeling has been increasingly used to analyze epidemiological processes.

Individual Based Model (IBM) are quite flexible allowing use of parame-
ters with greater biological significance, so that more realistic models clás-
sicos.The IBM is in an environment where interactions occur and a set of
characteristics, which may change over time or certain rules of interaction,
define a number of individuals.

However, there is a lack of rigorous verification of same, there is no mathe-
matical theorems and proofs to justify some intuitive explanations used in
the modeling.

In this paper, we propose a mathematically based model checking in In-
dividuals in the study of epidemiological processes. First we find a set of Sto-
chastic Differential Equations and later a set of Partial Differential Equations
thus realizing the mathematical equivalence of the IBM.With the proposed
methodology, it is possible to construct models applied epidemiology based
on assumptions of an MBI. If the modeler in question can not extract IBM
findings of a check he can turn it into a partial differential equation to try to
find such conclusions.

Keywords:infectious diseases, mathematical models, Individual Based Mo-
del, Partial Differential Equations
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Caṕıtulo 1

Introdução

“Apenas quando somos instrúıdos pela realidade é que po-

demos mudá-la.”

Bertolt Brecht

Sistemas dinâmicos complexos (Monteiro, 2004) são compostos por um

grande número de sistemas simples interagindo através de um meio de co-

municação (Gelenbe, 2011; Huang, 2011, 2010; Bauer, 2008; Hespanha et al.,

2007; Olfati-Saber et al., 2007; Gelenbe et al., 2006; Lestas, 2010).

Estes sistemas surgem como modelos em várias áreas da Engenharia e Ci-

ências, tais como controle de redes (Hespanha et al., 2007; Tipsuwan, 2003),

computação distribúıda ou paralela (Gelenbe, 2011), redes de sensores (Hu-

ang, 2011), redes biológicas e ecológicas (Grimm and Railsback, 2005), circui-

tos eletrônicos (Huang, 2011; Feldmann, 2000),redes sociais (Pastor-Satorras,

2001), as redes de energia inteligentes ou smartgrids, sistemas que utilizam al-

gum mecanismo automático inteligente de tomada de decisão (Ferreira et al.,

2009), entre várias outras áreas.

Um exemplo de sistema complexo trata-se de sistemas epidemiológicos. A

interação entre os indiv́ıduos e o meio constitui-se em um sistema epidemio-

lógico (Greenman et al., 2004). Por meio entende-se, o meio ambiente, outros

indiv́ıduos, parasitas, v́ırus de computador e tudo mais que se relacione com

os indiv́ıduos. As caracteŕısticas relacionadas à saúde são as mais estudadas

do ponto de vista epidemiológico

Historicamente, as epidemias causaram grandes prejúızos sociais e finan-

ceiros para humanidade. Elas são umas das maiores causas de mortalidade
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e constituem-se como potentes forças seletivas (Hethcote, 2000). O número

de mortes causados pelas maiores epidemias do mundo ultrapassam incom-

paravelmente as mortes provocadas por todas as guerras (Anderson, 1992).

No verão de 430 AC, uma epidemia assolou a cidade grega de Atenas. A

epidemia ocorreu durante o começo da guerra do Peloponeso, entre Atenas

e Esparta, e afetou o exército ateniense. De 25% a 35% da população de

Atenas morreu v́ıtima da doença.

Uma grande epidemia começou em 165 e no ano seguinte atingiu Roma,

durando 15 anos. No auge da epidemia, eram registradas quase duas mil

mortes diárias em Roma. Em 180, o próprio imperador Marco Aurélio foi

morto pela doença.

Entre os anos 1000 e 1350, a lepra se desenvolveu na Europa. As v́ıtimas

sofriam lesões na pele, deformações e perda das extremidades. As pessoas

eram isoladas e sofriam muito preconceito. Nessa época, muitos centros para

leprosos foram criados, e a Igreja Católica controlava os doentes, sustentando

que as lesões eram sinais de impureza religiosa. O doente identificado recebia

uma cerimônia religiosa, a missa dos leprosos, em que ganhava trajes especiais

e um instrumento sonoro para anunciar sua chegada a lugares públicos.

A pior epidemia da história da humanidade , a peste bubônica matou um

terço da população européia. Com ińıcio em 1347, a doença se espalhou rapi-

damente, seguindo as rotas maŕıtimas. Em 1348, a doença já havia atingido

as áreas mais densas dos mundos cristão e muçulmano. A peste chegou num

momento de crise agrária e fome. Por volta de 1350, toda a Europa central

e ocidental tinha sido afetada. Após essa grande epidemia, a doença não

desapareceu e continuou provocando surtos de tempos em tempos.

Durante a Primeira Guerra Mundial uma gripe mortal acometeu tropas

inteiras e logo se espalhou para a população civil, matando de 40 a 50 milhões

de pessoas, primeiro na Europa e nos EUA, depois na Ásia e nas Américas

Central e do Sul. No Brasil, a gripe espanhola, como ficou conhecida, apare-

ceu no final do ano, quando marinheiros desembarcaram doentes após uma

ida à África. Segundo a Fundação Oswaldo Cruz, 65% da população adoe-

ceu. Só no Rio de Janeiro, foram registradas 14.348 mortes. Em São Paulo,

outras 2.000 pessoas morreram segundo dados da Fiocruz.

Neste sentido, compreender o processo epidemiológico tornou-se cada vez

mais necessário. O estudo da dinâmica de doenças infecciosas, bem como

prevenção e controle das mesmas por meio de modelos matemáticos, tem

tido um amplo desenvolvimento nos últimos anos, e tem demonstrado ser
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uma ferramenta importante para entender a trajetória e o processo epidemi-

ológico, sempre e quando os modelos sejam o suficientemente reais e baseados

em conhecimento biológico (BASAÑEZ and RODRÍGUEZ, 2004). Portanto,

considerando o impacto de modelos matemáticos epidemiológicos, é impor-

tante constrúı-los de forma realistas. Neste cenário, a modelagem baseada no

indiv́ıduo (Modelo Baseado em Indiv́ıduos - MBI) tem sido crescentemente

empregada para analisar tais processos. Por permitirem o uso de parâme-

tros mais realistas do que os modelos epidemiológicos clássicos, os MBI’s

tornaram-se ferramentas amplamente utilizadas e conceitualmente poderosa

em diversas áreas do conhecimento que abordam sistemas complexos (DeAn-

gelis and Mooij, 2005; Gilbert and Troitzsch, 2005; Huckfeldt et al., 2004;

Chli and De Wilde, 2008; Lawniczak et al., 2006; Carley et al., 2006; J. and

S, 1988).

Os MBI são uma abordagem que começa com as partes (indiv́ıduos) de

um sistema e, em seguida, tenta entender como as propriedades do sistema

emergem da interação entre estas partes. Em geral os indiv́ıduos são únicos e

caracterizados por variáveis como idade, tamanho, estado, estrutura interna,

etc. À medida que as interações ocorrem, as caracteŕısticas de cada indiv́ıduo

podem mudar.

Algumas vantagens dos MBI segundo (Gómez-Mourelo, 2005):

• Eles proporcionam uma fácil ligação entre o modelo e os dados de campo

que nem sempre pode ser obtida sob um ponto de vista clássico. Um

computador pode descrever um indiv́ıduo por mais complexa que seja

tal descrição. Contrariamente, se um modelo é descrito por um con-

junto de equações, este deverá ser suficientemente simples para possi-

bilitar uma análise viável;

• A maioria dos MBI apresentam propriedades que não são óbvias a par-

tir de um descrição em ńıvel individual (lagrangiana) e tais proprieda-

des são bastante úteis para a descrição da dinâmica da população sob

estudo;

• São exemplos pragmáticos de sistemas distribúıdos usados comumente

em Inteligência Artificial;

• O comportamento dos MBI são mais próximos da realidade.

No entanto, por se tratar de uma cadeia de regras matemáticas e ló-

gicas programadas em um computador, cada MBI pode ser entendido de
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forma diferente por diferente pessoas. Não existe um formalismo ou regras

matemáticas que possam descrevê-lo, limitando assim o sucesso no uso da

modelagem.

1.1 Motivação

Como visto anteriormente, as epidemias causaram e ainda causam pânico

e prejúızos para a população. Recentemente, segundo a atualização no 77 da

Organização Mundial da Saúde (OMS) até 29 de novembro de 2009, um total

de 207 páıses e territórios notificaram casos confirmados laboratorialmente

de influenza pandêmica H1N1 2009, incluindo pelo menos 8.768 óbitos. A

partir dessa atualização, a OMS passou a divulgar apenas os óbitos.

Outra epidemia que assola a humanidade é a AIDS. De 1980 a junho de

2011, no Brasil, foram notificados 608.230 casos de aids. Em 2010 foram no-

tificados 34.218 novos casos, com taxa de incidência nacional de 17,9/100.000

habitantes e razão de sexo de 1,7 novos casos em homens para cada caso em

mulheres.

Neste contexto, detectar e analisar a propagação de doenças infecciosas

para consequente controle e erradicação torna-se alvo fundamental de estudos

por parte dos pesquisadores (Keeling and Rohani, 2002). Contudo os modelos

clássicos de propagação de doenças encontrados na epidemiologia matemática

ainda não explicam algumas questões inerentes a disseminação das mesmas.

O Modelo Baseado em Indiv́ıduos apresenta uma grande expectativa por

parte dos pesquisadores para tentar explicar fenômenos biológicos, no nosso

trabalho em particular fenômenos epidemiológicos. Há um consenso entre a

comunidade cient́ıfica que é necessário uma rigorosa verificação dos MBI. Os

MBI explicam com sucesso um fenômeno, mas não há um protocolo padrão

para extrair informações de uma simulação particular, não há um teorema ou

provas matemáticas para justificar algumas explanações intuitivas utilizadas

na modelagem (Gómez-Mourelo, 2005).

Além disso, modelos baseados em indiv́ıduos apresentam processos esto-

cásticos (Papoulis, 1991; Nepomuceno, 2005a) intŕınsecos. Estes processos

exigem um grande número de realizações para serem verificados. Neste sen-

tido, como saber se uma simples amostra de MBI é representativa? No con-

texto espećıfico de Engenharia, outra questão surge: como aplicar técnicas

de controle e otimização em MBI?

Por isso, naturalmente surge o problema da representação dos modelos
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baseados em indiv́ıduos. Este trabalho tem por finalidade apresentar uma

representação matemática do Modelo Baseado em Indiv́ıduos.

1.2 Objetivo

O objetivo geral deste trabalho é realizar a equivalência de modelos ba-

seados em indiv́ıduos para equações diferenciais, buscando assim uma repre-

sentação matemática equivalente ao MBI.

Inicialmente encontrou-se um conjunto de Equações Diferenciais Estocás-

ticas e posteriormente um conjunto de Equações Diferenciais Parciais.

Atualmente tem-se a convicção de que inúmeros sistemas somente po-

dem ser tratados se forem observadas caracteŕısticas de complexidade, tais

como emergência, não-linearidades, sistemas multi-agentes. Essas caracteŕıs-

ticas são grandes desafios para os atuais métodos de controle e podem ser

solucionadas com a utilização de equações diferenciais parciais.

1.3 Estrutura da Dissertação

Este trabalho está dividido em seis caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, são intro-

duzidos conceitos teóricos básicos de modelos baseado em indiv́ıduos bem

como as causas da resistência a sua utilização. Também foi apresentada a

motivação e objetivo do tema investigado.

É feita uma revisão bibliográfica no Caṕıtulo 2 a respeito de Modelo

Baseado em Indiv́ıduos e a modelagem por equações diferenciais. São anali-

sados e apresentados alguns trabalhos recentes desenvolvidos na área e publi-

cados por meio de periódicos bem como dissertações de mestrado e doutorado.

Já no Caṕıtulo 3 são apresentados conceitos preliminares, necessários na

compreensão deste trabalho tais como: modelagem de sistemas complexos,

epidemiologia matemática, equações diferenciais, Modelo Baseado em Indi-

v́ıduos.

O Caṕıtulo 4 consiste na apresentação da metodologia utilizada para a

realização deste trabalho. É feita uma introdução à representação proposta,

seguida da definição da caracterização do problema. A seguir apresenta-se a

representação do MBI por equações diferenciais estocásticas e a representação

do MBI por equações diferenciais parciais.
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No Caṕıtulo 5 são apresentados os principais resultados obtidos. Apresenta-

se também a resolução numérica das Equação Diferenciais Parciais, os resul-

tados computacionais obtidos.

Por fim, no Caṕıtulo 6 são apresentadas as conclusões do trabalho. Pes-

quisas para trabalhos futuros também são apresentadas, além de ser feito um

resumo das principais contribuições deste trabalho.



[
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Caṕıtulo 2

Revisão de Literatura

“ A tarefa não é tanto ver aquilo que ninguém viu, mas

pensar o que ninguém ainda pensou sobre aquilo que todo

mundo vê.”

Arthur Schopenhauer

Este caṕıtulo apresenta alguns dos principais resultados obtidos nos últi-

mos anos, referente a modelagem através de equações mas principalmente o

avanço na modelagem baseada em indiv́ıduos. Outros trabalhos não menos

importantes foram estudados e analisados mas não expostos neste caṕıtulo.

Vale ressaltar que apenas a tese de doutorado Nepomuceno (2005a) e a

dissertação de mestrado de Alvarenga (2008) apresentam a modelagem apli-

cada a epidemiologia, foco principal do nosso trabalho. Os demais trabalhos

apresentados neste caṕıtulo contudo são aplicados a ecologia.

No artigo intitulado Ten years of individual-based modelling in ecology:

what have we learned and what could we learn in the future? Grimm (1999)

revisa 50 populações de animais que são modeladas por MBI. Cada mode-

lagem traz sua complexidade bem como suas caracteŕısticas particulares. O

principal objetivo do autor é responder às perguntas que dão nome ao ar-

tigo, sendo a primeira: “ O que aprendemos com a modelagem baseada no

indiv́ıduo”?.

O autor mostra inicialmente que há diferentes motivações quando usa-se

a modelagem baseada no indiv́ıduo. A partir destas diferentes motivações,

foram elaborados critérios para avaliar a utilização de MBI’s e apresentou-

se uma lista de regras heuŕısticas que tenta ajudar a avançar na prática da

modelagem baseada no ind́ıv́ıduo aplicados a ecologia. No entanto o autor
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provou ser dif́ıcil uma śıntese teórica sobre MBI uma vez que a maioria dos

MBIs não abordam diretamente questões gerais mas sim espećıficas a cada

modelagem utilizada. Segundo o autor a unificação da teoria ecológica ainda

não foi explorada.

Os resultados deste artigo indicam duas grandes classes de problemas

que devem ser resolvidos de forma mais expĺıcita no Modelo Baseado em

Indiv́ıduos: a relação entre a abordagem com MBI e as abordagens clássicas

de variáveis de estado, e em particular, a análise complexa da simulação dos

MBI’s.

Grimm (1999) sugere que a relutância pela modelagem baseada em in-

div́ıduos deve-se a dois fatores: não há reconhecimento entre a modelagem

clássica e a modelagem baseada em indiv́ıduos; a complexidade da maioria

dos MBIs impede uma análise teórica por base de seus modeladores.

Outro trabalho de grande destaque, foi o de Gómez-Mourelo (2005). Neste

trabalho, From Individual-based models to partial differential equations: an

application to the upstream movement of elver o autor introduz um método

de verificação de um MBI aplicado ao movimento de mexilhões. O uso de

MBIs, autômatos celulares e sistemas multi-agentes abrem um novo caminho

para o estudo de processos ecológicos.

No artigo, Gómez-Mourelo (2005) propõe a passagem de um MBI para

um conjunto de equações diferenciais parciais. O autor considera que o seu

trabalho constitui uma verificação de Modelo Baseado em indiv́ıduo.

As EDP’s são úteis pois podem ser analisadas e estudadas através de pa-

drões matemáticos. As soluções numéricas das EDP’s mostram informações

sobre a migração dos mexilhões.

Esse processo estabelece uma relação entre a escala langrangiana e a escala

euleriana pois o MBI. Segundo o autor, tal processo auxilia na validação e

verificação do Modelo Baseado em Indiv́ıduos.

Em sua tese de doutorado Nepomuceno (2005a) propôs um MBI baseado

nas premissas do modelo SIR. Neste modelo, os indiv́ıduos são representados

por um vetor onde cada indiv́ıduo possui uma caracteŕıstica com o passar do

tempo, tal como: estado (suscet́ıvel, infectado, recuperado), idade; a máxima

idade em que o indiv́ıduo viverá; o tempo em que o indiv́ıduo se encontra

no estado infectante; e o máximo tempo em que o indiv́ıduo fica no estado

infectante. Assim a população de indiv́ıduos é representada por uma matriz

de indiv́ıduos com as caracteŕısticas acima.

A população inicial é determinada de modo aleatório. Em cada instante
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de tempo, cada indiv́ıduo é considerado e verifica-se por meio de distribui-

ções probabiĺısticas qual a transição que ocorrerá. Após todos os indiv́ıduos

serem avaliados, o tempo de simulação é incrementado. O algoritmo termina

quando o tempo de simulação atinge o valor final. A simulação do MBI é ba-

seada na realização estocástica de alguns parâmetros. Como o MBI baseia-se

no modelo SIR, o autor acredita que haja uma certa equivalência entre esses

modelos.

Em 2006, motivados pela falta de um rigor matemático do MBI Grimm

et al. (2006) desenvolveu e testou um protocolo desenvolvidos por 28 mode-

ladores no campo da ecologia. A idéia básica do protocolo foi proposta por

Grimm and Railsback (2005) e em seguida discutida num seminário inter-

nacional realizado na Noruega em 2004. A maioria dos participantes desse

seminário estão entre os autores deste artigo.

Os autores concluem que para construir um protocolo padrão para des-

crever MBI’s é necessário a combinação de dois elementos:

• uma estrutura geral para descrever MBI’s, tornando-o um modelo de

descrição espećıfica independente de sua estrutura, finalidade e forma

de execução;

• a linguagem matemática, assim separando claramente as considerações

verbais a partir de uma descrição matemática das equações, regras e

programações que constituem o modelo.

Cada autor, ou a equipe de co-autores aplicou, testou e refinou o protocolo

padrão proposto por Grimm and Railsback (2005) reescrevendo os seus pró-

prios modelos de acordo com novo protocolo padrão. Estes testes encontram-

se num apêndice on-line do artigo.

A idéia básica do protocolo é sempre o de estruturar a informação sobre

um MBI na mesma sequência. Esta sequência é constitúıda por sete ele-

mentos que podem ser agrupados em três blocos: Visão geral (Overview),

conceitos de construção (Design) e detalhes (Details) (esta seqüência pode

ser chamada como ODD). A visão geral (Overview) é constitúıda por três

elementos (objetivo, variáveis de estado e escalas, visão geral do processo e

programação), que fornecem uma visão geral do objetivo geral e estrutura do

modelo. Segundo os autores, os leitores podem ter uma idéia do modelo em

foco, resolução e complexidade.

O bloco conceitos de construção (Design) descreve os conceitos gerais

subjacentes ao desenho do modelo. O propósito deste elemento do protocolo
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segundo os autores é unir o modelo com os conceitos gerais identificados no

campo dos sistemas complexos adaptativos (Grimm and Railsback, 2005).

Estes conceitos incluem perguntas sobre a emergência, as interações entre os

indiv́ıduos, estocasticidade consideradas, etc.

A terceira parte da ODD, Detalhes, inclui três elementos (inicialização,

entrada, submodelos), que apresentam os detalhes que foram omitidos na

visão geral. Todas as informações necessárias para reimplementar e executar

as simulações iniciais devem ser fornecidos aqui.

Figura 2.1: Os sete elementos do protocolo ODD agrupados em 3 blocos. Fonte
(Grimm,2011)

Os autores mostram detalhadamente com o modelo da marmota mar-

mota, como o protocolo de ODD é utilizado. Assim eles concluem algumas

vantagens do uso de ODD.

• A descrição do modelo tornou-se mais fácil de escrever. Não era mais

necessário perder muito tempo pensando em como para estruturar o

texto, porque o protocolo tinha feito aquelas decisões para os autores,

para que eles simplesmente pudessem seguir o modelo.

• A descrição do modelo tornou-se mais completa, porque o protocolo

lembrou aos autores de detalhes importantes que eles poderiam ter de

outra forma se esquecido de incluir na documentação.

• A descrição do modelo tornou-se mais fácil de entender.
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• O protocolo não é útil apenas para o indiv́ıduo ou com base em modelos

baseados em agentes , mas para os modelos de simulação computacional

em geral.

Outro trabalho de Gómez-Mourelo and Ginovart (2009), intitulado The

differential equation counterpart of an individual-based model for yeast popu-

lation growth compara a abordagem por equações diferenciais parciais com a

modelagem baseada no individuo através da evolução de uma população de

levedura em uma cultura de lote.

Num primeiro momento, um MBI denominado pelos autores INDISIM

Levedura é apresentado e depois um conjunto de equações diferenciais parci-

ais para o mesmo sistema é desenvolvido e resolvido. O INDISIM Levedura

é um modelo estocástico que simula o comportamento de populações bac-

terianas. O estado de cada organismo é determinada por um conjunto de

caracteŕısticas aleatórias, dependentes do tempo tais como: localização espa-

cial, biomassa, ciclo celular e outras propriedades individuais.

Um estudo formal da equivalência de ambos os modelos, como um estudo

estat́ıstico e anaĺıtico, não era o objetivo deste trabalho. No entanto, o

aspecto visual global das simulações geradas sugere um acordo qualitativo

indicando que ambas abordagens mostram resultados semelhantes mesmo

usando condições iniciais e valores de parâmetros diferentes.

O autor conclui que os MBI’s não exigem conhecimento matemático pro-

fundo e pode ser muito útil para quem não é especialista. No entanto, eles são

menos padronizados do que EDP’s como uma ferramenta cient́ıfica. Como

observação final, depois de trabalhar com as duas abordagens , o MBI para

o estudo em questão pareceu mais razoável pelas seguintes razões:

• Há uma complexidade inerente à biologia de levedura (duas fases dife-

rentes para reprodução celular)

• Muitos dos atributos de levedura tem natureza dif́ıcil de manusear em

EDP’s

• As simulações para esta pesquisa são rápidas quando usa-se MBI’s

• Se uma modificação / atualização do estudo for considerada, o MBI

exigiria, em geral, modificações mais curtas do que a resolução de EDP.

O MBI iria requerer apenas algumas linhas de código a ser alterada,

enquanto que o rearranjo de uma equação completa seria necessária.
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Na dissertação de mestrado de Alvarenga (2008) alguns aspectos relacio-

nados ao Modelo Baseado em Indiv́ıduos aplicados sobre o foco epidemioló-

gico foram investigados tais como:

1. Validou-se o modelo MBI proposto por Nepomuceno (2005) comparado

com o clássico Modelo SIR por meio de simulação de Monte Carlo em

situações aleatoriamente diferentes e elaboração de uma nova versão,

MBI-2, em que foram feitas algumas modificações nas premissas do

MBI, a fim de obter-se um modelo mais aproximado ao modelo SIR.

Nesse item, verificou-se como algumas caracteŕısticas epidemiológicas

influenciam no comportamento do modelo, tais como, variação dos pa-

râmetros e tamanho da população.

2. Incorporou-se ao modelo SIR, o comportamento estocástico observado

no MBI-2, de modo a reduzir o custo computacional da simulação de

epidemias. A idéia é que o modelo SIR e o MBI-2 possuem ambos o

mesmo comportamento médio, diferindo apenas no que diz respeito à

flutuação estocástica ao redor desta média. A proposta apresentada

é que tal comportamento estocástico seja “aprendido” por uma rede

neural, a partir da simulação do MBI-2. Uma vez aprendido, o com-

portamento estocástico pode ser superposto a uma simulação de um

modelo SIR, o que viabiliza a simulação eficiente da evolução de uma

epidemia, incorporando a estocasticidade do processo.

3. Modelou-se o MBI-2, incorporando a vacinação para analisar exata-

mente uma das questões sobre as quais o modelo SIR torna-se incapaz

de produzir análises significativas: a erradicação de doenças em peque-

nas populações.

4. Modelou-se a propagação de uma epidemia incorporando ao MBI-2 a

estrutura de redes regulares de contatos, modelados por meio de Autô-

matos Celulares.

Alvarenga (2008) obteve resultados importantes aplicados a epidemiolo-

gia com o seu MBI estocástico tais como:redução do custo computacional

em relação ao MBI utilizado por Nepomuceno (2005a), incorporação de re-

des de contato no MBI estocástico tornando o seu modelo mais reaĺıstico,

investigação do tempo de erradicação de doenças.
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2.1 Conclusões do Caṕıtulo

O presente Caṕıtulo apresentou alguns trabalhos na área de modelagem

por equações e a modelagem baseada no indiv́ıduo.

Apesar de alguns trabalhos já se proporem a utilizar as abordagens clás-

sicas como as EDPs, este propósito ainda não foi feito para o estudo da

dinâmica de epidemias.

O protocolo de ODD aqui apresentado é um protocolo muito útil quando

aplicado a MBI voltados para ecologia. Contudo alguns pesquisadores tive-

ram que reescrever seus MBIs para adequarem a este protocolo. Como os

MBIs possuem uma explanação intuitiva tal reestrutura pode ter mudado o

foco do trabalho dos pesquisadores, gerando outras conclusões. Logo, o pro-

tocolo estabelecido ainda não é uma ferramenta útil para a verificação dos

MBIs.





Caṕıtulo 3

Conceitos Preliminares

“ É do buscar e não do achar que nasce o que eu não

conhecia.”

Clarice Lispector

Este caṕıtulo apresenta os conceitos preliminares necessários para melhor

entendimento dos caṕıtulos posteriores. Serão apresentados conceitos de sis-

temas complexos, epidemiologia matemática, equações diferenciais e modelo

baseado em indiv́ıduos.

3.1 Sistemas Complexos

Á primeira vista o comportamento dos neurônios no cérebro humano nada

tem em comum com o trabalho das formigas em uma colônia. Muito menos

a disseminação da Influenza A com o movimento das placas tectônicas que

ocasionaram o terremoto devastador no Japão. No entanto,os exemplos acima

apresentam algumas caracteŕısticas em comum (Monteiro, 2004):

• apresentam um grande número de agentes que interagem entre si ou

com o ambiente em que se encontram;

• são dinâmicos,

• são não-lineares. Graças ao caráter não-linear, pequenas perturbações

podem causar grandes (ou pouco) efeito;
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• possuem retro-alimentação: Os efeitos das ações dos elementos consti-

tuintes do sistema determinam como os próprios elementos atuarão no

futuro. À medida que as condições externas mudam, a estrutura do

sistema muda junto, automaticamente.

• Auto-organização: o sistema vai para estados especiais sem que seja

guiado por um ĺıder ou seja o resultado final é conseqüência da interação

dos agentes um com os outros, independente do controle central.

• podem apresentar senśıvel dependência das condições iniciais.

Com as propriedades acima os sistemas citados no primeiro parágrafo

constituem importantes exemplos de sistemas complexos. Tais sistemas têm

sido alvo de estudo dos mais variados ramos da pesquisa cient́ıfica, desafiando

paradigmas e metodologias tradicionais (Bar-Yam, 1997; Pearce and Merletti,

2003).

Para compreender o comportamento de um sistema complexo é necessário

entender não somente o comportamento das suas partes, mas também como

elas agem juntas para formar o comportamento do todo. Deste modo, pela

impossibilidade de descrever o todo sem descrever cada parte e pelas partes

serem descritas em relação a outras partes, os sistemas complexos consti-

tuem sistemas de dif́ıcil análise e consequentemente compreensão. Bar-Yam

(1997) apresenta dois conceitos-chave para o estudo dos sistemas complexos:

emergência e complexidade.

A emergência é uma propriedade dos sistemas complexos que não pode

ser percebida pela análise f́ısica do sistema, apenas considerando suas par-

tes isoladas. Deve-se considerar, não apenas suas partes isoladamente mas

estuda-se cada parte no contexto do sistema como um todo. Existem dois

tipos de emergência: local e global. Na emergência local, o comportamento

coletivo surge em pequenas partes do sistema. Na emergência global, o com-

portamento coletivo pertence ao sistema como um todo. A emergência global

é particularmente relevante para o estudo dos sistemas complexos, pois estes

possuem o comportamento coletivo dependente do comportamento de todas

as suas partes.

No âmbito da epidemiologia, o interesse no estudo da propagação de do-

enças é explicar como a doença se espalha por meio das interações entre os

indiv́ıduos (emergência global) e não pela doença em cada indiv́ıduo (emer-

gência local).
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O segundo conceito, a complexidade está relacionada à quantidade de

informação necessária para descrevê-la e depende do ńıvel de detalhe reque-

rido para a sua descrição. Bar-Yam (1997) recomenda o uso de ferramentas

estat́ısticas e da Ciência da Computação para essa tarefa.

Para sermos capazes de compreender o comportamento coletivo de um

sistema complexo a partir da interação das suas partes, não temos outra so-

lução senão simulá-los num computador. A integração de métodos teóricos

e computacionais tem desempenhado um papel fundamental na análise de

sistemas complexos, particularmente na dinâmica de doenças infecciosas, e,

com efeito, existe uma vasta e sofisticada literatura relacionada com a teoria

de processos epidêmicos em uma população e a dinâmica dos fenômenos epi-

dêmicos e endêmicos de uma doença (Perepelitsa et al., 2006; Mendes and

Billings, 2001; d’Onofrio et al., 2007).

3.2 Elementos da Epidemiologia Matemática

3.2.1 Breve Digressão Histórica

(Almeida Filho N, 1992) define Epidemiologia:

é a ciência que estuda quantitativamente a distribuição dos fenômenos de

saúde/doença, e seus fatores condicionantes e determinantes, nas populações

humanas. Alguns autores também incluem na definição que a epidemiologia

permite ainda a avaliação da eficácia das intervenções realizadas no âm-

bito da saúde pública. A Epidemiologia analisa a ocorrência de doenças em

massa, ou seja, em sociedades, coletividades, classes sociais, grupos espećıfi-

cos, dentre outros levando em consideração causas categóricas dos geradores

estados ou eventos relacionados à saúde das populações caracteŕısticas e suas

aplicações no controle de problemas de saúde.

Desta maneira podemos entender a epidemiologia como a ciência que estuda

o comportamento e agravo das doenças em uma determinada comunidade,

levando em consideração diversas caracteŕısticas ligadas ao indiv́ıduo, es-

paço f́ısico e também tempo, desta maneira é posśıvel determinar as medidas

de prevenção e controle mais indicadas para o problema em questão como

também avaliar quais serão as estratégias a serem adotadas e se as mesmas

causaram impactos, diminuindo e controlando a ocorrência da doença em
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análise.

Um dos primeiros estudos em epidemiologia segundo MURRAY (2002)

foi realizado por Bernoulli em 1760 no estudo da vaŕıola. Nesse estudo foi

considerada a propagação da vaŕıola através de equações diferenciais e onde

avaliou-se as vantagens de um programa de vacinação.

A partir do século XIX, com a descoberta dos agentes infecciosos (bac-

térias e v́ırus) foi posśıvel incorporar à epidemiologia modelos matemáticos

bem fundamentados.

O epidemiológico Ronald Ross, desenvolveu um modelo para explicar o

ciclo completo da malária humana, com inclusão do mosquito como vetor e

o parasito Plasmodium, o que o levou a ganhar o premio Nobel em 1902.

No ińıcio do século XX, William Heaton Hamer um dos conceitos mais

importantes da epidemiologia matemática: o curso de uma epidemia depende

da taxa de contato entre indiv́ıduos suscet́ıveis e infectados. Este conceito

conhecido como prinćıpio de ação de massas, foi originalmente descrito em

tempo discreto mas em 1908 Ronald Ross descreveu o conceito em tempo

cont́ınuo explicando o ciclo completo da malária humana, com inclusão do

mosquito como vetor.

O seguinte grande avanço da epidemiologia foi o estudo de Kermack and

McKendrick (1927) que estabeleceram um valor cŕıtico do número de susce-

t́ıveis para o surgimento de uma epidemia. O prinćıpio de ação de massas

juntamente com os trabalhos de Kermack and McKendrick (1927) formu-

laram o que conhecemos hoje por modelo SIR determińıstico, modelo que

analisaremos mais tarde.

Com a contribuição destes trabalhos e com o avanço do conhecimento

biológico, epidemiologia matemática cresceu e desenvolveu-se rapidamente

gerando novos modelos matemáticos que juntamente com o desenvolvimento

computacional auxiliam na detecção, análise e controle da propagação das

doenças infecciosas.

3.2.2 Modelos Compartimentais

Nesta seção discutiremos os modelos compartimentais. Estes tipos de

modelos classificam a população em compartimentos disjuntos de indiv́ıduos.

Os compartimentos são:

• suscet́ıveis S : indiv́ıduos (ou agentes) que não estão infectados mas

podem ser infectados;



3.2 Elementos da Epidemiologia Matemática 21

• infectados I: indiv́ıduos (ou agentes) que são capazes de transmitir a

doença aos suscet́ıveis;

• recuperados R: indiv́ıduos (ou agentes) que foram infectados pela do-

ença e morreram (ou se isolaram) ou ficaram permanentemente imunes

à doença.

A escolha por quais compartimentos incluir em um modelo depende das

caracteŕısticas particulares da doença a ser modelada. Levando em conta os

diversos estados relacionados com o processo infeccioso, os modelos epidemi-

ológicos se dividem em três grandes grupos:

1. SIS:Modelo Suscet́ıvel-Infectado-Suscet́ıvel, utilizado em casos em que

a doença não confere imunidade, assim o indiv́ıduo pode passar de in-

fectado para suscet́ıvel novamente. Um caso particular deste modelo é

quando o indiv́ıduo infeccioso, uma vez infectado, nunca recupera-se da

doença. Neste caso tem-se o modelo SI. Os modelos SIS são apropri-

ados para várias doenças causadas por agentes bacterianos, nas quais

a recuperação não protege contra uma reinfecção, como a meningite

meningocócia, a peste e doenças venéreas.

2. SIR:Modelo Suscet́ıvel-Infectado-Recuperado, relacionado com as do-

enças em que os indiv́ıduos infecciosos podem recuperar-se e adquirir

imunidade permanente. Doenças infecciosas que ocorrem com maior

frequência na infância, como rubéola, varicela, ¨ sarampo e caxumba

são exemplos de doenças que costumam ser modeladas através do mo-

delos SIR. Na próxima seção discutiremos profundamente o modelo

SIR.

Usando a lógica compartimental, para um maior realismo epidêmico basta

aumentar o número de compartimentos em que os indiv́ıduos estão classifi-

cados dentro de uma população. Nessa classe de modelos qualquer indiv́ıduo

pode ser classificado em qualquer compartimento a cada instante, ou seja, os

indiv́ıduos homogeneamente misturados, de maneira que qualquer indiv́ıduo

de um compartimento pode estar em contato com qualquer outro indiv́ıduo

de outra compartimento em qualquer instante. A tabela 3.1 mostra alguns

dos modelos compartimentais encontrados na literatura: Outros conceitos

importantes compartilhados por modelos compartimentais é a reprodutibi-

lidade basal (R0) que consiste em parâmetro adimensional que fornece o
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SAIR Suscet́ıvel, Ant́ıdoto, Infectado, Recuperado
SEIR Suscet́ıvel, Exposto, Infectado, Recuperado

SI Suscet́ıvel, Infectado
SIIS Suscet́ıvel, Infectado, Isolado
SIR Suscet́ıvel, Infectado, Recuperado
SIV Suscet́ıvel, Infectado, Vacinado

TSIR SIR baseado em série temporal

Tabela 3.1: Modelos Compartimentais encontrados na literatura - (Fonte:Almeida
Filho, 1992)

número de casos secundários produzidos por um infectante t́ıpico durante o

peŕıodo infeccioso. Este parâmetro nos fornece a informação se uma doença

permanecerá na população ou será erradicada.

Apesar das importantes contribuições dos modelos compartimentais para

a evolução da epidemiologia, eles apresentam limitações, como por exemplo

assumir que a população é homogeneamente misturada, desprezando por-

tanto fatores espaciais na disseminação de doenças infecciosas. Além disso,

os modelos compartimentais não considera que a população é composta de

indiv́ıduos interagentes. Somado-se a estes fatos, nesses modelos todos os

indiv́ıduos são considerados semelhantes. Sabemos que há muitos fatores

biológicos e sociais influenciam para que um indiv́ıduo adoeça.

Logo, para um melhor prognóstico e definição de estratégias no controle

de epidemias é indispensável o desenvolvimento de novas metodologia mate-

máticas e computacionais como sugere esse trabalho.

Na seção seguinte estudaremos mais profundamente o modelo SIR que

constitui importante fundamental teórico para o Modelo Baseado em Indiv́ı-

duo.

3.2.3 Modelo SIS

Utilizado em casos em que a doença não confere imunidade, assim o indi-

v́ıduo pode passar de infectado para suscet́ıvel novamente. Para mais ampla

exploração dos conceitos de estabilidade, analisaremos o modelo SIS em que

há dinâmica vital e transmissão vertical ou seja a mãe transfere a doença ao
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filho durante a gravidez. O modelo é dado por:{
dS(t)/dt = (b1 − ϕ1)S + (pb2 + γ − βS)I

dI(t)/dt = (βS + qb2 − ϕ2 − γ)I
(3.1)

onde os parâmetros descritos acima são:

• b1 é a taxa de procriação de mães suscet́ıveis, onde os recém-nascidos

pertencem a classe dos suscet́ıveis;

• b2 é a taxa de procriação de mães infecciosas, onde pb2 e qb2 são as

taxas de recém-nascidos que pertencerão a classe dos suscet́ıveis e dos

infecciosos, sendo que p+ q = 1;

• γ é a taxa de remoção dos infecciosos para os suscet́ıveis;

• β é a taxa de transmissão da doença;

• ϕ(1) e ϕ2 são as taxas de mortalidade da doença.

Os pontos cŕıticos são encontramos quando igualamos as equações do

sistema a zero, ou seja:{
dS(t)/dt = (b1 − ϕ1)S + (pb2 + γ − βS)I = 0

dI(t)/dt = (βS + qb2 − ϕ2 − γ)I = 0
(3.2)

Analisaremos o caso em que não há doença (I = 0) e quando há doença

(I 6= 0): Quando I = 0 então (b1 − ϕ1)S = 0 → S = 0. Logo (0,0) é um

ponto de equiĺıbrio. No entanto este ponto implica na extinção da população.

Quando I 6= 0 então:

• S = ϕ2+γ−qb2
β

= S∗

• I = (ϕ1−b1)S
ϕ2−b2 = I∗

Em que (S∗, I∗) são pontos de equiĺıbrio para o caso endêmico, sendo que

ϕ2 6= b2

Como dito anteriormente, R0 é um parâmetro adimensional que mede

essencialmente a velocidade inicial do crescimento da epidemia. No modelo

SIS demonstrado aqui o número de novas infecções por unidade de tempo é

dado por (βS+qb2)I) Como o número de suscet́ıveis (S) é praticamente igual
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ao da população (N) então (βN + qb2). O tempo médio de cada infecciosos

é dado por 1
ϕ2+γ

. Assim R0 será dado por:

R0 =
(βN + qb2)

ϕ2 + γ
(3.3)

Uma epidemia se estabelece quando
dI

dt
> 0 da segunda equação do Mo-

delo SIS obtemos βS + qb2 > ϕ2 + γ ou como adotamos que o número de

suscet́ıveis é aproximadamente igual ao número total da população em es-

tudo, βN + qb2 > ϕ2 + γ. Deste modo a condição necessária para que haja

epidemia é que R0 > 1 caso contrário a doença desaparece.

3.2.4 Modelo SIR

Como explicitado anteriormente, o modelo SIR proposto inicialmente por

Kermack and McKendrick (1927) classifica os indiv́ıduos em três comparti-

mentos: S (Suscet́ıveis), I (Infectados) e R (Recuperados). Os indiv́ıduos

estão homogeneamente distribúıdos dentro de uma população. Assim, em

um instante de tempo t uma população é caracterizada por:

N = S(t) + I(t) +R(t) (3.4)

onde N é o número total de indiv́ıduos de uma população no instante t.

As transições de estados são definidas a seguir:

1. O número de indiv́ıduos no compartimento de infectados aumenta a

uma taxa que é proporcional ao número de indiv́ıduos na classe in-

fectante e ao número de indiv́ıduos no compartimento dos suscet́ıveis.

Matematicamente isso é representado por βS(t)I(t) onde β é uma cons-

tante denominada taxa de infecção. Essa situação representa a taxa na

qual os suscet́ıveis diminuem em seu compartimento.

2. A taxa na qual os indiv́ıduos infectados são transferidos para a classe

dos recuperados é proporcional ao número de infectados. Esse fato é

modelado por γI(t), onde γ é a taxa de remoção.

3. Nesse modelo não é considerado um tempo de incubação portanto os

indiv́ıduos suscet́ıveis passam diretamente para o compartimento dos

infectados.
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Formalmente, as transições são descritas pelo conjunto de equações diferen-

ciais (3.5):

dS(t)/dt = −βS(t)I(t)

dI(t)/dt = βS(t)I(t)− γI(t)

dR(t)/dt = γI(t) (3.5)

Para estabelecermos a condição para que uma epidemia se estabeleça deve-

mos ter dI(t)/dt > 0 ou seja uma epidemia cresce somente se o número de

infectados aumenta. De (3.3) temos que:

βS(t)I(t)− γI(t) > 0 (3.6)

β(S(t)− γ)I(t) > 0 (3.7)

Como temos sempre I(t) > 0, então a condição necessária é:

S >
γ

β
(3.8)

Para dados β e γ existe um valor cŕıtico de suscet́ıveis e se S(0) é o valor

inicial de suscet́ıveis, para que se estabeleça uma epidemia devemos ter:

S(0) >
γ

β
(3.9)

A inequação acima fundamenta-se em dois pontos teóricos:

• um indiv́ıduo infectado será contagioso, em média, por um tempo 1
γ
;

• o número total de indiv́ıduos infectados por um infectado será de βS
γ

.

Assim para que ocorra epidemia esse número deve ser superior a 1. Introdu-

zindo o conceito de reprodutibilidade basal, que é um parâmetro adimensional

temos:

R0 ≡
βS(0)

γ
(3.10)

A condição necessária para a persistência de uma epidemia é R0 > 1.
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Figura 3.1: Simulação do modelo SIS com condições iniciais S(0) = 900 e I(0) = 10
e parâmetros β = 0.001 e α = 0.3

Análise da Solução do Modelo SIR

Como as equações 3.2 e 3.3 só dependem de S e I, vamos reorganizá-la

em uma só equação. Assim a relação S e I é dada por:

dI

dS
=
βSI − γI
−βSI

dI

dS
= −1 +

γ

βS
(3.11)

cuja solução obtida pelo método de separação de variáveis é:

I = −S +
γ

β
lnS +K (3.12)

Usando as condições iniciais encontramos o valor de K. Deste modo a

equação acima é dada por:

I = N − S +
γ

β
ln(

S

S0

) (3.13)

Assim podemos fazer algumas análises relacionadas as equações acima:

• se S < γ
β

então a função I é crescente. Analogamente, se S > γ
β

então

I é decrescente.

• se I = 0 não há infectados e portanto livre da doença.
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• quando t cresce ao longo da trajetória (S,I) se move ao longo da tra-

jetória, sendo que S está sempre decrescendo. I cresce se S0 > γ
β

e

decresce se S0 <
γ
β
. Quanto maior a variação da remoção em relação à

variação de infecção, mais rapidamente a epidemia cessará.

Análise da Estabilidade do Modelo SIR

Vamos primeiramente encontrar os pontos de equiĺıbrio do modelo. Con-

siderando as equações 3.2 , 3.3 e 3.4 os pontos de equiĺıbrio do modelo SIR

ocorrem quando a variação em cada uma das equações diferenciais do sistema

é igual a zero, isto é, os pontos de equiĺıbrio são as soluções constantes do

sistema. 
dS(t)/dt = −βS(t)I(t) = 0

dI(t)/dt = βS(t)I(t)− γI(t) = 0

dR(t)/dt = γI(t) = 0

Assim obtemos os pontos de equiĺıbrio S∗,0,N∗−S∗. A matriz Jacobiana

do sistema linear correspondente é dada por:

J(S∗,I∗) =

(
−βI∗ −βS∗
βI∗ βS∗ − γ

)
onde (S∗, I∗) é o ponto de equiĺıbrio do sistema. Os autovalores são

obtidos quando consideramos:

|J(S∗,0)− λI1| = 0→ −λ(βS∗ − γ − λ) = 0 (3.14)

em que I1 é a matriz identidade. Assim os autovalores encontrados foram

λ1 = 0 e λ2 = βS∗ − γ. Portanto o ponto de equiĺıbrio (S0,0) é estável se

βS∗ − γ < 0 A condição de estabilidade para o ponto de equiĺıbrio implica

que a derivada de I, a partir de um certo S, deve ser negativa, fazendo com

que a solução I convirja para 0.

3.3 Equações Diferenciais

As Equações Diferenciais tornaram-se poderosas ferramentas que permi-

tem reproduzir a evolução de fenômenos biof́ısicos complexos (VITOR, 2003;

BASSANEZI, 1988). Desde o século XIX este formalismos tem mostrado a
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Figura 3.2: Simulação do modelo SIS com condições iniciais S(0) = 900 e I(0) = 10
e parâmetros β = 0.001 e γ = 0.3 Azul: População Suscet́ıvel, Verde:
População Infectada, Vermelho:População Recuperada

sua eficácia e capacidade para explicar qualitativamente e quantitativamente

diversos comportamentos coletivos. Avanços recentes no conhecimento que

foi obtido em modelos f́ısicos, em algoritmos para sua solução computacional,

abrem as portas para o sucesso em sua utilização no estudo de fenômenos

epidemiológicos (MISSIO, 2008). Nesta seção definiremos dois tipos de equa-

ções diferencias que servirão de referencial teórico para evolução de nossos

estudos.

3.3.1 Equações Diferenciais Estocásticas

Uma equação diferencial estocástica (EDE) é uma equação diferencial em

que um ou mais dos termos é um processo estocástico , resultando numa

solução que também é um processo estocástico. As EDE’s vem sendo cres-

centemente utilizadas em modelos complexos aplicados a qúımica, biologia,

neurociência dentre outras áreas (J. and S, 1988). Devido ao fato de soluções

anaĺıticas serem raramente posśıveis em situações realistas,métodos compu-

tacionais são frequentemente usados para calcular as soluções das EDE’s.

Nesta seção faremos a apresentação de algumas propriedades matemáti-

cas usadas em nosso trabalho no contexto mais simples posśıvel, evitando
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obscurecer as idéias principais com questões técnicas.

Uma EDE pode ser escrita como:

dXt = α(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt (3.15)

onde α(t,Xt) representa a parte determińıstica do processo, σ(t,Xt) re-

presenta o componente estocástico do processo e Wt é o chamado processo

de Wiener ou Movimento Browniano. O processo de Wiener, rigorosamente

estudado por Wiener e Lévy a partir de 1920, é conhecido por também por

movimento browniano pelo fato de ter sido usado por Einstein em 1905 como

primeiro modelo do movimento browniano de uma part́ıcula.

A representação pela equação acima é útil já que permite definir a evo-

lução das trajetórias do processo Xt através de uma representação dada por

uma integração estocástica.

Xt = Xt0 +

t∫
t0

α(t,Xt)dt+

t∫
t0

σ(t,Xt)dWt (3.16)

A seguir, serão vistas, algumas propriedades e fundamentação teórica do

componente estocástico da EDE: o processo de Wiener.

O processo de Wiener

Definição : Um processo estocástico Wt diz-se um processo de Wiener

ou movimento browniano se satisfazer as seguintes propriedades :

• W (0) = 0;

• Os incrementos W (t) − W (s), (s < t) tem distribuição normal com

média 0 e variância t− s ;

• Os incrementos W (ti) − W (si), (i = 1,...,n) em intervalos de tempo

(si,ti), (i = 1,...,n) são variáveis aleatórias independentes.

Principais Propriedades: Algumas das principais propriedades:

1. Wt tem distribuição normal com média 0 e variância t.
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2. A covariância entre Ws e Wt é COV [W (s),W (t)] = E[W (s)W (t)] =

min(s,t)

3. Wt é um processo de Markov homogêneo com densidades de transição

p(τ,y | x) = (2Πτ)−
1
2 exp(−(y − x)2

2τ
) (3.17)

Isto é, a distribuição condicional de W (s + τ) dado que W (s) = x é

normal de média x e variância τ

4. Os incrementos W (ti)−W (0), W (t2)−W (t1), . . . ,W (tn)−W (tn−1) são

independentes, como a função de densidade de probabilidade conjunta

é o produto das densidades gaussianas de cada um (com média 0 e

variância igual ao comprimento do correspondente intervalo de tempo),

Wt é um processo gaussiano.

Os processos de Wiener aqui tratados são unidimensionais. Para proces-

sos de Wiener multidimensionais definimos como

W (t) = [W1(t),W2(t),...,Wm(t)]T

Ou seja, trata-se apenas de um vetor coluna de m processos de Wie-

ner (unidimensionais) independentes entre si. Se a é um vetor coluna m-

dimensional constante e C é uma matriz constante m×m definida positiva,

então a+CW (t) também se diz um processo de Wiener m-dimensional, po-

dendo haver correlação e dependência entre as suas coordenadas.

3.3.2 Equações Diferenciais Parciais

Uma equação diferencial parcial (EDP) é uma equação que envolve uma

ou mais derivadas parciais. Uma EDP pode ser expressa

F = (x,y,u,ux,uy,uxx,uxy,uyy) = 0 (3.18)

em que F é uma função das variáveis indicadas e pelo menos uma derivada

parcial aparece nessa expressão. A ordem de uma equação diferencial parcial

é a ordem da mais alta derivada que ocorre na equação. As EDP’s podem

ser classificadas em lineares e não lineares. Uma equação é dita linear se F
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é linear em relação a u e a todas as suas derivadas parciais. Caso contrário,

a EDP é dita não-linear. As EDP’s não-lineares são classificadas como:

• Equações semilineares : quando F é não-linear somente em relação a u

mas é linear em relação a todas as suas derivadas parciais.

• Equações quasilineares : quando F é linear somente em relação às de-

rivadas parciais da ordem da equação.

• Equações totalmente não-lineares : quando F é não-linear em relação

às derivadas parciais da ordem da equação.

Dentre todas as EDP’s existentes as mais importantes são as de segunda

ordem. Uma Equação Diferencial Parcial de segunda ordem é dita não-

homogênea, se pode ser escrita como:

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu+G = 0 (3.19)

em que os coeficientes A, B ,C, D, E, F e G podem depender das variáveis x e

y, da função u = u(x, y) ou das derivadas de primeira ordem de u = u(x, y) e

além disso G(x, y) 6= 0 na EDP mais geral de segunda ordem. Se G(x, y) = 0

dizemos que a EDP é homogênea.

Solução de Equações Diferenciais Parciais

Uma função u = f(x, y) é solução de uma equação diferencial parcial

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +G(x, y, u, ux, uy) = 0 (3.20)

sobre um conjunto M ⊂ R2 se:

1. f ∈ C2(M) ≡ f é 2 vezes continuamente diferenciável sobro o conjunto

M ⊂ R2;

2. f satisfaz à Equação Diferencial Parcial dada.

A solução geral u = f(x, y) de uma EDP sobre um conjunto M ⊂ R2 é a so-

lução que engloba todas as soluções válidas sobre este conjunto M , enquanto

uma solução particular é uma função espećıfica que satisfaz à EDP dada sob

uma condição particular.
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Classificação das EDP´s

Consideremos

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +G(x, y, u, ux, uy) = 0 (3.21)

Os coeficientes A, B e C são tais que A2 + B2 + C2 6= 0. Se os coeficientes

A,B e C forem constantes, pode-se classificar as EDP’s de forma análoga às

curvas cônicas tridimensionais, através das seguintes relações:

• EDP’s hiperbólicas : B2 − 4AC > 0;

• EDP’s parabólicas : B2 − 4AC = 0;

• EDP’s eĺıpticas : B2 − 4AC < 0.

3.4 Modelo Baseado em Indiv́ıduos

3.4.1 Introdução

Os Modelos Baseados em Indiv́ıduos (MBI) tem sido crescentemente em-

pregados para analisar processos ecológicos e biológicos. Embora utilizados

desde a década de setenta (Kaiser, 1979), o Modelo Baseado em Indiv́ıduo

passou a ser reconhecido após a divulgação do notório trabalho de Huston

et al. (1988). A partir dáı o MBI se desenvolveu e amadureceu implicando

na sua utilização em diversas áreas do conhecimento que abordam sistemas

complexos, tais como Ecologia (DeAngelis and Mooij, 2005; Grimm, 1999;

Grimm and Railsback, 2005), Ciências Sociais (Gilbert and Troitzsch, 2005),

Geografia e Ciências Poĺıticas (Parker et al., 2003).

Neste trabalho utilizaremos o MBI proposto por Nepomuceno (2005a)

para a modelagem da dinâmica de epidemias. Todavia, evidenciaremos a

diferença básica entre o MBI e a abordagem clássica de modelagem de epi-

demias.

Nos modelos clássicos as variáveis de estado são vistas como comparti-

mentos que aumentam e diminuem de ńıvel conforme as regras definidas por

sistemas de equações diferenciais. Em um MBI, os indiv́ıduos são representa-

dos explicitamente. O indiv́ıduo é o objeto para o qual as regras do modelo

são voltadas. Ele carrega as informações convenientes para o interesse do
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modelador tais como:idade, sexo, peso, etc. Caracteŕısticas biológicas e com-

portamentais podem ser inclúıdas neste modelo.

Com o objetivo de avaliar computacionalmente a propagação de epide-

mias Nepomuceno (2005a) propôs um modelo em cada indiv́ıduo apresenta

caracteŕısticas únicas e discretas tendo como referência o modelo SIR.

3.4.2 Premissas Epidemiológicas

Nepomuceno (2005a) formulou as premissas do MBI com base no modelo

SIR. As premissas são as seguintes:

1. População Constante: a população tem tamanho constante N;

2. Caracteŕısticas do Indiv́ıduo: cada indiv́ıduo possui um conjunto

de n caracteŕısticas;

3. Categorias do Indiv́ıduo: existem três categorias para o indiv́ıduo -

0 (suscet́ıvel), 1 (infectado), 2(recuperado);

4. Mudança de categoria: O indiv́ıduo pode mudar para outra cate-

goria a cada instante de tempo. As transições podem ocorrer em uma

das seguintes formas:

• 0,1,2→ 0. Um indiv́ıduo morreu e um outro nasceu, premissa essa

adotada para manter a população constante (1). Caso o indiv́ıduo

não morra podem ocorrer as outras transições que seguem.

• 0 → 1. Um indiv́ıduo suscet́ıvel ao encontrar com um indiv́ıduo

infectado, pode adquirir a doença e passar para a categoria 1.

• 1 → 2. Um indiv́ıduo infectado recupera-se e passa para a cate-

goria 2.

• 0 → 2. Um indiv́ıduo suscet́ıvel recebe a vacina e se torna recu-

perado.

5. Distribuição estat́ıstica: Para a mortalidade e nascimento adotou-se

a distribuição exponencial. Matematicamente, a distribuição exponen-

cial;

6. Processo de infecção: Adotou-se que cada contato entre um indi-

v́ıduo suscet́ıvel e um infectado pode provocar um novo indiv́ıduo in-

fectado seguindo uma distribuição uniforme. Isso significa dizer que
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β% dos contatos tornarão os indiv́ıduos suscet́ıveis em infectados. O

processo de transição dos indiv́ıduos, de suscet́ıvel para infectado é

estocástico , o que acredita-se ser mais adequado para o estudo da

propagação de doenças infecciosas.

3.4.3 Formulação Matemática

Um indiv́ıduo é representado por um conjunto de caracteŕısticas

Im,t = [C1, C2, . . . , Cn] (3.22)

em que m é o tamanho da população, t é o instante que o indiv́ıduo apre-

senta um conjunto espećıfico de caracteŕısticas, Cn é uma caracteŕıstica do

indiv́ıduo e n é o número de caracteŕısticas de cada indiv́ıduo. A primeira

caracteŕıstica é o seu estado do ponto de vista epidemiológico, ou seja susce-

t́ıvel, infectado, recuperado. Outras caracteŕısticas são a idade, o tempo de

duração da infecção, o sexo, ou quaisquer outras caracteŕısticas consideradas

relevantes. Por sua vez, uma população é representada por:

Pt = [I1,t, I2,t, ..., Im,t]
T (3.23)

em que Im,t é um indiv́ıduo no instante t e P é uma matriz m × n. As

caracteŕısticas são:

• C1 ∈ [0,1,2]:O indiv́ıduo pode estar no estado suscet́ıvel,infectado ou

recuperado respectivamente;

• C2 : a idade do indiv́ıduo em anos. A cada transição esse valor é

adicionado de ∆t;

• C3: é a máxima idade em que o indiv́ıduo viverá. No momento do

nascimento do indiv́ıduo é obtido por:

C3 = −µln(au) (3.24)

onde µ é a expectativa de vida da população e au é uma variável alea-

tória com distribuição uniforme, contida entre os valores 0 e 1;

• C4: é o tempo em anos que o indiv́ıduo se encontra no estado infectante;
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• C5: é o máximo tempo em que o indiv́ıduo fica no estado infectante.

Semelhante à caracteŕıstica C3, o tempo máximo em que o indiv́ıduo

fica infectado é obtido por:

C5 = −γln(au) (3.25)

em que γ é o peŕıodo infectante.

C4 e C5 são desnecessárias para indiv́ıduos suscet́ıveis e recuperados. Para

estes casos são consideradas iguais a zero. Em cada instante de tempo, avalia-

se o estado de cada indiv́ıduo. Para melhor compreensão do leitor, vamos

exemplificar um MBI. Esse MBI apresenta quatro indiv́ıduos. As transições

ocorrem em um intervalo de 1 unidade de tempo. São apresentados nos

instantes, t = 0 e t = 1. A população desse MBI é dada por

Pt = [I1,t, I2,t, I3,t, I4,t]
T

Cada linha representa um indiv́ıduo. Em cada instante de tempo, avalia-

se o estado de cada indiv́ıduo.

t=0

0 7 15 0 0

0 60 60 0 0

1 31 70 2 2

2 20 20 0 0

t=1

1 8 15 0 3

0 0 54 0 0

2 32 70 0 0

0 0 57 0 0

As transições são comentadas a seguir:

• I1,0 → I1,1. Esse indiv́ıduo foi infectado. O peŕıodo infectante durará

3 unidades de tempo (ut).

• I2,0 → I2,1. Esse indiv́ıduo suscet́ıvel morreu e, no modelo, é substitúıdo

por um indiv́ıduo com C2 = 0 e C3 = 54 ut.

• I3,0 → I3,1. Esse indiv́ıduo tornou-se recuperado.

• I4,0 → I4,1. Um indiv́ıduo recuperado morre e nasce um novo indiv́ıduo

com estimativa de vida de 57 ut.
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3.5 Conclusões do Caṕıtulo

O presente caṕıtulo teve como principal objetivo contextualizar o lei-

tor com os principais referenciais teóricos abordados para o desenvolvimento

deste trabalho. Foram abordadas conceitos acerca de modelos comparti-

mentais, modelo baseado em indiv́ıduos, equações diferenciais dentre elas

as equações diferenciais estocásticas e equações diferenciais parciais, objeto

principal de nosso trabalhos. No próximo caṕıtulo será apresentada a meto-

dologia utilizada nesta dissertação.



Caṕıtulo 4

Metodologia

”O grande prazer da vida é fazer as coisas que as pessoas

dizem que você não é capaz!”

Walter Bagehot

4.1 Introdução

Nos caṕıtulos anteriores foram descritos os conceitos preliminares, bem

como revisões de literatura acerca de Equações Diferenciais e Modelagem

baseada no Indiv́ıduo.

Neste caṕıtulo será apresentada a metodologia utilizada para a represen-

tação do Modelo Baseada no Indiv́ıduo por Equações Diferenciais Parciais.

4.2 Definição do Problema

Os modelos clássicos que descrevem processos epidemiológicos não os des-

crevem de forma realista, apesar de oferecer-nos conceitos bastante simpli-

ficados. Diante deste cenário a Modelagem Baseada no Indiv́ıduo tornou-se

ferramenta amplamente utilizada e de grande êxito no estudo de fenômenos

epidemiológicos. No entanto, apesar da crescente utilização do MBI ainda

não existe uma formulação matemática equivalente ao Modelo Baseado em

Indiv́ıduos.
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Neste trabalho, propõe-se uma representação matemática do MBI por

Equações Diferenciais Parciais.Primeiramente representamos o MBI como um

conjunto de Equações Diferenciais Estocásticas. Como nosso trabalho visa o

estudo de fenômenos epidemiológicos, consideremos no MBI de Nepomuceno

(2005b) apenas a primeira caracteŕıstica do indiv́ıduo : Suscet́ıvel, Infectado

ou Recuperado.

Pereira (2008) mostrou que o modelo SIR é equivalente ao Modelo Baseado

em Indiv́ıduos, deste modo podemos transformar o modelo SIR em equações

diferenciais estocásticas e posteriormente em equações diferenciais parciais,

realizando assim a verificação matemática do MBI proposto por Nepomu-

ceno (2005b).Realizamos também algumas análises e estudo acerca destas

equações.

4.3 Equivalência do Modelo SIR com Modelo

Baseado em Indiv́ıduos

O modelo SIR a ser estudado neste trabalho é descrito pelo conjunto de

equações:

˙S(t) = µ(t)N(t)− µ(t)S(t)− β(t)S(t)I(t)

N(t)
(4.1)

˙I(t) = −µ(t)I(t)− γ(t)I(t) +
β(t)S(t)I(t)

N(t)
(4.2)

˙R(t) = −µ(t)R(t) + γ(t)I(t) (4.3)

em que:

• µ é a taxa de natalidade;

• β é o coeficiente de transmissão;

• γ é a taxa de recuperação;

• N é a população total;

• S, I, R são suscet́ıveis, infectados e recuperados, respectivamente.
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(Pereira, 2008) aproximou o MBI por um sistema de equações diferenciais

em tempo discreto que representa seu comportamento médio. A dinâmica de

nascimento e morte é expressa por:

S(k + 1) = S(k)− µ(k)∆TS(k)− ν(k)∆TS(k) (4.4)

I(k + 1) = I(k)− ν(k)∆TI(k)− γ(k)∆TI(k) (4.5)

R(k + 1) = R(k)− ν(k)∆TR(k) + γ(k)∆TI(k) (4.6)

onde:

• k é o ı́ndice de tempo, como o MBI é por natureza um modelo discreto

no tempo adotou-se por brevidade k;

• ∆T é o intervalo de tempo compreendido entre t = k e t = k + 1;

• µ é taxa de natalidade;

• ν é a taxa de mortalidade;

• γ é a taxa de recuperação.

Na abordagem de frequências para probabilidade, se um experimento for

realizado Xt vezes e o evento favorável f qualquer ocorrer Xf , então com

um alto grau de certeza, a frequência relativa Xf/Xt da ocorrência de f se

aproxima da probabilidade de ocorrência de f(P (f)) desde que Xt seja sufici-

entemente grande. Assim o número de eventos favoráveis a um determinado

evento é calculado pela expressão:

P (f) ∼=
Xf

Xt

(4.7)

em que Xf (k) é o número de eventos favoráveis, P (f(k)) é a probabilidade

da ocorrência do evento favorável e Xt(k) é o número total de eventos.

De modo a se ter uma analogia entre o MBI e o modelo SIR, o número

de eventos Xf (k), ou seja, o número de novos infectados no MBI pode ser

dado por:

Xf (k) =
β(k)∆TS(k)I(k)

N(k)
(4.8)
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Assim o número de sorteios necessários para que haja uma equivalência

entre o modelo SIR e o MBI deve ser expresso por:

Xt(k) =

β(k)S(k)I(k)

N(k)

P (f(k))
(4.9)

definiu P (f(k)) como 2α(k) S(k)
N(k)

I(k)
N(k)

. Reescrevendo a equação acima,

substituindo P (f(k)) e fazendo algumas manipulações matemáticas encontra-

se:

Xt(k) =

β(k)S(k)I(k)

N(k)

2α(k)
S(k)

N(k)

I(k)

N(k)

(4.10)

Sabendo que Xf (k) =
β(k)∆TS(k)I(k)

N(k)
:

S(k + 1) = S(k) + µ(k)∆TS(k)− ν(k)∆TS(k)−Xf (k) (4.11)

I(k + 1) = I(k)− ν(k)∆TI(k)− γ∆TI(k) +Xf (k) (4.12)

R(k + 1) = R(k)− ν(k)∆TR(k) + γ(k)∆TI(k) (4.13)

Como N = S + I + R e a população é constante (ν = µ) as equações

acima ainda pode ser reescrita como:

S(k + 1) = S(k) + µ(k)∆TN − µ(k)∆TS(k)−Xf (k) (4.14)

I(k + 1) = I(k)− µ(k)∆TI(k)− γ(k)∆TI(k) +Xf (k) (4.15)

R(k + 1) = R(k)− µ(k)∆TR(k) + γ(k)∆TI(k) (4.16)

Aplicando:

A(t) = lim∆T→0
A(k + 1)− A(k)

∆T
(4.17)

nas equações acima obtemos:
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˙S(t) = µ(t)N(t)− µ(t)S(t)− β(t)S(t)I(t)

N(t)
(4.18)

˙I(t) = −µ(t)I(t)− γ(t)I(t) +
β(t)S(t)I(t)

N(t)
(4.19)

˙R(t) = −µ(t)R(t) + γ(t)I(t) (4.20)

que representa o modelo SIR apresentado previamente.

4.4 Representação do MBI por Equações Di-

ferenciais Estocásticas

Para construirmos as equações diferenciais estocásticas do modelo SIR

devemos encontrar dois conceitos estat́ısticos importantes: a esperança ma-

temática ou média E e a covariância V . A esperança matemática é dada

por:

E =
N∑
i=1

piλi (4.21)

onde λi é a mudança de estado e pi a probabilidade desta mudança.

Consideremos que este processo é bidimensional uma vez que R = N −
S − I. A tabela abaixo nos mostra a construção de E.

λ pi
[1,0]T µN

[-1,0]T µS

[-1,1]T βSI/N

[0,-1]T γI

[0,-1]T µI[
1

0

]
×µN

[
−1

0

]
×µS

[
−1

1

]
×βSI/N

[
0

−1

]
×γI

[
0

−1

]
×µI
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Assim a matriz da esperança matemática é dada por:

E =

 µN − µS − βSI
N

βSI

N
− γI − µI

 (4.22)

A matriz de covariância é dada por

V =
N∑
i=1

piλiλ
T
i (4.23)

Tomando os termos da tabela dada anterior, construimos:

V =

 µN + µS +
βSI

N
−βSI

N

−βSI
N

βSI

N
+ γI + µI

 (4.24)

Assim o sistema modelado por equações diferenciais ordinárias SIR passa

a apresentar caracteristicas estocásticas tornando-se um sistema de equações

diferenciais estocásticas:

dS

dt
= µN − µS − βSI

N
+B11

dW1

dt
(4.25)

dI

dt
= −µI − γI +

βSI

N
+B22

dW2

dt
(4.26)

onde W1 e W2 são processos de Wiener e B = (Bij) é a raiz quadrada da

matriz de covariância.

4.5 Representação matemática por Equações

Diferenciais Parciais

Primeiramente descreveremos um método geral de passagem de Equações

Diferenciais Estocásticas para Equações diferenciais Parciais

Consideremos a forma geral de uma equação estocástica dada como:
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dxk = a1(x,z,t)dt+ b11(x,z,t)dW k
1 (t) (4.27)

(4.28)

onde:

• a1, b11 são funções dadas e W k
1 , onde k = 1,...,N indiv́ıduos.

Seja f(x,t). A diferencial de Itô de f é dada por:

df(x,t) = (
1

2
b2

11

∂2f

∂x2
+ a1

∂f

∂x
+
∂f

∂t
)dt+ b11

∂f

∂x
dW1 (4.29)

Consideremos P k
N(t) = (xk(t)) , integrando 4.29 obtemos:

f(x,t) = f(x(0),(0)) +

∫ t

0

(a
∂f

∂x
+
∂f

∂t
+

1

2

∂f 2

∂x2
b2)dt+

∫ t

0

b
∂f

∂x
dW1 (4.30)

Introduzindo a notação:

〈ω,f〉 =

∫
R2

f(x)ωdx (4.31)

para qualquer métrica ω, temos:

〈PN(t),f(.,t)〉 = 〈PN(0),f(.,0)〉+ (4.32)

+

∫ t

0

〈PN(s),
1

2
b2∂

2f

∂x2
+ a

∂f

∂x
+ (4.33)

+
∂f

∂t
〉ds+ (4.34)

+
1

N

∫ t

0

N∑
k=1

b
∂f

∂x
dW1s (4.35)

Assumimos que N → ∞ (Capasso, 2000) que PN(t) → P (t) com densi-

dade ρ(x,t) ou seja:

limN→∞〈PN(t),f(.,t)〉 = 〈PN(t),f(.,t)〉 =

∫
R2

f(x,t)ρ(x,t)dx (4.36)
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Então em 4.32 com N →∞:

∫
R2

f(x,t)ρ(x,t)dx =

∫
R2

f(x,0)ρ(x,0)dx+∫ t

0

ds

∫
R2

(
1

2
b2

11

∂2f

∂x2
)ρ(x,t)dx+∫ t

0

ds

∫
R2

(a1
∂f

∂x
+
∂f

∂t
ρ(x,t))dx (4.37)

Resolvendo matematicamente a integral acima encontramos a equação

diferencial parcial:

∂ρ

∂t
=

1

2
b2

11

∂2ρ

∂x2
− a∂ρ

∂x
(4.38)

Aplicando 4.38 nas equações estocásticas encontramos:

1. para o estado suscet́ıvel (S)

∂ρ

∂t
=

1

2
b2

11

∂2ρ

∂S2
− µN − µS − βSI

N

∂ρ

∂S
(4.39)

2. para o estado infectado (I)

∂ρ

∂t
=

1

2
b2

22

∂2ρ

∂I2
− µI − γI +

βSI

N

∂ρ

∂I
(4.40)

onde b11 e b22 são ráızes quadradas dos elementos da matriz de covariância.

No próximo caṕıtulo encontram-se análises e resultados das equações

acima.
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Resultados

”Toda virtude é um justo meio entre dois extremos: o

excesso e a carência.”

Aristóteles

5.1 Simulação das Equações Diferenciais Es-

tocásticas

A seguir simulou-se as equações diferenciais estocásticas encontradas no

caṕıtulo anterior, onde:

• µ = 0.016

• β = 0.25

• N = 1000

• γ = 0.4

• S0 = 900

• I0 = 1

• R0 = N − S0 − I0
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Esses parâmetros foram retirados de Nepomuceno (2005a). Simulou-se

também, com os mesmos parâmetros o modelo SIR clássico e o Modelo

Baseado em Indiv́ıduos. Percebe-se visivelmente o comportamento seme-

lhante dos indiv́ıduos suscet́ıveis nos três casos.
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Figura 5.1: Comportamento de indiv́ıduos suscet́ıveis do modelo SIR clássico: µ =
0.016, β = 0.25, N = 1000,γ = 0.4,S0 = 900,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0
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Figura 5.2: Comportamento de indiv́ıduos suscet́ıveis do modelo SIR estocástico:
µ = 0.016, β = 0.25, N = 1000,γ = 0.4,S0 = 900,I0 = 1,R0 =
N − S0 − I0

Figura 5.3: Comportamento de indiv́ıduos suscet́ıveis do modelo MBI: µ = 0.016,
β = 0.25, N = 1000,γ = 0.4,S0 = 900,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0

5.2 Simulação do modelo de Equações Dife-

renciais Parciais

A figura mostra a realização de uma simulação do conjunto de EDP’s. Os

parâmetros utilizados na simulação foram:

• µ = 0.016

• β = 0.25

• N = 1000
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• γ = 0.4

• S0 = 99

• I0 = 1

• R0 = N − S0 − I0

Para os modelos de equações diferenciais parciais convergirem, é necessário

que as condições de contorno estejam bem definidas. Para o modelo proposto,

usamos as condições de Dirichlet-Neumann:

• ρ(S,t) = S0;

• ρ(I,t) = I0;

• ∂ρ

∂S
=
∂ρ

∂I
= 0

O Conjunto de equações diferenciais parciais foram resolvidos numerica-

mente pelo método de Lax-Wendroff. O número de suscet́ıveis é alto inicial-

mente, no entanto sofre um decrescimento logo em seguida. Depois cresce e

oscila. Como o modelo final foi constrúıdo a partir de equações estocásticas,

ele apresenta naturalmente flutuações t́ıpicas de modelos estocásticos. Existe

uma afirmação que há uma probabilidade não-nula que possa ocorrer uma

erradicação da doença. A erradicação da doença não pode ser constatado no

modelo SIR clássico.

Os infectados por sua vez crescem inicialmente tendo um pico, mas num

espaço curto de tempo decresce,quase chegando a zero, e oscila tendo em

alguns momentos picos pequenos de crescimento. Os infectados também

apresentas as flutuações t́ıpicas dos modelos estocásticos.

O número de recuperados apresenta um crescimento inicial e depois de

um certo tempo mantém-se estável.

Ao compararmos as simulações dos modelos de equações diferenciais e o

MBI notamos visivelmente semelhanças em relação à dinâmica. O MBI no

entanto apresentou mais flutuações do que o modelo de equações diferenciais

parciais proposto.
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Figura 5.4: Comportamento de indiv́ıduos suscet́ıveis do modelo de equações dife-
renciais proposto com parâmetros: µ = 0.016, β = 0.25, N = 1000,γ =
0.4,S0 = 900,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0

Figura 5.5: Comportamento de indiv́ıduos infectados do modelo de equações dife-
renciais proposto com parâmetros: µ = 0.016, β = 0.25, N = 1000,γ =
0.4,S0 = 999,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0
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Figura 5.6: Comportamento de indiv́ıduos recuperados do modelo de equações
diferenciais proposto com parâmetros: µ = 0.016, β = 0.25, N =
1000,γ = 0.4,S0 = 999,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0

5.3 Análise do modelo de Equações Diferen-

ciais Parciais em torno da força de infec-

ção β

A incidência de uma doença recebe o nome de força de infecção. A esti-

mativa desta força de infecção é o grande desafio dos epidemiologistas, pois é

ela que vai determinar dimensão da propagação de uma doença infecciosa. A

força de infecção β foi analisada do modelo de equações diferenciais proposto.

A figura 5.8 mostra a dinâmica de infectados em três cenários diferentes

de força de infecção:β = 1(Azul),β = 1.5(Vermelho) e β = 3(Verde).Como já

referimos anteriormente, modelos estocásticos apresentam uma probabilidade

não nula de erradicação da doença. O fato da erradicação de uma doença é

extremamente importante pois em cenários que o modelo tenha parâmetros

para o equiĺıbrio endêmico, existe tal possibilidade. Pelo modelo proposto

a força de infecção β não traz grandes variações nos números de infectados.

Este fato deve-se ser estudado mais profundamente pois a força de infecção é

um dos parâmetros que torna-se os modelos em epidemiologia mais realistas.
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Figura 5.7: Comportamento de indiv́ıduos suscet́ıveis, infectados e recuperados do
MBI com parâmetros: µ = 0.016, β = 0.25, N = 1000,γ = 0.4,S0 =
999,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0

Figura 5.8: Comportamento de indiv́ıduos infectados do modelo de equações dife-
renciais proposto com parâmetros: µ = 0.016, N = 1000,γ = 0.4,S0 =
999,I0 = 1,R0 = N − S0 − I0 em três cenários de força de infecção -
Azul:β = 1.5,Vermelho=β = 0.5,Verde=β = 3
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Conclusões e Pesquisas Futuras

Tudo o que muda a vida vem quieto no escuro, sem

preparos de avisar

Guimarães Rosa

6.1 Discussões Finais

O presente trabalho apresentou uma metodologia para verificar um mo-

delo baseado em indiv́ıduos aplicado a epidemiologia através de um conjunto

de equações diferenciais parciais. Iniciamos os trabalhos mostrando que o

modelo SIR é equivalente ao modelo baseado em indiv́ıduo. A partir desse

ponto inicial, trabalhamos com um MBI onde as caracteŕısticas eram o es-

tado do indiv́ıduo: Suscet́ıvel, Infectado e Recuperado. Descrevemos esses

estados num conjunto de equações diferenciais estocásticas e então depois

algumas manipulações matemáticas passamos a escrever tais equações como

um conjunto de equações diferenciais parciais.

Naturalmente, o sistema do Modelo Baseado em Indiv́ıduo e o conjunto de

equações diferenciais parciais possuem algum senso de equivalência uma vez

que os passos para essa transição possui uma natureza matemática rigorosa.

Ao encontrarmos a densidade ρ do conjunto de equações parciais nós

atribúımos uma distribuição teórica ao MBI que no seu formato apresenta

uma distribuição emṕırica.

As equações diferenciais parciais podem ser estudadas através de ferra-

mentas matemáticas. No presente trabalho, as equações diferenciais parciais
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foram resolvidas numericamente trazendo similaridades em seus resultados

quando comparadas ao MBI. A solução numérica nos mostra o comporta-

mento dos indiv́ıduos quando colocados nos cenários propostos para as simu-

lações.

Com a metodologia desenvolvida, é posśıvel construir modelos aplicados a

epidemiologia baseados nas premissas de um MBI. Se o modelador em questão

não conseguir extrair/verificar conclusões de um MBI ele pode transformá-lo

em uma equação diferencial parcial para tentar encontrar tais conclusões.

6.2 Pesquisas Futuras

Para pesquisas futuras temos.

1. estudar analicamente as equações diferenciais parciais encontradas sob

diferentes condições de contorno;

2. analisar as equações diferenciais parciais quanto a estabilidade e com-

portamento;

3. aplicar técnicas de controle nas equações diferenciais parciais aqui tra-

tadas;

4. aplicar mecanismos de otimização nas EDP´s;

5. estudar a influência dos parâmetros utilizados no MBI quando analisa-

das sob o escopo das equações diferenciais parciais.
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