CEFET E UFSJ
DIRETORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGCAO
PROGRAMA DE MESTRADO EM ENGENHARIA ELETRICA
MODELAGEM E CONTROLE DE SISTEMAS - SISTEMAS DE CONTROLE

Marlon Henrique Teixeira

CONTROLE ROBUSTO H,, COM ALOCACAO REGIONAL DE POLOS DE SISTEMAS INCERTOS
DISCRETOS NO TEMPO COM ATRASO NOS ESTADOS

@ UFS)

CEFET-MG S ey

Belo Horizonte
2013



Marlon Henrique Teixeira

CONTROLE ROBUSTO H,, COM ALOCACAO REGIONAL DE POLOS DE SISTEMAS INCERTOS
DISCRETOS NO TEMPO COM ATRASO NOS ESTADOS

Dissertagao de mestrado apresentada ao Programa
de Pés-Graduacao em Engenharia Elétrica, parce-
ria ampla entre CEFET-MG e UFSJ como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do titulo de
Mestre em Engenharia Elétrica. Area de concen-
tragao: Modelagem e Controle de Sistemas - MCS.
Linha de pesquisa: Sistemas de Controle - SC.

Orientador: Prof. Dr. Valter J. S. Leite
Co-orientador: Prof. Dr. Eduardo N. Gongalves

4

CEFET-MG

Belo Horizonte
2013

il



Marlon Henrique Teixeira

Engenheiro Eletronico - Universidade de Itaina - MG

CONTROLE ROBUSTO H,, COM ALOCAQJNXO REGIONAL DE POLOS DE SISTEMAS INCERTOS
DISCRETOS NO TEMPO COM ATRASO NOS ESTADOS

Dissertagao de mestrado apresentada ao Programa
de Pés-Graduacao em Engenharia Elétrica, parce-
ria ampla entre CEFET-MG e UFSJ como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do titulo de
Mestre em Engenharia Elétrica. Area de concen-
tragao: Modelagem e Controle de Sistemas - MCS.
Linha de pesquisa: Sistemas de Controle - SC.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Reinaldo Martinez Palhares Profa. Dra. Valceres Vieira Rocha e Silva
DELT/UFMG DEE/UFSJ

Prof. Dr. Eduardo Nunes Gongalves
PPGEL/CEFET-MG

Prof. Dr. Valter Junior de Souza Leite
PPGEL/CEFET-MG

Belo Horizonte
2013

il



v

PARA MEUS PAIS, RAFAEL TEIXEIRA DE
BRITO (EM MEMORIA) E LETICIA DAS
GRACAS TEIXEIRA



Agradecimentos

Agradeco,

ao Professor Valter J. S. Leite.

a Leticia: minha maravilhosa e amada mae.
a Brenda (Baixinha): minha adorada filha.
a Isabela (Meu Anjinho): minha amada mulher.
ao André Caldeira: amigo de mestrado.

ao Marcio: responsavel pelo LEACOPIL.

a Rose: secretaria do PPGEL.

ao CEFET-MG.

a FAPEMIG.

a CAPES.

a todos que de alguma forma contribuiram com o meu progresso.



vi

Nem tudo o que se enfrenta pode ser modifi-
cado. Mas nada pode ser modificado até que
seja enfrentado.



Resumo

Problemas de sintese robusta com alocagao regional de polos (D(«,r)-estabilidade) e
custo garantido H., de sistemas lineares incertos, invariantes e discretos no tempo,
sujeitos a atrasos incertos no vetor de estados, sao tratados nesta dissertacao. Os
sistemas incertos com atraso no vetor de estados sao tratados através de seus equiva-
lentes incertos aumentados sem atraso, os quais, por meio de operagoes que mapeiam
os autovalores do sistema aumentado numa regiao de raio r e centro o dentro do
circulo de raio unitério, consideram a D(a,r)-estabilidade. Esses sistemas incer-
tos aumentados e com autovalores mapeados, passam por uma transformacao de
similaridade através de uma matriz de mudanca de base, resultando em sistemas
incertos equivalentes com multiplos atrasos nos estados. Tratando as incertezas
como politdpicas e de acordo com os critérios de estabilidade quadratica, funcoes de
Lyapunov-Krasovskii dependentes de parametros sao utilizadas para caracterizar a
norma H., resultando em condigoes na forma de Desigualdades Matriciais Lineares
(do inglés Linear Matriz Inequalities - LMIs). Tais condigdes tem como vantagem
o fato de serem convexas e de dimensoes finitas. Desigualdade de Jensen, Lema de
Finsler, transformacoes de congruéncia, sao ferramentas utilizadas neste trabalho
para garantir dimensao finita as condigoes, desacoplando as matrizes de Lyapunov
das matrizes dinamicas. Garantindo a Schur estabilidade dessas condicoes, garante-
se a D(a,r)-estabilidade com estimacao do custo garantido H., do sistema original.
A abordagem utilizada nesta dissertacao é uma alternativa ao que existe hoje na lite-
ratura. Varios exemplos sao desenvolvidos para demonstrar a utilizacao e vantagens
do método.

Palavras-chave: Sistemas discretos no tempo com atraso incerto no vetor de estados.
Condigoes dependentes do atraso. Desigualdades matriciais lineares. Dominio po-
litopico. Custo garantido H.,. Funcgoes de Lyapunov-Krasovskii. Lema de Finsler.
Desigualdade de Jensen. Otimizacao.
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Abstract

Problems of robust synthesis with regional allocation of poles (D(«,r)-stability) and
guaranteed cost H, of uncertain linear systems, and discrete-time invariant, subject
to uncertain delays in the vector states, are treated in this dissertation. The uncer-
tain systems with delayed state vector are treated through an uncertain equivalent
augmented systems without delay, which, through operations that map the eigenva-
lues of the augmented system in a region of radius r» and center a within the unit
radius circle, consider D(q,r)-stability. These uncertain and augmented systems
with mapped eigenvalues undergo a similarity transformation through a matrix of
change of basis , resulting in uncertain equivalent systems with multiple delays in the
states. Treating uncertainties as polytopic and according to the quadratic stability
criteria, Lyapunov-Krasovskii functions, dependent of parameters , are used to cha-
racterize the Ho, Norm resulting in conditions as Linear Matrix Inequalities (LMI).
Such conditions have the advantage that they are convex and have finite dimensions.
Jensen inequality, Finsler’s Lemma , congruency transformations, are tools applied
in this work to ensure finite dimensional conditions, decoupling the Lyapunov ma-
trices of dynamic matrices. Ensuring Schur stability of these conditions, guarantees
the D(a,r)-stability with estimation of H., guaranteed cost of the original system.
The approach used in this dissertation is an alternative to what exists today in the
literature. Several examples are presented to demonstrate the use and benefits of
the method.

Key-words: Uncertain linear systems. Discrete-time systems with time-varying delay
in state vector. Delay-dependent conditions. Linear matrix inequalities. Polytopic
domains. Guaranteed H,, cost. Lyapunov-Krasovskii Functions. Finsler’s Lemma.
Optimization.
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Capitulo

Introducao Geral

1.1 Introducao

Garantir certos indices de desempenho para sistemas é tao importante quanto a sua estabili-
dade. Porém se o sistema apresentar caracteristicas de instabilidade, tais indices de desempenho
ficam em segundo plano. Neste caso se faz necessario estabilizar o sistema antes de mais nada.
Para tal, o uso de controladores ¢ uma forma eficiente de fazé-lo, sendo a realimentacao de
estados uma excelente op¢ao para sistemas representados no espago de estados, pois o projeto
do controlador para este caso consiste em encontrar ganhos estaticos apenas.

Uma vez estabilizado o sistema, ou até ao mesmo tempo em que se garante a estabilidade
do sistema, critérios de desempenho como coeficiente de amortecimento, overshoot, tempo de
resposta e taxa de decaimento, podem também serem assegurados. A relagao entre esses critérios
e a abordagem utilizada neste trabalho sera discutida adiante. Alocacao regional de polos e
estimacao do custo garantido H,, estabilizacao com taxa de decaimento garantida, sao exemplos
de técnicas para garantia de desempenho de sistemas que sao utilizadas nesta dissertacao.

Os sistemas aqui tratados sao lineares discretos no tempo e possuem atraso incerto no vetor
de estados. Atraso esse gerado pela medicao e atuagao, atraso de transporte e comunicacao,
e até atraso introduzido propositadamente na tentativa de melhora de desempenho do sistema
[SP05] [Nic01] [HW02]. Além de possuirem atraso incerto no vetor de estados, tais sistemas sao
discretos no tempo, sendo seus controladores implementados digitalmente, como por exemplo,
sistemas de telecomunicagoes, processos de usinagem, quimicos e sistemas robdticos onde todos
sofrem a influéncia do atraso interferindo tanto na sua estabilidade quanto no seu desempenho.

Bernoulli e Euler, no século XVIII, foram os pioneiros da teoria de andlise de sistemas
com atraso, em seguida vieram Voltera [Vol28], [Vol31], na década de 20, Krasovskii [Kra63],
na década de 60, que estudou a estabilidade desses sistemas com a abordagem de Lyapunov,
idealizando a ponderacao entre os valores dos estados nos instantes atual e atrasado através do
funcional de Lyapunov. Até hoje o assunto é foco de grande atencao dos pesquisadores, como
se pode observar em diversos livros [DV97], [MZJ87], [Mah00], [NicO1].

Existem basicamente dois tipos de condicoes suficientes para analisar a estabilidade: condi-
goes que sao dependentes e condigbes que sao independentes do atraso [Che03]. As condigoes
independentes do atraso verificam a estabilidade do sistema para qualquer valor do atraso e po-



2 Capitulo 1. Introducao Geral

dem levar a resultados muito conservadores, enquanto que as condi¢oes dependentes do atraso
sao menos conservadoras, pois o sistema é estavel desde que o atraso nao ultrapasse um deter-
minado valor, no entanto, em geral levam a resultados conservadores se aplicadas em sistemas
cuja estabilidade nao depende do atraso.

Fungoes (funcionais) de Razumikhin e de Lyapunov-Krasovskii (L-K) para o caso discreto
(continuo) no tempo s@o duas das técnicas mais utilizadas para analisar a estabilidade de siste-
mas com atraso. Sendo as fungdes de L-K mais utilizadas a partir da década de 90 [NicO1]. Nesta
dissertacao sao utilizadas fungoes de L-K dependentes de parametros, o que traz como vantagem
a obtencao de condigoes convexas de dimensoes finitas descritas em termos de Desigualdades
Matriciais Lineares (do inglés Linear Matriz Inequalities - LMIs). Formular o problema na
forma de LMI é conveniente devido a existéncia de ferramentas computacionais como os pacotes
LMI Control Toolbox [GNLC95] e o SeDuMi [Stu99], do software M AT LAB® para resolvé-las
e também porque a resolucao de LMIs é feita com algoritmos de tempo polinomial (em fungao
do numero de varidveis e de linhas de LMISs).

O motivo de nao haverem muitos resultados na literatura sobre sistemas discretos no tempo
com atraso no vetor de estados, pode ser devido ao fato de que a estabilidade desses sistemas
com atraso conhecido invariante no tempo pode ser investigada através de suas representagoes
na forma de sistemas aumentados livre de atraso [KH98], o que impoe limitagoes importantes
ao estudar a estabilidade de sistemas com incertezas, sistemas de grandes dimensoes, sistemas
com atraso variante no tempo e para sintese de controladores robustos. Também pelo fato de
que grande parte dos resultados encontrados serem para condicoes independentes do atraso e
baseados na estabilidade quadratica [ZY08], a qual emprega fungoes de L-K cujas matrizes de
Lyapunov sao independentes da incerteza, podendo levar a resultados conservadores [LP03].

As incertezas sdo aqui tratadas como politépicas. Em [HZ10], [LLZY10], [LMO08], [Ric03]
encontram-se resultados para sistemas continuos e em [LY10], [WL10], [LCCT11], para sistemas
discretos, ambos com atraso e incertezas. Completando a classificacao dos sistemas estudados
nessa dissertacao, inclui-se a presenga de incertezas em todas as matrizes dinamicas dos sistemas
e no valor do atraso, ou seja, sao sistemas lineares incertos discretos no tempo com atraso
incerto no vetor de estados. Para que isso seja possivel o Lema de Finsler (veja Apéndice A.3) é
utilizado para desacoplar as matrizes dinamicas do sistema das matrizes de Lyapunov, através
da introducao de varidveis extras ao problema de otimizagao [dOS01]. A Desigualdade de Jensen
(veja Apéndice A.4) também é utilizada, permitindo uma majoragdo das fungoes empregadas
menos conservadoras que outras encontradas na literatura [ZY08].

Todos os sistemas estao sujeitos a sofrerem influéncia de sinais de ruido, de efeito de carga e
de variacoes de energia fornecida, sinais estes denominados entradas exdgenas. Ao sintetizar os
controladores que estabilizam os sistemas tratados aqui, essas entradas exégenas foram levadas
em consideracao através da aplicacao do critério de desempenho de minimizacao da norma H..
na obtencao das LMIs. Resultados na literatura sobre este assunto podem ser encontrados em
[dOOL*04] para sistemas livres de atraso, em [SPLO§| para a sintese de controladores no caso
de sistemas incertos do tipo neutro, em [WLXGO05], [LTP09] e [HWHSO08] sao tratadas condigoes
de sintese de controladores robustos que garantem o custo H., da malha fechada e condigoes de
analise de estabilidade para sistemas discretos com atraso variante nos estados com a utilizacao
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de fungao de L-K e em [LTP04], [MZRZO07], [ZCCO06] ¢ [ZHWO06] para sistemas discretos no
tempo.

Outra maneira de garantir certos critérios de desempenho a um sistema é através da alocagao
regional dos polos desse sistema. Fazendo essa alocagao dentro de uma sub-regiao especifica no
plano complexo, a chamamos de D-estabilidade. Nesta dissertagao utiliza-se a nomenclatura
de D(a,r)-estabilidade devido ao fato de que essa sub-regido consiste num circulo de origem
(,0) e raio r dentro do circulo de raio unitario que é a regiao de estabilidade para sistemas
discretos no tempo. Resultados sobre este assunto sao encontrados em [CG96] e [Lee95] para
sistemas continuos no tempo, em [WHHO06] e [MLPO3] para sistemas discretos no tempo, em
ambos 0s casos os sistemas sao livres de atraso, em [MCO06] para sistemas continuos no tempo
com atraso no vetor de estados, em [Che03], [CC06], [XLZ02], [MCO09] para sistemas discretos
no tempo com atraso no vetor de estados, em [SL10], [SLMN10], sao tratadas condi¢oes para
D(a,r)-estabilidade associadas a uma minimizacao do critério de custo H..

Como dito anteriormente, critérios de desempenho sao assegurados ao estabilizar os sistemas
garantindo-se uma alocagao regional de polos. Por exemplo, para a regiao D(0,r), pode-se
reduzir o tempo de acomodacgao da resposta na medida em que se diminui o valor de r, 0 < r < 1.
Entretanto, apenas a reducao do raio r pode gerar respostas com transitorios indesejaveis. Isso
se deve a distribuicao das curvas de amortecimento constante no plano Z: polos localizados no
semicirculo esquerdo sao, pouco amortecidos. Isso pode levar ao surgimento, por exemplo, de
sinais de sobrepassagens excessivos. Assim, para um dado valor de r, é, em geral, de interesse
obter uma alocagao regional dada por D(a,r), com a > 0. Essa escolha permite limitar as
oscilagoes da resposta do sistema enquanto, ao afastar os polos da regiao da origem, reduz o
tempo de acomodagao e a magnitude do sinal de controle. Portanto, um compromisso de projeto
deve ser sempre alcangado ao se escolher os parametros da regiao D(a,r).

1.2 Problema Estudado

Problema 1.1 Considere a classe de sistemas incertos discretos no tempo com atraso incerto
no vetor de estados, representados por

[ oen = A+ Az + B(B)us + B.(Bw
W*{ o = C(B)re+ ColA)as + D(A)ur + DBy (1.1)

em que x, € R", up, € RP e wy, € RY sdo os vetores dos estados, das entradas de controle
e das entradas exdgenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, d € Z[1,7] € o atraso
incerto, podendo assumir qualquer valor inteiro dentro do intervalo, sendo T o wvalor mdrimo
e conhecido desse atraso. As matrizes A(B) e Ag(B) € R™", B(B) € R™?, B.(f) € R™,
C(B) e Cy(B) € R, D(B) € R”P, D (B) € R representam a dindmica do sistema (1.1)
pertencente a um politopo definido pelo conjunto de todas as matrizes obtidas pela combinacao
convexa de seus N vértices, dado por

N
Aoé _ {T(ﬁ) c IRn+q><2n+p+€ . T(ﬁ) = Zﬁva ﬁ c Q} , (12)
v=1
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. - Sistema Sistema
St Tl e |- o g
livre de atraso regiao D(a,r)
I
D(a,r)-estavel
¢ Sistema
, equivalente Transformagao
Schur-estavel < e e .
com multi- de similaridade
plos atrasos

Figura 1.1: Sequencia de transformagoes sofridas pelo sistema

com € definido por

N
Qz{ﬁ:ZﬁU:Lﬁsz}, (1.3)
v=1

os vértices T, sao conhecidos e dados por

ev } , v eI, N]. (1.4)

Assumindo a lei de controle
U = K.’L’k + KT.’L']{,T, (15)

deseja-se encontrar uma condi¢ao convexa na forma de LMI, utilizando funcao de Lyapunov-
Krasouvskii, que permita a obtengao de ganhos robustos de realimentacgao de estados, K e K, de
(1.5), as quais estabilizam os sistemas com uma alocagdo regional de polos especificada e com
minimo valor de custo Hoo.

Para tal, o sistema passara por algumas transformagoes (Veja Figura 1.1) como, obtencao
de um sistema aumentado livre de atrasos equivalente ao sistema original com atraso, mape-
amento dos autovalores do sistema original dentro de uma regiao especificada, D, e obtengao
de um sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados, resultando em condi¢oes LMIs.
Tais condigoes LMI sao utilizadas na formulacao de um problema de otimizagao, que resolvido
determinard os ganhos robustos de realimentacao, K e K, de (1.5) que estabilizam o sistema
com alocagao regional de polos e minimizando o custo H...

1.3 Estrutura da dissertacao

O Capitulo 2 apresenta definicoes e conceitos fundamentais para desenvolvimento e com-
preensao do trabalho, tais como, controle robusto, sistemas com atraso nos estados, alocagao
regional de polos, D-estabilidade, norma H.,, método direto de Lyapunov, estabilidade quadra-
tica, funcoes dependentes de parametros, estabilidade de sistemas com atraso.
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No Capitulo 3 serd apresentada a aplicagao da norma H., na sintese de controladores que
garantam a D(a,r)-estabilidade e custo H, de sistemas incertos discretos no tempo com atraso
incerto no vetor de estados via sistema aumentado. Condicoes e exemplos também sao apresen-
tados para os seguintes casos particulares: sistema incerto e atraso conhecido, sistema precisa-
mente conhecido e atraso incerto, sistema e atraso precisamente conhecidos.

No Capitulo 4 serao apresentadas condigoes convexas para estabilizacao com alocacao re-
gional de polos com garantia de custo H., de acordo com o Problema 1.1 via obtengao de
sistema equivalente com multiplos atrasos do sistema incerto com atraso incerto no vetor de
estados. Similarmente ao Capitulo 3 condigoes e exemplos também sao apresentados para os
seguintes casos particulares: sistema incerto e atraso conhecido, sistema precisamente conhecido
e atraso incerto, sistema e atraso precisamente conhecidos. Neste capitulo o sistema para pelas
transformagoes mostradas na Figura (1.1).

No Capitulo 5 sera utilizada a mesma abordagem do Capitulo 4 porém através de uma
funcao de Lyapunov-Krasovskii mais completa, o que leva a resultados menos conservadores.

O Capitulo 6 apresenta as consideragoes finais, conclusoes baseadas na comparacao dos
resultados dos Capitulos 3, 4 e 5 e propostas de trabalhos futuros.
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Capitulo

Preliminares e Definicoes

Neste capitulo sao apresentadas defini¢oes sobre controle robusto, sistemas com atraso no
vetor de estados, alocacao regional de polos, estabilidade segundo Lyapunov-Krasovskii, esta-
bilidade quadratica, funcoes dependentes de parametros, estabilidade de sistemas com atraso
no vetor de estados. As quais ja existem na literatura e s@ao fundamentais no decorrer desta
dissertacao.

2.1 Controle Robusto

As perturbacgoes e o ambiente aos quais os sistemas reais estao submetidos, impedem que
os mesmos sejam modelados precisamente [DB09, pag.593]. Com isso, os modelos mateméticos
dos sistemas apresentam diferentes tipos de incertezas, decorrentes de dinamica nao modeladas,
incertezas paramétricas, ruidos, linearizacao, etc. Portanto é importante levar em consideracao
tais incertezas na analise de estabilidade e sintese de controladores. Controle robusto é o nome
dado a andlise e sintese de sistemas com incertezas, cujo objetivo é manter a estabilidade e ou
desempenho do sistema apesar dos erros do modelo em relagao ao sistema real [DB09], minimizar
o efeito sobre certas variaveis do sistemas devido a pertubacoes externas como ruidos, mudancas
de temperatura, pertubagoes de carga, etc [Tro00].

Uma escolha importante deve ser feita ao trabalhar com sistemas incertos: a forma de tratar
as incertezas. Dependendo da escolha do tipo de representacao matemaéatica para as mesmas,
pode-se, inclusive, inserir mais restricoes ao se buscar a solucao dos problemas de analise de
estabilidade ou sintese de controladores. Nesta dissertacao, utiliza-se a caracterizagao politépica
para representar as incertezas.

Um conjunto A, = {z € R" : Az < b} é um poliedro definido pela matriz A € R™*"
e pelo vetor b € IR™. Se o poliedro é limitado entdo A, é denominado politopo [Gon06]. Um
politopo também pode ser definido como uma combinacao convexa, de um nimero finito de
elementos, chamados vértices do politopo. O conjunto de vértices {Y1,...,T y} resulta em um
A, = Co(Ty,...,Ty), dado por

Ao = {T(ﬁ) = BT, B e Q} : (2.1)

7
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em que
N
Q=98:> B=18,2>0p, (2.2)
v=1

sendo Co(+) a casca convexa do argumento.

Nesse caso o conjunto A, é convexo, fechado e as matrizes Y, sdo conhecidas. Assim
Y (5) € A, pode ser descrito por uma combinagao convexa dos vértices Y.

Uma particularidade importante dessa abordagem para descrever incertezas é a convexidade
do conjunto. Por essa propriedade do politopo, busca-se um conjunto de restricoes LMI que se é
satisfeito nos vértices do politopo, entao garante-se que estas mesmas restricoes estao satisfeitas
no interior da regiao formada por estes vértices. Essa propriedade da convexidade sera explorada
neste trabalho para obter formulacoes convexas que solucionam alguns problemas de controle
robusto. Uma desvantagem ¢ o problema do crescimento exponencial das condigoes a serem
testadas, por exemplo, ao testar as condigoes para um sistema com 5 elementos incertos, tem-se
que verificar 2° vértices, ou seja, tém-se que testar as condicoes em 32 vértices diferentes.

2.2 Sistemas com Atraso nos Estados

A classe de sistemas considerados neste trabalho é aquela formada por sistemas lineares
incertos, invariantes e discretos no tempo com atraso invariante no vetor de estado.

O grau de complexidade ao se estudar sistemas com atraso ¢ muito maior do que ao se estudar
sistemas livre de atraso. Para entender o motivo desse aumento do grau de complexidade,
considere o sistema descrito por

Tpy1 = A(B)xr + Ag(B)Th—g, (2.3)

em que d =7 e 7 é o valor maximo do atraso. O polinomio caracteristico desse sistema é dado
por

5a(,8) £ det(=I — A(B) — Ag(B)=7). (2.4)

Ao avaliar-se a localizacao das raizes desse sistema, o mesmo é Schur estavel se todas raizes
de d4(2,8) = 0 est@o no interior do circulo de raio unitario com centro na origem do plano
complexo. Nesse caso, diz-se que as raizes de 04(z,5) = 0 sdo estaveis. Devido ao aumento no
grau do polindmio caracteristico em relagao ao sistema livre de atraso, o grau de complexidade
ao se avaliar as raizes de torna bem maior. O polinomio caracteristico do sistema com atraso
possui n(7 + 1) raizes que precisarao ser testadas para todo 5 € €.

Por outro lado, através de um sistema aumentado e livre de atraso, pode-se estudar a
estabilidade de sistemas discretos no tempo com atraso no vetor de estados. Por exemplo,
considere o sistema

Tpg1 = Axy + Agxp_1.

A dinamica desse sistema depende do estado atual e do estado no instante anterior. E possivel
representar esse sistema em uma forma aumentada livre de atraso dada por

Tpy = ATy, (2.5)
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com

zk:[x“:’“l] eA(ﬁ,d:Tzl):lA(Iﬁ) Aeéﬁ)} (2.6)

Analogamente, se o atraso for igual a dois, tem-se que 1 = A(B)xy + Ag(5)x)_2 pode ser
reescrito como em (2.5) com

o] A(B) 0 Ag(B)
T = Tr—1 e A(ﬁ, d=7= 2) = I 0 0 (27)
Tk—9 0 I 0

e assim sucessivamente. Diante disso, podemos observar que quanto maior for o atraso, maior
serd a dimensao do sistema aumentado obtido. Portanto, a utilizacao dessa técnica aumenta
significativamente a complexidade quando utilizada para sistemas naturalmente de grande di-
mensoes. Além do que, nao pode-se aplicar essa técnica para o estudo de sistemas com atraso
variante no tempo.

2.3 Alocacao regional de polos ou D-estabilidade

Um circulo de raio unitario centrado na origem do plano complexo ¢é a regiao de estabilidade
para sistemas discretos no tempo. Pode-se usar uma sub-regiao dentro do circulo de raio unitario,
chamada de D, para assegurar ao sistema certas caracteristicas de desempenho. Essa regiao é
mostrada na figura 2.1.

Quando todos os autovalores de um sistema discreto e invariante no tempo estao localizados
dentro de uma regiao D, diz-se que esse sistema é D-estéavel [PABB00], [GX04], [LP03], [CGI6].

Neste trabalho, adota-se um circulo de centro («,0) e raio r como regiao D. Considera-se
|a|+7r < 1 para que esta regiao esteja contida no circulo unitério. Assim um sistema discreto no
tempo serd considerado D(«,r)-estavel se todos os seus autovalores estiverem dentro da regiao
D(a,r) (Figura 2.1).

Por exemplo, para fazer a andlise de D(a,r)-estabilidade do sistema (2.5) considere a seguinte
operagcao

- (A—al)

A== (2.8)

que mapeia os autovalores da matriz A localizados no interior da regido D(a,r), Figura 2.1, no
circulo de raio unitario [HB92]. Em seguida substitui-se A em (2.5) por A ficando

Tpr1 = AZy,. (2.9)

Com isto a andlise de D(a,r)-estabilidade de (2.5) pode ser analisada pela Schur estabilidade
de (2.9).

Assim sendo, uma especificacao de desempenho além da estabilidade é atendida, ao se pro-
jetar controladores que D-estabilizam os sistemas lineares invariantes no tempo, precisamente
conhecidos ou incertos.
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Im{z}

R{z}

Figura 2.1: Plano complexo e regiao D(a,r) para alocagdo de autovalores de sistemas discretos
no tempo.

2.4 Norma H.,

Considere a classe de sistemas lineares discretos, invariantes no tempo, livres de atraso e
precisamente conhecido, representada por

Tpt1 — Al'k + Bewka
{ 2z = Cuxp+ Dowy. (2.10)
A matriz de transferéncia G,,, = C(zI—A)"!B+ D, relaciona o vetor de entradas exdgenas

w e o vetor de saidas controladas z. O custo H, de uma matriz de transferéncia de um sistema
estavel e sem polos sobre o circulo de raio unitario, pode ser definido como o pico do valor
singular méximo avaliado sob a frequéncia Q € [—m, 7] e dado por
A — i

| Gow [loo & sup  T[Gru(e™™)], (2.11)

Qp€[—m,m]

sendo @ (+) o valor singular maximo do argumento.
Interpreta-se a norma H., através da relacao entre os sinais de entrada e saida no dominio do
tempo. O ganho /5 ou ganho RMS de um sistema assintoticamente estavel linear invariante no
tempo, corresponde ao maior ganho da saida sobre todos os sinais de entrada limitados wy, € ¢5,

dado por
| o lloo = max A2l (2.12)
wy, € by I we |2
Wi 7A 0

supondo condicoes iniciais nulas.
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A norma H,, de sistemas assintoticamente estdaveis, no contexto de ganho /5, é caracterizada
pelo menor valor de v tal que

[zkll2 < Yllwill2,  w € L. (2.13)
Analogamente, estabelece-se a seguinte equivaléncia:
1Gwlloe <7 = zzfzk < 72wgwk-a wy, € Ls. (2.14)

Métodos de célculo do limitante denominado Custo Garantido H.,, baseado em condicoes
suficientes, formuladas por LMIs, sao utilizados. O conceito de estabilidade quadratica [PTP97]
foi base para as primeiras formulagoes por LMIs, porém, resultados conservadores sao obtidos
ao se usar uma unica funcao de Lyapunov para todo dominio de incerteza. Para reduzir tal
conservadorismo vérios trabalhos utilizam fungées de Lyapunov dependentes de parametros e/ou
variaveis matriciais extras, como em [dOGB02], [XLZZ04], [TCB05]. Outros métodos baseados
na combinagao do algoritmo BnB (do inglés branch-and-bound) com problemas de otimizagao
formulados como LMlIs, possibilitam calcular o custo garantido H., com uma precisao pré-
estabelecida [Gon06] [CLGC12]. Além disso determina o ponto do politopo em que ocorre o
pico da norma H...

2.5 Meétodo direto de Lyapunov

Também conhecido como Segundo Método de Lyapunov, é uma das abordagens mais uti-
lizadas para tratar a estabilidade de sistemas lineares. Esse método, foi criado pelo genial
matematico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov 1857-1918, cujo pioneirismo de seu traba-
lho, publicado em 1892 [Lya92], de acordo com [Bha07] “revolucionou o estudo de estabilidade
e continua inspirando novos enfoques para o estudo deste assunto até os dias de hoje”. Tal
método pode ser aplicado nos casos em que o sistema esta sujeito a incertezas descritas por um
vetor de parametro (3, devido ao fato da generalidade das condig¢oes para verificar a estabilidade
assintotica global. Esse resultado é apresentado no teorema:

Teorema 2.1 Um sistema incerto invariante no tempo € robustamente assintoticamente estd-

vel em torno da origem (ponto de equilibrio do sistema) se existir uma fun¢do a valores reais
V(zk,B) tal que:

1. V(0,8) = 0;

2. V(zg,p) = 00 quando ||zg|| — oc;
3. V(zg,5) >0, Vr,#0, Vk>0;
4. AV(xg,5) <0 Vi #0, Vk>D0.

em que AV (-) € a variagdo de V() com relagio a k ao longo das trajetdrias do sistema (2.3),
e pode ser descrita por

AV (zy,p) = V(rgs1,8) — Vg, 5). (2.15)

Uma funcao V' (z,5) que satisfaga as condigdes do Teorema 2.1 é dita uma funcdo de Lya-
punov.
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2.6 Estabilidade Quadratica

Considere o sistema linear incerto discreto no tempo e livre de atraso

T = A(B)zs. (2.16)

Para andlise de estabilidade utilizando o Método direto de Lyapunov, suponha que esse
sistema pertenca a um politopo dado por

N
A = Y BuA, BEQ (2.17)

v=1

com vértices A, conhecidos e €2 dado em (2.2).
Escolhendo como candidata a funcao de Lyapunov

V(a,f) = xy P(B)xy (2.18)

PB)=PpB)eR™™ . P@B) = P>0,VBeQ, (2.19)

em que P(f) é uma matriz definida positiva para todos os valores admissiveis de  assumindo
valores fixos e independentes dos valores de 3, se faz necesséria e suficiente a existéncia de (2.18)
para a andlise de estabilidade de (2.16) quando a matriz dinamica A é precisamente conhecida.
Caso A dependa de (3, a funcao (2.18) passa a ser apenas suficiente para estabilidade (robusta)
do sistema (2.16). A existéncia de uma mesma matriz de Lyapunov que satisfaga (2.18)-(2.19) e
assegure a estabilidade do sistema para todo o dominio de incertezas, ou seja, independente dos
parametros incertos [, define o conceito de estabilidade quadrética (EQ) [Bar85]. De acordo
com [Lei05], provavelmente esse conceito consiste no resultado mais importante da década de
1980 no contexto de controle robusto.

Utilizando a matriz P definida em (2.19) e a candidata a fungao de Lyapunov para sistemas
lineares discretos livres de atraso (2.16), os trés primeiros {tens do Teorema 2.1 sdo prontamente
atendidos. Do quarto item, obtém-se

AV (2y,8) = wp 1 Py — v Pry <0 (2.20)

e substituindo (2.16) em (2.20), temos

P>0
{ A(;)TPA(ﬁ) ~-P<o0. (2.21)

Aplicando-se o complemento de Schur (veja Apéndice A.2) em (2.21), temos a forma equi-

[P AW)TP] > 0. (2.22)

valente

* P

Apenas a verificagao dos vértices é suficiente para garantir a estabilidade de todos sistemas
pertencentes ao politopo, devido a convexidade do mesmo, desde que a mesma matriz P seja
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utilizada em todos vértices. Entao, pode-se garantir a estabilidade de (2.16) se existir uma P
tal que,
{ P ATPp

L }>0, VY, v € Z[1, N (2.23)

seja factivel. Aplicando complemento de Schur obtemos a condi¢ao equivalente

P>0
{ ATPA,— P <0, V,veZ[l, N]. (2.24)

Neste caso, garante-se a estabilidade de todos sistemas pertencentes a (2.16) - (2.17), apenas
com a verificagao da existéncia de uma mesma matriz P em cada um de seus vértices.

A escolha de (2.18) como candidata a fungao de Lyapunov reduz a verificacao da estabilidade
a um teste de factibilidade numericamente simples, devido a isso ela é amplamente utilizada.

Por outro lado, a garantia da restri¢cao (2.19) da matriz P, pode limitar bastante o conjunto
de solugoes factiveis, ou seja, pode nao existir uma mesma matriz P > 0 que satisfaga as demais
desigualdades mesmo que (2.16) seja estavel.

2.7 Funcoes dependentes de parametros

Apesar da grande utilizacao das técnicas que abordam a EQ, devido a sua simplicidade nu-
mérica, na verificacao da estabilidade e sintese de controladores de sistemas incertos, inclusive
com parametros variantes no tempo e sem restricao do valor da taxa de variacao, resultados
bastantes conservadores podem ser obtidos principalmente quando aplicados em sistemas inva-
riantes no tempo. Solucoes menos conservadoras através da utilizacao de funcoes de Lyapunov
dependentes de parametros sao apresentadas em [FAG96], [GAC96], [Tro99], [MKO00].

Considere o sistema definido em (2.16) - (2.17) e a candidata a funcdo de Lyapunov (2.18),
com a matriz P(f) definida por

N
P(B)ZZBUPMBEQ; Pv>0' (225)
v=1

Os trés primeiros itens do Teorema 2.1 sao prontamente atendidos. Do quarto item, obtém-
se:
AV (24,8) = xp 1 P(B)xri1 — xf P(B)xx, < 0. (2.26)

Substituindo (2.16) em (2.26), pode-se assegurar a estabilidade do sistema descrito por (2.16)
- (2.17) através das seguintes desigualdades matriciais

P(B) = P(B)>0
{ AB)TP(B)A(B) — P(B) < 0. (2.27)

As quais podem ser escritas de forma equivalente através da aplicacao do complemento de Schur,

[P(ﬁ) AP PPB) | L . (2.28)

CcOo1mo

* P(p)
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Observa-se que as condigbes (2.27) e (2.28), nao sao convexas em [, devido aos produtos
entre P((5) e A(B), diferentemente de (2.23) e (2.24). Se P(5) = P, entdo as condicoes (2.27) e
(2.28) recuperam as condigoes da EQ de (2.23) e (2.24). Para que seja possivel tratar (2.27) -
(2.28) como problemas de otimizac¢do convexa, se faz necessario, algum tipo de relaxagao. Em
[OP06], [RP01] e referéncias internas, encontram-se maiores detalhes sobre o assunto. Por outro
lado, através de uma técnica de desacoplamento do produto entre P(S) e A(f), podemos estudar
a estabilidade robusta de forma convexa, sem utilizacao de relaxacao. Tal técnica denomina-se
Lema de Finsler (veja Apéndice A.3), que ao ser aplicada insere matrizes de folga dependentes
de parametro, escolhidas, F'(5) e G(f), resultando em:

AB)TE(B)T + F(B)AB) - P(B)  F(B)+AB)'GB)" | _ 4 (2.29)
* P(B) — (G(B) + G(B)") ' '
Com a introdugao de algum conservadorismo assumem-se F'(5) = FeG(S) = G, tornando

as matrizes de folga independentes do parametro 5. Sendo assim, a condi¢do (2.29) pode ser
reescrita na forma

[ AB)TFT + FA(B) - P(B)  F+A(B)TGT

. P(8) - (G + G7) } <0. (2.30)

Nesse ponto, é possivel perceber que essa condicao pode ser testada apenas para os vértices
do politopo que define A(f3), ou seja,

{ ATFT + FA,— P, F+ ATGT

N P (G CT) ] <0, V,veIll,N] (2.31)

o que, pela propriedade da convexidade, permite recuperar (2.30) e, portanto, verificar (2.27)-
(2.28). A condicao apresentada em (2.31) pode ser vista em [PABB00] e [LP03], por exemplo.

O uso de funcoes de Lyapunov dependentes de parametros em sistemas lineares incertos dis-
cretos e invariantes no tempo, pode fornecer resultados significativamente menos conservadores
que aqueles que utilizam EQ como base. Ainda assim, (2.31) é suficiente mas nao necesséaria
para identificar como estaveis um conjunto de sistemas que sao assintoticamente estaveis, mas
nao sao quadraticamente estaveis.

2.8 Estabilidade de Sistemas com atraso

Neste trabalho é empregado o método de Lyapunov-Krasovskii (L-K) [Kra63] para estudo
da estabilidade. que corresponde a extensao do método direto de Lyapunov para tratar sistemas
com atraso no vetor de estado. Baseado na construgao de uma funcao de L-K (funcional no caso
continuo) que leva em conta nao sé a evolugao temporal do sistema em questao, como também
seu histérico temporal [Sou08], esse método, proposto por Nikolai Nikolaevich Krasovskii em
1959, consiste em:

Considere o sistema dado em (2.3) e a candidata a funcao de L-K

V(eg,B) = ai P(B) @+ Y ol S(B) wrs, (2.32)
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em que d =7 e 7 é o valor maximo do atraso. Pode-se garantir a estabilidade desse sistema se
sao verificadas (veja [SDMO7al):

V(zg, ) >0, P(B)>0 e S(B8)>0, (2.33)

AV (21,8) = V (211, ) — Viww, B) < 0. (2.34)

Aplicando (2.32) em (2.34), desenvolvendo e fazendo as devidas simplificagoes, tem-se:

AV (21,8) = w1 (P(B) + S(B))anir — wp P(B) an — x5_g S(B) wr-q < 0. (2.35)
Substituindo (2.3) em (2.35), resulta em

ABY'(P(B)+ S(B)AB) — P(B)  A(BY(P(8) + 5(8)) o)
. A4(8) (P(8) + S(8))40(8) — 5(8) | <% (230

Aplicando complemento de Schur, pode-se escrever (2.36) de forma equivalente como

P(B) 0 ABY(PB)+S(8))
« S(B) 4B (P(B)+S(8) | >o0. (2.37)
x P(8) + S(8)

Observa-se que as condigoes (2.36) e (2.37) nao sao convexas em /3, devido o produtos entre
A(B), Ag(B), P(B) e S(B). Se P(B) = P e S(B) =95,V B € Q entao as condigoes (2.36)
e (2.37) recuperam a EQ de (2.3), ou seja, todos os sistemas pertencentes ao politopo sao
ditos quadraticamente estaveis, apenas com a verificacao de seus vértices. Porém, conforme
dito anteriormente, para que seja possivel tratar (2.36) - (2.37) como problemas de otimizagao
convexa, se faz necessdrio, algum tipo de relaxacao. Por outro lado, através da técnica de
desacoplamento do produto entre P(5) e A(f3), denominada Lema de Finsler (veja Apéndice
A.3), podemos estudar a estabilidade robusta de forma convexa, sem utilizacao de relaxagao.
Utilizando relagoes equivalentes ao do item i) do Lema de Finsler, e escolhendo as matrizes de
folga temos:

o P(B)+S(8) 0 0
Tl—d 0 0 - (ﬁ)
B=[-1 AB) AB)], X = [F@BT GB” HB" ] . (2.38)

Utilizando o item iv) do Lema de Finsler e apds algumas operagoes algébricas, obtém-se

P(B)+ S(B) = F(B) — F(B)" F(B)A(B) — G(B)"
—G(B)+AB)TFB)"  —P(B)+G(B)APB) + AB) G(B)"
—H(B) + Ag(B) F(B)" H(B)A(B) + Ae(B)'G(B)"
F(B)Ay(B) — H(B)"
G(B)Aq(B) + A(B) H (B)" <0. (2.39)

—S(B) + H(B)Ag(B) + Ag(8) H(B)"
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Como as matrizes de folga utilizadas nesse trabalho sao independente do parametro 3, ou
seja, FI(f) =F, G(B) =G e H(B) = H, a condigao (2.39) pode ser reescrita na forma

P(B)+S(B)—F—F" FA(B) - G"
—G + A(B)TFT —P(B) + GA(B) + A(B)"G"
—H + AQ(B)TFT HA(B) + AQ(B)TGT
FAy(B) — HT
GAg(B) + A(B)THT <0, (2.40)

—S(B) + HAy(B) + Ag(B)"H"

explorando a convexidade do politopo e impondo uma estrutura para as matrizes dependentes
de parametro P(f) e S(B), dadas por:

N N
P(B) =Y B,P, S(B)=> B.S, BeQ (2.41)
v=1 v=1
Assim sendo, a condigao (2.40) pode ser testada apenas para os vértices conforme
P, +S,—F—FT FA, - GT FAy, — HT
-G+ ATFT —P,+ GA, + ATGT GAy, + ATHT < 0. (2.42)
—H + A FT HA, + A},GT —S, + HAp, + A} H

Pode-se recuperar (2.40), ao se multiplicar (2.42) por (3, e somar os resultados para cada v,
conforme definido em (2.2). Similarmente a sistemas livres de atraso, (2.42) é suficiente mas
nao necessaria para identificar como estaveis um conjunto de sistemas que sao assintoticamente
estaveis, mas nao quadraticamente estaveis. Esses resultados apresentados sao desenvolvidos

em [LCCT11].

2.9 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas ferramentas convexas para andlise de estabilidade de
sistemas lineares discretos no tempo com atraso no vetor de estados. Tanto as matrizes do
sistema quanto o atraso, sao considerados incertos e invariantes no tempo.

Mostrou-se também como pode ser possivel fazer alocacao regional de polos no caso de
sistemas sem atraso nos estados.

Nos préximos capitulos serao investigadas técnicas para a realizagao da alocagao regional de
polos aliada a minimizacao do custo H., entre uma entrada exoégena e uma saida.



Capitulo

D(«a,r)-estabilizagao com custo garantido Heg
de sistemas com atraso nos estados

Neste capitulo serd apresentada a norma H., e sua aplicacao na avaliacao e na sintese de
controladores que D(a,r)-estabilizam com custo garantido H., os sistemas discretos no tempo
com atraso no vetor de estados via sistema aumentado. A idéia dessa abordagem nao é nova,
porém o desenvolvimento da formulacao apresentada para as condicoes especificas de sistemas
discretos no tempo com atraso no vetor de estados, nao foi, no conhecimento deste autor,
encontrada na literatura. Assim, a maneira talvez mais intuitiva de se fazer alocacao regional
de polos para os sistemas estudados nesta dissertacao ¢ desenvolvida neste capitulo e servira
de base de recuperacao para as condigoes propostas nos Capitulos 4 e 5. Em seguida, serao
recuperados resultados da literatura que permitem a estabilizagao com minimizacao do custo
H, sem alocagao de polos, via funcao de L-K. Essa ultima parte pretende preparar o leitor
para a abordagem apresentada nos capitulos subsequentes.

3.1 D(a,r)-estabilizagao com custo garantido H., via sis-
tema aumentado

Sistemas discretos no tempo com atraso no vetor de estados podem ter sua estabilidade
estudada utilizando-se um sistema aumentado e livre de atraso, resultando em um sistema equi-
valente livre de atraso, como proposto em [dSFX93],[GPS94], [AWS4] e [KH98]. Esse sistema
equivalente contém todos os autovalores do sistema com atraso no vetor de estados. A seguir
serao apresentados 4 casos em grau crescente de complexidade para a sintese de controladores
que asseguram a D(«,r)-estabilidade com custo garantido H.

3.1.1 Sistema e atraso precisamente conhecidos

Considere a classe de sistemas precisamente conhecidos discretos no tempo com atraso co-
nhecido no vetor de estados representada por

T - { Tpp1 = Az + Agryp_r + Buy + Bowy (3.1)

2k = Cl‘k —+ Cg.’L’k,T -+ Duk -+ Dewk

17
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em que r € R", up € RP e wy, € R? sdo os vetores dos estados, das entradas de controle e das
entradas exdégenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, 7 é o valor conhecido do atraso,

as matrizes A e 4 € R™", B € R"V?, B, € R, C e Cy € R”", D € R”?, D, € R™¢
representam a dinamica do sistema que esta sujeito a seguinte lei de controle

U = K[L‘k + KT{L‘k_T, (32)

com K e K, € RP*".
Esse sistema pode ser representado na forma aumentada livre de atraso

. ) T = ff_lfk + ?Uk + l?ewk
T { 2 = CZp+ Duy + Dowy, (3:3)
sendo
_ T
Zp=[af ol , - 2l ], (3:4)
o vetor de estados aumentado e
- A0 _ A _ B _ B
A= nXx(t—1)n 0 :|,B:|: :|7Be:|: e :|, 3.5
|: [Tn 07nxn OTn><p Ornxe ( )
C=[ C Ouxg-1m Co |,D=D,D.=D,, (3.6)

com A € IRn(T-l—l)Xn(T—l—l)’ Be Rn(T+1)Xp’ Be e Rn(T+1)XZ’ C e qun(T—H), De qup, De e IRqXE.
Neste caso a lei de controle (3.2) é expressa por

up = K(7)Zg, (3.7)

sendo

KM =[K Opiroryn K. ]. (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.3) resulta no seguinte sistema de malha fechada,

w [ Ty = A+ By
T { 2k = Ci‘k + Dewk, (39)
com
A—A+BK e C=C+DK. (3.10)
. < . : . - (A=al)
Para considerar a alocagdo de polos na regiao D(a,r) aplica-se a operagdo A = ——=,
’
dada em (2.8), em (3.9), resultando em
) Ty = 519_51{ + ?ewk
X { Zk = Ci’k + Dewk. (311)

De acordo com os critérios da Estabilidade Quadratica [Bar85] a estabilidade do sistema
(3.11) pode ser investigada utilizando a seguinte candidata a fun¢ao de Lyapunov

V(%) = 71 Py, (3.12)

com Ty dado em (3.4).
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Para que (3.12) seja uma fungao de Lyapunov, é necessario que adicionalmente (3.12) seja
definida positiva e satisfaca

AV (Fy) = V(Frs) — V(@) < 0 (3.13)

vz} # 0 que satisfaga (3.11) com wy, = 0 e x5, dado em (3.4). Uma condigao suficiente para a
positividade de (3.12) é obtida impondo-se P = PT € R™*" > 0.
Para a estabilidade, é necessario verificar (3.13) que ¢é calculado conforme:

AV (%) = Tpoq Py — T Py (3.14)

Com isso, considerando w = [ Ipo, T }T pertencente a trajetéria do sistema (3.11), de
acordo com (3.14) obtém-se AV (7;,) = w! Mw < 0, em que M ¢ dada por

M:[P 0}.

0 _p (3.15)

Para o calculo do custo garantido H,, considere o sistema (3.11) estdvel com condigoes
iniciais nulas, g = 72, wy € f5. Considere também a funcio de custo U associada ao indice de
desempenho H., v dada por:

o
U= Z (2 21 — pawl wg] . (3.16)
k=0
Neste caso, tem-se que V(53,0) =0 e V(f,00) aproxima-se de zero quando wy tender a zero, na

medida em que k£ aumenta; ou de uma constante ¢ < 0o, no caso de wy, tender a ¢ < co. Assim,
usando (3.14), U definido em (3.16) pode ser majorado como

U < S0, [2F e — pwfwe + AV (z)]

> 3.17
< ko [Z;fzk - Mwlzwk + wTMw] ( )

Substituindo (3.11) no lado direito de (3.17) e impondo que essa quantidade seja negativa,
pode-se escrever:

Wi

7, ' [ ATPA-P+C'C  A'PB,+C"D, T,
e i I - < 0. (3.18)
BPA+D!C D.D.+ B, PB, — ul W,

Esse resultado é uma derivagao do Bounded real lemma [BGFB94], [ZDG96|, que pode ser
descrito como: A é assintoticamente estavel e ||GLy||oe < 7 S¢ € somente se existir uma matriz

simétrica definida positiva P € IR, com dimensoes apropriadas, tal que

[ATZAiPJETC_TC _TA_TPBe_;r C"D. } 0. (3.19)
B, PA+D.C D.D.+ B PB, — ul
Aplicando Schur em (3.19) e realizando operagoes de mudangas de linhas e colunas:
p ATp 0 CT
P PB 0 (3.20)

N 1 DT

* % * ol
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Como ||Goulle = [|GL,lle, @ norma H., de sistemas assintoticamente estdveis também
pode ser calculada a partir da seguinte condicao dual,

W AW 0 B,
v wWwTeT
W 0 1., (3.21)
* * I o
* % * I
em que W = P.
Substituindo (3.10) e (2.8) em (3.21)
— (A—al)W + BKW _
W ( al)W + W 0 B
r o e
* W WTCT + WIKT™DT 0 | >o. (3.22)
* * I D.
* * * ul

Fazendo Z = KW, uma condicao LMI para a estabilizacdo e para a sintese de ganhos K e
K. do sistema (3.1), sujeito a lei de controle (3.2), é apresentada no teorema que segue

Teorema 3.1 Se existirem matrizes Z € RP*MTH) = [ Z Opx(r—1n 27 }, 0<W=WT=
bloco diagonal[ Wo W W, } e R+ e o escalar i1 > 0, tais que,

(A— o)W + BZ

w 0 B.
r o I
U= W WICT +Z'™D" 0 | >0 (3.23)
* * I D,
* * * nl

seja verificado, com matrizes A, B, B., C, D e D, calculadas de acordo com (3.5)-(3.6), entdo
o sistema (3.3) sujeito a lei de controle (3.7) é Schur estdvel, assequrando ao sistema (3.1),
sujeito a lei de controle (3.2) a D(ov,r)-estabilidade com custo garantido Ho, dado por v = /i
e ganhos de realimentagao dos estados

K=2Ww1 (3.24)

Prova: Se (3.23) é verificada, entdo, V (k) = L Pxj, > 0, com P = W. De (3.24) temos que
7 = KW, que junto com (2.8) permite reescrever (3.23) como em (3.21). Se (3.21) é verificada,
essa mesma condicao pode ser verificada para o sistema dual, isto é, substituindo-se A por A7,
B por CT, C por BT e D por DT. Na desigualdade resultante pode-se aplicar o Complemento
de Schur e obter uma desigualdade como em (3.19), com P = W. Portanto, a verificacio de
(3.23) assegura a verificagao de (3.19). De outro lado, a verificacao de (3.19) assegura (3.17),
dado o desenvolvimento apresentado de (3.13) a (3.18). Portanto, o sistema descrito por (3.11)
¢ Schur-estével com custo garantido H., dado por ,/zi. Além disso, pela transformagao (2.8), se
(3.11) é Schur-estavel, entao (3.1), sujeito a lei de controle (3.2), é D(«,r)-estdvel com o mesmo
custo garantido H. .
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A partir do Teorema 3.1, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao
min
Hoo : W =WT >0, tal que: (3.25)
U <0 (¥ dada em (3.23)).

Exemplo 3.1 Considere o problema de D(«,r)-estabilizagao com minimizagdo do custo Ho, do
sistema (3.1), em que T = 3 e com matrizes dinamicas dadas por

0,1 1 [o1 o0 L [
A:{o,% 0,8]’ A"_{ 0 0,1}’ B_Be_{o,b‘]’ (3:26)
C=[0 1], Co=[05 0], D=[01], De=[02]. (3.27)

Utilizando o problema de otimizacdo (3.25) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os
sequintes resultados para a D(«,r)-estabilidade do sistema:

K=[-00272 —1,0987 0 0 0 0 —0,0921 —0,0540 ]

e custo garantido Ho, = 1,7952.

Na Figura 3.1 sao mostrados os autovalores do sistema discreto mo tempo com atraso no
vetor de estados (3.1) em malha fechada através da lei de controle (3.2). Como era de se
esperar, observe que os autovalores estao localizados no interior da regigo D(0,1;0,8).

Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (3.25) para determinar o menor valor do
raio v para cada posi¢ao do centro «, tal que o Teorema 3.1 seja factivel. Veja a Figura 3.2 e
observe que a faixa de variagcao do parametro a foi —0,2 < o < 0,2. E que o menor valor de
r = 0,5683 foi obtido para o = 0. Também através do algoritmo de bissec¢ao e (3.25), mantendo
fixo o parametro o e varrendo o intervalo 1—a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo Ho. tal que
o Teorema 3.1 seja factivel. O valor de o também foi varrido dentro do intervalo 0 < a < 0,5.
A Figura 3.3 mostra as superficies geradas com tais dados. As condi¢oes foram infactiveis fora
desses intervalos.

3.1.2 Sistema precisamente conhecido e atraso incerto

Considere a classe de sistemas precisamente conhecidos discretos no tempo com atraso incerto
no vetor de estados representada por

T, { Tppr =  Axp + Agrp_g + Buy + Bowy, (3.28)

2z = Cxp+ Corp—q + Dup + Dowy,

em que d € Z[1,7], 7 é o valor médximo e conhecido do atraso, 2 € R", u, € R? e wy, € R
sao os vetores dos estados, das entradas de controle e das entradas exdgenas, respectivamente,
k € IN é a amostragem. As matrizes A e 4g € R™", B € R, B, € R™*, C e Cy € R,
D € R??, D, € R?** representam a dinamica do sistema que estd sujeito & lei de controle
(3.2). Esse sistema pode ser representado na forma aumentada livre de atraso

= { Tkt1 = {Idﬂ_ﬁk + Buy + Bewy,

Ya: zr = CuZy + Dug + Dewy, (3.29)
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Figura 3.1: Autovalores do sistema (3.1) em malha fechada através da lei de controle (3.7).
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Figura 3.2: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (3.23).

sendo 7j dado em (3.4),

A Onx(d—l)n AG OnX(T—d)n 0

[TTL OTTLXTL

Ag = , (3.30)
Ca=[ C Ouxg-vn Co Ouxir—ayn 0], (3.31)

com d € Z[1,7] e B, B., D, D, dados em (3.5)-(3.6). Dessa forma, 7 sistemas aumentados
livres de atraso sao obtidos e, portanto, a anélise de (3.28) via (3.29) depende do valor maximo
e conhecido do atraso.
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Figura 3.3: Superficie custo garantido H., em funcdo de « e r a partir de (3.23).

A lei de controle (3.2) é expressa por (3.7).
Substituindo (3.7) em (3.29) resulta no sistema de malha fechada

Ty { e %ﬁ’; N gﬁ (3.32)
com
A,—A,+BK ¢ C,=0C,+DK. (3.33)
Para considerar a alocacao de polos na regiao D(«,r) aplica-se a operagao Ay = M,
dada em (2.8), em (3.32), resultando em g
v T el o 331

Daqui em diante, as mesmas operagoes aplicadas a classe de sistemas da Secao 3.1.1, a partir
de (3.12) até (3.22), s@o aplicadas a classe de sistemas desta Se¢ao. Sendo que, neste caso, como
o atraso dos sistemas ¢ incerto, 7 condicoes LMI para a estabilizacao e para a sintese de ganhos

K e K, do sistema (3.28), sujeito a lei de controle (3.2), sao apresentadas no teorema que se
segue

Teorema 3.2 Se existirem matrizes Z € RP*"M7HD = [ Z Opx(r—1n 27 }, 0<W=WT=
bloco dz’agonal[ Wo W W, } e R+ o o escalar w >0, tais que,

(Ad — OéI)W ‘f‘ BZ

W 0 B,
r [ L
U, = | * W WTCi+2"D" 0 | >0,deZ[1,7] (3.35)
* * I D,
* * * I
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seja verificado, com matrizes Ag, Cy, B, B., D, D, dadas em (3.30)-(3.31), entdo o sistema
(3.32) sujeito a lei de controle (3.7) é Schur estdvel, assequrando ao sistema (3.28), sujeito a
lei de controle (3.2) a D(ov,r)-estabilidade com custo garantido Hoo dado por v = \/jt e ganhos
robustos de realimentacao dos estados

K=2w (3.36)

Prova: Os mesmos passos da Prova apresentada para o Teorema 3.1 devem ser utilizados para
a Prova do Teorema 3.2, desta vez considerando-se d € Z[1,7]. Portanto, pela transformagao
(2.8), se (3.34) é Schur-estéavel, entao (3.28) é D(«,r)-estavel com o mesmo custo garantido H..
|
A partir do Teorema 3.2, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo

de otimizacao

min g
Heo : W =W7T > 0; tal que: (3.37)
U, >0 (¥, dada em (3.35)).

Exemplo 3.2 Considere o sistema (3.28) com T = 3, e as matrizes dindmicas dadas em (3.26)
e (3.27), do Exemplo (3.1). Utilizando o problema de otimizacao (3.37) e escolhendo o = 0,1 e
r = 0,8, obteve-se os sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistemas:

I_(:[—0,0146 —-1,2097 0 0 O 0 —0,0351 —0,0044}

e custo garantido Ho, = 3,0941.

Na Figura 3.4 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto
no tempo com atraso incerto no vetor de estados (3.28) em malha fechada através da lei de
controle (3.2), para cada valor do atraso d € Z[1,3]. Como era de se esperar, observe que todos
autovalores estdo localizados no interior da regigo D(0,1;0,8).

Utilizou-se um algoritmo de bissecgdo junto com (3.87) para determinar o menor valor do
raio v para cada posi¢cao do centro «, tal que o Teorema 3.2 seja factivel. Veja a Figura 3.5 e
observe que a faixa de variagao do parametro a foi —0,2 < a < 0,2. E que o menor valor de
r = 0,6108 foi obtido para o = 0. Também através do algoritmo de bissecgdo e (3.37), mantendo
fixo o parametro a e varrendo o intervalo 1—a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo Hoo tal que
o Teorema 3.2 seja factivel. O valor de o também foi varrido dentro do intervalo 0 < a < 0,5.
A Figura 3.6 mostra as superficies geradas com tais dados. As condi¢oes foram infactiveis fora
desses intervalos.

3.1.3 Sistema incerto com atraso conhecido

Considere que o sistema (3.1) seja incerto e invariante no tempo, com atraso conhecido T,
definindo uma classe de sistemas incertos discretos no tempo com atraso conhecido no vetor de
estados, representada por

mn = AWB)zk + Ae(B)zhr + B(B)us, + B()ews
T { 2z = C(B)ag+ Co(B)xk—r + D(B)ur + D(B)cwy, (3.38)
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Figura 3.4: Autovalores do sistema (3.28) em malha fechada para cada valor do atraso
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Figura 3.5: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (3.35).

em que z, € R", up € IRP e wy, € R? sdo o vetor dos estados, das entradas de controle e das
entradas exégenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, as matrizes A(f) e Ag(5) € R™™",
B(B) € R™*, B.(B) € R™, C(B) e Cy(B) € RT*", D(B) € R™?, D () € RY**, representam
a dindmica do sistema Y(f3) pertencente a um politopo definido pelo conjunto de todas as
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Figura 3.6: Superficie custo garantido H., em funcao de « e r a partir de (3.35).

matrizes obtidas pela combinacao convexa de seus N vértices, dado por

N
Ao = {T(ﬂ) e Rttt v(5) = ZBUTv, B e Q} , (3.39)
v=1
com 2 definido por

:{5:%@,:1, ﬁvzo}, (3.40)

v=1
e os vértices T, sao conhecidos e dados por

v ‘ Bev

B
T’U - |: Cv Cev ‘ Dv ‘ Dev :| 5 NS Z[l,N] (341)

Esse sistema sujeito a lei de controle (3.2), pode ser representado na forma aumentada livre
de atraso

T :{$k+1 = A, + Byuy + Beywy,

2k = C vk + D b UE + Devwk (342)

sendo Ty dado em (3.4) e

Av _ |: Av 0n><(7—1)n A’T,U :| ’ Bv _ |:OBU :| :

OTn><n TNXP

ou]]

] e

O'rn><€

Co=[ Cv Oux—tyn Cry |, Dy=Dy, Dey = Do, (3.44)

com v € I[ N] A e Rn (T+1)xn(r+1) Bv e Rn(T—l—l)Xp’ Bev e Rn(T—l—l)XE, CYU e qun(’r-l—l)’
D, € R”?, D,, € R,
A lei de controle (3.2) serd expressa por (3.7).
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Substituindo (3.7) em (3.42) resulta no sistema de malha fechada

. Tk+1 = _Avi‘k + -_Bevwk
TU . { 2k = Cvi‘k + Devwk7 (345)
com
A, — A, +BK e Cy=C,+DK. (3.46)
: - . : (A, —al)
Para considerar a alocacao de polos na regiao D(«,r) aplica-se a operagao A, = ——=,
r
dada em (2.8), em (3.45), resultando em
>~ ) Tk = izlvi“k + ?ewk
Y, : { 2 = C.z+ Doy (3.47)

Daqui em diante, as mesmas operacoes aplicadas a classe de sistemas da Secao 3.1.1, a
partir de (3.12) até (3.22), sdo aplicadas a classe de sistemas desta segdo. Sendo que, neste
caso, como os sistemas sao incertos, sao obtidos NN sistemas aumentados livres de atraso, ou
seja, um para cada vértice do politopo de incertezas. Sendo assim, N condi¢oes LMI para a
estabilizacao e para a sintese de ganhos K e K, do sistema (3.38), sujeito a lei de controle (3.2),
sao apresentadas no teorema que se segue

Teorema 3.3 Se existirem matrizes Z € RP*"7HD = [ Z Onx(r—1yn Z- }, 0<W=WwT"=
bloco diagonal[ Wo W W, } e R o o escalar >0, tais que,

(A, — o)W + B,Z

W 0 Be,
r _ _ _
U, = | * W WTCI+Z™DI 0 | >0,veZ[1,N] (3.48)
* * I Dev
* * * o

seja verificado, com matrizes A,, Cy, By, Bew, Dy, Dey dadas em (3.43)-(3.44), entdo o sistema
(3.42) sujeito a lei de controle (3.7) é Schur estdvel, assequrando ao sistema (3.38), sujeito a
lei de controle (3.2) a D(a,r)-estabilidade com custo garantido Ho, dado por v = \/it e ganhos
robustos de realimentacao dos estados

K=2Ww (3.49)

Prova: Os mesmos passos da Prova apresentada para o Teorema 3.1 devem ser utilizados para
a Prova do Teorema 3.3, desta vez considerando-se todas as matrizes, com excecao da matriz
de Finsler, dependentes do parametro v, que representa o vértice do politopo de incertezas.
Portanto, pela transformacao (2.8), se (3.47) é Schur-estavel, entao (3.38) é D(a,r)-estavel com
o mesmo custo garantido H . "
A partir do Teorema 3.3, podemos estimar a norma H, pelo seguinte procedimento convexo

de otimizacao

min g
Heo : W =WT > 0; tal que: (3.50)
v, >0 (¥, dada em (3.48)).
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Exemplo 3.3 Considere o sistema (3.38), com T = 3 e parametros incertos afetando todas as
matrizes dinamicas da sequinte forma

a0 = oo’ 0sp [ =50 (351)
B(o) = B.(0o) = { 0%6—’_—00 ] , Cp) = [ 0+p 1 } , Co(n) = [ 05—n 0 } , (3.52)
D()=[01-0], Dfo)=[02-0], (3.53)

em que |p| < 0,1, |n| < 0,05, e |o] < 0,1. Utilizando o problema de otimizacao (3.50) e
escolhendo a = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os sequintes resultados para a D(«a,r)-estabilidade do
sistemas:

K =1[-0,009 —0,969 0 0 0 0 —0,0957 —0,0664 ]

e custo garantido Ho = 2,9959.

Na Figura 3.7 sao mostrados os autovalores do sistema incerto discreto no tempo com atraso
conhecido no vetor de estados (3.38) em malha fechada através da lei de controle (3.2), para
cada vértice do politopo de incertezas. Como era de se esperar, observe que todos os autovalores
estao localizados no interior da regiago D(0,1;0,8). Na Figura 3.8 € apresentada a nuvem de
autovalores do sistema em malha fechada.

Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (3.50) para determinar o menor valor do
rato v para cada posicao do centro «, tal que o Teorema 3.3 seja factivel. Veja a Figura 3.9 e
observe que a faira de variagao do parametro o foi —0,15 < o < 0,2. E que o menor valor de
r = 0,6494 foi obtido para o = 0. Também através do algoritmo de bissec¢ao e (3.50), mantendo
fixo o parametro « e varrendo o intervalo 1—a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo Hoo tal que
o Teorema 3.3 seja factivel. O valor de o também foi varrido dentro do intervalo 0 < o < 0,5.
A Figura 3.10 mostra as superficies geradas com tais dados. As condi¢oes foram infactiveis fora
desses intervalos.

3.1.4 Sistema e atraso incertos

Considere que o sistema (3.1) seja incerto e com atraso incerto e invariante no tempo d €
Z[1,7], em que 7 é o valor maximo e conhecido do atraso, definindo uma classe de sistemas
incertos discretos no tempo com atraso incerto no vetor de estados, representada por

| wkr = AB)xk + Ag(B)rk—a + B(B)ur + B(B)ewi
Ti8): { 2z = C(B)xy+ Co(B)axk_q+ D(B)uy + D(B)cwy (3.54)

em que zp € R", up € R? e wy, € IR* sdo o vetor dos estados, das entradas de controle e das
entradas exdgenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, as matrizes A(5) e Ap(f) € R™",
B(B) € R™?, B,(B) € R™*, C(B) e Cs(B) € R*"™, D(B) € R¥*?, D () € RY**, representam
a dinamica do sistema Y(f) pertencente a um politopo definido pelo conjunto de todas as
matrizes obtidas pela combinacao convexa de seus N vértices, dado por

N
Ay, = {T(ﬂ) e Rt 7 (8) = Zﬁ“T”’ B e Q} , (3.55)
v=1
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Figura 3.7: Autovalores do sistema (3.38) em cada vértice do politopo de incertezas
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Figura 3.8: Nuvem de autovalores do sistema (3.38) em malha fechada através da lei de controle

(3.7), para cada vértice do politopo de incertezas.

com ) definido por

N
Q:{ﬁ:Zﬁvzl,ﬁvzo}, (3.56)

v=1



30 Capitulo 3. D(a,r)-estabilizagdo com custo garantido H,, de sistemas com atraso

0.82

0.8

0.78

0.76 -

0.74

T'min

0.72

0.7

0.68

0.66 -

0.64 i i i i i i i i i ]
-025 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 3.9: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (3.48).

Figura 3.10: Superficie custo garantido H, em funcao de a e r a partir de (3.48).

e os vértices T, conhecidos e dados por

o Av AGU ‘ Bv ‘ Bev
T, = [Cv o] v € TN (3.57)

Esse sistema pode ser representado na forma aumentada livre de atraso

(3.58)

)

T o) Ten = Ay 4Ty + Byuy, + Beywy
v - 2k = Cv,dj'k + Dvuk + Devwk7
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sendo T dado em (3.4) e
|: A, Onx(d 1)n AT,U OnX(T—d—l)n 0 :|
0%

v,d =
B I, O0rnxn
Cpa= [ C, x@d-1n Cro Opx(r—dg—1yn 0 } , parad € Z[1, T — 1], (3.59)
A _ A Onx(dfl)n AT,’U .
od ITTL Ornxn |’
[ —1)n C’Tﬂ)],parad:Te
Bv = BU ) Bev = Bev ) Dv = Dm Dev = Dev (360)
07’n><p OTTLXZ

com Avd c Rn(T—i—l)Xn(T-‘,—l)’ Bv c IRn(T+1)Xp, Bev c IRn(T—i—l)XZ’ C_«U c IRan(T—I—l)’ Dv c IRqXp’
D,, € R,

Assumindo a lei de controle (3.2) expressa por (3.7).

Substituindo (3.7) em (3.58) resulta no seguinte sistema de malha fechada

LR @00
com
Ag=Aa+B,K e Cug=Cuq+ DK (3.62)
: - < : % (A, q— al)
Para considerar a alocacao de polos na regido D(a,r) aplica-se a operagao A, 4 = ’7,
dada em (2.8), em (3.61), resultando em
{0 D G 569

Daqui em diante, as mesmas operagoes aplicadas a classe de sistemas da Secao 3.1.1, a partir
de (3.12) até (3.22), sao aplicadas a classe de sistemas desta se¢ao. Sendo que, neste caso, como
os sistemas e seu atraso sao incertos, sao necessarios 7N sistemas aumentados livres de atraso,
ou seja, um para cada combinagao entre o atraso e o vértice do politopo de incertezas. Sendo
assim, 7N condicoes LMI para a estabilizacao e para a sintese de ganhos K e K, do sistema
(3.54), sujeito a lei de controle (3.2), é apresentada no teorema que segue

Teorema 3.4 Se existirem matrizes Z € RP*"MTH) = [ Z Opx(r—1n 27 }, 0<W=WT=
bloco diagonal[ Wo W W, } e R+ e o escalar 11> 0, tais que,

W 0 Bey
r L _
Uyg=| * W WTCry+2Z"Dy 0 | >0 (3.64)
* * 1 Dy,
* * * I

seja verificado, com matrizes Ay g, Coa, By, Bew, Dy, Dey dadas em (3.59)-(3.60), entdo o
sistema (3.58) sujeito a lei de controle (3.7) é Schur estdvel, assequrando ao sistema (3.54),
sujeito a lei de controle (3.2) a D(a,r)-estabilidade com custo garantido Ho, dado por v = /i
e ganhos robustos de realimentagao dos estados

K=2w" (3.65)
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Prova: Os mesmos passos da Prova apresentada para o Teorema 3.1 devem ser utilizados para
a Prova do Teorema 3.4, desta vez considerando-se todas as matrizes, com excecao da matriz
de Finsler, dependentes do parametro v, que representa o vértice do politopo de incertezas e
considerando-se d € Z[1,7]. Portanto, pela transformagao (2.8), se (3.63) é Schur-estédvel, entao
(3.54) é D(a,r)-estavel com o mesmo custo garantido H,. .

A partir do Teorema 3.4, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao
B ~min g
Hoo W =W7" > 0; tal que: (3.66)
U,q>0 (V,, dada em (3.64)).

Exemplo 3.4 Considere o sistema (3.54), com matrizes incertas dadas em (3.51)-(3.53) do
Ezemplo (3.3) e 7 = 3. Utilizando o problema de otimiza¢ao (3.66) e escolhendo o = 0,1 e
r = 0,8, obteve-se os sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistemas:

K=1[-00254 —1,1065 0 0 0 0 —0,0382 —0,0110 |

e custo garantido Ho, = 7,3967.

Na Figura 3.11 sao mostradas as nuvens de autovalores do sistema incerto discreto no tempo
com atraso incerto no vetor de estados (3.54) em malha fechada através da lei de controle (3.2),
para cada valor de atraso. Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao
localizados no interior da regiao D(0,1;0,8).

Utilizou-se um algoritmo de bissecgdo junto com (3.66) para determinar o menor valor do
raio r para cada posi¢ao do centro «, tal que o Teorema 3.4 seja factivel. Veja a Figura 3.12
e observe que a faixa de variacao do parametro o foi —0,16 < o < 0,18. E que o menor
valor de r = 0,7303 foi obtido para o = 0. Também através do algoritmo de bisseccdio e (3.66),
mantendo fixo o parametro a e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo
Hoo tal que o Teorema 3.4 seja factivel. O wvalor de a também foi varrido dentro do intervalo
0 <a<0,5. A Figura 3.18 mostra as superficies geradas com tais dados. As condi¢oes foram
infactivers fora desses intervalos.

3.2 Estabilizacao com custo garantido H., via funcao de
Lyapunov-Krasovskii

Nesta secao sao adaptadas condicoes da literatura para o célculo do custo garantido H., e
para sintese de ganhos robustos de realimentacao de estados de sistemas incertos discretos no
tempo com atraso conhecido no vetor de estados, via funcao de Lyapunov-Krasovskii, assegu-
rando um nivel pré-determinado de atenuacao H.,. Essas condicoes levam em conta termos que
dependem do estado atual e do estado atrasado. Assume-se que as incertezas pertencem a um
politopo convexo conhecido e podem afetar todas as matrizes do sistema.
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Figura 3.11: Nuvens de autovalores do sistema (3.54) em malha fechada através da lei de controle
(3.7), para cada valor do atraso.
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Figura 3.12: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (3.64).

3.2.1 Descricao dos sistemas discretos com atraso nos estados

Considere a seguinte classe de sistemas lineares discretos, invariantes no tempo, com atraso
conhecido invariante no tempo no vetor de estados definido por

S ome = AB)wk+ Ap(B)wkr + B(B)uk + Be(B)wy,
T(8) : { 2z = C(B)ay+ Co(B)xk—r + D(B)ug + De(B)wy, (3.67)



34 Capitulo 3. D(a,r)-estabilizagdo com custo garantido H,, de sistemas com atraso

Figura 3.13: Superficie custo garantido H., em funcdo de « e r a partir de (3.64).

em que T é o valor conhecido do atraso, k é a amostragem e as matrizes A(f3), Ay(B), B(f),
B.(B), C(B), Co(B), D(B) e D(B) sdo matrizes incertas, invariantes no tempo, adequadamente
definidas em termos de z;, = z(k) € R™, o qual é o vetor de estados no instante k, ux, = u(k) €
R, que representa os p sinais de controle, wy, = w(k) € R, que contém ¢ entradas exégenas, e
2z = z(k) € RY, o vetor de ¢ sinais de saida de ponderagao. Essas matrizes podem ser descritas
por um politopo com vértices conhecidos dado por

N
A, = {T(B) € R o<2mtptt . Y(g) = ZB”T”’ B e Q}, (3.68)
v=1
em que
N
Q:{B:ZBU:LBUZO, vEI[l,N]} (3.69)
v=1
e

T — Av AGv‘Bv‘Bev
v CU CGU‘D’U‘DQU

A lei de controle considerada é:

},UeﬂLNy (3.70)

U = K.’L’k + KT.’L']{,T, (371)

com [K|K,| € RP*?". Usando (3.71) em (3.67), o sistema incerto em malha fechada resultante
¢ dado por
Tre1 = A(B)ar + Ag(B)xk—r + Be(B)wr,
Y(B): 3.72
R s 72)

Av ‘ AGU ‘ Bev
Cv ‘ CGU ‘ Dev

TU:{ ],UEﬂLNL (3.73)
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com matrizes A,, Ay, C, e Cy, definidas por
A, =A,+B,K, Ay, = A+ B,K,, (374)

C,=C,+ D,K, Cg,=Cy+D,K,. (3.75)

Neste trabalho, por simplicidade, tanto o sistema (3.67) quanto o sistema (3.72) sdo consi-
derados com condigoes iniciais nulas, isto é,

2, =0, VkeI[- 0] (3.76)

Note que diferentemente dos casos anteriores, nao é definido um sistema aumentado.

3.2.2 Computo do custo garantido H.,

Nesta parte do texto pretende-se utilizar a descricao dada na Secao 3.2.1 para obter uma
solucao para o problema descrito abaixo. Diferentemente da abordagem usada na Secao 3.1,
nao sera construido um sistema aumentado.

Problema 3.1 Considere o problema de estimacao do custo garantido H,, denotado por -,
para o sistema (3.72), sendo v > 0, para todo € ) e para todo wy € ly exista um zp € lo,
tal que, ||zxll2 < v||wll2 seja verificado, utilizando a sequinte candidata a fung¢ao de Lyapunov-
Krasovskii ja conhecida na literatura [SDMO7b]

V(B.k)=a} P(B) z+ Y xf ; S(B) xr—j, (3.77)
em que as matrizes P(f) e S(B) sao dadas por

P(B)=>_BuPs, S(B) =) BuSu, (3.78)

com 3 € ).

Essa candidata a funcao de L-K é bastante simples em vista de fungoes mais completas
encontradas na literatura, levando a resultados mais conservadores. A opcao pelo seu uso deve-
se ao objetivo de, inicialmente, manter as formulacoes desenvolvidas da maneira mais simples
possivel. Uma vez que V(f,k) é radialmente ilimitada em relagdo a z, para que ela seja uma
funcao de L-K, é necessario que adicionalmente (3.77) seja definida positiva e satisfaga

AV(B.k) = V(B.k+1) — V(B,k) <0 (3.79)

V[ af xf_ . ]T #0eV € Q. Una condigao suficiente para a positividade de (3.77) é obtida
impondo-se P, > 0 e S, > 0, para v € Z[1,N].

A positividade de (3.77) é claramente assegurada assumindo-se P, = P >0, S, = S > 0,
v € Z[1,N] e a estrutura apresentada em (3.78). Para a estabilidade, é necessério verificar
(3.79) que é calculado conforme:

AV(B.k) = xp(P(B) + S(B)zn — x P(B) @ — wi_r S(B) s (3.80)
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Com isso, para w pertencente a trajetoria do sistema (3.72), através de (3.80) obtém-se

N
AV (B,k) = wl'M(B)w < 0, em que M(B3) = Zﬁvaa BeQuw=|al, af af_, ]T e M, é

v=1

dada por
P,+S, O 0
M, = 0 -P, 0 , v €Z[1,N]. (3.81)
0 0 -5,

Para o célculo do custo garantido H., segue-se o mesmo raciocinio apresentado no Capitulo
3, Secao 3.1.1. Considere o sistema (3.72) robustamente estavel com condiges iniciais nulas,
=% wy € fy. Considere também a funcao de custo U associada ao indice de desempenho
H~ v dada por:

U= Z (2 21 — pwiwy] . (3.82)
k=0
Neste caso, tem-se que V(5,0) = 0 e V(3,00) aproxima-se de zero quando wy, tender a zero,

na medida em que k£ aumenta; ou de uma constante ¢ < oo, no caso de wy tender a ¢ < oco.
Assim, usando (3.80), U definido em (3.82) pode ser majorado como

U <

NE

(=7 — ol + AV (5.0)]

k=0

(2 2 — pwpwy + w0 M(B)w]

hE

b
Il

0

e pode ser reescrito como

U<> a"MP)a, (3.83)
k=0
em que
N
v=1
M, | 0
M, = I, 0 (3.85)
{ Y. }
€
w=[wl|zf wg]T. (3.86)

Assim, uma condigdo para assegurar a estabilidade robusta de (3.72) com custo H., dado
por v é
OTM(B)a < 0 sujeito a (3.72), (3.87)
com M(f) e & definidos respectivamente em (3.84) e (3.86).

A restricao (3.87), junto com (3.72), de acordo com o Apéndice A.3 (Lema de Finsler) é
equivalente a

M(B) + X(8)B(8) + B(8)" X(8)" <0, (3.88)
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com

(3.89)

Escolhendo

T
p-x- [ BB AT

GT GI GT GT GF

e trocando as matrizes dependentes de 5 em (3.89) pelas respectivas v-ésimas matrizes
vértices, (3.88) pode ser reescrito como

M, + XB,+ BTxT <o,

resultando na seguinte condicao de analise

r, =
o RA GG - Ff R+ GiCa— F
—F, — F]
A, + ATEI + G0, FyAg, + G2Cyqp + ATET
+CTGT — P, +CIGY
FgAGv + Angz)’T + chgv
+Cy, G5 — S,

* * *

| * * *
_Gl_Fg FlBev—i_GlDev_FE)T 1

G+ ATFT 4 CTGT

—G3 + A} Fl +CL GT
I, - G,—GT

*

F2Bev + G2Dev
VATET 1 CTGT
FBBev + GBDev
+Af FL + C3,GY
_Gg + F4Bev + G4Dev
—pul, + F5B., + BLFT
+G5D., + DI G

<0, (3.90)

Multiplicando cada desigualdade M, + X B, + BIXT < 0 por 3, e somando em v € Z[1, N,
recupera-se (3.88) que é equivalente a (3.87).

3.2.3 Sintese Robusta

Teorema 3.5 Considere que o sistema incerto em malha fechada dado por (3.72)-(3.75), seja
robustamente estdvel, para todo wy, € Uy € z, € Uy satisfazendo ||zk||2 < v||wk||2, para um escalar
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0 <60 <1 eumvalor dado p > 0 tais que

P +S,—F—FT A,F+ BW Ap,F + B,W,

* —P, 0
E’u = * * _SU
* * *
* * *
0 FB,,

FIcr+wTDr 0
Frcl + wIDr o <0,veZ[l,N], (3.91)
—61, D,
* —/LIg

seja verificado, entdo o sistema incerto (3.67)-(3.70) sugeito a lei de controle (3.71), com
K=WF' e K,=W,F (3.92)
¢ robustamente estdvel, com custo garantido Ho dado por v = \/j. Além disso, (3.77)-(3.78)

¢ uma fungao de Lyapunov-Krasovskii que garante a estabilidade do sistema de malha fechada
resultante, (3.72)-(3.75).

Para demonstrar a suficiéncia da condi¢ao de sintese (3.91) observa-se, inicialmente, que
se essa é verificada, entdo é assegurada a regularidade de F', uma vez que, do bloco (1,1) de
(3.91), tem-se F + FT > P, + 5, > 0. Além disso, existe um escalar real & €]0,2[ tal que,
para 6 €]0, 1], k(k — 2) = —6. Assim, substituindo o bloco (4,4) de (3.91) por k(x — 2)I,, pré e
pés-multiplicando a desigualdade & esquerda por T e & direita por T7, em que

T = bloco-diag{I3 ® F_T,G,IPH,

com G € R?4 substituido WF~! por K, W, F~! por K, usando (3.74)-(3.75), obtém-se

TP -1 -To -1
B o P4, 4 BUK) P4 + BE)
z * —FTP,F™ 0
—y — * * —F_Tgvp_l
* * *
- * * *
0 FB,,

(CE + KIDH)GT 0
(¢t + KIDOH)GT o <0. (3.93)
G (k* —2k)GT  GD.,
* —uly
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1
Note que, de acordo com [LTP09], [Calll], assumindo G = ——1I:
K

1 1
Gil(Iq +G+ GT)GPT - G~ 1(Iq K q /{Iq)G_T
= G- 1(1 - _Iq)
1 1
= G7N(—=1)(v* — 2r)(—=1,)G™" (3.94)
K K
= G'G(k* —2r)GTG™T
= (k? = 2K)1,
= k(k —2)1,
Como existe um escalar real 0 < k < 2, tal que, para 0 < 0 < 1, k(k — 2) = —0, entao o
bloco (7 4 3,7 + 3) de (4.36) pode ser escrito como
G, +G+GHGET = —61, (3.95)

0 que assegura a verificacdo de (3.90), com P, = F-TP,F~' S, = F-TS,F~' v e I[1,N],
F, = F7', Gy = —G e matrizes Fy, Fy, Fy, Fs, G1, G2, G3 e G5 nulas. Ao fazer essas
escolhas em relacao as variaveis de folga o conjunto de solugdes se restringe, sendo introduzido
conservadorismo na abordagem.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo foram propostas condigoes para D(«,r)-estabilidade com estimagao do custo
garantido H, de sistemas discretos com atraso no vetor de estados, podendo tanto os sistemas
quanto seus atrasos, serem precisamente conhecidos ou incertos. A abordagem empregada utiliza
funcoes de L-K independentes de parametros, o que leva a resultados mais conservadores, do
que através de funcgoes de L-K dependentes de parametros.

Foi utilizado o Complemento de Schur na obtengao de condigoes convexas, as quais satisfeitas
garantem a Schur estabilidade de sistemas aumentados livres de atraso que consequentemente
garantem D(«,r)-estabilidade com custo garantido H., dos sistemas originais com atraso.

A busca de valores de raio minimo (r) para a regiao D(a,r), em fungdo de valores fixos
de centro («), foi realizada para cada tipo de sistema apresentado. Na Figura 3.14 podemos
observar os resultados e concluir que a medida que a complexidade dos sistemas aumentam,
no sentido, precisamente conhecidos ou incertos, com atraso conhecido ou incerto, a faixa de
variagao dos valores de centro («) e seus respectivos valores minimos de raio (r), dinimuem.

Outra avaliacao realizada para cada sistema, foi relativa a variacao do custo H., em funcao
da variagao da regiao D(a,r). Na Figura 3.15 é mostrado a variagdo do custo H., de cada tipo
de sistema, fixando-se o centro em a = 0,1 e diminuindo o raio r a partir de 1 — a = 0,9, até
o menor valor factivel. Observe que o custo aumenta a medida que o raio diminui e a medida
que a complexidade do sistema aumenta.
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Figura 3.14: Comportamento dos raios minimos em relagdo aos valores de a: (—) obtida a partir
de (3.23), (-e-) obtida a partir de (3.35), (- -) obtida a partir de (3.48), (-x-) obtida a partir de
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Figura 3.15: Comportamento do custo He em fungao do raio e « fixo em 0,1: () obtida a
partir de (3.25), (-e-) obtida a partir de (3.37), (- -) obtida a partir de (3.50), (-x-) obtida a

partir de (3.66).



Capitulo

D(a,r)-estabilizagao com custo garantido Heg
via funcao de LK

O Problema 1.1 exposto na Sec¢ao 1.3 é retomado neste capitulo. A abordagem aqui consiste
na obtencao de um sistema com multiplos atrasos nos estados equivalente a (1.1) e na obtengao
das condigoes convexas para estabilizacao com alocagao regional de polos [Silll] e sua extensao
para o controle com custo garantido H.,. Neste capitulo, ao contrario do Capitulo 3, inicia-se
com a apresentagao do caso mais geral (sistemas e atraso incertos) e depois a especializagao
desse resultado para casos simplificados.

4.1 Sistema e atraso incertos

Considere a classe de sistemas incertos discretos no tempo com atraso incerto no vetor de
estados (1.1) do Problema 1.1 da Segao 1.3, por comodidade, representada novamente aqui por

S i = AB)wp 4 Ap(B) kg + B(B)ur + Be(B)wy,
Ti8): { % = C(B)ry + ColB)rsu+ D(Buy + DBy (4.1

em que z;, € R™, u, € R? e wy € R’ sdo os vetores dos estados, das entradas de controle
e das entradas exdgenas, respectivamente, k& € IN é a amostragem, d € Z[1,7] é o atraso
incerto que pode assumir qualquer valor inteiro dentro do intervalo, sendo 7 o valor maximo
e conhecido desse atraso. As matrizes A(8) e Ag(8) € R™", B(B) € R™?, B.(3) € R™,
C(B) e Cy(B) € RT*™, D(B) € RTP, D () € RT** representam a dinamica do sistema (4.1)
pertencente a um politopo definido pelo conjunto de todas as matrizes obtidas pela combinagao
convexa de seus N vértices, dado por

N
Aoé _ {T(ﬁ) e IRn+q><2n+p+f . T(B) — ZﬁvTva 6 € Q} . (42)
v=1

com (2 definido por

Qz{ﬁ:iﬁvzl,ﬁvzo}, (4.3)

v=1

41



42 Capitulo 4. D(a,r)-estabilizagdo com custo garantido H,, via fun¢do de LK

Os vértices T, sao conhecidos e dados por

Y., — Av AQU‘BU‘BQU
v Cv C@v ‘ Dv ‘ Dev ’

v € I[1, N]. (4.4)

Esses sistemas podem ser representados na forma aumentada livres de atraso

T = Ayadi+ Bvuk + Eev’wk
TU?d ' { 2k = Cv,dj'k + Dvuk + Devwk7 (45)
sendo
Tp=[af af, - al_, }T, (4.6)

A _ Av Onx(dfl)n AG,v OnX(defl)n 0
_ Av,d B |: I, Ornxn |’
Cv,d = [ Cv Onx(dfl)n C@,v OnX(defl)n 0 ] ) pal"ad € I[]-a T = ]-]a
(4.7)
A §= |: Av Onx(dfl)n AG,v :|

_ [Tn Ornxn
Coi=1| Cy Onx@g-1n Chp } , para d = T,
Bv = BU ) Bev - Bev 5 DU = Dva Dev = Deva (48)
07n><p OTnXZ

com Avd e Rn(T+1)Xn(T+1), Bv e Rn(T+1)Xp’ Bev e Rn(7+1)xﬁ’ C_vv e qun(T—H), Dv e R ¢
D,, € R™.
Assume-se a lei de controle
up = Kz + Krvg o, (4.9)

com K e K, € IRP*", expressa em sua forma aumentada por

em que
K(r)=[ K Onxp1n K- ]. (4.11)

K e K, sao os mesmos para todos os valores de d € Z[1,7].
Substituindo (4.10) em (4.5) resulta no sistema em malha fechada

+ ) Tk = _Au,dfk + Eevwk
Yoa: { 2 = Coutn+ Dowr, (4.12)
com
Av,d = Av,d + BUK e Cv,d = év,d + DUI_( (4,13)
. ~ .~ . - (Av d — aI)
Para considerar a alocacao de polos na regiao D(a,r) aplica-se a operagao A, g = ——=,
r
dada em (2.8), em (4.12), resultando em
o) Ter = izlv,dfk + -_Bevwk; (4.14)
YUl a = Cuali + Deywy. '

Assim, qualquer sistema T(ﬁ)d pode ser obtido pela combinacao convexa dos vértices i‘v,d.
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4.1.1 Transformacao de similaridade

A seguir, o sistema (4.14) passa por uma transformacao de similaridade para que se possa
obter um sistema equivalente com muiltiplos atrasos nos estados, através de uma operacao de
mudanca de base [Sill11]. Diferentemente de [Sill1], a transformacao aqui é aplicada levando em
conta também o controle do custo H., tal que,

jijrl = Q( ) v dQ(a r T) xk + Q(Qarﬂ-)Bev Wi
~ — —
TU B A, (oc T,T) Bey(a,m,7) 4.15
. ék = Cv,dQ( T T) xk + Devwk7 ( )
c ,d?; )
deI[l,7],veIll,N]e
#r=Qayr)zy = [ &8 &, - @], (4.16)

torne A, g4, By, Bey € Cy g com as seguintes estruturas (note que essas matrizes sao fungoes de
(cv,r,7), porém por simplicidade essas dependéncias serao omitidas sempre que o contexto deixar

claro):
Apa A i A Lp
Avd _ |: 0,v,d lu,d - -- T—1,v,d T,0,d :| : Bv _ ; v ’ DU — Dva (4 17)
ITn OTn><n 07n><p
. Bev . . . . . .
Bev = [ 0 ’ :| ) Cv,d = [ CYO,v,d CYl,v,d s Crfl,v,d CT,’U,d } € Dev = Dev' (418)
™ X

De acordo com as estruturas (4.17)-(4.18) é possivel representar o sistema livre de atraso
(4.15)-(4.18) pelo sistema com multiplos atrasos nos estados

L1 = Z;:VO Am,v,dj;k—m —l: Bvuk —f: Bevwk (4 19)
2/€ = Z;zo Cm,v,di‘k—m + Dyuk + Devwk. :

Suponha a seguinte lei de controle

em que K,,, m € T [0,7] sao obtidos da transformagao de similaridade, ou seja,

K(ar) = K(1)Q(a,r,r) ™t = [ Ko 05 (r—1)n K. ] (4.21)

Utilizando (4.20) em (4.19) temos o sistema discreto no tempo com multiplos atrasos nos
estados em malha fechada

¥ jijrl Z Am v dxk m + Bevwk
Y,a:4 m=0 g 4.22
. { 2k = Zm 0 Cm v dxk m T+ Devwka ( )
sendo 5
Am,v,d - Amv ,d + B K (423)

Cm,v,al - Cmvd + D Kma
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com m € Z[0,7].
De [Sill1], a matriz Q para mudanga de base serd dada por

[ quI qLQOéI ql’gOézl qlAOégI e qu(ﬁr_i_l)()éTI ]
0  qorl go3ral q2,47“0421 . ql(TH)raT*lI
0 0 q3,3r2I q3,4r2aI . q37(7+1)r2a7*21

Q(a;r;7) = 0 0 0 Qar’l .. q4,(7+1)r30f_31 , (4.24)
L 0 0 0 0 o Q(T+1),(T+1)TTI ]
em que o
(—1)"t7, para i =75 ou ¢ qualquere j=7-+1
qz+1,]+1 Qerl,Ja para ? € [T ) ] €J € [Z + ’ ]

Em [Sil11] definem-se as regras de formagao para as matrizes flmm,d e K,,, utilizando para
tal uma matriz de coeficientes a; ;. Nessa dissertacao, diferentemente de [Sil11], como é tratado
o custo H, é necessario apresentar a regra de formagao para a matriz Cv*de. Como a mesma
matriz de coeficientes a; ;, apresentada em [Sill1], ndo se aplica a regra de formagao de Cv'm,v,d,
uma nova matriz de coeficientes, em funcdo da matriz ¢; ;, dada em (4.25), é apresentada neste
trabalho. Essa nova matriz de coeficientes atende a regra de formacao de todas as matrizes.
Diante disso, baseado em [Sill1], e adaptado para esta dissertagao, definem-se as seguintes regras
de formagao:

Fato 1 Se o sistema discreto no tempo com maltiplos atrasos nos estados (4.22) é Schur-estdvel

com
(A, — (7 + 1)al
( ) , para m =0
,
by mioAya™ — by o™
2t Hl’ 2 , param € Z[1,d — 1]
rm
< by mroAu™ — by o™ + Ay,
A= 2m 2 1’+1+2 A , param =d (4.26)
rm
by a2 Ap@™ — by 1o @™ 4 byyo mroAgya™ ¢
212 Lmt? o + Odr2mi2fe , para m > d
A, + Agya™ — a T
- , para m =T,
\ r7t

K |, para m =0

bo o K™

K, = 2t J;Qm , param € Z[1,7 — 1] (4.27)
Ko+ K,
————— | param =T,

T-T

C, , para m =10

b m Cv m

22m42 0 , para m € I[1,d — 1]

Tm

. b2,m+20vam + CHU —d

Crnyod = m » param = (4.28)

b2,m+20vam + bd+2,m+2cﬁvam_d

— , para m > d
r
Cya™ + C@vOéT_d

\ rT

, param =T,
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B,, B.,, Dy, D.,, dadas em ({.17)-(4.18) e a matriz dos coeficientes b, ; dada por

_ 17parai:j0uj:7-+2
i = { biv1 41+ big1j, parai < j <7+ 2, (4.29)

entao o sistema discreto no tempo com atraso nos estados (4.1) € D(a,r)-estdvel.

4.1.2 Alocacgao regional de polos com custo garantido H

Adiante serd apresentada a condigao para D(a,r)-estabilidade com custo garantido H., do
sistema (4.1) através de seu equivalente com multiplos atrasos nos estados (4.19).

De acordo com os critérios da Estabilidade Quadratica [Bar85] a norma H., pode ser carac-
terizada pela seguinte candidata a funcao de Lyapunov-Krasovskii

T h
V(@) = @y Poaiy + Z Z Th—iShowdThi; (4.30)

h=1 =0

com Zj dado em (4.16).
Similarmente aos desenvolvimentos realizados em (3.13)-(3.17), uma condigao para assegurar
a estabilidade robusta de (4.22) com custo H, dado por v = /1 é

ZZ’ZJA (Pv,d + Z Sc,v,d) i’k+1 - i{Pv,di‘k - Z ffchc,v,dik_c - Zng + ,uw,zwk < 0. (431)

c=1 c=1

Aplicando o item 1 do Lema de Finsler (Apéndice A.3) em (4.31) com a escolha

w=[ Ty Ty Ty o Tios z wi }Ta (4.32)
temos ~ _
Poa+3  Seva O O 0 0 0 0
0 P,y O 0O O 0 O
0 0 -S.. 0 0 0 0
Q= 0 0 o . 0 0 0 (4.33)
0 0 0 0 —S,q 0 0
0 0 o o0 o0 I, 0
i 0 0 0o 0 0 0 —uL|
e ~ ~ ~ ~
o _In AO,v,d Al,v,d T AT,v,d 0 Bev
5= [ 0 CO,v,d Cl,v,d T CT,U,d _Iq Dev . (434)
Aplicando o ftem 2 do Lema de Finsler (Apéndice A.3) utilizando (4.32)-(4.34) com a escolha
T
ey -
Gy Gy Gy Gz Gy -+ Gr+3

sendo F; e G; com i € Z[0,7 + 3] de dimensoes adequadas. Fazendo X = 0, exceto para
Fy = F, G, = —G. Pré e pés multiplicando por H e HT, respectivamente, em que H =
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bloco-diag{L,,» ® F~1, Gq_xlq,lg} resulta na condicao \ilvyd < 0, com \ilvyd dada por

[ P Y Pa+ 30 Sepa) FT—F 1 —FT Ay, FT Ay F T
* —F1P, T 0
* * —F18 a7 T
‘ifu,d = : : :
* * * *
* * * *
* * * *
Ar,v,dFiT 0 Bev ]
0 —F'CY, 0
0 —-F'CT,, 0
0 : 0 (4.36)
—F'S, aF T —-F'Cct,, 0
* G Y I,+G+GNG T —D,,
* * o

Note que, de acordo com (3.94)-(3.95) o bloco (7 + 3,7 + 3) de (4.36) pode ser escrito como
—01,.

Fazendo Fﬁvade*T = pv,d, Fﬁlscm,dF*T = ~67U7d, para ¢ =€ Z[1, 7], podemos reescrever
U, 4, dada em (4.36), como

[ pv,d + ZZ:I 5'c,v,d —F 1 - FT AO,U,E%F_T Al,v,dF_T
* —Lud 0
* * _Sl,v,d
\Ijv,d =
* * * *
* * * *
L * * * *
AT,U,dF_T 0 Bey i
0 _F_igiv’d 0
0 _Fi Cl,v,d O
—Proud _Filcz:ud Q
01,  —D,,
* * —ul, |

Fazendo F~' = F, usando (4.23), (4.27), definindo B, e D, como em (4.17), KFT = Z ¢
K.FT = Z., 7N condicoes LMI para a estabilizacao e para a sintese de ganhos K e K, do
sistema (4.1), sujeito a lei de controle (4.9), sdo apresentadas no teorema que segue

Teorema 4.1 Se existirem as matrizes F € R™", Z € RP*", Z, ¢ R, 0 < I5v7d = ﬁZd €
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R™™, 0 < Sgpa=SL, ;€ R™™ e os escalares 0 < 0 < 1 e pu > 0, tais que,

i B, B, a'Z

ﬁv,d + >y gc,v,d — P - FT Ao,v,dﬁT + (T)Z Al,v,dFT + 523(70)(7)
* - ~v,d 0
* * _Sl,v,d
@v,d - .
* * * *
* * * *
L * * * *
D B, a7+ Z. .-
AT,v,dFT + b2,7+2(7)(T) 0 Bev
0 _Fég:v,d _ ZTDZ1 0
. 12T
0 —FCT,  — byy(“2)DT 0
: <0 (4.38)
- - . TZT ZT
_ST,U,d _Fczvd - b2,T+2(a i T )DUT 0
s Uy 7,.7' 5
* _elq _Dev
* * —ple

seja verificado, comd e c € Z[1,7], v € I[1, N], as matrizes Apad, Conwa, m € Z[0,7] calculadas
de acordo com Fato 1, entao o sistema (4.19) sugeito a lei de controle (4.20) é Schur-estdvel, o
que implica no sistema (4.1), sujeito a lei de controle (4.9) D(a,r)-estdvel com custo garantido
Hoo dado por v = /i e ganhos robustos de realimentagdo dos estados:

K=7ZFT ¢ K,=2zFT (4.39)

Prova: Se (4.38) é verificada com P, g € Seyaq > 0, d ¢ ¢ € Z[1,7], v € Z[1,N], entdo F
é nao singular. De (4.39) Z = KFT, Z. = K,.FT, usando-se (4.27), (4.23) e F = F~!,
recupera-se (4.37). Definindo-se P, g = F'P,4F ", S.pqg= F 'S, qF T, c € I[1,7], 01, =
G (I, + G+ GT)G™T conforme (3.94)-(3.95), obtém-se (4.36). Aplicando-se a transformagcao
de congruéncia [[W, 4", com ¥, 4 dada em (4.36) e [[ = bloco-diag{I, s ® F, Ggxq,I¢} € de
acordo com o desenvolvimento (4.32)-(4.35), a verificagdo de (4.36) assegura a verificagdo de
(4.31). Portanto, o sistema descrito por (4.22) é Schur-estdvel com custo garantido H, dado
por /p. Além disso, pelas transformagoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (4.22) é Schur-estdvel, entao
(4.1), sujeito a lei de controle (4.9) é D(a,r)-estavel com o mesmo custo garantido He. .
A partir do Teorema 4.1, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo

de otimizacao

min
Heo:{ P,g=Pr,>0,5.,,=57,,>0,0<6<1, tal que: (4.40)
0,4 <0 (0,4 dada em (4.38)).

Exemplo 4.1 Considere o sistema (4.1) com d € Z[1, 7|, T = 3 e parametros incertos afetando
todas as matrizes dinamicas da sequinte forma

C[014+p 1 CTo1 0
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B(o) = Be(o) = [ OT6+—00 ] , Clp)=[0+p 1], Cotn)=[05-7n 0], (4.42)
D)=[01-0], Dfo)=[02-0 ], (4.43)

em que |p| < 0,1, |n| < 0,05, e |o|] < 0,1. Utilizando o problema de otimiza¢ao (4.40) e
escolhendo a = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os sequintes resultados para a D(«,r)-estabilidade do

sistema:
K:[O,1712 —0,8489 0 0 0 O —0,0242—0,0441}

e custo garantido Ho = 4,4727.

Na Figura 4.1 sao mostrados as nuvens de autovalores do sistema incerto discreto no tempo
com atraso incerto no vetor de estados (4.1) em malha fechada através da lei de controle (4.9).
Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizada no interior da regiao
D(0,1;0,8).

Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (4.40) para determinar o menor valor do
rato r para cada posi¢do do centro «, tal que o Teorema 4.1 seja factivel. Veja a Figura 4.2
e observe que a faixa de varia¢ao do parametro o foi —0,1 < a < 0,1. E que o menor valor
de r = 0,6819 foi obtido para o = 0,05. Também através do algoritmo de bissecgao e (4.40),
mantendo fixo o parametro o e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo
Hoo tal que o Teorema 4.1 seja factivel. O wvalor de o também foi varrido dentro do intervalo
0 <a<0,5. A Figura 4.3 mostra as superficies geradas com tais dados. As condigoes foram
infactiveis fora desses intervalos.

4.2 Sistema incerto e atraso conhecido

Considere o caso particular do sistema (4.1) em que o atraso seja conhecido e invariante no
tempo, ou seja, d = 7, definindo o sistema incerto discreto no tempo com atraso conhecido no
vetor de estados

| ok = AB)xk + Ag(B)xs—r + B(B)uk + Be(B)wy
T { Z: = C(B)xk+ Co(B)axk—r + D(B)ug + De(B)wy (4.44)

em que z; € R™, u, € RP e w, € R’ sdo os vetores dos estados, das entradas de controle

e das entradas exdgenas, respectivamente, £ € IN é a amostragem, 7 é o atraso conhecido.

As matrizes A(B) e Ag(B) € R™™, B(B) € R™P, B,(8) € R™, C(B) e Cy(B) € RI*™,

D(B) € R™*?, D (B) € R™** representam a dinamica do sistema (4.44) pertencente ao politopo

A, de todas as matrizes obtidas pela combinagao convexa de seus N vértices, dado em (4.2),

definido pelo conjunto 2, dado em (4.3). Os vértices sao conhecidos e dados por T, em (4.4).
Esses sistemas podem ser representados na forma aumentada livre de atraso por

Y, { Tht1 = ATy + Byuy, + Beywy, (4.45)

Zk = Cvj'k + Dvuk + Devwka

sendo
_ T
T = [ J]g l’z;_l v l’Z;_T } y (446)
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Figura 4.1: Nuvens de autovalores do sistema (4.1) em malha fechada através da lei de controle
(4.9), para cada valor do atraso.
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Figura 4.2: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (4.38).

Av _ A, OnX(T—l)n Aﬁ,v :| ’ Bv _ |: B, :| : Bev _ |: Bey :| ’ (447)

ITTL OTn><n OTn><p O’rn><€

Cv = [ Cv OnX(Tfl)n 06,11 ] ) Dv = Dva Dev = Deva (448)
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820
20 \:E 15

0 0.02 0.04 006 008 01 012

1 095 09 08 08 075 0.7
r

0
07 075 08 08 09 095 1
r

Figura 4.3: Superficie custo garantido H., em funcao de « e r a partir de (4.40).

com v € I[ N] A e IRn (7+1)xn(r+1) Bv e IRn(T—H)Xp’ Bev e IRn(T—I—l)XE, CYU e qun(T+1),
D, € R”*, D., € R™".
Assume-se a lei de controle (4.9), expressa em sua forma aumentada por (4.10).
Substituindo (4.10) em (4.45) resulta no seguinte sistema de malha fechada

v Tpy1 = Avxk + Bevwk
TU ' { 2k = Cvxk + Devwk7 (449)
com
A,— A, +B,K e C,=C,+D,K. (4.50)
. . . : = (A, —al)
Para considerar a alocacao de polos na regiao D(«,r) aplica-se a operagao A, = ————,
r
dada em (2.8), em (4.49), resultando em
. i'kJrl = 14 kTt Bevwk
Y, : { o = C.zy+ Doy, (4.51)

Assim, qualquer sistema T(B) pode ser obtido pela combinagao convexa dos vértices Y,.
Passando pelas mesmas transformagcoes (4.15)-(4.18), resulta no sistema equivalente com
multiplos atrasos nos estados

{ Thi1 = D e 0 Am oThem + Boug + Beywy, (4.52)

2k = Z;zo Cm vTp—m + D WUk T Devwk

Supondo a lei de controle (4.20) e utilizando-a em (4.52) temos o sistema discreto no tempo
com multiplos atrasos no vetor de estados em malha fechada

'Y { karl Zm oAmvxk m"‘Bevwk

- 4.53
Zy = Z m=0 Cm vTk—m + Devwka ( )
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sendo B 5 o
Am,v = Am,v + B, K,
Cm,v = Cm,v + Dvaa
com m € Z[0,7]. Assim sendo, as regras de formagcao para /lm,v, K,, e C’m,v, sao definidas pela
seguinte simplificacao do Fato 1:

(A, — (T+1)ad

(4.54)

, param =0

r

X bo (maayAva™ I — by (1 mH1

Ay = 2(m+2) P — Lm+2)® , param € Z[1, 7 — 1] (4.55)
/r-m

A, a7 + Ay, — ™I

TT+1

, para m =T,

(K ,param =0
K, = W , param € Z[1,7 — 1] (4.56)
Ko+ K.,
——————  param =T,
\ rT
([ C, , param =0
Crno = W ,param € Z[1,7 — 1] (4.57)
C’vof + Cgv
\ rT

By, Bey, Dy, D., sio dadas em (4.17)-(4.18).

Seguindo as mesmas operacoes da Secao 4.1.2 para d = 7, N condigoes LMI para a estabi-
lizagao e para a sintese de ganhos K e K, do sistema (4.44), sujeito a lei de controle (4.9), sao

apresentadas no corolario que segue

, para m = T.

Corolario 4.1 Se ezistirem as matrizes F € R™", Z € RP”™, Z, ¢ R”", 0 < P, = P* ¢
R™", 0 < Se, = S, € R™" e os escalares 0 < 0 < 1 e pu > 0, tais que,

- - ~ . .. B, B B, a'Z
Pot Y, S = F7H = FT Ao FT4+(20)Z Ay 7+ 52,3(7)(%)
* —15U 0
* * _Sl,v
0, = : )
* * * *
* * * *
| * * * *
D B, a7+ Z, -
AT,UFT + bQ,T+2(7)(a ’T ) 0 Bev
0 —FCt, — Z7DT 0
. 1zT
0 —FCT, — by y(“2—)DT 0
7 <0 (4.58)
~ . TZT ZT
—S7w —FCT, — by ppn(” i )D; 0
s rT 5
* _elq _Dev
* * —ply
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seja verificado, com v € Z[1,N], ¢ € Z[1,7], as matrizes A, ,, Cpmo, m € Z[0,7] calculadas
de acordo com (4.55) e (4.57), entdo o sistema (4.52) sugeito a lei de controle (4.20) é Schur-
estdvel, o que implica no sistema (4.44), sujeito a lei de controle (4.9) D(«,r)-estdvel com custo
garantido Ho, dado por v = \/u e ganhos robustos de realimentagdao dos estados:

K=ZF"1 ¢ K. =2zFT (4.59)

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 4.1 se aplicam para o Corolério 4.1, desta vez
fixando-se d = 7. Portanto, pelas transformagoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (4.53) é Schur-estével,
entao (4.44), sujeito a lei de controle (4.9) é D(a,r)-estavel com o mesmo custo garantido H..m

A partir do Corolario 4.1, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao

. . . min - f
Hoo:q Po=P]'>0,5,=5,>00<6<1, tal que: (4.60)

0, <0 (6, dada em (4.58)).

Exemplo 4.2 Considere o sistema (4.44) com T = 3, e maltrizes dinamicas incertas dadas em
(4.41)-(4.43). Utilizando o problema de otimizacdo (4.60) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8,
obteve-se os sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistemas:

K =1[02985 —1,0569 0 0 0 0 —0,1120 —0,0291 ]

e custo garantido Ho = 2,7134.

Na Figura 4.4 sao mostrados os autovalores do sistema incerto discreto no tempo com atraso
conhecido no vetor de estados (4.44) em malha fechada através da lei de controle (4.9). Como era
de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados no interior da regido D(0,1;0,78)
em cada vértice do politopo de incertezas. Na Figura 4.5 é apresentada a nuvem de autovalores
do sistema em malha fechada. Utilizou-se um algoritmo de bissecgao junto com (4.60) para
determinar o menor valor do raio r para cada posicao do centro o, tal que o Coroldrio 4.1 seja
factivel. Veja a Figura 4.6 e observe que a faiza de varia¢ao do parametro a for —0,1 < a < 0,15.
E que o menor valor de r = 0,5751 foi obtido para o = 0,05. Também através do algoritmo
de bissecgdo e (4.60), mantendo fizo o parametro « e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1,
avaliou-se o valor do custo Hoo tal que o Corolario 4.1 seja factivel. O wvalor de oo também foi
varrido dentro do intervalo 0 < o < 0,5. A Figura 4.7 mostra as superficies geradas com tais
dados. As condigoes foram infactiveis fora desses intervalos.

4.3 Sistema precisamente conhecido e atraso incerto

Considere o caso particular do sistema (4.1) em que o sistema seja precisamente conhecido
e o atraso incerto e invariante no tempo, ou seja, d € Z[1,7] e f = [ |, definindo o sistema
precisamente conhecido discreto no tempo com atraso incerto no vetor de estados

(4.61)

T, . d Ther = Axy + Agri_q + Buy, + Bewy,
- Zke = Cl‘k + Cgl’k,d + Duk + Dewk,
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Tm{z} R{z}

Figura 4.4: Autovalores do sistema (4.44) em malha fechada através da lei de controle (4.9)
para cada vértice do politopo de incertezas

em que z, € R, u; € R? e wy, € IR sdo os vetores dos estados, das entradas de controle e das
entradas exdgenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, d € Z[1,7]| é o atraso que pode
assumir qualquer valor dentro do intervalo. As matrizes A e Ag € R™", B € R™*, B, € R™,
CeCyec R Dec R, D, € R representam a dinamica do sistema (4.61).

Esses sistemas podem ser representados na forma aumentada livres de atraso por

) Tk = z_zldffk + _Buk; + _Bewk
T { Zy = Caly + Duy + Dewy, (4.62)
sendo
zo=1[a o, - of 1", (4.63)
1 A Onx(d—l)n A9 OnX(T—d—l)n 0
B As= |: I, Orpxn |’
C(d - [ C Onx(dfl)n 09 OnX(defl)n 0 } ) parad € I[la T = 1]7 (4 64)
A — A Onx(dfl)n AT ’
3 ¢ Iy Ornxn |’
C(d = [ C Onx(dfl)n CYT ] , para d= T,
B:[ B ],Be:[ B. ],D:D,Dezpe, (4.65)
OTn><p 0Tn><€

com d € I[l,r], Ad c IRn(T+1)><n(T+1), Bc ]Rn('r-i-l)xp’ Be c ]Rn(7+1)xe, @d c RQXTL(’T-FD’ D €
R, D, € R,
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Tm{z}

Figura 4.5: Nuvem de autovalores do sistema (4.44) em malha fechada através da lei de controle
(4.9).
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Figura 4.6: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (4.58).

Assume-se a lei de controle (4.9), expressa em sua forma aumentada por (4.10).
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0 0.02 004 0.06 008 01 012

Figura 4.7: Superficie custo garantido H., em funcdo de « e r a partir de (4.60).

Substituindo (4.10) em (4.62) resulta no sistema de malha fechada

+ ) T = AT + Bowy,
Yy { 5 = Cyiy + Doy (4.66)
com
Ad = Ad + BK e Cd = Cd + DK (467)
. ~ o~ . ~ ~ (Ad - aI)
Para considerar a alocacao de polos na regiao D(«,r) aplica-se a operagao Ay = ———,
r
dada em (2.8), em (4.66), resultando em
S ) Tk = AgZy + Bewy
Td ' { Zk = Cdl'k + D eWi . (468)

Passando pelas mesmas transformagcoes (4.15)-(4.18), resulta no sistema equivalente com
multiplos atrasos nos estados

{ :ml:Zm oAdeUk m+Buk+Bwk (469)

Zy = Z;_O Cmdxk m T+ Duk + D eWk-

Supondo a lei de controle (4.20) e utilizando-a em (4.69) temos o sistema discreto no tempo
com multiplos atrasos no vetor de estados em malha fechada

Y Tpyr = A aTi—m + Bewy,
Y, m=0 4.70
a {ik—zmocmdl“km—i-Dwk, (4.70)
sendo 5 5 o
m,d ,d + BKm
Cm,d = vm,d + Df(ma (471)
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com m € Z[0,7]. Assim sendo, as regras de formagcao para flmyd, K,, e Cv’myd, sao definidas pela
seguinte simplificacao do Fato 1:

( A—(t+1)al
r
by o Aa™ — by 0™
2t +11, +2 , param € Z[1,d — 1]
rm
y by mioAa™ — by o™ I+ A
Ama = 2t 1’+1+2 ¢ param=d (4.72)
rm
bo a2 Aa™ — by o™+ byyo mao Aga™ ¢
2,m-+2 1,m+2 - d-+2,m+240 param > d
rm
Aa™ + Apa™ 4 — ™
, para m = T,
L r’r—i—l

K ,param =0

by oK™

K, = 22T J;Qm a , param € Z[1,7 — 1] (4.73)
Ko™ + K-

- , param =T,
r

(O, param =0

bo.mi2Ca™
%,paramel[l,d—ﬂ

,
ba,m2Ca™ + Cy

Crna = o » para m = d (4.74)
b2 ma20™ + by maaCpa™ 4
2m+2 ¢ fn“’ 2o , param > d
Ca™ + Cgand

\ - , para m =T,

B =B, B. = B.,, D= D,, D, = D,, sdo dadas em (4.17)-(4.18).

Seguindo as mesmas operagoes da Secao 4.1.2 para d € Z[1,7], 7 condi¢bes LMI para a
estabilizagao e para a sintese de ganhos K e K, do sistema (4.61), sujeito a lei de controle (4.9),
sao apresentadas no corolario que segue

Corolario 4.2 Se ezistirem as matrizes F € R™", Z € RP*", Z. €¢ RP”™, 0 < P, = pf €
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R™™, 0 < S, q= S*gjd € R™" e os escalares 0 < 6 <1 e u > 0, tais que,

- - . ~ . B L~ B o'Z
Pd_'_Zc:l Sqd— F1—FT ondFT—F (7)2 Al,dFT—i_bQ,:S(?)(T)
* —Pd 0
* * —S14
Oq = :
* * * *
* * * *
L * * * *
. = B a"Z+ Z. o]
A, FT + b2’7+2(7)(T) 0 B,
0 —FCy,— Z"DT 0
. 1zT
0 —FCT, — byy(“2)D" 0
: r
: <0 (4.75)
~ . ’T'ZT ZT
ey LECT, — by, (T2 pT
) /rnT .
* —01, —-D,
* * —plL

seja verificado, com d € I[1,7], ¢ € Z[1,7], as matrizes A g, Coma, m € Z[0,7] calculadas de
acordo com (4.72) e (4.74), entdo o sistema (4.69) sujeito a lei de controle (4.20) é Schur-
estdvel, o que implica no sistema (4.61), sugeito a lei de controle (4.9) D(«,r)-estdvel com custo
garantido Ho, dado por v = \/p e ganhos robustos de realimentag¢ao dos estados

K=ZFT ¢ K,=2zFT (4.76)

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 4.1 se aplicam para o Corolario 4.2, desta vez
considerando-se todas as matrizes precisamente conhecidas, ou seja, independentes do parametro
v, que representa o vértice do politopo de incertezas. Portanto, pelas transformagoes (4.15)-
(4.21) e (2.8), se (4.70) é Schur-estavel, entao (4.61) sujeito a lei de controle (4.9) é D(«,r)-estével
com o0 mesmo custo garantido H.. ]
A partir do Corolario 4.2, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo

de otimizacao

min
Hoo : { Py = Isg > 0, Sc,d = Sgd >0,0<6<1, tal que: (4.77)
©4 < 0 (©4 dada em (4.75)).

Exemplo 4.3 Considere o sistema (4.61) com d € Z[1,7|, T =3 e matrizes dinamicas

01 1 Jo1 0 . [
A:{o,% 0,8}’14‘9_{0 O,l}’B_Be_{O,fi}’ (4.78)

C=[01], Co=[05 0], D=[01], D.=]02] (4.79)
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Utilizando o problema de otimizacao (4.77) e escolhendo o« = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os
sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistema:

K=1[01297 —1,1033 0 0 0 0 —0,0162 —0,0296 |

e custo garantido Ho, = 2,0779.

Na Figura 4.8 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto no
tempo com atraso incerto no vetor de estados (4.61) em malha fechada através da lei de controle
(4.9). Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados no interior
da regiago D(0,1;0,8), para cada valor do atraso. Utilizou-se um algoritmo de bissecgdo junto
com (4.77) para determinar o menor valor do raio r para cada posi¢ao do centro «, tal que o
Coroldrio 4.2 seja factivel. Veja a Figura 4.9 e observe que a faixa de variagcao do parametro
a foi =02 < a <0,2. E que o menor valor de r = 0,5729 foi obtido para o = 0,05. Também
através do algoritmo de bissec¢ao e (4.77), mantendo fixo o parametro « e varrendo o intervalo
1l—a>r>0,1, avaliou-se o valor do custo H, tal que o Coroldrio 4.2 seja factivel. O wvalor
de o também foi varrido dentro do intervalo 0 < a < 0,5. A Figura 4.10 mostra as superficies
geradas com tais dados. As condigoes foram infactiveis fora desses intervalos.

25

Im{z} R{z}

Figura 4.8: Autovalores do sistema (4.61) em malha fechada através da lei de controle (4.9)
para cada valor do atraso

4.4 Sistema e atraso precisamente conhecidos

Considere o caso particular do sistema (4.1) em que o tanto o sistema quanto o seu atraso
sejam precisamente conhecidos, ou seja, d = 7 e f = [ ], definindo o sistema precisamente
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Figura 4.9: Valores minimos de raio em funcdo do parametro « a partir de (4.75).
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Figura 4.10: Superficie custo garantido H., em funcao de a e r a partir de (4.77).

conhecido discreto no tempo com atraso conhecido no vetor de estados

T { Tpr =  Axp + Agrpr + Buyg + Bowy, (4.80)
2z = Crp+ Coxp_r + Duy, + Dowy,

em que xp € R", up € RP e wy, € R’ sao os vetores dos estados, das entradas de controle e

das entradas exogenas, respectivamente, £ € IN é a amostragem, d = 7 ¢ o atraso conhecido.

As matrizes A e 49 € R™", B € R™?, B, ¢ R, C e Cy € R™", D ¢ R™?, D, € R™¢

representam a dinamica do sistema (4.80).
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Esses sistemas podem ser representados na forma aumentada livres de atraso por

. ) Tk1 = z_‘Ifk + _Buk + ?ewk
T { Zk = Cff‘k + Duk + Dewk, (481)
sendo

zo=[al 2T, o 2l ] (4.82)

- A0 _ A _ B _ B
A= nx(r—1)n T 7 B = v : B, = e : 4.83
|: ITTL 07’n><n 07n><p 07'n><€ ( )
C=[ C Oup-1n C- |, D=D,D.=D,, (4.84)

com A c Rn(7+1)Xn(T+l)’ B c IRn(T+1)Xp, Be c IRTL(TJrl)XZ7 C« c :I:Rq><TL(7'Jr1)7 D c IRqXp’ De c ]PLqXZ.
Assume-se a lei de controle (4.9), expressa em sua forma aumentada por (4.10).
Substituindo (4.10) em (4.81) resulta no sistema de malha fechada

~ [ Tk = Az + Bay
T { Zk = Ci’k + Dewk, (485)
com
A=A+BK e C=C+DK. (4.86)
: . . : _ = (A-al)
Para considerar a alocagdo de polos na regiao D(a,r) aplica-se a operagdo A = ———
r
dada em (2.8), em (4.85), resultando em
~ ) Tk = 519_51{ =+ ?ewk
X { Zk = Ci’k + Dewk. (487)

Passando pelas mesmas transformagcoes (4.15)-(4.18), resulta no sistema equivalente com
multiplos atrasos nos estados

{ Thi1 = D o Apdy—m + Buy, + Bowy,

T o - 5 4.88
’ék = Zm:O mekfm + Duk -+ Dewk. ( )

Supondo a lei de controle (4.20), utilizando (4.20)-(4.21) em (4.88) temos o sistema discreto
no tempo com miiltiplos atrasos no vetor de estados em malha fechada

. .fi'kJrl = T _ Amjjkfm —+ Bewk
x " ; 4.89
{ Z= Ym0 ConZh—m + Dewy, (4.89)

sendo ) ) o
A, =A,+ BK,,

com m € Z[0,7]. Assim sendo, as regras de formacao para A,,, K,, e C,,, sio definidas pela
seguinte simplificacao do Fato 1:

([ A—(7+1)al

, param =0
r
p bo. (mio) AT — by (1 mH
A, = 2,(m+2) £ +11’( 2 ,param € Z[1,7 — 1] (4.91)
rm

Aa™+ A, — ™I
TT+1

, param =T,
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;

K ,param =0

bo (maoy Ko™

K, — % ,param € Z[1,7 — 1] (4.92)
Ko™ + K.,
————  param =T,
\ rT

([ C, param =0

ba (manCa™

C. = 2lmt2) , param € Z[1,7 — 1] (4.93)

cam'rC,
\ rT
B=2B,, B.=B.,, D=D,, D, = D,, sio dadas em (4.17)-(4.18).
Seguindo as mesmas operagoes da Secao 4.1.2 para d = 7, uma condi¢cao LMI para a esta-
bilizagao e para a sintese de ganhos K e K, do sistema (4.80), sujeito a lei de controle (4.9), é

, param = T.

apresentada no corolario que segue

Coroldrio 4.3 Se ezistirem as matrizes F € R™", Z € RP*", Z, e R”*", 0 < P = PT ¢
R™"™ 0< S, =5 € R™" e os escalares 0 < 0 < 1 e pu > 0, tais que,

s . L - B . B, ,a'Z
PrYl Sem P = BT AFT 4 (2)Z AFT 4 byy(2)(5)
* —-P 0
* * =51
o= :
* * * *
* * * *
i * * * *
~ B o7+ 7, _—
A FT 4 by o ) (=) 0 B.
0 —FCT - Z27D7 0
. 1zT
0 —FCT — byy(“2)D" 0
" <0 (4.94)
- - ’T'ZT ZT
-3, _ECT by (2T pT g
rT .
* —01, —-D,
* * —ply |

seja verificado, com ¢ € I[1,7], as matrizes A,,, Cp, m € Z[0,7] calculadas de acordo com
(4.91) e (4.93), entdo o sistema (4.88) sujeito a lei de controle (4.20) é Schur-estdvel, o que
implica no sistema (4.80), sujeito a lei de controle (4.9) D(a,r)-estdvel com custo garantido
Hoo dado por v = |/ e ganhos robustos de realimentagdo dos estados

K=7ZFT ¢ K, =2zFT (4.95)

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 4.1 se aplicam para o Corolario 4.3, desta vez
considerando-se todas as matrizes precisamente conhecidas, ou seja, independentes do parametro
v, que representa o vértice do politopo de incertezas e fixando-se d = 7. Portanto, pelas
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transformagoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (4.89) é Schur-estavel, entao (4.80) sujeito a lei de
controle (4.9) é D(a,r)-estdavel com o mesmo custo garantido H.. .
A partir do Corolario 4.3, podemos estimar a norma H, pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao
min  p
Ho:{ P=PT >0 5.=57>0,0<6<1, tal que: (4.96)
© < 0 (O dada em (4.94)).

Exemplo 4.4 Considere o sistema (4.80) com T = 3 e matrizes dinamicas dadas em (4.78)-
(4.79). Utilizando o problema de otimizagdo (4.96) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8, obteve-se
0s sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistemas:

K=1[01297 —1,1033 0 0 0 0 —0,0162 —0,0296 |

e custo garantido Ho = 2,0779.

Na Figura 4.14 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto
no tempo com atraso conhecido no vetor de estados (4.80) em malha fechada através da lei
de controle (4.9). Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados
no interior da regiao D(0,1;0,8). Utilizou-se um algoritmo de bisseccao junto com (4.94) para
determinar o menor valor do raio r para cada posicao do centro «, tal que o Coroldrio 4.3 seja
factivel. Veja a Figura 4.15 e observe que a faiza de variagdo do parametro o foi —0,2 < o < 0,2.
E que o menor valor de r = 0,5693 foi obtido para o« = 0. Também através do algoritmo de
bissec¢ao e (4.96), mantendo fixo o parametro o e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1, avaliou-
se o valor do custo Hy tal que o Coroldrio 4.3 seja factivel. O valor de o também foi varrido
dentro do intervalo 0 < o < 0,5. A Figura 4.16 mostra as superficies geradas com tais dados.
As condicoes foram infactiveis fora desses intervalos.

Tm{z}

Figura 4.11: Autovalores do sistema (4.80) em malha fechada através da lei de controle (4.9)
para cada valor do atraso
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-0.25 —0‘.2 —0.‘15 —O‘.l —0.65 l‘) 0.65 0.‘1 0.‘15 0.‘2 0.‘25
«
Figura 4.12: Valores minimos de raio em func¢do do parametro « a partir de (4.94).

15

10

custo Heo

0 0.05 0.1 0.15 0.2

custo Heo

Figura 4.13: Superficie custo garantido H., em funcao de « e r a partir de (4.96).

Exemplo 4.5 Considere o sistema (4.80) com T = 3 e matrizes dinamicas dadas em (4.78)-
(4.79). Utilizando o problema de otimizagdo (4.96) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8, obteve-se
0s sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistema:

K=1[01297 —-1,1033 0 0 0 0 —0,0162 —0,0296 |

e custo garantido Ho = 2,0779.
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Na Figura 4.14 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto
no tempo com atraso conhecido no vetor de estados (4.80) em malha fechada através da lei
de controle (4.9). Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados
no interior da regigo D(0,1;0,8). Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (4.94) para
determinar o menor valor do raio r para cada posi¢cao do centro «, tal que o Coroldrio 4.3 seja
factivel. Veja a Figura 4.15 e observe que a faixa de variagao do parametro o foi —0,2 < o < 0,2.
E que o menor valor de r = 0,5693 foi obtido para o« = 0. Também através do algoritmo de
bisseccao e (4.96), mantendo fizo o parametro « e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1, avaliou-
se o valor do custo Hs tal que o Coroldrio 4.3 seja factivel. O valor de o também foi varrido
dentro do intervalo 0 < a < 0,5. A Figura 4.16 mostra as superficies geradas com tais dados.
As condicoes foram infactiveis fora desses intervalos.

Figura 4.14: Autovalores do sistema (4.80) em malha fechada através da lei de controle (4.9)
para cada valor do atraso

Exemplo 4.6 Neste exemplo comparam-se os resultados obtidos com condigoes dos Capitulos 3
e 4 com os resultados utilizando a condig¢ao (38) proposta em [XS12]. Nesse tltimo as condigoes
propostas lidam com sistemas que possuem incertezas limitadas em norma e considera atraso
tanto nos estados quanto na entrada. Tais sistemas sao representados por

(4.97)

Tkt1 = Axy + Agry—r + Buy + B6$k;—n + Bowy
2k = Cl’k + Duk + Dewk,

em que A= A+ GFE,, Ay = Ag+ GFE,, B= A+ GFE;, By= A+ GFE,, B. = A+ GFEs,
sdo matrizes incertas com G, E,, n € Z[1,5] matrizes constantes conhecidas, FTF <1, 7 ¢
T1 sao inteiros positivos conhecidos que representam o atraso nos estados e atraso na entrada
respectivamente. Nesta disserta¢do as comparagoes com a condigdo [XS12, (38)] sao realizadas
considerando-se que nao existe atraso na entrada, portanto By=0emn =0. Em [XS12],
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i i i i i i i i i ]
-025 -02 -015 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
(0%

Figura 4.15: Valores minimos de raio em func¢do do parametro « a partir de (4.94).

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 4.16: Superficie custo garantido H., em funcao de « e r a partir de (4.96).

diferentemente desta dissertagao, nao € considerado atraso na saida, portanto mos sistemas
descritos em (3.38) e (4.44) assume-se Cy = 0 e as demais matrizes sio dadas por

047 131 -0,31 01 0 —0,12 1,1 0,3
A= |-055 —127 104 |,49=|-01 01 0 |,B=|-1|,B.=|02], (4.98)
039 097 0,11 0 0,15 —02 0,8 0,1
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0,7 0,2 0,1 0,45 0,2

C=101 08 —05{,D=1]03|,D.={-03|,E =[-02 0,15 0,13], (4.99)
0 0 08 0,5 -1
By =1[02 —03 01],E5=02,E5=-08G=1[01 02 01]". (4.100)

Para o caso de sistemas precisamente conhecidos, equivale a fazer F' =0 em [XS12]. Sendo
assim, utilizando-se os problemas de otimizacdo (3.25) e (4.96) para resolver as condigoes
(3.23), (4.94) respectivamente e adaptando-os para a condi¢ao [XS12, (38)], com as escolhas
T=2,a=0,1, r=0,78, os resultados para a D(«,r)-estabilidade de (4.97) obtidos sao apre-
sentados na Tabela 4.1. Observe que o menor valor de custo foi obtido utilizando a condigao
[XS12, (38)].

Para o caso de sistemas incertos considerou-se a matriz G- dada em (4.100) multiplicada por
4. FEsse procedimento torna maior o dominio das incertezas associadas ao sistema. Considerando-
se também a representacao politopica utilizada nesta dissertacao temos dois vértices obtidos pelos
valores minimo e maximo de F', i.e., FF = —1 e F = 1. Utilizando-se os problemas de otimiza¢ao
(3.50), (4.60) para resolver as condigoes (3.48), (4.58) respectivamente e adaptando-os para a
condi¢do [XS12, (38)], com as consideragoes acima e as escolhas T =2, a = 0,1, r = 0,78, os
resultados para a D(a,r)-estabilidade de (4.97) obtidos sdo apresentados na Tabela 4.2. Observe
que neste caso o menor valor de custo foi obtido utilizando a condigdo (4.58).

Tabela 4.1: Sistema e atraso precisamente conhecidos

Condigao | Custo Heo (A)
[XS12, (38)] 0,776
(3.23) 1,121
(4.94) 1,161

Tabela 4.2: Sistema incerto e atraso conhecido

Condigao | Custo Heo (A)
[XS12, (38)] 0,566
(3.48) 1,331
(4.58) 1,195

4.5 Conclusoes

Diferentemente do Capitulo 3, neste capitulo, as condigbes propostas para D(a,r)-estabilidade
com estimacgao do custo garantido H., de sistemas discretos com atraso no vetor de estados,
podendo tanto os sistemas quanto seus atrasos, serem precisamente conhecidos ou incertos, fo-
ram obtidas mediante a transformagao do sistema original com atraso no seu equivalente com



4.5. Conclusoes 67

multiplos atrasos nos estados. A abordagem empregada utiliza funcoes de L-K dependentes de
parametros, levando a resultados menos conservadores do que os apresentados no Capitulo 3.

Foi realizada uma transformacao de similaridade através de uma matriz de mudanca de base
para a obtencao do sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados, além de aplicar o
Lema de Finsler (Apéndice A.3) na obtencao de condigoes convexas, sa quais satisfeitas garan-
tem a Schur estabilidade do sistema equivalente com multiplos atrasos que consequentemente
garantem D(«,r)-estabilidade com custo garantido H., dos sistemas originais com atraso.

A busca de valores de raio minimo (r) para a regiao D(«a,r), em fungdo de valores fixos
de centro («), foi realizada para cada tipo de sistema apresentado. Na Figura 3.14 podemos
observar os resultados e concluir que a medida que a complexidade dos sistemas aumenta, a faixa
de variacao dos valores do centro («) e seus respectivos valores de raio minimo (r) diminuem.

Outra avaliacao realizada para cada sistema, foi relativa a variacao do custo H., em funcao
da variagao da regiao D(a,r). Na Figura 3.15 é mostrado a variagao do custo H., de cada tipo
de sistema, fixando-se o centro em a = 0,1 e diminuindo o raio r a partir de 1 — a = 0,9, até
o menor valor factivel. Observe que o custo aumenta a medida que o raio diminui e a medida
que a complexidade do sistema aumenta.

Do Exemplo 4.6 conclui-se que para sistemas precisamente conhecidos, os resultados obti-
dos com as condigoes propostas em [XS12] sao melhores do que os resultados obtidos com as
condigoes (3.23), (4.94) propostas nesta dissertacao, conforme podemos ver na Tabela 4.1. No
entanto, assumindo algumas incertezas no sistema, este nem sempre serd o caso. Como podemos
ver na Tabela 4.2, o custo obtido com as condigdes propostas em [XS12] é em torno de 718,7% e
800,5% maior do que o custo obtido com as condigdes (3.48), (4.58) propostas nesta dissertagao,
respectivamente.

0.95[
09

0.85- : \
0.8 \

0.75

Tmin

0.7

0.65F

0.6

0.55 i i i i i i i i i ]
-025 -02 -015 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
(0%

Figura 4.17: Comportamento dos raios minimos em relagao aos valores de a:: (—) obtida a partir
de (4.94), (-e-) obtida a partir de (4.75), (- -) obtida a partir de (4.58), (-x-) obtida a partir de
(4.38).



68 Capitulo 4. D(a,r)-estabilizagdo com custo garantido H,, via fun¢do de LK

Figura 4.18: Comportamento do custo H. em fungao do raio e « fixo em 0,1: () obtida a
partir de (4.94), (-e-) obtida a partir de (4.75), (- -) obtida a partir de (4.58), (-x-) obtida a
partir de (4.38).



Capitulo

D(«a,r)-estabilizagao com custo garantido Heg
via nova funcao de LK

Neste capitulo as mesmas abordagens apresentadas no Capitulo 4 serao utilizadas, porém
através de uma fungao L-K mais completa, levando a resultados menos conservadores. Por-
tanto, as transformacoes necessarias para obtencao de um sistema aumentado equivalente com
multiplos atrasos no vetor de estados visto na Se¢ao 4.1.1 sao aplicadas na integra também
neste capitulo, sendo novas condicoes para sintese obtidas de acordo com a nova funcao de
Lyapunov-Krasovskii. Em certo momento dos desenvolvimentos deste capitulo, serd utilizada a
Desigualdade de Jensen, que permite uma majoracao das fungoes empregadas de maneira menos
conservadoras que outras abordagens disponiveis na literatura [Z2Y08].

5.1 Uma candidata a funcao de L-K mais completa
Como visto anteriormente, a estabilidade do sistema
Tp+1 = Al‘k + Ag[L‘k_T (51)

pode ser caracterizada utilizando uma funcao de L-K, neste caso dada por:

V(zy) =z} Poy + Z x) Rrp i+T Z Z y,f_ijk_j (5.2)
v i=1 i=1 j=1
Vl(mk) . - S N ,
Va(zk) Va(zk)
em que 7 é o valor maximo do atraso,
Yk = Thy1 — Tk (5.3)

Note que se S = 0, recupera-se a candidata a funcao de L-K na forma usada no Capitulo
4. Como feito anteriormente, para que (5.2) seja uma funcao de Lyapunov-Krasovskii, além de
assumir sua positividade, ela precisa satisfazer

AV (z3,) <0, (5.4)

69
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para valores de xp 1, Tx € Tx_, que satisfagam a trajetdria dada por (5.1) e

A partir de (5.2), pode-se escrever (5.5) como

AVi(zk) = Vi(zpr1) — Vila), (5.7)
AVy(zk) = Va(hi1) — Val(an), (5.8)
AVs(xr) = Va(whi1) — Va(an), (5.9)

que usando (5.2) resulta em:

AVi(zy) = zf Pryy1 — o) Py, (5.10)
AVy(wy) = ot Ray, — 73 Ray_ s, (5.11)
AVs(ar) = Tl Syk — D YbiSyr—i. (5.12)

i=1
Aplicando a Desigualdade de Jensen em AVi(xy) (veja Apéndice A.4), define-se como J o
segundo termo de (5.12), ou seja,

AVs(z1) = Tyl Syp + J, (5.13)
com

J=— Z vl Syn_i. (5.14)
i=1

logo,
J< - (Z yzﬂ) S (Z yk> (5.15)
i=1 i=1

o que permite reescrever AVs(zy) como
AVs(a) < Ty Syr — (Z y;f_z) S (Z ykz) : (5.16)
i=1 i=1
Substituindo (5.3) em (5.16), desenvolvendo e fazendo as devidas simplificagoes temos,

A‘/g(.%'k) S (karl — xk-)T7-25<xk-+1 — .%'k) — (.’L’k — .’L’]g,T)TS(l'k — l‘k,T). (517)

Portanto, de acordo com (5.10), (5.11), desenvolvendo os produtos de (5.17) e colocando os
termos comuns em evidéncia, podemos escrever

AV () < x;;FJrl(P + TQS)ka + xZH(—TQS)xf + xf[—P + R+ (7'2 —1)S]xy
xf Say—r + i (=S — R)ay—r + x}_ Sy + 2 (=72S)ai,,, (5.18)
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para valores de zy,1, T e xp_, que satisfacam a trajetéria dada por (5.1). Matricialmente
pode-se escreveer:

Tt T P+r2s —728 0 Tt
Thr * * -S—R Tp_r

Pensando numa fun¢ao para um sistema com multiplos atrasos, i.e. para atrasos de d = 1
até d = 7, a seguinte funcao

V(xy) —kaxk—I—ZZxk ety Z+Z ZZyk SeYk—j (5.20)

c=1 i=1 c=1 =1 j=1

em que ¢ € Z[1,7], 7 é o valor méximo do atraso, 0 < P= P' ¢ R™" 0 < S, = S € R"™",
0 < R. = R € R™", y; dado em (5.3), serd assumida como nova candidata a funcao de
Lyapunov-Krasovskii nas abordagens subsequentes.

5.2 Alocacao regional de polos com custo garantido H

Considere o sistema incerto discreto no tempo com atraso incerto no vetor de estados (4.1),
por comodidade repetido a seguir

[ = AB)ar + Ad(B)tea + B(B)ue + Bu(Bw
W*{ o = C(B)a+ ColByon u+ D(BYus + DB, (5:21)

em que 2 € R™, ux € RP e w, € R’ sdo os vetores dos estados, das entradas de controle e
das entradas exdgenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, d € Z[1, 7] é o atraso incerto
que pode assumir qualquer valor inteiro dentro do intervalo, sendo 7 o valor méximo desse
atraso. As matrizes A(3) e A¢(B) € R™", B(3) € R™?, B,(8) € R™, C(B) e Cy(B) € RI*™,
D(B) € R”?, D,(B) € R?* representam a dindmica do sistema.

Esse sistema pode ser representado na forma aumentada livre de atraso

[ T = AaZr + Byu + Beywy,
TU?d ' { 2k = Cv dTk + D wUE + Devwka (522)
com Ty, Ayd, Cya, By, Dy, Bey, Do, dadas em (4.6)-(4.8).
Submetido a lei de controle
U = K.’L’k + KT.’L']{,T, (523)

e de acordo com (4.9)-(4.29), (5.21) esse sistema pode ser representado pelo seguinte sistema
equivalente com multiplos atrasos no vetor de estados

. T 1 - » »
{ Tp41 = Zm:O Am,v,dxk;—m + Bvuk + Bevwk

T = . ~ = 5.24
2k - Zm:O Cm,v,dl‘k—m + Dvuk + Devwk7 ( )

que sujeito a lei de controle (4.20) apresenta o seguinte sistema equivalente em malha fechada
com multiplos atrasos nos estados:

Tv,d . { i'kJrl Zm OAmvdxk m‘i‘Bevwk (525)

ék Zm Ocmvdxk m+Devwk7
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sendo 3 3 o
Am,v,d = Am,v,d + Bvaa

Crvd = Crmwa + DoKo, (5.26)

com m € Z[0,7], Amﬂ),d, Cv'mm?d, K,,, dadas em Fato 1, B,, Dy, Bey, Dey, dadas em (4.17)-(4.18).
Para avaliar a D(«,r)-estabilidade com custo garantido H., de (5.25), a candidata a funcao
de L-K, (5.20), sera utilizada, sendo reescrita na forma

Vi(zy) = Vi(xg) + Valzr) + Va(aw), (5.27)

com
Vi(x) = o, Py.ai, (5.28)

V() = Y Y af  Rewate s, (5.29)

c=1 =1

T Cc

V(rg) = Z c Z Z Yi ;Sew.dYk—j- (5.30)

=1 i=1 j=1

Similarmente aos desenvolvimentos (5.4)-(5.12), aplicando-os em (5.27)-(5.30), temos

A‘/l(l'k) = x£+1pv,dxk+l — l‘gpvvdl'k, (531)
A‘/?<xk> = Z (xZRc,v,dxk - xZ_CRc,v,dxkfca) (532)
c=1
AVi(z) = > Yt Sewatie — 3 €D YbiSewdlii (5.33)
c=1 =1 =1

Definindo como J o segundo termo de (5.33), ou seja,

AVs(x) = Z Y Sewat + J, (5.34)

c=1

com

J=— Z c Z ylzlisc,v,dykfia (535)

c=1 =1

e aplicando a Desigualdade Jensen (Apéndice A.4) em (5.35), temos

J S Z <Z yg—z> Sc,v,d (Z yk—z>] .
c=1 i=1 1=1

Substituindo (5.36) em (5.34), podemos reescrever AVs(xy) como

(Z y/?—z) Sew.d <Z yk_z>] : (5.37)

—~

5.36)

AVs(ar) < Ay Sewave + Y
c=1 c=1
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Substituindo (5.3) em (5.37), desenvolvendo e fazendo as devidas simplifica¢oes temos

AVs(zr) < (2fy — 20)Sewal@is — 2r) — (f_ — 28) SewalTr—e — 1) (5.38)

c=1

Portanto, de acordo com (5.31), (5.32), desenvolvendo os produtos de (5.38) e colocando os
termos comuns em evidéncia, podemos escrever

c=1 c=1

AV(ZL‘k) S 17%4_1 (Pv,d + Z C2Sc,v,d> Tp41 + IL‘Z <_Pv,d + Z [Rc,v,d + (02 - 1)Sc,v,d}> Tp+

Z [ngc(_sc,v,d - Rc,v,d)xkfc] + Z (xgsc,v,dxkfc> + Z (ngcsc,v,dxk) (539)

c=1 c=1 c=1

para valores de zy,1, Ty € T)_. que satisfacam a trajetéria dada por (5.24) e ¢ € Z[1,7].
De acordo com (5.4), (5.39), aplicando-se o item 1 do Lema de Finsler (Apéndice A.3), com
a escolha

. . . . T
W = [ ngrl $£ 1{71 $£f3 Zl? w;f } ’ (5.40)
temos
[ Pv,d + 22:1 CQSC,U,d - 22:1 CQSC,U,d
0 —lwd + Zzzl[(cz - 1)Sc,v,d + Rc,v,d]
0 0
Q= 0 0
0 0
0 0
i 0 0
0 0 0 0 0 |
Sl v,d ST,v,d 0 0
_Sl v,d — Rl,v d 0 0 0 0
0 0 0 0 (5.41)
0 0 —Prud T RT,U,d 0 0
0 0 0 I, 0
0 0 0 0 —ul |
e ~ ~ ~ ~
_In AOvd Alvd ATvd 0 Bev
_ 200,d L3, T, N . 42
5 [ 0 CO,v,d Cl,v,d T CT,U,d _Iq Dev (5 )
Aplicando o item 2 do Lema de Finsler (Apéndice A.3) com a escolha
T
egEE g o3
Gy Gy Gy Gz Gy -+ Gr+3

sendo F; e G; com ¢ = 0,...,71 + 3 de dimensoes adequadas. Fazendo X = 0, exceto para
Fy = F, G, = —G. Pré e pés multiplicando por H e HT, respectivamente, em que H =
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bloco-diag{L,,» ® F~1, Gq_xlq,lg} resulta na condicao @:)%d < 0, com @:)%d dada por

[ FY Py +>_ ASep)F T —F 1 — FT
*
*
i)v,d =
*
*
*
AO,v,dF_T - F_l Zzzl C2Sc,v,dF_T Al,v,dF_T
F_l{_Pv,d + Zzzl[(CQ - 1>Sc,v,d + Rc,v,d]}F_T F_lsl,v,dF_T
* _F_l(Sl,v,d + Rl,v,d)F_T
* * *
* * *
* * *
AT,U,dFiT 0 Vev 1
0 ~F'CL, 0
0 —Fer 0
0 : 0 (5.44)
—F(Srpa+ Reva) T —-F'Cr,, 0
* G Y, +G+GNG T —D,,
* * —ply |

De acordo com (3.94)-(3.95), podemos substituir o paréntese do bloco (7+ 3,7+ 3) de (5.44)
por —01, e, fazendo F~'P, ;F~1 = ]5U,d, F1S. a7 T = ~c7v7d, para ¢ € Z[1,7], (5.44) pode ser
reescrita como

pv,d + Zzzl C2gc,v,d - F_l - F_T AO,v,dF_T - ZZ:l CQSc,v,d
* —Pa+ 301 [(2 = 1)Sepa+ Rewd
* *
D, 4= :
* *
* *
i * *
Al,v,dF_T e AT,U,dF_T 0 By ]
0 0 -F'cl,, o0
~S1va—Rivag O 0 ~F1CT,, 0
: - ; | ()
* * _gr,v,d — RT,’U,d —Fﬁlézv d 0
* * * —6’Iq7 7 —-D,,
* * * * —uly |

Fazendo F~' = F, usando (5.26), (4.27), definindo B, e D, como em (4.17), KF" = Z ¢
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K.FT = Z., 7N condicoes LMI para a estabilizacdo e para a sintese de ganhos K e K, do
sistema (5.21), sujeito a lei de controle (5.23), sdo apresentadas no teorema que segue

Teorema 5.1 Se existirem as matrizes F € R™", Z ¢ R”™, Z, € RP*™, 0 < I5v7d = ﬁZd €
R™", 0 < Sevg =S50, € R, 0< Repg= R, ;€ RV e os escalares 0 < 6 <1 ey > 0,

c,v
tais que,

- ) i i ) ] ) BU - i
Pv,d + ZZ:I C2Sc,v,d - F—-FT A07v7dFT + (—)Z — Z CzSCMd
r
~ c=1 B
* - U7d + ZZ:l[(C2 - ]‘)SCﬂ),d + RC,’U,d]
@v,d - * *
* *
* *
* *
. ~ B, a'Z . ~ B, o"Z+ Z.
Al,v,dFT + 52,3(—)(—1) T AT,v,dFT + 52,T+2(—)(7T)
- r T - T r
N Sl,v,d~ e ST,U,d
_Sl,v,d - Rl,v,d e 0
* * - ~7',1),0l - RT,U,d
* * *
* * *
0 Bev 1
~FCE, ,— Z'Df 0
CKIZT + ZT
FCl,v,d - b273( rl . )D;]; 0
: <0, (5.46)
~ . gl 4 7T
SFCT, by a5 DT 0
'Yy TT
_QIQ _Dev
x —pI

em que d e ¢ € I[1,7], v € Z[1,N], seja verificado, sendo as matrizes A4, Cera, ¢ € Z[0,7],
dadas em Fato 1, entdo o sistema (5.24) sujeito a lei de controle (4.20) é Schur-estavel, o que
implica no sistema (5.21), sujeito a lei de controle (4.9), D(«,r)-estavel com custo garantido Ho
dado por v = /i e ganhos robustos de realimentagao dos estados:

K=ZFT ¢ K,=ZFT (5.47)

Prova: Similarmente aos passos da Prova do Teorema 4.1 ocorrem os passos da corrente Prova.
Portanto, se (5.46) é verificada com ]5U7d, Rc,v,d > O,SCMd > 0, comdec € I[l,7], v €
Z[1, N], entdo F é ndo singular. Definindo Z = KFT, Z, = K,FT, usando (4.27), (5.26) e
F = F~1, recupera-se (5.45). Definindo Z5v7d = F'P, F T, RC,U,d = F 'R, aF T, S’C,U,d =
F1Se a7, =01, = G Y(1,+G+GT)G™T conforme (3.94)-(3.95), obtém-se (5.44). Aplicando
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a transformacao de congruéncia [[®,4]]", com &, 4 dada em (5.44) e [] = bloco-diag{I, o ®
F,Gyxq. 14} e de acordo com o desenvolvimento (5.40)-(5.43), a verificacao de (5.44) assegura a
verificacao de (5.4). Portanto, o sistema descrito por (5.25) é Schur-estével com custo garantido
Ho dado por /i Além disso, pelas transformacoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (5.25) é Schur-
estavel, entdo (5.21), sujeito a lei de controle (4.9), é D(«,r)-estavel com o mesmo custo garantido
Hoo. .

A partir do Teorema 5.1, podemos estimar a norma H., pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao

min p
Hoo:§ Poa=Ply>0,Repa=R.,;>0,84,a=50,,>00<60<1, tal que:  (5.48)

Oy <0 (0,4 dada em (5.46)).

Exemplo 5.1 Considere o sistema (5.21) comd € Z[1, 7], T = 3 e parametros incertos afetando
todas as matrizes dinamicas da sequinte forma

T R RO S (5.9
B(o) = B.(0) = { 0T6+_"U } , Clp)=[0+p 1], Co(n)=[05—-n 0], (5.50)
D(o)=[01-0], Dfo)=[02-0 ], (5.51)

em que |p| < 0,1, |n| < 0,05, e |o|] < 0,1. Utilizando o problema de otimiza¢ao (5.48) e
escolhendo a = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os sequintes resultados para a D(«,r)-estabilidade do

sistema:

K=1[01976 —1,2630 0 0 0 0 —0,0378 —0,0070 ]

e custo garantido Ho = 2,6293.

Na Figura 5.1 sao mostrados as nuvens de autovalores do sistema incerto discreto no tempo
com atraso incerto no vetor de estados (5.21) em malha fechada através da lei de controle (4.9),
para cada valor do atraso. Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao
localizada no interior da regiao D(0,1;0,8).

Utilizou-se um algoritmo de bissecgdo junto com (5.46) para determinar o menor valor do
raio r para cada posi¢ao do centro «, tal que o Teorema 5.1 seja factivel. Veja a Figura 5.2
e observe que a faixa de variagao do parametro o foi —0,15 < a < 0,2. E que o menor valor
de r = 0,6714 foi obtido para o = 0,05. Também através do algoritmo de bissecgao e (5.48),
mantendo fixo o parametro a e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1, avaliou-se o valor do custo
Hoo tal que o Teorema 5.1 seja factivel. O wvalor de o também foi varrido dentro do intervalo
0 <a<05. A Figura 5.3 mostra as superficies geradas com tais dados. As condicoes foram
infactivers fora desses intervalos.

5.3 Sistema incerto e atraso conhecido

Considere o mesmo caso particular apresentado na Secao 4.2, no qual o atraso é conhecido e
invariante no tempo, ou seja, d = 7, definindo um sistema incerto discreto no tempo com atraso
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Im{z} -1 -1

R{z}

Figura 5.1: Nuvens de autovalores do sistema (5.21) em malha fechada através da lei de controle
(4.9), para cada valor do atraso.

conhecido no vetor de estados (por comodidade algumas equagoes da Secao 4.2 serdo repetidas
nesta secao)

T(8) { Tpp1 = A(B)xr + Ao(B)rh—r + B(B)up + Be(B)wy (5.52)

2 = C(B)ar + Co(B)rr—r + D(B)ur + De(B)wy,

em que r, € R", up € RP e wy, € R’ sao os vetores dos estados, das entradas de controle
e das entradas exdégenas, respectivamente, k& € IN é a amostragem, 7 é o atraso conhecido.
As matrizes A(B) e Ag(B) € R™™, B(B) € R™P, B,(8) € R™, C(B) e Cy(B) € RI*™,
D(B) € RT”?, D.(B) € R™** representam a dinamica do sistema (5.52) pertencente ao politopo
A, dado em (4.2) de todas as matrizes obtidas pela combinagao convexa de seus N vértices,
definido pelo conjunto 2, dado em (4.3). Os vértices sao conhecidos e dados por T, em (4.4).
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Figura 5.2: Valores minimos de raio em funcdo do parametro « a partir de (5.46).

Figura 5.3: Superficie custo garantido H., em funcao de a e r a partir de (5.48).

As mesmas operagoes da Secao 4.2 serao realizadas para obtencao do sistema incerto au-
mentado livre de atraso,

j'k:—f—l - Avfk + Bvuk + Eevwk

TU 2L = Cv.’f]g + Dvuk + Devwk (553)
e para obtencao do sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados,
Tpy1 = Z;:vo Am,vi'kfm ‘i: Bvuk _': Bevwk (5 54)
Zp = Z:n:O Cm,vj'kfm + Dyuy + Devwka .
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o qual submetido a lei de controle (4.20) resulta no sistema em malha fechada discreto no tempo
com multiplos atrasos no vetor de estados,

. j:k:—f—l = ;:0 Am,vj:k—m + Bevwk
T, : . —m=l - 5.95
{ 2k = Zm:O Cm,vxk—m + Devwka ( )
Ccom . . ..
myu — ‘Am + Bva
Cm,v = vm,v + Dvaa (556)
em € Z[0,7].

Em seguida, realizando os mesmos desenvolvimentos da Secao 5.2, porém para o sistema
dado em (5.52), N condi¢oes LMI para a estabilizacao e para a sintese de ganhos K e K, do
sistema (5.52), sujeito a lei de controle (5.23), sdo apresentadas no corolario que segue

Corolério 5.1 Se ezistirem as matrizes ' € R™", Z ¢ RP*", Z, ¢ RP*", 0 < P, = PT ¢
R™™ 0< S, = ng e R"", 0< R, = Rgv € R™" e os escalares 0 < 0 <1 e pu >0, tais
que,

2

~ 5 B _ 3 5 BU i
PU+ZZ:1 CzSc,v _F_FT A()’UFT—f—(—)Z_ 02 .
T
~ c=1 _
* —Py+ 2, (= 1)Sep + Ry
@v = o *
x *
x *
x *
By alZ “ =7 Bv aTZ + ZT
Al UF - b%’B(T)(T) ATWF + b2,7’+2~(7)( rT )
Sl,v ) ST,U
_Sl v Rl,v 0
* x _S’T,U - R’rﬂ)
* * %
* * %
0 Bey ]
~FC{, = 27D} 0
~ o &1ZT + ZZ“
—FC’EU - 52,3(T)DZ 0
: <0, (5.57)
~ . TZT ZT
_Fczv - 62,T+2(u)DUT 0
b /r"T
_QIq _Dev
* —pl; |

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 5.1 se aplicam para o Corolario 5.1, desta vez
fixando-se d = 7. Portanto, pelas transformagoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (5.55) é Schur-estével,
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entdo (5.52), sujeito a lei de controle (4.9), é D(a,r)-estavel com o mesmo custo garantido He.
]

A partir do Corolario 5.1, podemos estimar a norma H, pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao

min p
Heo:{ P,=PT'>0,5.,=57 >0 0<0<1, tal que: (5.58)
0, <0 (6, dada em (5.57)).

Exemplo 5.2 Considere o sistema (5.52) com T = 3, e matrizes dinamicas incertas dadas em
(5.49)-(5.51). Utilizando o problema de otimizacdo (5.58) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8,
obteve-se os sequintes resultados para a D(«,r)-estabilidade do sistema:

K':[O,1229 -1,0448 0 0 0 0O —0,0972 —0,0443]

e custo garantido Ho = 2,1137.

Na Figura 5.4 sao mostrados os autovalores do sistema incerto discreto no tempo com atraso
conhecido no vetor de estados (5.52) em malha fechada através da lei de controle (4.9). Como era
de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados no interior da regiao D(0,1;0,78)
para cada vértice do politopo de incertezas. Na Figura 5.5 € apresentada a nuvem de autovalores
do sistema em malha fechada. Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (5.57) para
determinar o menor valor do raio r para cada posicao do centro «, tal que o Coroldrio 5.1 seja
factivel. Veja a Figura 5.6 e observe que a faiza de varia¢ao do parametro o foi —0,15 < o < 0,2.
E que o menor valor de r = 0,6468 foi obtido para o = 0,05. Também através do algoritmo
de bissecgao e (5.58), mantendo fixo o parametro « e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1,
avaliou-se o valor do custo Heo tal que o Coroldrio 5.1 seja factivel. O wvalor de o também foi
varrido dentro do intervalo 0 < o < 0,5. A Figura 5.7 mostra as superficies geradas com tais
dados. As condigoes foram infactiveis fora desses intervalos.

5.4 Sistema precisamente conhecido e atraso incerto

Considere o mesmo caso particular apresentado na Secao 4.3, no qual o sistema é preci-
samente conhecido e o atraso é incerto e invariante no tempo, ou seja, = [ | e d € Z[1,7],
definindo um sistema precisamente conhecido discreto no tempo com atraso incerto no vetor de
estados (por comodidade algumas equagoes da Segao 4.3 serao repetidas nesta se¢ao)

T, { Tppr = Axp + Agrp_g + Buy + Bowy,

5.59
2z = Cxp+ Corp—q + Dup + Dowy, (5:59)

em que r € R", up € RP e wy, € R? sdo os vetores dos estados, das entradas de controle e das
entradas exdgenas, respectivamente, k € IN é a amostragem, d € Z[1,7] é o atraso que pode
assumir qualquer valor dentro do intervalo. As matrizes A e Ay € R™", B € R"?, B, € R™,
CeCye R Dec R, D, € R representam a dinamica do sistema (5.59).

As mesmas operacgoes da Secao 4.3 serao realizadas para obtencao do sistema incerto au-
mentado livre de atraso,

(5.60)

T, - Tkr1 = fidﬂ_ﬁk + Euk + Eewk
a Zr = CyZy + Duy + Dowy,
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Im{z} R{z}

Figura 5.4: Autovalores do sistema (5.52) em malha fechada através da lei de controle (4.9),
para cada vértice do politopo de incertezas

i i i j
0.2 0.4 0.6 0.8 1

i i i
-1 -08 -06 -04 -02

IREZ}

Figura 5.5: Nuvem de autovalores do sistema (5.52) em malha fechada através da lei de controle

(3.7).

e para obtencao do sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados,

{ Tpy1 =D, A aZp—m + Buy, + Bowy

A _ 5.61
2k = Zm:o Con,dTi—m + Duy + Dowy,. ( )
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Figura 5.6: Valores minimos de raio em funcdo do parametro « a partir de (5.57).
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Figura 5.7: Superficie custo garantido H, em funcao de a e r a partir de (5.58).

o qual submetido a lei de controle (4.20) resulta no sistema em malha fechada discreto no tempo
com multiplos atrasos no vetor de estados,

v Tri1 = Domeo Amadh—m + Bewy,
Y, £=m=0 =71, - 5.62
a { Zy = Zmzo Cm,dxkfm + Dewk7 ( )
(6[0) 011 . . oo
m,d — ‘im,d + BKm
Cmd = vm,d + Df(ma (563)

em € Z[0,7].
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Em seguida, realizando os mesmos desenvolvimentos da Secao 5.2, porém para o sistema
dado em (5.59), 7 condigoes LMI para a estabilizacao e para a sintese de ganhos K e K, do
sistema (5.59), sujeito a lei de controle (5.23), sdo apresentadas no coroldrio que segue

Corolario 5.2 Se ezistirem as matrizes F € R™", Z € RP”™, Z, ¢ R”", 0 < Py = Pl ¢
R™™, 0< Seq= ngd ER", 0< R.q = RZ:d € R™" e os escalares 0 < 0 <1 e p >0, tais
que,

2 G > - L= B T -
Pat 320 Sea— F' = I AO,dFT+(_)Z_ZC2Sc,d
r
~ c=1 5
* —Py+ 30 [(® = 1)Sea+ Red]
O4 = * *
x *
x *
* *
Iy oF B2 w B a"Z+ 2
A1,dFT—f-b2,3(_)(—1) Ar,dFT-I-bg,TH(—)(iT)
~ T T S r
~ Sl,d ~ Ce Sfr,d
_SLd - Rl,d o .. 0
* x _‘§T,d - R77d
* % N
* % N
0 B, |
~FC§y—Z"D" 0
~ 1ZT ZT
_Fcle—bQ;,’(C( 1+ T)DT 0
’ r
: <0, (5.64)
TZT ZT
_FC;‘Cd—bQ;rJrz(a j_ DT 0
—01, —D,
* —pl

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 5.1 se aplicam para o Corolario 5.2, desta vez
considerando-se todas as matrizes precisamente conhecidas, ou seja, independentes do parametro
v, que representa o vértice do politopo de incertezas. Portanto, pelas transformagoes (4.15)-
(4.21) e (2.8), se (5.62) é Schur-estével, entao (5.59) é D(a,r)-estavel com o mesmo custo
garantido H. .

A partir do Corolario 5.2, podemos estimar a norma H, pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao

min f
Hoo:§ Pa=P] >0,5.,4=25.,>0,0<6<1, tal que: (5.65)
©4 < 0 (©4 dada em (5.64)).
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Exemplo 5.3 Considere o sistema (5.59) com d € Z[1, 7|, T = 3 e matrizes dinamicas

0,1 1 101 0 I |
A‘{o,% 0,8}’149—{0 0,1}’8—86_{0,6}’ (5.66)
C=[01], Co=[05 0], D=[01], D.=]02] (5.67)
Utilizando o problema de otimizacdo (5.65) e escolhendo o« = 0,1 e r = 0,8, obteve-se os

sequintes resultados para a D(a,r)-estabilidade do sistema:
K=1[01710 —1,2664 0 0 0 0 —0,0378 —0,0096 |

e custo garantido Ho, = 1,8866.

Na Figura 5.8 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto no
tempo com atraso incerto no vetor de estados (5.59) em malha fechada através da lei de controle
(4.9). Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados no interior
da regiao D(0,1;0,8), para cada valor do atraso. Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto
com (5.64) para determinar o menor valor do raio r para cada posicio do centroa, tal que o
Coroldrio 5.2 seja factivel. Veja a Figura 5.9 e observe que a faixa de variagcao do parametro
a foi —0,2 < a <0,2. E que o menor valor de r = 0,572 foi obtido para o = 0,05. Também
através do algoritmo de bissec¢ao e (5.65), mantendo fixo o parametro a e varrendo o intervalo
1—a>r>0,1, avaliou-se o valor do custo He tal que o Coroldrio 5.2 seja factivel. O valor
de a também foi varrido dentro do intervalo 0 < o < 0,5. A Figura 5.10 mostra as superficies
geradas com tais dados. As condigoes foram infactiveis fora desses intervalos.

5.5 Sistema e atraso precisamente conhecidos

Considere o mesmo caso particular apresentado na Secao 4.4, no qual tanto o sistema quanto
o seu atraso sao precisamente conhecidos e invariante no tempo, ou seja, § = [] e d = 7, definindo
um sistema precisamente conhecido discreto no tempo com atraso conhecido no vetor de estados
(por comodidade algumas equagoes da Segao 4.4 serao repetidas nesta segao)

T { Tpp1 = Axp+ Apri—r + Buy + Bowy, (5.68)

z = Cuxp+ Coxp_r + Duyp + Dowy,

em que zx € R", u, € R? e w;, € R’ sdo os vetores dos estados, das entradas de controle e
das entradas exogenas, respectivamente, £ € IN é a amostragem, d = 7 ¢ o atraso conhecido.
As matrizes A e Ay € R™", B € R, B, € R™, C e Cy € R, D € R”?, D, € R™
representam a dinamica do sistema (5.68).

As mesmas operagoes da Secao 4.4 serao realizadas para obtengao do sistema aumentado
livre de atraso,

. ) T = fi{fk + Euk + l?ewk

T { Zk = C.’Z’k + Duk -+ Dewk (569)
e para obtencao do sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados,

Tpt1 = Z;:Q Apdp—m + Buy, + Bowy, (5.70)

Ze =0 CnThem + Duy + Dowy. .
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Figura 5.8: Autovalores do sistema (5.59) em malha fechada através da lei de controle (4.9),
para cada valor do atraso
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Figura 5.9: Valores minimos de raio em fungao do parametro « a partir de (5.64).

o qual submetido a lei de controle (4.20) resulta no sistema em malha fechada discreto no tempo
com multiplos atrasos no vetor de estados,

Y : { Tpp1 = Z:n%() Amjjkfm + Bewk (571)

- T -~ ;-
Rk = Zm:(] mek*m + Dewk7
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Figura 5.10: Superficie custo garantido H., em funcdo de « e r a partir de (5.65).

com

(5.72)

em € Z[0,7].

Em seguida, realizando os mesmos desenvolvimentos da Secao 5.2, porém para o sistema
dado em (5.68), uma condigao LMI para a estabilizagao e para a sintese de ganhos K e K, do
sistema (5.68), sujeito a lei de controle (5.23), é apresentada no coroldrio que segue

Corolario 5.3 Se ezistirem as matrizes F € R™™", Z ¢ RP*", Z, ¢ R"™", 0 < P = PT ¢
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R 0< S, =57 ¢ R™™", 0 <R, =R € R™™ ¢ 0s escalares 0 < 0 <1 e p > 0, tais que,

P4+Y7 A8 —F—FT  AFT + (=) Z 25,
* B+ — 1S+ R
6= ; ;
* *
* *
* *
B o'Z L~ B o Z+Z
A FT +b ——) o A gFT by (=) (———
+ 23(7")( = ) al™ + by +2~(7“)( = )
S S
—Sl R1 0
* * ~-S, — R,
* * *
* * *
0 B. ]
~FCT — z"DT 0
. 1zT ZT
CRCT — by (P2 pT
T
: <0, (5.73)
.. TZT ZT
—FCT — bQJH(u)DT 0
TT
—01, -D,
* —,U,Il ]

Prova: Os mesmos passos da Prova do Teorema 5.1 se aplicam para o Corolario 5.3, desta vez
considerando-se todas as matrizes precisamente conhecidas, ou seja, independentes do parametro

v, que representa o vértice do politopo de incertezas e fixando-se d = 7. Portanto, pelas
transformagoes (4.15)-(4.21) e (2.8), se (5.71) é Schur-estavel, entao (5.68), sujeito a lei de
controle (4.9), é D(a,r)-estavel com o mesmo custo garantido H.. .

A partir do Corolario 5.3, podemos estimar a norma H, pelo seguinte procedimento convexo
de otimizacao
min g
Heoo : P:PT>O,§C:§CT>0,O<0§1, tal que: (5.74)
© < 0 (O dada em (5.73)).

Exemplo 5.4 Considere o sistema (5.68) com T = 3 e matrizes dinamicas dadas em (5.66)-
(5.67). Utilizando o problema de otimizacdo (5.74) e escolhendo o = 0,1 e r = 0,8, obteve-se
0s sequintes resultados para a D(«,r)-estabilidade do sistema:

K=1[01424 —1,1111 0 0 0 0 —0,0938 —0,0552 ]

e custo garantido Ho, = 1,6939.
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Na Figura 5.11 sao mostrados os autovalores do sistema precisamente conhecido discreto
no tempo com atraso conhecido no vetor de estados (5.68) em malha fechada através da lei
de controle (4.9). Como era de se esperar, observe que todos os autovalores estao localizados
no interior da regigo D(0,1;0,8). Utilizou-se um algoritmo de bissec¢ao junto com (5.73) para
determinar o menor valor do raio r para cada posi¢cao do centro «, tal que o Coroldrio 5.3 seja
factivel. Veja a Figura 5.12 e observe que a faiza de variagao do parametro o foi —0,25 < o <
0,2. E que o menor valor de r = 0,5682 foi obtido para o = 0. Também através do algoritmo
de bissecgao e (5.74), mantendo fixo o parametro « e varrendo o intervalo 1 —a > r > 0,1,
avaliou-se o valor do custo Heo tal que o Coroldrio 5.3 seja factivel. O wvalor de o também foi
varrido dentro do intervalo 0 < o < 0,5. A Figura 5.18 mostra as superficies geradas com tais
dados. As condigoes foram infactiveis fora desses intervalos.

Eixo Imaginario

Eixo Real

Figura 5.11: Autovalores do sistema (5.68) em malha fechada através da lei de controle (4.9)
para cada valor do atraso

Exemplo 5.5 Adicionalmente ao FExemplo 4.6, sao apresentados os resultados utilizando-se
0s problemas de otimizacdo (5.74) e (5.58) para resolver as condigoes (5.73) para o caso de
sistemas precisamente conhecidos e (5.57) para o caso de sistemas incertos respectivamente.
Os resultados para a D(a,r)-estabilidade de (4.97) obtidos sao apresentados na Tabela 5.1 para
o caso de sistemas precisamente conhecidos e na Tabela 5.2 para o caso de sistemas incertos.
Observe na Tabela 5.1 que o resultado obtido pela com a condigao (5.73), diferentemente da
condi¢ao (4.94), foi melhor que o da condi¢ao (3.23). Na Tabela 5.2 o resultado obtido pela
condi¢dao (4.58) foi melhor que o da condigao (5.57).
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Figura 5.12: Valores minimos de raio em func¢do do parametro « a partir de (5.73).
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Figura 5.13: Superficie custo garantido H., em funcao de « e r a partir de (5.74).

5.6 Conclusoes

Diferentemente do Capitulo 4, neste capitulo, as condigdes propostas para D(a,r)-estabilidade
com estimacao do custo garantido H., dos sistemas, foram baseadas em uma funcao de L-K
mais completa. O que levou a resultados melhores, menos conservadores do que os apresentados
no Capitulo 4.

A busca de valores de raio minimo (r) para a regiao D(«a,r), em fungdo de valores fixos
de centro («), foi realizada para cada tipo de sistema apresentado. Na Figura 5.14 podemos
observar os resultados e concluir que a medida que a complexidade dos sistemas aumenta, a faixa
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Tabela 5.1: Sistema e atraso precisamente conhecidos

Condigao | Custo Heo (A)
[XS12, (38)] 0,776
(5.73) 1,119
(3.23) 1,121
(4.94) 1,161

Tabela 5.2: Sistema incerto e atraso conhecido

Condigao | Custo Heo ()
(XS12, (38)] 9,566
(3.48) 1,331
(5.57) 1,257
(4.58) 1,195

de variacao dos valores do centro («) e seus respectivos valores de raio minimo (r) diminuem.

Outra avaliacao realizada para cada sistema, foi relativa a variacao do custo H., em funcgao
da variagao da regiao D(a,r). Na Figura 5.15 é mostrado a variagao do custo H., de cada tipo
de sistema, fixando-se o centro em a = 0,1 e diminuindo o raio r a partir de 1 — a = 0,9, até
o menor valor factivel. Observe que o custo aumenta a medida que o raio diminui e & medida
que a complexidade do sistema aumenta.

No Exemplo 5.5, para sistemas precisamente conhecidos, confirmou-se o melhor resultado
obtido com a condigdo proposta em [XS12], conforme podemos ver na Tabela 5.1. Observa-
se também que o resultado obtido através da condi¢ao (5.73) foi ligeiramente melhor do que
com a condigao (4.94). Para o caso de sistemas incertos, confirmou-se também a superioridade
dos resultados obtidos através das condigoes propostas nessa dissertacao. O custo obtido com
a condi¢do propostas em [XS12] foi maior do que o custo obtido com a condi¢ao (5.57), em
torno de 761%. Porém, em comparagao com o resultado obtido através da condi¢ao (4.58), o
custo obtido com a condigao (5.57) foi ligeiramente superior, em torno de 5,2%. Este resultado

demonstra que uma condi¢ao nao esta contida na outra devido a pequena diferenca entre suas
funcoes de L-K.
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Figura 5.14: Comportamento dos raios minimos em relagdo aos valores de a: (—) obtida a partir
de (5.46), (-e-) obtida a partir de (5.57), (- -) obtida a partir de (5.64), (-x-) obtida a partir de
(5.73).

i i i i i
0.9 0.85 0.8 0.75 0.7 0.65

Figura 5.15: Comportamento do custo He em fungao do raio e « fixo em 0,1: () obtida a
partir de (5.46), (-e-) obtida a partir de (5.57), (- -) obtida a partir de (5.64), (-x-) obtida a
partir de (5.73).



92 Capitulo 5. D(a,r)-estabilizagdo com custo garantido H., via nova fun¢ao de LK




Capitulo

Consideracoes Finais

Este trabalho teve como foco o estudo de sistemas lineares invariantes discretos no tempo
com atraso invariante no vetor de estados.

No Capitulo 1 foi realizada a introducao e apresentacao do problema chave deste trabalho.

No Capitulo 2, conceitos e defini¢oes utilizados ao longo do trabalho, foram apresentados.

Nos Capitulos 3, 4, 5, foram propostas condigoes para D(«,r)-estabilidade com estimacao
do custo garantido H, através de realimentacao de estados para os seguintes casos: i) sistemas
precisamente conhecidos com atraso conhecido no vetor de estados; ii) sistemas precisamente
conhecidos com atraso incerto no vetor de estados; iii) sistemas incertos com atraso conhe-
cido no vetor de estados e; iv) sistemas incertos com atraso incerto no vetor de estados, nao
necessariamente nesta ordem. As incertezas foram tratadas no dominio politépico.

No Capitulo 3, a abordagem utilizada para obten¢ao das condi¢oes empregou uma candidata
a funcao de L-K simples independente de parametros e Complemento de Schur nos sistemas
equivalentes aumentados livres de atraso.

No Capitulo 4, para utilizar as condigoes propostas, se faz necessario realizar uma mudanca
de base nos sistemas. Essa mudanca de base é feita através de uma transformacao de simila-
ridade, resultando numa representacao equivalente com multiplos atrasos nos estados. Neste
Capitulo sao apresentadas as regras de formagao para essa matriz de mudanca de base e para
as matrizes do sistema equivalente com multiplos atrasos nos estados, baseadas em [Silll]. A
candidata a funcao de L-K utilizada é dependente de parametros, sendo utilizadas varidveis
extras via Lema de Finsler para obter condicoes convexas de dimensao finita no parametro da
incerteza, as quais sao menos conservadores que outras condi¢coes LMIs encontradas na litera-
tura. A Figura 6.1 mostra a variagdo do custo H., em relagao a regiao D(«,r) para um « = 0,1
e raio diminuindo a partir de (1 — «) até que a regiao D(a,r) ndo seja mais factivel. Na Figura
6.1(a) podemos observar que, para sistemas precisamente conhecidos e atraso conhecido, através
das condigoes propostas no Capitulo 3, obteve-se resultados ligeiramente melhores do que atra-
vés das condicoes propostas no Capitulo 4, sendo que os resultados do Capitulo 4 se mostram
significativamente melhores a medida que se aproxima dos limites de factibilidade da regiao
D(a,r). J& para os demais casos apresentados nas Figuras 6.1(b), 6.1(c), 6.1(d), os resultados
do Capitulo 4 se mostraram menos conservadores.

No Capitulo 5, utilizou-se a mesma abordagem do Capitulo 4, porém através de uma funcao

93



94

de L-K mais completa, para obtengao de resultados menos conservadores. Sendo utilizado além
do Lema de Finsler, a Desigualdade de Jensen, proporcionando resultados menos conservadores,
como podemos ver na Figura 6.1, a qual compara os resultados da variagao do custo H., em
relagao a regiao D(«,r), entre as abordagens dos Capitulos 3, 4, 5.

Como em [Sil11], a regra de formacao da matriz de mudanca de base, Q(«,r,7), foi obtida por
meio de observagoes dos resultados das operagoes de transformagao de similaridade de sistemas
com atrasos de 1 até 10. A partir disso, foi possivel perceber que havia uma regra de formagao
para essa matriz, Q(«,r,7). Contudo, ainda ndo se tem uma prova formal para justificar a
mesma, sendo a investigacao desta prova importante em trabalhos futuros.
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Figura 6.1: Comportamento do custo H, em fungao do raio e @ = 0,1. (a): (-e-) obtida a

a)
; (b): (

partir de (3.25), (—) obtida a partir de (4.96), (-x-) obtida a partir de (5.74) -e-) obtida a
partir de (3.37), () obtida a partir de (4.77), (-x-) obtida a partir de (5.65); (c): (-e-) obtida a
partir de (3.50), (=) obtida a partir de (4.60), (-x-) obtida a partir de (5.58); (d): (-e-) obtida a
partir de (3.66), (—) obtida a partir de (4.40), (-x-) obtida a partir de (5.48).



Apéndice

Ferramentas

A.1 Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs

Com o desenvolvimento de métodos de pontos interiores para problemas de programacao
semidefinida, SDP (do inglés semidefinite programming problem), desigualdades matriciais line-
ares, LMIs (do inglés linear matriz inequalities), tém sido uma ferramenta 1til para resolucao
de problemas de controle. A idéia bésica do método de LMIs é expressar o problema dado
como um SDP. A formulacao de LMIs é relevante por varias razoes. Uma dessas razoes é que
escrevendo um dado problema nessa forma, as solugoes numéricas podem ser encontradas de
forma eficiente [BGFB94]| [GNO00] [PGO7].

Uma desigualdade matricial linear tem a seguinte forma:

m
F(p)=Fo+> piFi>0 (A1)

i
em que p; € R™, parai = 1,...,m, sao variaveis escalares a serem determinadas e F; € R™"*",
para i = 0,1,...,m sao matrizes simétricas precisamente conhecidas. A desigualdade significa

que F(p) é uma matriz definida positiva, ou seja,
2" F(p)z>0,V¥2#0, 7 € R" (A.2)

Isso significa que F(p) é uma fungdo afim dos elementos de p, que representa um vetor p =
[P1,- - - Pl

A equagao (A.1) é uma LMI estrita. No caso em que F(p) é semidefinida positiva, essa
seria uma LMI nao estrita. A LMI estrita é factivel quando existe um vetor p que torna a
desigualdade verdadeira, ou seja, F'(p) uma matriz definida positiva. Uma LMI nao estrita
factivel pode ser reduzida para o caso de uma LMI estrita factivel equivalente. Isso pode ser
feito acrescentando um valor constante a matriz F(p), tornando essa matriz definida positiva,
ou seja, Fi(p) +el >0, e<0.

Uma LMI pode ser reescrita em termos de um conjunto de desigualdades escalares. De forma
mais especifica, considere a LMI (A.1), ela é equivalente a n desigualdades polinomiais. Para
exemplificar, considere as desigualdades, P < 0 e ATPA — P > 0, que sao LMIs, na qual

A:|:a’ b P:|:p1 p2:|
c P2 P3

d
95
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As desigualdades podem ser escritas em termos das incognitas do problema, pq, ps e ps, assim

[pl D2
P2 Pp3

>O<:>10 +01 +OO >0
Oopl 10192 01]93

ATPA_ p— a’pi +2acpy +¢*py abpy + (ad + be)ps + cdps | _
abpy + (ad + be)ps + edps  b*py + 2bdps + dp;

a2 ab N 2ac  bc+ ad N 2 ed
ab 02| PPT | ad+be  2bd | P2 | cd w2

Observe que no exemplo dado a matriz Fy é nula. De acordo com [WB95, pag 951] e [VBO00], as

p3<0

restricoes podem ser colocadas em termos dos menores principais lideres de P e de ATPA — P,
resultando em

b p1>0ap3>0ap1p3_p%>0a

o a’py + 2acps + Pps < 0, b*py + 2bdps + dPps < 0, (a®p1 + 2acps + Aps)(b*pr + 2bdps +
d2p3) — (abpy + (ad + bc)ps + cdpg)2 <0

E importante salientar que, ao se representar uma LMI por um conjunto n de desigualdades
polinomiais ha a possibilidade de alguns desses polindmios serem nao-lineares, como acontece
no exemplo dado acima.

Uma importante propriedade das LMIs ¢ a convexidade, ou seja, o conjunto de solugoes x
que atende a desigualdade é convexo. Em um problema de otimizacao convexa, o minimo local
encontrado ¢ o minimo global. Isso torna a solucao do problema simples do ponto de vista de
otimizagao. Um conjunto C é convexo se Az + (1 — A\)y € C para todo z,y € Ce X € [0,1}.

A.2 Complemento de Schur

Considere a matriz quadrada simétrica X

X = [;T g} (A3)

O complemento de Schur pode ser usado na caracterizacao da positividade de X, com as se-
guintes propriedades:

e X >0scesomentese A>0eC —BTA™'B > 0;
e X >0secesomentese C >0e A— BC BT > 0;
e se A>0,X >0seecsomente se C — BTA™'B > 0;

e se C' >0, X >0seesomente se A— BC~'BT > 0.
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A matriz C — BTA7'B ¢ chamada de complemento de Schur de X em relacdo a A se
det(A) # 0. Se det(C) # 0, A — BC7'BT ¢ o complemento de Schur de X em relacio a
C. Manipulagoes envolvendo o complemento de Schur permitem transformar desigualdades
convexas nao-lineares, que regularmente aparecem em problemas de controle, em LMIs [VB00],
[OP10].

Prova: A partir da transformacao de congruéncia, caso exista A~!, tem-se

A B I 0][A 0 I A'B
X = [BT C] - LBTA—1 I} {o (J—BTA‘lB} {0 I ] (4.4)
~—_—— T
TT

Como T é uma matriz nao singular

A 0

A B

[BT c >0<:>[0 C— BTA-'B >0 (A.5)
Analogamente, se existe C~! existe,

A B I BC'1[A-BC'BT 0 1 0
e P R O | | | PR B Y

e, portanto,

A B A—BC'BT 0

[BT c >0<:>[ 0 c >0 (A.7)

A.3 Lema de Finsler

O Lema de Finsler pode ser usado para expressar condicoes de estabilidade em termos
de desigualdades matriciais equivalentes, introduzindo ou eliminando varidveis [OP10]. Como
esse Lema tem sido utilizado freqiientemente em teoria de controle para eliminar varidveis, ele
também ¢ conhecido como Lema da Eliminagao [BGFB94]. A seguir esta enunciado o Lema.

Sejam ¢ € R™ Q(B) € R™ ", simétrica, e B(5) € R™" [ : Zjvzl B, =1, B; >0,
j=1,...,N, tal que o posto(B(a)) < n. As seguintes afirmativas sdo equivalentes:

1 i) 9T Q(B)p < 0, Vo : B(a)p =0, ¢ # 0.

2. i) B-(8)TQ(B)BL(8) < 0, em que B(5) denota uma base para o espaco nulo de B(3).
3. 4ii) 3u(B) € Ry Q(B) — uB(B)TB(B) < 0.

4. i) 3X(B) € R™™ : Q(B) + X(B)B(B) + B(B) X (8)" < 0.

Prova: A prova do Lema de Finsler é baseada na demonstracao apresentada em [dOS01], para
o caso exato. Verifica-se i)<ii), pois todo x tal que B(f)x = 0 e , consequentemente, i)=>
y"BH(B)TQ(B)B(B)y < 0, para todo y # 0 = B(B)TQ(B)B(B) < 0. Por outro lado,
assumindo que ) é verificada, multiplique o lado esquerdo dessa condigao, a direita por y # 0
e & esquerda por y para obter i).
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Multiplique o lado esquerdo de 4i) ou iv) & direita por B+(3) e a a esquerda por B+(3)T

para obter 77). Assumindo que ii) é verificada, a condicao i) pode ser recuperada como seque:
fatore B(/5) em um produto de matrizes de posto completo, B(3) = By(5)B, (), defina W(B) =
B.(8)T (Br(ﬁ)Br(ﬁ)T)T (Bg(ﬁ)TBg(ﬁ))O'5 e aplique a transformagao de congruéncia

W(B>T T 1
L] (000 = o8B ) e B9

W(B)TQBWB) — u(B)T W(B)TQ(8)B(5)
R B3 p)B-(5)| <0 A8

Como o bloco (2,2) (A.8) ¢ definido negativo (por hipdtese), conclui-se que existe p(3) € RT
suficiente grande tal que a condigdo acima seja verificada. Resta mostrar que #ii)=iv). Para

isso, basta escolher X (8) = —u(B)B(8)T /2. .

A.4 Desigualdade de Jensen

Para qualquer matriz constante 0 < M = MT € R™*", d; € N, dy € N e uma fungao vetorial
f(@) :Zldy,dy + 1, ...,dy] — R™ é verificado

da ds T do
—(dy—dy + 1) Y f(i)'Mf(i) < — (Z f@) M (Z f(i)> (A.9)

i=dq i=dq i=dy

desde que as somas sejam bem definidas.
Prova: A prova que segue foi adaptada de [ZYO08].
Usando o complemento de Schur (A.2) temos:

F@TMfGE) f@)"
{ 1) e } >0 (A.10)

para qualquer i € [dy,d; + 1,...,d5]. Somando a inequagao (A.10) de d; para dy temos:

dao da
SCROTMEG) S )T

i=d1 i i=d1 >0 (A.11)
> f) (dy —dy +1)M™?
i=dq

Aplicando novamente o complemento de Schur em (A.11), recupera-se (A.9). n
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