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Resumo

Neste trabalho, sao propostas condicoes para a sintese de controladores robustos
para a estabilizacao de sistemas lineares discretos no tempo com estados atrasados,
utilizando realimentagcao estatica de saida (SOF, do inglés Static Output Feedback).
Sao investigados os sistemas com atraso invariante e variante no tempo presente nos
estados. As condigoes sao propostas tanto para sistemas livres de incerteza quanto
para sistemas sujeitos a incertezas. Sao propostas condigoes para a estabilizacao
desses sistemas utilizando uma lei de controle que permite realimentar a saida atual
e a saida atrasada quando o valor do atraso esta disponivel em tempo real. As condi-
¢oes sao desenvolvidas utilizando candidatas a funcao de Lyapunov-Krasovskii (L-K)
que, no caso incerto, sao dependentes de parametros. As incertezas sao descritas na
forma politopica e, portanto, os modelos desses sistemas pertencem a politopos cujos
vértices sao conhecidos. A técnica utilizada permite projetar um tnico controlador
valido para todo o dominio de incertezas. As condicoes obtidas sao estendidas para
o projeto de controladores que asseguram um custo garantido H.,. Em todos os
casos, as formulacoes dependem de parametros que, uma vez conhecidos, resultam
em um problema convexo formulado em termos de desigualdades matriciais lineares
(LMIs, do inglés Linear Matriz Inequalities). Por meio de uma busca linear nesses
parametros é possivel encontrar controladores que reduzem ainda mais o custo ga-
rantido H ., reduzindo o conservadorismo das estimativas. Exemplos numéricos sao

utilizados para ilustrar o uso das condicoes desenvolvidas.

Palavras-chave: Sistemas discretos no tempo com atraso nos estados. Realimentacao
estatica de saida. Controle Robusto H,,. Atraso invariante no tempo. Atraso vari-
ante no tempo. Incertezas politopicas. Fungoes de Lyapunov-Krasovskii dependente

de parametros. Otimizagao.
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Abstract

Conditions for the synthesis of robust controllers stabilizing discrete time systems
with delayed states are proposed in this work by using static output feedback (SOF).
The systems with time invariant delay as well as those with time varying delay are
investigated. The proposed stabilizing conditions for both precisely known systems
and uncertain ones. These conditions employ a control law that allows to feedback
the current output and the delayed output whenever the delay value is available
on real time. The conditions are developed by using Lyapunov-Krasovskii function
candidates that are parameter dependents in the uncertain case. The uncertainties
are described in polytopic form, and therefore, belong to a polytope whose vertices
are known. The technique develops allows only one controller that is valid for all un-
certain domains. The conditions obtained are extended to the design of controllers
that ensure H., guaranteed cost. In all cases, the formulations depend on parame-
ters that, once they are known, yield a convex optimization problem formulated in
terms of Linear Matrix Inequalities (LMIs). By means of a linear search on such
a parameters, it is possible to find controllers that reduce the H., guaranteed cost
and the conservatism of the H,, estimates. Numerical examples are provided to

illustrate the usefulness of the proposed approach.

Key-words: Discrete-time systems with delayed states. Static output feedback. Ro-
bust H., Control. Time-invariant delay. Time-varying delay. Polytopic Uncertain-

ties. Parameter-Dependent Lyapunov-Krasovskii Functions. Optimization.
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Notacao

n

Rnxm

S R 2Z

I SRl &l

=2 Mm |

Ql

conjunto dos nimeros naturais

conjunto dos nimeros reais

representa a ordem de sistemas

espaco de vetores com n entradas

espaco das matrizes reais com dimensoes n X m

matriz Identidade de dimensoes adequadas. Se é incluido um sub-indice,

esse representa as dimensoes da matriz

matriz de zeros de dimensoes adequadas. Se é incluido um sub-indice,

esse representa as dimensoes da matriz

transposto de M

inversa de M

representa o numero de vértices de um politopo

representa as incertezas de um sistema

indica que M é simétrica e definida positiva (negativa)

indica que M é simétrica e semidefinida positiva (negativa)
representa z(k), o vetor de estados sistema
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representa elementos ou blocos simétricos em relacao a

diagonal principal em matrizes simétricas

representa um bloco matricial cujo o valor é irrelevante
equivaléncia

pertence a

custo garantido H,, da relacao entre a entrada de pertubacao, wy,
e a saida de ponderacao, z,. Quando apresenta subindice,

indica o valor do atraso para o qual foi calculado

valor singular méaximo
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sup representa o valor supremo de um fungao

|- |l representa a norma euclidiana de um vetor no R"

W 1 = ~2, representa uma mudanca de varidvel

V(zk) representa a funcao de energia do sistema

AV (zy) representa a variacao de V(zy) em relacdo a k ao longo das trajetérias do sistema



Capitulo

Introducao geral

1.1 Introducao

Os sistemas de controle constituem elementos fundamentais para assegurar desempenho e
seguranca em importantes atividades industriais da sociedade. Varias situacoes comuns do dia
a dia dependem de sistemas de controle como por exemplo, processos economicos, sistemas de
transporte, sistemas robdticos, sistemas de manufatura e quaisquer operacoes industriais que
envolvam o controle de temperatura, pressao, nivel, vazao, viscosidade, umidade, entre outras
[Nis12, DB09]. Essas situagoes sao caracterizadas por apresentarem especificagoes e objetivos
diversificados [Ogal0, DB09, AHOl]. No controle do nivel em um tanque, por exemplo, é
desejado que o controlador mantenha o nivel em um valor de operacao pré-estabelecido. Em
situagoes similares a essa, abordagens classicas para o projeto de controladores utilizam métodos
baseados em ferramentas graficas, como os métodos da resposta em frequéncia (diagramas de
Bode, Nyquist e Nichols) e o método do lugar geométrico das raizes possibilitam o projeto
de sistemas estaveis e que satisfazem um conjunto aceitavel de especificagoes de desempenho
[Ogal0, DB09, Gon06, Tak9s, AHO1, BG05].

No entanto, existem situacoes em que o sistema real apresenta mudancas significativas em sua
estrutura ao longo do processo. Eo caso, por exemplo, do controle de temperatura em um reator
usado para a fabricacao de polimeros. Nesse processo, a qualidade e a quantidade do produto
final obtido dependem diretamente do controle eficiente da temperatura [DvHK™05, HKNC13].
Porém, esse processo industrial, assim como outros em geral, estao sujeitos a mudancas provoca-
das por variacao nos parametros, mudancas no ponto operacional, ruidos de sensor, dinamicas
nao modeladas, entre outras. Logo, sempre existem diferencas entre o sistema real e o modelo
utilizado para representa-lo. Essas diferencas ou erros, chamadas de incerteza, precisam ser
consideradas no projeto dos controladores, ja que é preciso garantir o desempenho do sistema
em malha fechada frente a essas variagoes, obtendo-se assim um sistema de controle robusto
[LMP04, ZGD96].



2 Capitulo 1. Introdugao geral

Para tratar a presenca de incertezas, é preciso definir o modelo matematico que represente o
comportamento nominal do sistema e seus desvios, ou seja, as incertezas associadas. Quanto ao
modelo matematico, os sistemas lineares incertos podem ser representados de varias maneiras,
através de modelos linguisticos, gréaficos, estatisticos, baseado na relacao de entrada-saida e por
equacoes em espaco de estados, sendo que as duas tultimas abordagens saos as mais comuns.
[Ama06]. Nos sistemas descritos por funcoes de transferéncia as incertezas aparecem na fun-
¢ao de transferéncia e sao utilizadas técnicas classicas de controle, geralmente no dominio da
frequéncia, para andalise da estabilidade e sintese de controladores, como por exemplo margem
de ganho e fase no critério de Nyquist. Nesse contexto, o problema de analisar a estabilidade
do sistema e projetar um controlador que o mantenha estavel em malha fechada fechada e, ao
mesmo tempo, garanta certo desempenho na presenca de incertezas, tem sido muito estudado,
e muitas solugoes estao disponiveis na literatura, como por exemplo as técnicas de loop shaping
[FHM93] e andlise u [PDB93]. Entretanto, apesar de muito utilizada, a abordagem por fungao
de transferéncia apresenta algumas desvantagens expressivas que limitam sua aplicacao. E o
caso por exemplo, de sistemas de alta complexidade nos quais é necessario uma reducao de
modelo como passo inicial de projeto, o que geralmente implica na negligéncia de dinamicas de
alta frequéncia. Além disso, a abordagem também tem a limitacao de nao poder ser aplicada
a sistemas variantes no tempo [Ama06|, como é o caso de reatores de polimeros, nos quais a
incrustacao de materiais nas paredes do tubo altera o coeficiente de transferéncia térmica entre
casco e tubo, alterando as caracteristicas do processo ao longo do tempo. Outra limitagao im-
portante é que para sistemas multivaridveis, nos quais pretende-se controlar diversas variaveis
simultaneamente, os métodos de margem de ganho e fase utilizados para analise e sintese em
sistemas SISO (do inglés, Single Input — Single Output) nado conduzem a uma indicagao correta
de robustez quando o ganho e a fase do sistema variam simultaneamente [ZGD96]. Diante do
que foi discutido, devido a caracteristicas do processo, ha situacoes em que a andlise e sintese
classica de controladores nao asseguram um bom desempenho. Quanto a forma de descrigao
das incertezas, elas podem ser representadas, por exemplo, como incertezas limitadas em norma,
incertezas lineares fracionais ou incertezas politpicas, dentre outras [ZD98, GPKO05]. A ultima
¢ uma das maneiras mais utilizadas para descrever as variagoes dos parametros. Nessa represen-
tagao, as matrizes do sistema incerto formam uma conjunto poliedral limitado convexo e com
um numero finito de vértices conhecidos. Todo elemento no politopo pode ser obtido por uma
combinacao convexa desses vértices. Nesse caso, a analise da estabilidade e do desempenho do

sistema pode ser verificada utilizando-se somente os vértices do politopo [Gon06, PG07, KKLO7].

Por causa das limitacoes descritas anteriormente, comumente utiliza-se a representacao dos
sistemas por equacoes diferenciais, representadas no espagos de estados. Essa abordagem base-

ada na analise no dominio do tempo, pode ser usada em sistemas nao-lineares, invariantes ou
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variantes no tempo e pode tratar sistemas com multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO,
do inglés Multiple input — Multiple output) [Ogal0].

Dentre as abordagens baseadas em espago de estados, uma solu¢ao comum para o controle de
sistemas ¢ a obten¢ao de uma lei de controle por realimentacao estatica de estados que garanta a
estabilidade em malha fechada do sistema incerto [BPG89]. Porém, essa abordagem é bastante
restritiva do ponto de vista prético, ja que, devido a dificuldades técnicas e/ou econdmicas, o
vetor de estados nem sempre é completamente acessivel. Um exemplo sao sistemas de ordem
elevada, nos quais o grande nimero de varidveis de estados exigem um grande niimero de sen-
sores e atuadores para a implementagao do controlador, o que encarece o projeto [Sou94]. Para
esses problemas, duas solugoes podem ser utilizadas, controlador baseado em observador ou
controlador por realimentagao estatica ou dinamica (DOF, do inglés dynamic output feedback)
de saida [MBBO04]. A primeira tem desvantagens que inviabilizam sua aplica¢ao: o sistema deve
ser observavel e como o observador é baseado no modelo da planta, para um boa estimagao
dos estados, o observador deve ser mais rapido que o sistema em malha fechada para garantir
que o erro de estimacao convirja rapidamente para zero. Porém, isso implica em uma banda de
passagem grande, que transmite ruidos de alta frequéncia oriundos da medigao. Além do mais,
a adicao do observador reduz a margem de estabilidade e eleva a ordem do sistema resultante
[OgalQ]. J& a segunda tem a vantagem de ser simples de implementar, necessitando para isso
apenas medir as variaveis de saida da planta em tempo real. Porém, mesmo com uma quanti-
dade expressiva de trabalhos sobre o assunto e estratégias diferentes para resolve-lo, como, por
exemplo, técnicas de atribuicao de estrutura de autovalores, técnicas baseadas em otimizacao,
propriedades da estrutura do sistema em malha aberta, entre outras [MBB04], a realimentagao
estatica de saida ainda é uma questao aberta na Teoria de Controle devido a dificuldade de
se resolver o problema analiticamente e/ou numericamente. Essa dificuldade é resultado da
natureza nao convexa do problema [SADG97, BB05]. Geralmente, esse problema é descrito
como uma desigualdade matricial bilinear (BMI, do inglés Bilinear Matriz Inequality), que é
uma formulacao nao convexa e tem um algoritmo de solugao NP-hard, o que significa um tempo
computacional necessario para resolver esse tipo de problema que cresce exponencialmente em
funcao do tamanho da entrada de dados. Portanto, problemas de grandes dimensoes podem
nao ter solucao computacional. Maiores detalhes sobre a dificuldade computacional em resolver
o problema SOF podem ser visto em [SADG97].

Outro fator que dificulta o projeto de sintese de controladores por realimentacao estatica de
saida é a imposicao de indices de desempenho em malha fechada, como por exemplo, assegurar

um custo H., entre uma entrada de perturbacao e uma saida de interesse do sistema.

Além disso, sistemas fisicos geralmente apresentam atrasos na entrada ou saida e/ou nos

estados. Como é bem conhecido, o atraso introduz uma defasagem nos sistemas, fazendo com
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que esses sejam de fase nao-minima. Normalmente as consequéncias do atraso sao a perda de
desempenho e até mesmo da estabilidade [NicO1].

Em relagao aos problemas mencionados, a abordagem por realimentacgao estatica de saida é
uma boa alternativa para a sintese de controladores, pois permite que os sistemas controlados
sejam incertos e contenham atrasos, podendo ser facilmente implementada na préatica. Além
do mais, a SOF é um problema fundamental da Teoria de Controle, uma vez que a sintese de
controladores dinamicos pode ser tratada coma a sintese de controladores dinamicos utilizando-

se um sistema aumentado [SADGOI7].

1.1.1 Problema basico
Seja o sistema linear discreto no tempo, livre de atrasos, dado por:

Tp1 = Axy + Byuy,

(1.1)

yr = Cay,

em que k corresponde a k-ésima amostragem, x, = x(k) € R™ é o vetor de estados no instante
k, ux = u(k) € R™ é o sinal de controle e y, = y(k) € R/ é a saida do sistema. Seja a lei de

controle por realimentacao estatica de saida dada por:
up = Ky, (1.2)
O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (1.2) em (1.1), é dado por:
Tpr1 = (A+ B, KC)xy, (1.3)
Formalmente, o problema de realimentacao estatica de saida pode ser estabelecido como:

Problema 1.1 (Problema de estabilizagdo). Determinar uma matriz de ganho K € R™/ tal
que a lei de controle linear (1.2) aplicada em (1.1) resulte em um sistema de malha fechada

(1.3) que seja assintoticamente estdvel.

Utilizando o Segundo Método de Lyapunov (veja no Capitulo 2), o sistema é assintoticamente

estavel se e somente se existir uma matriz simétrica W = P~1 > 0 tal que:

w *

aw + B, xcew w0 (1.4)

em que * representa blocos simétricos em relacao a diagonal principal. Veja que a desigualdade
obtida nao é convexa devido ao termo BKCW que apresenta o produto entre as matrizes
desconhecidas K e W. Na verdade, esse termo representa uma BMI. Portanto, embora a

realimentacao estatica de saida tenha a vantagem de ser facilmente empregada na pratica, ja
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que necessita apenas da medida das variaveis de saida em tempo real do sistema para construir
a lei de controle, o que diminui custos, por exemplo, ela tem a desvantagem de gerar uma
formula¢ado matematica de dificil solugao. Note que se em (1.1) C' = I, (1.2) recupera a lei de

controle por realimentacao de estados. Nesse caso, a desigualdade (1.4) é dada por

w *

AW + B, xw w0 (1.5)

Fazendo a mudanga de varidvel dada por Z = KW, a desigualdade (1.5) torna-se convexa e

pode, portanto ser resolvida por pacotes computacionais especializados em LMIs, e o ganho K
¢ dado por K = ZW 1.

1.1.2 Problemas estudados

Neste trabalho, além da dificuldade de se resolver o problema bésico de realimentacao estatica
de saida, sao explorados outros aspectos de interesse pratico que potencializam a dificuldade
de solugao do problema. O primeiro deles é considerar que o sistema possui atraso em seus
estados. Serd trabalhado dois tipos de atraso, o atraso fixo no tempo, portanto os estados
discretos estao atrasados de d amostragens. Isso significa o sistema real possui atrasos e que
esse ¢ constante em tudo o processo, mesmo que nao seja conhecido. E considerada também uma
situagao mais abrangente, que é atraso variante no tempo, portanto os estados estao atrasados
de d; amostragens, o que significa pensar que o atraso presente no sistema muda a cada instante

durante o processo. Sendo assim, o sistema discreto dado por

Tpy1 = Az + Az, + Bu
(1.6)

yr = Cxy + Cyxy,
em que n = k — d representa um sistema com atraso invariante nos estados e n = k — dj,
um sistema com atraso variante nos estados. Outro aspecto considerado nesse trabalho sera a
presenca de incertezas no sistema, as quais serao assumidas como incertezas politépicas. Isto é,
as matrizes do sistema dependem de forma afim de um vetor de parametros € RY que pertence
a um politopo convexo. Seguindo o que normalmente é feito na area de controle robusto,
inicialmente, trabalharemos apenas com a estabilizacao desses sistemas, ou seja, pretende-se
desenvolver condigoes para o projeto de controladores para sistemas incertos com atraso fixo e
variantes no tempo de forma que o sistema em malha fechada resultante seja assintoticamente

estavel.

Porém, um outro aspecto importante a ser considerado é a imposicao de critérios que avaliem
o desempenho desses sistema. Neste trabalho, usaremos como critério de desempenho a norma
H~, que tem sido utilizada para avaliar a energia da saida do sistema na presenca de entrada

de pertubacoes. Sendo assim, pretende-se desenvolver condigoes para o projeto de controladores
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para sistemas incertos discretos no tempo com atraso fixo ou variante no tempo que garanta

um desempenho especificado.

Varias abordagens presentes na literatura tentam resolver problemas relacionados a realimen-
tacao estatica de saida, semelhantes aos abordados nesse trabalho. A sintese de controladores
para sistemas discretos no tempo livre de atraso foi estudada por exemplo em [CT99]. Nesse tra-
balho as condicoes apresentadas sao apenas suficientes, ja que dependem de uma representagao
particular do espaco de estados utilizado para descrever o sistema e, encontrar essa represen-
tacdo de estados ainda é um problema em aberto. A abordagem é baseada em uma condicao
de igualdade matricial sobre a matriz de Lyapunov e os resultados obtidos também abrangem
sistemas com incertezas e controle H,,. Em [SGCI7] sao utilizadas transformagoes de varidveis
para contornar o problema de nao-convexidade que aparece na sintese de controladores via SOF.
A técnica tem a desvantagem de nao poder ser aplicada a sistemas com incerteza, pois nesse
caso, é impossivel recuperar as matrizes de busca. Outra abordagem é apresentada em [PAO1].
Nesse artigo ¢ estudado a sintese de controladores robustos Hs via realimentagao estatica de
saida para sistemas continuos no tempo utilizando um processo iterativo de dois passos, baseado
na introducao de variaveis de folga e na sintese de um ganho inicial de realimentacao de estados.
Essa mesma abordagem é estudada em [MBBO04]. Nesse artigo é desenvolvida uma formulagao
LMI para sistemas discretos no tempo livre de atrasos e sujeito a incertezas. A formulagao
também é baseada em uma técnica de dois passos e na introducao de variaveis de folga. No
primeiro passo € resolvido um problema de realimentacao de estados. O ganho obtido é usado
como um dos parametros de entrada para o segundo passo, que é a sintese do controladores
via SOF. Uma estratégia similar a apresentada em [MBBO04] foi investigada em [MOP09] para
a sintese de controladores robustos via SOF para sistemas discretos no tempo. Em relagao a
condigao desenvolvida em [MBB04], a técnica tem a vantagem de nao ser necessario que o sis-
tema seja estabilizavel por um controlador de estados robusto. J4, em relacao a outras técnicas
apresentadas na literatura, a técnica tem como vantagem a possibilidade de projetar ganhos
robustos de saida a partir de ganhos de estado dependentes de parametros. Em [HRMP09] é
feita uma extensao da abordagem anterior em que segundo estagio da sintese é projetado um
controlador robusto com custo garantido H, . Outra técnica de dois passos para a sintese de
controladores via SOF com custo garantido é apresentada em [BB05]. Nesse trabalho foi feito
uma extensao para o caso discreto dos resultados apresentados em [PP01]. Em [PP01] a condi-
¢ao ¢ expressa como uma desigualdade matricial que ¢ nao linear nas variaveis desconhecidas e
uma condicao linear é obtida quando é fixada uma estrutura da matriz de Lyapunov. J&, em
[BB05] o problema de nao-convexidade é resolvido sem fixar a estrutura da matriz de Lyapunov.
Para isso, € utilizada a técnica de dois passos, sendo que no primeiro passo € calculada a matriz

de Lyapunov que é utilizada no segundo passo para calcular o ganho SOF. Por meio de uma
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transformacao de similaridade do sistema e uma transformacao de congruéncia na matriz de
Lyapunov, sao obtidas condicoes necessarias e suficientes via LMI. A técnica nao é desenvolvida
para sistemas com incertezas, porém, a extensao é imediata.

Uma abordagem que tem encontrado ressonancia na comunidade de Teoria de Controle é
baseada numa aproximacao interna, considerando apenas um subconjunto das solucoes possiveis,
do dominio de soluges. Nesse contexto encontram-se os trabalhos [KKL07, KS13, EPA14], nos
quais a ideia principal é encontrar uma aproximagao interior convexa dentro do conjunto nao-
convexo de solugoes. [CY14] desenvolveram condigdes para a projeto de controladores SOF com
minimizagao do custo H., para sistemas discretos livres de incertezas. Nesse trabalho condigoes
convexas sao obtidas através da fixacao de variaveis escalares, as quais sao otimizadas por um
processo iterativo que em cada iteragao é resolvido um problema LMI.

Em relacao a estabilizacao de sistemas com atraso nos estados, solugoes podem ser encon-
tradas por exemplo em [GLWWO04, HWLS08] para a sintese do ganho SOF. Em [GLWW04] sao
projetados controladores SOF e DOF para sistemas discretos com atraso variante nos estados.
O procedimento de sintese utiliza uma formulacao nao-convexa resolvida com o auxilio do algo-
ritmo do cone complementar [GOA97]. Esse algoritmo de otimizagao é utilizado em [HWLS0S§]
para a sintese de controladores dinamicos e estaticos via realimentacao de saida, porém, foi
utilizada a técnica da matriz de peso livre para reduzir o conservadorismo da solucao.

A minimizacao do custo garantido é explorada em [SKYK99, GT15]. Em [SKYK99] é
utilizado um sistema auxiliar sem atrasos para a sintese de controladores por realimentacao de
estados com custo H., garantido. O atraso é considerado uma pertubacao limitada em norma
do sistema. Em [GT15] sao propostas condigbes para sintese de controladores dindmicos com
custo garantido para sistemas discretos incertos com atraso variante no vetor de estados. A

técnica é baseada em um procedimento iterativo que a cada passo resolve uma LMI.

1.2 Proposta de trabalho

1.2.1 Objetivos

Neste trabalho ¢ investigada a classe de sistemas lineares incertos discretos no tempo com
atraso no vetor de estados (1.6). O objetivo é desenvolver condigoes na forma de desigualdades
matriciais baseadas nos resultados de [CY14] para o projeto de controladores estabilizantes

robustos e controladores robustos H..

1.2.2 Metodologia

O projeto desenvolvido foi baseado em estudos tedéricos. Primeiramente, foi realizada uma

revisao bibliografica sobre o problema de realimentacao estatica de saida e as abordagens dispo-
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niveis para resolve-lo ja que trata-se, ainda, de um problema aberto. A revisao foi acompanhada
de simulacoes e testes computacionais sobre os métodos estudados, bem como comparagoes e
analise de resultados. Para isso foi necessario o entendimento e utilizacao de ferramentas da
algebra linear como Lema de Finsler, complemento de Schur, bounded real lemma entre outras,
bem como conceitos da Teoria de Controle. Utilizamos as técnicas de controle robusto para
andlise da estabilidade e para a sintese de controladores via LMIs. O trabalho desenvolvido foi
baseado em [CY14]. Apds a revisao bibliogréfica, a fim de testar a potencialidade da técnica
desenvolvida em [CY14], o termo com atraso foi incorporado a equagao dinamica do sistema,
e uma funcdo de Lyapunov-Krasovskii (L-K) simplificada foi utilizada para obter condigoes in-
dependentes do atraso para a sintese de controladores estabilizantes para sistemas com atraso
constante e incerto. Como os resultados apresentados foram satisfatorios, foi desenvolvida uma
nova condicao, utilizando uma L-K mais completa, obtendo-se condicoes dependentes do atraso
para a sintese de controladores para sistemas com atraso variante. Todas as condigoes desenvol-
vidas foram implementadas computacionalmente utilizando-se o software MATLAB®, o parser
YALMIP [Lof04] e o toolbox SeDuMi [Stu99] e testadas em exemplos pertencentes a classe de
problemas estudados. Os resultados obtidos foram avaliados e, sempre que possivel, comparados

a outros disponiveis na literatura.

1.3 Comentarios gerais

Sao supostos que todos sistemas incertos abordados neste trabalho possuem matrizes incertas
que pertencem a politopos convexos com nimero de vértices finitos e conhecidos. Assim, se M ()

€ M entao verifica-se

N
M= {M(e) ER™ " | M(0) = > 0;M;,60 € @}

i=1

em que n; e n. correspondem ao niumero de linhas e nimero de colunas da matriz, respectiva-

mente. E # € © dado por

N
@:{9:2@-:1, 0, >0, iEI[l,N]}

i=1

M ¢é qualquer matriz associada ao modelo do sistema a ser controlado. Os resultados dos
exemplos numéricos apresentados neste trabalho foram obtidos a partir da programacao das
desigualdades matriciais, utilizando-se o software MATLAB®, o parser YALMIP ¢ o toolbox
SeDulMa.
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1.4 Organizacao do documento

Esta dissertacao foi organizada de forma a reproduzir, de certa maneira, o percurso feito no
desenvolvimento do projeto. Sendo assim, este documento encontra-se organizado da seguinte
maneira: No Capitulo 2 sao apresentados as principais ferramentas matematicas utilizadas nesta
dissertacao e os principais conceitos relacionados os problemas abordados, como estabilidade,
controle ‘H.,, sistemas com incertezas e sistemas com atraso nos estados. No Capitulo 3 sao
desenvolvidas condigoes para a estabilizacao de sistemas discretos com atraso invariante no
vetor de estados utilizando uma funcao de Lyapunov-Krasovskii simplificada. Também sao
incluidas condicoes para a estabilizacao robusta, controle H,, e controle H., robusto para a
mesma classe de sistemas. As condigoes propostas sao independentes do atraso. Exemplos
numéricos ilustram a aplicabilidade das condigoes propostas. No Capitulo 4 sao desenvolvidas
condigoes para a estabilizacao e sintese de controladores H,, para sistemas discretos com atraso
variante no vetor de estados utilizando uma funcao de Lyapunov-Krasovskii mais completa.Em
ambos os casos, é abordado o controle robusto. As condigoes desenvolvidas sao dependentes
da faixa de variacao do atraso. Sao utilizados exemplos para mostrar a utilizacao dos métodos
desenvolvidos. No Capitulo 5 sao apresentados comentarios sobre o trabalho desenvolvido bem
como a proposta de continuidade para o mesmo. No Apéndice A sao apresentadas as provas de
algumas ferramentas matemadticas utilizadas no desenvolvimento dos métodos propostos neste

trabalho.
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Capitulo

Preliminares e definicoes

Neste capitulo sao apresentadas as principais ferramentas matematicas utilizadas no desenvol-
vimento das condi¢oes propostas nesse trabalho. A partir dessas ferramentas é possivel contornar
alguns problemas de nao-convexidade que aparecem naturalmente no desenvolvimento de condi-
coes de sintese de controladores via realimentacao estatica de saida. Também é apresentada uma
breve revisao dos principais conceitos da Teoria de Controle explorados nesta dissertagao. Ob-
serve que o escopo desse trabalho sao sistemas discretos e, portanto, as preliminares e defini¢oes

sao apresentadas apenas no dominio discreto.

2.1 Principais ferramentas matematicas

Transformacoes de congruéncia sao ferramentas utilizadas para converter desigualdades ma-
triciais nao convexas em LMIs. A prova da Transformacao de Congruéncia estd no Apeéndice
Al

Lema 2.1 (Transformacao de Congruéncia). Duas matrizes simétricas X,Y € R" sdo congru-
entes se existe uma matriz ndo-singular G € R™" tal que Y = G'XG. Para essas matrizes, se

X eY sao congruentes entao Y > 0 se e somente se X > 0.

Lema 2.2 (Complemento de Schur [BEGFB94]). O conjunto de desigualdades ndo lineares

dadas por
R(x) >0, Q(z)— S(x)R(x)"'S(x)" >0 (2.1)

¢ equivalente a

Qz) S(z)
|:S($)T R(x)] > 0 (2.2)

em que Q(x) = Q(x)T, R(x) = R(x)' e S(x) dependem do parametro afim x. Em outras
palavras, o conjunto de desigualdades nao lineares (2.1) pode ser representado como a LMI

(2.2).

11
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O Complemento de Schur é uma ferramenta matemética que possibilita converter desigual-
dades matriciais nao lineares (convexas) para a forma de LMIs (ou vice-versa). A prova do

Complemento de Schur pode ser encontrada no Apéndice A.2.

Lema 2.3. [ZK88] Para matrizes X, Y e J > 0, com dimensdes apropriadas, € verificado que
XY +Y'XT < XJXT + YT Y. (2.3)

Lema 2.4. /[CY1}] Para matrizes T, P, I, M, com dimensées apropriadas e um escalar 3, se

T *

LM —BL - gL” + 2P | < (24a)

entao, tem-se que
T + MTPM < 0. (2.4b)

Veja a prova desse Lema no Apéndice A.3.

Lema 2.5. [CY1}] Para matrizes V, @ > 0 com dimensoes apropriadas e um escalar o, se
—(V-aQ)Q YV -aQ)" <o, (2.5a)

entao,
VR 'V < —aV — aVT + a?Q. (2.5b)

A prova é mostrada no Apéndice (A.4).

2.2 Desigualdades matriciais lineares

Uma desigualdade matricial linear (LMI) é uma expressao da forma [BEGFB94]:

em que z = (x1,...,Z,) é uma vetor de m numeros reais chamados de varidveis de decisao.
Fy, ..., F,, sdo matrizes simétricas reais, ou seja, F; = Ff € R"™" { = 0...m para algum

n € Z,. A notagao > é utilizada para indicar sinais de matrizes, portanto significa que F'(x) em
(2.6) ¢ definida positiva, ou seja u’ F(z)u > 0 para todo u € R",u # 0. De forma equivalente,

dizemos que todos os autovalores de F'(x) sao positivos.

Definicao 2.1 (Desigualdade Linear Matricial [SW99]). Uma desigualdade linear matricial
(estrita) € uma desigualdade
F(z) > 0. (2.7)

em que F' € uma fungcao em afim em x mapeando uma espaco vetorial de dimensao finita V para

o conunto S* ={M | In > 0 tal que M = MT € R™"}, de matrizes simétricas reais.
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A desigualdade dada em (2.7) pode ser também nao-estrita, isto é F'(z) > 0, o que indica
uma matriz semidefinida positiva, sendo os seus autovalores nao-negativos. De modo semelhante,
para F'(z) < 0 a matriz ¢ definida negativa com autovalores negativos; F(x) < 0 a matriz é
semidefinida negativa sendo os seus autovalores nao-positivos.

A LMI dada em (2.7) é interessante por definir uma restri¢ao convexa em x. Isto é, o conjunto
dado por X := {x € R™| F(x) > 0} é convexo. Essa propriedade é importante porque problemas
de otimizacao envolvendo minimizac¢ao (ou maximizagao) de fungdes convexas possuem apenas
um minimo (ou maximo) global. Esses problemas de otimizagao sao do tipo convexo e incluem
problemas de programacao linear e minimos quadrados. Esses problemas tém uma teoria bem
desenvolvida, aparecem em uma variedade de aplicagoes e podem ser resolvidos numericamente
de forma eficiente [BV04]. Existem dois problemas genéricos relacionados ao estudo de LMIs.
O primeiro é chamado de Problema de Factibilidade e consiste em determinar se, dado um
vetor © € X a desigualdade F(z) > 0 é satisfeita. Se existe x que satisfaga F'(xz) > 0, isto
é x € X, entao o problema é dito factivel, caso contrario, é dito infactivel. O segundo é
o problema de otimizacao e consiste em determinar o valor 6timo para uma fungao objetivo
sujeita a restrigoes LMIs. Esses problemas podem ser resolvidos com eficientes procedimentos
numéricos implementados nos chamados LMIs-solvers. Hoje existe uma grande quantidade de
pacotes computacionais especializados na solucao desse tipo de problema, sao programas de
caracteristicas préprias e de facil utilizagado [PGO07], como por exemplo, o LMILAB [GNLC94],
SeDuMi [Stu99] e SDPT3 [TTTO08]. A grande vantagem da formulagao de problemas em LMIs,
¢ que a solugao sempre pode ser obtida com aceitavel precisao e em tempo polinomial, devida
a existéncia de algoritmos eficientes. Conforme estabelecido em [BEGFB94, pég.12], resolver o

problema significa determinar se o problema ¢é factivel ou nao.

2.3 Estabilidade

A estabilidade é um dos temas mais antigos nas ciéncias béasicas e aplicadas [Bha07]. Ela é
o desempenho minimo de todo sistema de controle. Por essa razao, a analise da estabilidade é
o ponto inicial dos projetos de controle. Antes de definir o conceito de estabilidade, é preciso
definir o conceito de ponto de equilibrio. Para isso, considere o sistema linear discreto no tempo

descrito por

x(k+1) = f(z(k), k), x(ko) = o, (2.8)

em que k é o periodo de amostragem, x(k) € R™ é o vetor de estado e f : R" x R — R™ uma

funcao assumindo valores vetoriais, com componentes

fi(.fll'l,l'z, R ,l‘n,k) R" xR — Rn, 1€ I[l,n]
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Um ponto de equilibrio ou estado de equilibrio é um vetor constante z.4 tal que
Teg = f(Xeq, k)VE.

Portanto, z = ., ¢ uma solugao constante, também denominada de solucao de equilibrio da
equagao a diferencas (2.8). E possivel considerar, sem perda de generalidade, que o ponto de

equilibrio sempre ocorre na origem, através da mudanca de variavel
2 = T — Teq-
Logo, reescrevendo (2.8)
2(k+1) = fze + Teq, k) — Teq = 92, k),

com z =0 e x = .y, temos

f(0,k) =0, Vk.
A partir dessa mudanca, sdo definidos os seguintes conceitos [Bha07]:

Definicao 2.2. Um estado de equilibrio x., € estavel se, para qualquer ko e qualquer ¢ > 0,

existe 6 = 6(ko, €) positivo tal que, se ||zg — Teq|| < §, entdo ||(zo, k) — xeql|| < € para todo k > ky.

Definicao 2.3. Um estado de equilibrio x., € convergente ou atrativo, se, para qualquer ko,

existe 01 = 01 (ko) tal que se ||xg — x4 < 01, entao
kll_)IglofL‘(l'o, k) = x¢q.

Definicao 2.4. Um estado de equilibrio x., € denominado assintoticamente estdvel se for

estavel e atrativo.

Definicao 2.5. Um estado de equilibrio x., € instdvel se existe € > 0 tal que para qualquer

d > 0, existe xg tal que se ||xg — Teq|| < 0, entao ||z, — Teqll > € para algum ky > k.

Essas defini¢oes podem ser interpretadas geometricamente pelas ilustracoes mostradas na
Figura (2.1). Em A, a origem ¢ estavel, em B a origem ¢ assintoticamente estavel e em C,

instavel.

2.3.1 Estabilidade no sentido de Lyapunov
Seja o sistema linear discreto no tempo dado por:
Tl = Al‘k (29)

Uma forma de verificar a estabilidade assintética desse sistema é utilizar o Segundo Método de

Lyapunov enunciado no Teorema a seguir
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(K |
%/ X, &\g X, C&Q%/ X,

Figura 2.1: Tlustragao dos conceitos de estabilidade. Adaptado de [Bha07].

)

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov ). O sistema (2.9) é globalmente assintoticamente estdvel
em torno da origem (ponto de equilibrio do sistema) se existir uma fungdo de valores reais V (zy,),

chamada de func¢ao de Lyapunov, tal que:
i) V(0)=0,Vk >0,
i) V(xr) = 0o quando ||z — oo,
iii) V(xg) >0, Vo # 0, Yk > 0,
i) AV (zg) <0, Vo, #0, Vo, >0, AV(xy) =0 <= 2, =0
em que AV (xy) € a variagao de V(xy) em relagdo a k ao longo das trajetorias do sistema.

O Teorema de Lyapunov associa a estabilidade com a energia do sistema. Logo, um sistema
¢ estavel quando sua energia total decresce ao longo do tempo, até atingir a origem, quando o
sistema tem AV (xy) nula. Isso significa que as varidveis de estado vao convergir para um ponto
de equilibrio. Logo V' (z}) é uma fungao que representa a energia total do sistema. Geralmente, é
muito dificil obter uma expressao analitica para energia do sistema, portanto, é dificil determinar
uma funcao de Lyapunov. Uma escolha possivel de candidata a fungao de Lyapunov é a forma

quadratica dada por:
V(z(k)) = 27 (k)Pz(k) >0, P=P' >0, PcR™ (2.10)

Observe que a escolha de funcao de Lyapunov quadratica atende aos trés primeiros itens do
Teorema de Lyapunov. Impondo-se o ultimo item, ou seja, impondo-se que a diferenga ao longo

das trajetorias de xj; seja negativa, tem-se que

AV(z(k)) =V(x(k+1)) — V(x(k)) <0
(k)T AT PAz(k) — x(k)" Px(k) <0 (2.11)
r(k)'[ATPA - Pla(k) <0

Portanto, para a estabilidade de um sistema autonomo discreto é necessario que

ATPA—-P <0, P>0
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Manipulando as desigualdades acima, podemos escrever P — ATPP~1PA > ( e utilizando o
Complemento de Schur, Lema 2.2, com Q(z) = P, S(x) = ATP e R(z) = P, obtém-se a

condicao LMI dada por
P ATP 0
PA P '

Esse desenvolvimento esta por tras do Teorema a seguir.

Teorema 2.2 (Teorema de Lyapunov - Tempo discreto). O sistema linear discreto no tempo
dado em (2.9) € (globalmente) assintoticamente estdvel se e somente se existe uma matriz simeé-
trica P € R™™ que satisfaz a desigualdade matricial linear de Lyapunov
P ATP 0
PA P '
Portanto, para resolver um problema de analise utilizando o critério de Lyapunov, é preciso
resolver um problema de otimizacao encontrando alguma matriz P = PT > 0 que satisfaca uma

restricao formulada em termos de uma LMI, como indicado pela desigualdade de Lyapunov.

2.3.2 Extensao para sistemas com incertezas politopicas

A partir do critério de estabilidade de Lyapunov por LMIs, é possivel introduzir a ideia de
controle robusto, que é verificar a estabilidade de uma familia de sistemas ou um sistema incerto.

Para discutir essa questao, considere primeiramente as definicoes

Definigao 2.6 (Conjunto Poliedral). Interseccao de um nimero finito de subespacos fechados.

Os conjuntos poliedrais sao convezos e fechados.

Definicao 2.7 (Politopo). E um congunto poliedral limitado. Pode ser visto como uma casca
convezra de um conjunto finito de vértices, em que todo elemento do politopo pode ser gerado

como uma combinacao convexa dos seus vértices.
Como exemplo, considere o sistema dado por (2.9) em que A é dada por:
0 aq
A=
Q9 0
Portanto A é uma matriz incerta, em que os parametros incertos, a; e as, variam entre valores

maximos e minimos. A matriz A pode ser escrita como uma combinacao convexa de 2P vértices,

em que p € a quantidade de entradas incerteza na matriz sistema
A(0) = A0, + Asly + Asbs + Ayl

em que Zle 0; = 1 e 6; > 0. Essa matriz A(f) pertence ao politopo mostrado na Figura

22. Ea propriedade da convexidade que torna possivel formular o problema da estabilidade de
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(—a1,az) (a1, a2)

a1

(—al,—ag) (al’ _a2)

Figura 2.2: Exemplo de politopo com 4 vértices

sistemas incertos verificando a estabilidade de politopos e usando a Teoria de Lyapunov. Isto é,

considere o sistema (2.9) com 4 vértices, com A pertencendo ao politopo P, dado por

P = {A(e) | A(B) = iei/xi,e@- >0, iei = 1} (2.12)

em que N é o nimero de vértices do politopo, N = 2P. O sistema incerto (2.9) é dito quadrati-

camente estavel se existe uma matriz P = PT > 0 tal que
ATPA—-P <0, YVAcP. (2.13)

A definicao de estabilidade quadratica impoe fixar uma tnica matriz de Lyapunov que satisfaz,
de forma simultanea, todos os sistemas descrito pelo politopo, isto é, todas as matrizes A(f) €
P. A formulagao por estabilidade quadrética tem a vantagem de ser necessario verificar a
estabilidade apenas dos N vértices do politopo, porém, tem a desvantagem de levar a resultados

conservadores.

2.4 Controle H

Sistemas de controle frequentemente estao sujeitos a perturbacoes tais como disturbios exter-
nos, modificacao da temperatura ambiente, rajadas de vento ou ruidos de medigao entre outras.
Esses disturbios podem prejudicar o seu desempenho e até mesmo leva-los a instabilidade. Uma
forma de avaliar o efeitos das perturbacoes nos sistemas é através da medida da relacao de
energia entre um sinal de entrada e uma saida do sistema. Assim podemos avaliar se uma va-
ridvel de desempenho (sinal de erro, sinal de controle) se mantém pequena mesmo na presenga
de perturbagoes [Tro00]. Nesta secao utilizaremos a norma H.., que é uma medida de energia,
para formular condi¢oes matematicas relacionadas a andlise de desempenho do sistemas lineares

e sintese de controladores.
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Conforme discutido por [COR] e [TIS07] !, a partir do inicio da década de 1980, foram
realizados diversos trabalhos sobre problemas de otimizacao e viabilidade baseados na norma
H~. Em 1981, a publicagao do artigo de George Zames, Feedback and Optmal Sensitivity: Model
Reference Transformations, Multiplicative, Seminorms, and Approzimate Inverse[Zam81], foi
um marco importante e estabeleceu um novo paradigma na Teoria de Controle de Sistemas. Na
literatura podem ser identificadas duas fases, cada uma concentrada em abordagens distintas
para realizar o Controle H.,. A primeira foi desenvolvida para sistemas lineares invariantes no
tempo, no dominio da frequéncia. Essa abordagem tem dois objetivos: projetar um controlador
que atenue ao maximo os efeitos dos distirbios na saida mesmo na presenca de incertezas. Na
segunda fase destacam-se as técnicas no dominio do tempo, formuladas em termos de equacoes de
estado, possibilitando a generalizacao de sistemas invariantes no tempo para sistemas variantes
no tempo e de sistemas lineares para sistemas nao lineares. Uma referéncia importante para
essa formulacao foi o artigo publicado por John C. Doyle e colaboradores, em 1989, State space
solutions to standard Hy e Hoo control problems, no periddico IEEE Transactions on Automatic
Control [DGKF89]. Projetos de controladores H, tem sido desenvolvidos para resolver os mais
diversos tipos de problema, entre eles, aplicagbes em em automéveis [MS08, LLGS12, HJK14],
avioes [TKLO7, ZQCY13], robética [ZLFW12, GMP15] e sistemas elétricos de poténcia [Soul0,
HZ11, ZH13].

2.4.1 Controle H,, e LMIs

Considere o diagrama de blocos mostrado na Figura 2.3, o qual mostra um sistema linear e

invariante no tempo, livre de atraso. Nesse diagrama sao considerados um sinal de disturbio w

W
istema
u > y

K |

Figura 2.3: Diagrama de blocos para o controle H.,. Adaptado de [TIS07].

que atua diretamente no sistema a ser controlado, um sinal de controle u gerado pelo controlador

K, a saida do sistema y, utilizada para gerar u, e a saida controlada z do sistema. O sistema

LA presente se¢io foi fundamentada principalmente em [COR] e [TIS07].
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pode ser matematicamente descrito por uma equacgao de estados com coeficientes constantes:
Tpr1 = Axy + Byug + Bywy,
G : 2z, = Chay + Dyuy, + Dywy, (2.14)
yr = Comy, + Huwy,
em que x = z(k) € R", up = u(k) € R™ jw, = wp € RY | 2z = 2 € RP ey, = y(k) € R9. As
matrizes A, B,, B, Cy, D,, D, e C5 sao reais e possuem dimensoes apropriadas. O sistema

em malha fechada, considerando uma lei de controle dada por u; = Ky, é dado por:

Tp1 = Azy, + Buy,

_ _ (2.15)
2L = Cl‘k —+ Dwk
em que B B
A=A+ B,KCy, B=DB,+ B,KH, (2.16)
_ _ 2.16
¢=C,+D,KCy, D=D,+ D,KH.
Para o sistema em malha fechada (2.15), a matriz de transferéncia G, é dada por:
Gow=C(zI —A)'B+D (2.17)

Um dos objetivos da malha de controle mostrada na Figura 2.3 é projetar um ganho K que
minimize o efeito de w; em z;. Para isso, definimos o conceito de custo H., que serd importante

para o entendimento do restante desta secao.

Definigcao 2.8 (Norma H., [Tro00]). Seja o sistema (2.15). A norma He do operador en-
trada/saida G, € o valor supremo entre a energia dos sinais de saida e entrada, para todo wy,
de energia limitada

l[wll2

HszHoo = Ssup

(2.18)
lwllzzo |2 ]l2

em que o supremo € calculado para todas as trajetorias nao nulas do sistema com x(0) = 0.

Percebe-se que da definicao que a norma H,., estd relacionada ao maior ganho que pode
existir entre as entradas exdgenas e as saidas do sistema, ao longo de todo o espectro de sinais.
Ou seja, ela quantifica o maior acréscimo de energia que pode ocorrer entre as entradas e saidas
de um determinado sistema [Tro00]. Como o operador G' é uma fungao de transferéncia, entao
a seguinte definicao pode ser empregada.

|Gawlloo = sup  5{Gu(e”7)} (2.19)

[wl2€R

em que 6{G,(e’“T)} é o maximo valor singular de {G.,,(¢/*T)}, dado por

7 (w) = maz/Ni(G o (jw)Gap(jw)H) (2.20)

1€[,b]
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em que M ¢é a matriz transposta conjugada de M, \;(M) é o i-ésimo autovalor de M, w é
a frequéncia angular calculada no intervalo de [0, Tls], T é o periodo de amostragem e G é a
fungdo de transferéncia. Se G, (e*T) é SISO, entdao 6{G.,(?“T)} = |G.(¢’*T)| e a norma
H, corresponde ao valor maximo do moédulo no diagrama de Bode. Para sistemas MIMO, a
norma H., ¢ o0 maximo valor atingido pelo diagrama de valores singulares.

Para facilitar a manipulagao da norma H,, pode-se aplicar a definicao do ganho induzido de
um operador GG para sistemas lineares e invariantes no tempo. O ganho induzido guarda uma
relagao de medida para um operador sistema entre sinais de entrada versus sinais de saida com
propriedades possivelmente diferentes. De fato, o ganho induzido /5 é equivalente a norma H,
de forma que pode-se estabelecer a seguinte relacao, considerando ||G||o < 7, com v € R dado
[PGOT] :

Izkll2 < Allwill2, - Vwr € €2 (2.21)

em (, denota o espaco de sinais quadraticamente somdveis, isto é, >~ wlwy, < co. Essa
descricao permite caracterizar a norma H,, para sistemas precisamente conhecidos e incertos,
nos quais uma descrigao explicita para a matriz de transferéncia nao é obtida, porém, é possivel
definir um limitante v para o ganho induzido ¢5. A consequéncia direta dessa relacao é que
minimizar o limitante  implica em minimizar a relagdo entrada-saida em norma H.,[PGOT7].
Considere que para zi, wy € {o que (2.21) é igual a

o0

o0
T 2 § : T
2l Rk <7 Wy, Wi,
k=0 k=0

ou, definindo-se o indice de desempenho J:
J = szzk 2wl wy] < 0.
k=0

Para adicionar quesitos de estabilidade relativos a dinamica do sistema em malha fechada (2.15),
utiliza-se uma funcdo de Lyapunov dada por (2.10), a partir da qual é assegurada a estabilidade
de (2.18) para wy = 0. Assim, assumindo que (2.15) é estavel e possui condigoes iniciais nulas,
portanto, V(0) = 0 e V(k)|x—0o — € com € — 0 se wy = 0 ou € — € < 00 se wy, é constante.

Desse forma, indice de desempenho J pode ser reescrito acionando-se AV (z(k)) como

J < Z[zgzk — ywiwg + AV (z(k))] (2.22)
k=0
Substituindo z dada em (2.16) em (2.22) e adotando o mesmo procedimento realizado em (2.11),

porém, considerando o sistema dado em (2.15), obtemos

o0 T — _ _ _ _ _ B B
w| [ATPA+C'C—-P  A"PB,+C"D, T
7= ,; { } { BTPA+DIC  BTPB,+ DID, —+*T| |ws|" (2.23)
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Como o lado direito de (2.23) é negativo, temos:

ATPA+CTC—P ATPB,+CTDy | _ (2.24)
BIpPA+DIYC  BLPB,+ DID,—~*T ’ '
para P > 0. Note que a LMI (2.24) pode ser reescrita como:
-P 0 AT - cT _
{ 0 —721] + [Bﬂ Pl A B,]+ lD@TJ I[C D,]<o. (2.25)
Aplicando o Complemento de Schur em (2.25)
—-P % * %
0 — *x x
PA PB, —P x
¢ D, 0 -I

<0. (2.26)

De (2.26) concluimos que |Gy |loo < 7 se e somente se existir P = P? > 0, satisfaz o que equivale
a (2.24). Esse resultado é chamado de Bounded-real lemma. Diante da discussdo apresentada,
podemos definir dois problemas diferentes. O primeiro diz respeito a andlise: determinar, para
uma dada matriz de ganho K, valor do custo garantido H, do sistema (2.15). Para o célculo do
valor exato para a norma H., para sistemas precisamente conhecidos, é necessario encontrar a
solugao para o problema de otimizagao semi-definida associado ao Bounded-real lemma, descrito

abaixo, em que é feita a mudanca de varidvel u = %

min
u,P=PT a
—P % * K
.. —ul  * %
sujeito a K < 0.

PA PB, —P «
¢ D, 0 -I
O valor da norma H, ¢ dada por ||G.,| =7 = /1

O segundo problema diz respeito a sintese: projetar a matriz de ganho K de forma que o
sistema em malha fechada (2.15) seja assintoticamente estavel e satisfaca (2.21). Substituindo

as matrizes de malha fechada pelos valores dados em (2.16), é obtido o problema de otimizagcao.

min
K pu,P=PT a
—P * * K
- 0 —ul
sujeito a H o < 0.

P(A+ B,KC,) P(B,+ B,KH) —P «
Ci+D,KCy, D,+D,KH 0 -I

que resulta no ganho K e |G, || = v = /. Note que os dois problemas de otimizacao apresenta-

dos sao nao-convexos, portanto, sao necessarias manipulagoes matematicas para que seja possivel
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a solucao computacional. Neste trabalho, apenas o problema de sintese é considerado e sao inclui-
das incertezas e atraso no sistema. Na literatura, para sistemas livres de atraso e incertezas, di-
versos trabalhos apresentam solugbes para esses problemas [SGC97, PP01, BB05, LLK06, CY14].
Ao se considerar as incertezas, as formulagoes por LMI tem o beneficio dos resultados poderem
ser estendidos para sistemas incertos, com incertezas descritas por um politopo. Para isso, é
necessario considerar que as matrizes do sistema dinamico pertencem a um politopo convexo
com N vértices, de forma que para cada vértice sera acrescida uma restricdo a ser tratada
pelo problema de otimizagao. Nesse caso, o valor obtido para v nao é, em geral, exato, mas
sim um limitante superior para cada norma H,., calculada para cada um dos infinitos siste-
mas incertos, chamado de custo garantido H.,. Geralmente para o calculo desse limitante sao
utilizadas abordagens baseadas em fungoes de Lyapunov quadriticas (considera uma matriz
P fixa para todo o dominio de incertezas), o que pode levar a resultados mais conservadores
[Bar85, MP96, XLYO01]. Para reduzir esse conservadorismo, neste trabalho sao utilizadas candi-

datas a fungoes de Lyapunov-Krasovskii dependente de parametros.

2.5 Sistemas com atraso nos estados

O atraso! no tempo existe comumente na maioria dos sistemas fisicos, tais como a epi-
demia da AIDS, estabilizagdo do aircraft, sistemas bioldgicos, sistemas de engenharia qui-
mica, sistemas econémicos, mecanicos e elétricos [Che07, SNAT11]. Além disso, o atraso tem
sido considerado como a principal fonte de instabilidade ou mau desempenho desses sistemas
[GLWWO04, LMWTO06]. Portanto, nos tltimos anos ¢ observado um crescente interesse em estu-
dos que envolvam a andlise da estabilidade e sintese de controladores para sistemas com atraso
e muitos resultados tem sido relatados na literatura, veja por [Ric03, NicO1] e referéncias in-
ternas. Geralmente sao identificadas trés fontes causadoras de atraso. Na primeira delas, o
atraso é uma caracteristica inerente ao sistema, aparecendo explicitamente nas equagcoes que
descrevem o comportamento do mesmo. A segunda fonte que causa o atraso é a utilizacao da
realimentacao para controlar uma variavel. Devido ao transporte de informagoes, podem haver
atrasos no envio de informagoes sobre a varidvel medida ao controlador e do sinal de controle do
controlador a entrada do sistema. Por fim, o atraso pode ser intencionalmente introduzido ao
sistema de controle como forma de melhorar o desempenho do sistema, para maiores detalhes
sobre sistemas com atraso e fontes causadoras, veja [SNAT11]. Nos sistemas, o atraso pode
estar presente nos estados, na entrada (aplicacdo do sinal de controle) ou na saida (medigao das
varidveis controladas). Os atrasos podem ser classificados como concentrados, os quais corres-

pondem a atrasos discretos ou como distribuidos, que correspondem a atrasos associados a uma

'Esta segao foi baseada, principalmente, em [GLO07).
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integral distribuida no tempo. No caso de sistemas com atraso discreto, eles ainda podem ser
subdivididos em sistema com atraso simples, nos quais k£ = 1, ou miultiplos, nos quais £ > 1.
No dltimo caso, eles podem ser comensurados, se sao multiplos inteiros de um fator comum, ou
incomensurados, caso contrario. Em muitos sistemas, o atraso pode variar ao longo do tempo.
Para esses casos, para fins de analise da estabilidade, é considerada que a variagao do atraso
ocorre dentro de um intervalo, por exemplo, caso o atraso variante seja descrito pela variavel
dy, entdo dj, € I[d,d], com 0 < d < d, < d < oco. Em que d e d sdo o atraso méaximo e mi-
nimo, respectivamente. O atraso pode também ser invariante no tempo, mas, incertos, ou seja,
assume um valor constante, porém desconhecido, dentro de um certo intervalo. Neste trabalho,
sao investigados os atrasos discretos, invariante e variantes no tempo, presentes nos estados do

sistema.

2.5.1 Estabilidade

As condigoes para a analise da estabilidade de sistemas com atraso podem ser classificadas
basicamente em dois grupos. O primeiro diz respeito a condi¢oes que garantem a estabilidade
dos sistemas nao importando o tamanho dos atrasos. Essas sao chamadas de condicoes inde-
pendentes do atraso. O segundo grupo, considera condi¢oes em que ha uma dependéncia do
tamanho do atraso, e, por isso, sao chamadas de condigoes dependentes do atraso. Geralmente,
a analise da estabilidade pode ser feita utilizando-se duas abordagens diferentes, a abordagem
frequencial, no qual os sistemas sao modelados por fungoes de transferéncia, e a abordagem por
variaveis de estado, nos quais os sistemas sao modelados por equagoes diferenciais. A analise da
estabilidade utilizando modelos por espaco de estados é obtida a partir da aplicacao do segundo
método de Lyapunov, e também pode ser realizada a partir de duas abordagens diferentes. A
primeira ¢ a abordagem de Krasovskii, na qual a evolugao dos estados ¢ analisada sobre um
espaco de fungoes e considera um funcional de Lyapunov. A outra é a abordagem de Razumikin,
pela qual a analise é feita considerando-se a evolugao das trajetérias em um espago Euclidiano.
Neste trabalho, é utilizada a abordagem por espaco de estados, utilizando a abordagem de
Krasovskii. A abordagem de Lyapunov-Krasovskii utiliza uma candidata a funcao de L-K que
depende nao somente dos estados do sistema, mas também de uma termo relacionado ao atraso
e entao, o Teorema 2.1 pode ser utilizado para a anélise da estabilidade. Por exemplo, considere

o sistema linear discreto com atraso nos estados dado por:

Tl = A.’L’k —+ Adxkfd (227)



24 Capitulo 2. Preliminares e defini¢oes

Nesse sistema, o atraso no estado é fixo, porém incerto, isto é d € [1,7],7 < oco. Considere

também a candidata a funcao de Lyapunov-Krasovskii dada por

V(k) = o Pay + > af ,Swp (2.28)

i=1
Note que a escolha dessa funcao ja atende os dois primeiros itens do Teorema de Lyapunov. O
terceiro item é atendido impondo-se que P = PT > 0e S = ST > 0. Aplicando-se o quarto

item e desenvolvendo, temos que:
AV (k) =z} 1 Pryyy + xf [S — Plog — xf_ Sap_, < 0. (2.29)

Substituindo (2.27) em (2.29), o sistema serd assintoticamente estdvel se for verificada a desi-
gualdade matricial linear

ATPA+S—P  ATPA

ATpa,  ATpaA,— 5| <9 (2.30)

independentemente do valor (invariante no tempo) do atraso d. Veja que a escolha da fungao de
Lyapunov-Krasovskii resultou em uma condicao independente do atraso. Na literatura, muitos
dos resultados obtidos sd@o baseados em abordagens independentes do atraso [LTP04], as quais
podem levar a resultados conservadores [LMWTO06]. Em geral, observa-se que condigoes depen-
dentes do atraso geralmente levam a resultados conservadores quando aplicadas a sistemas cuja
a estabilidade independe do valor do atraso. Por outro lado, o inverso também pode ocorrer
[IMLO08]. Especificamente para sistemas discretos com atraso nos estados, uma abordagem possi-
vel para a andlise da estabilidade ¢é utilizar um vetor de estados aumentado, na qual é incluidos
o vetor de estados atrasados do sistema, o qual resulta em um sistema livre de atraso. Para uma
discussao sobre as limitagdes dessa abordagem, veja [Silll, Teil3, HDIO8]. Assim, andlise da
estabilidade pode ser feita por meio de ferramentas cldssicas. Da forma como é construida, essa
abordagem sempre resulta em condigoes dependentes do atraso. Devido a essa possibilidade,
nos tltimos anos, analise do sistemas continuos com atraso nos estados recebeu mais atengao
que a analise de sistemas discretos. Entretanto, a abordagem do sistema aumentado nao pode
ser aplicada a sistemas com incerteza, sistemas com grandes dimensoes ou sistemas variantes
no tempo [MLOS].
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Controle Hoo com atraso invariante no tempo

Neste capitulo sao desenvolvidas condigoes para a sintese de controladores estabilizantes
via realimentacao estatica de saida para sistemas discretos com atraso constante e incerto no
vetor de estados. Inicialmente as condicoes sao desenvolvidas para a classe de sistemas livres de
incertezas, o que equivale a dizer que as matrizes do sistema sao precisamente conhecidas. Em
seguida sao apresentadas condigoes para estabilizacao de sistemas incertos. As incertezas sao
considerada na forma politopica. O problema de minimizagao do custo garantido H., também é
abordado. Para tratar o atraso, uma candidata a fungao de Lyapunov-Krasovskii (dependente de
parametros, no caso incerto) simplificada é utilizada para a obtencao de condig¢oes independentes
do atraso. Portanto, a estabilidade e o desempenho especificado sao assegurados para qualquer

valor finito de atraso. Por meio de exemplos numéricos é mostrada a aplicabilidade da condicao
obtida.

3.1 Estabilizacao

Seja o sistema linear discreto no tempo sujeito a atraso no vetor de estados dado por

Tp1 = Axy, + Agwy + Buuy,
Q: (3.1)

Y = OfL’k + Cdl'n

em que 77 = k—d, portanto, nesse capitulo sao desenvolvidas condigoes para sistemas com atraso
constante no vetor de estados. Nesse sistemas, também tem-se que =, = z(k) € R™ é o vetor de
estados no instante k, x, = x4 = x(k — d) € R™ é o vetor de estados atrasado de d amostras,
ur = u(k) € R™ é o sinal de controle e y, = y(k) € R? é a saida medida. As matrizes A, Ay, By,
C, Cy4, possuem dimensoes apropriadas e, inicialmente, sao supostas precisamente conhecidas.

O atraso, d, é suposto invariante no tempo, porém incerto, e finito dado por
deIll,T], (3.2)

25
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em que 7 € N* é o valor méaximo assumido pelo atraso. Neste capitulo, é suposto que o sistema

() possui condicoes iniciais nulas, ou seja,
r; =0, jeZ0,—7]. (3.3)
Considere a lei de controle por realimentacao estatica de saida dada por
up = Ky, (3.4)

com K € R™*4. O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (3.4) em (3.1), é dado por

Q L1 = Al’k + Adl‘k‘—da (35)
€m que

A=A+ B,KC, Ay=As+ B,KC,. (3.6)

Visando separar a matrizes conhecidas das matrizes de busca, o sistema em malha fechada (3.5)

pode ser reescrito como

Tk—d

= (4 4[]
= [A+ B,KC Ay+ B,KCy [ v } ,

Tk—d

—[A A/ { v } + [B.KC B,KC,] { o } ,
Th—d Tk—d

—[A A [“]+BUK[C O [x’“]

Tk—d Tk—d
= (A+ BKC) Lﬁd} : (3.7)
em que
A=[A A, B=B, K=K, C=[C CJ. (3.8)

Assim, o seguinte problema é tratado nesta secao:

Problema 3.1 (Projeto do controlador). Dado o sistema (3.1) determinar, se possivel, o ganho
K de forma que o sistema (3.5) sujeito a (3.2)-(3.3) seja assintoticamente estdvel, independente

do wvalor do atraso.

Conforme desenvolvimento apresentado, determinar K em (3.4) é equivalente a determinar
K em (3.7).
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3.2 Resultados principais

Nesta secao sao apresentados os principais resultados para a sintese do ganho de realimen-
tacdo estatica de saida de K (ou K) de forma que o sistema em malha fechada (3.5) seja
assintoticamente estavel. O Lema apresentado a seguir é baseado no Segundo Método de Lya-
punov para a analise da estabilidade. Ele sera utilizado para desenvolver condicoes de sintese

para o ganho da lei de controle (3.4).

Lema 3.1. Considere o sistema em malha fechada dado em (3.5). Se existem matrizes 0 <
P=PreR™ 0<S=5"eR™, K € R™4 {qjs que:

<0, (3.9)

CEn o
A+ BKC —-pP1

com

[1]

1= [S o P _OS] : (3.10)

entdo o sistema € assintoticamente estdvel quando realimentado pela lei de controle (3.4) e
K=K.

Prova: Se (3.9) é verificada entao, 0 < S = ST e 0 < P = PT. Logo, uma candidata a fungao

de L-K dada por
d

V(k) = a} Py + Y a}_,Swp (3.11)

=1

é definida para todo z; # 0. Aplicando o complemento de Schur em (3.9) obtém-se
= + (A+ BKC)"P(A+ BKC) < 0. (3.12)

De (3.7) e (3.8) tem-se que
A+BKC=[A A]. (3.13)
Portanto, substituindo-se (3.13) em (3.12) obtém-se
AT s
En + {Aﬂ P[A A4 <0,
- ATPA ATPA <0
“HTATPA, ATPA, ’
{ATPA +S—P  ATPA } 0

ATPA,  ATPA,-S (3.14)
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Para que (3.11), seja uma funcao de L-K é necessario que adicionalmente a sua positividade seja

verificado

AV(k)=V(k+1)—-V(k) <O,
d d
= x;;FHkaH + ng_iHS:pk_Hl — x;;FP:Ek — Z xf_ink_i <0,
i=1 i=1
realizando uma mudanca de varidvel nos primeiros somatérios, com j =7 — 1,

d—1 d
T T T T
AV (k) = P + ZkaSka — a3, Pxy — Z T Sxp—i <0,
=0 i=1
d—1 d

_ T T T T T T
= T Prppr + 3, S + E Ty jOTktj — Tp Pp — T gSTh—a — E T STr—; <0,
=1 i=1

T T T T
= T Prpy + a3, Sop — 23, Py, — 233 Swp_q <0,

= jp Prgy + 2 (S — Play — x_ySwp—a < 0. (3.15)

Substituindo-se a expressao de x4 dada em (3.5) em (3.15) obtém-se

S—P+ ATPA * Ty
[, 7 T F+ A %
AV =l aial |7 rpa, ATPA, - S] [:ckd} <0 (3.16)
Como (3.14) e (3.16) sao iguais, conclui-se a prova. n

Devido ao produto entre a variavel desconhecida K e as matrizes do controlador B e C, a
condigao apresentada em (3.1) ndo é uma LMI, pois nao é possivel linearizar diretamente esse
produto. Diversas abordagens na literatura tentam resolver esse problema, dentre os métodos
presentes, ha abordagens baseadas em restrigoes de igualdade, em transformagoes do espacgo de
estados, em métodos iterativos, dentre outras.

A seguir é apresentada uma nova condigao que desacopla os produtos entre matrizes do
sistema matrizes e matrizes do controlador, presentes em (3.9), os quais nao permitem que o

problema seja resolvido por softwares de otimizagao conhecidos.

Teorema 3.1. Considere o sistema em malha fechada (3.5). Para parametros escalares jn > 0,
a e 8 nao nulos dados, se existem matrizes 0 < P = PT € R™" 0 < S = ST € R,

0<J=J'eR> GeRY™, VcR™4 [UcR™™ eAcR™™ tais que

=11 * * *
GA+BVC oG —aGT +a2P +J * *

F=1 s1ave 0 AU+ UTAT) « | S0 BT
0 0 GB — BU —J

¢ verificada com Zq1 dado em (3.10), entao, o sistema € assintoticamente estdvel com a lei de
controle (3.4) e ganho dados por K = U~V .
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Prova: A prova pode ser adaptada de [CY14, Teorema 1]. Se (3.17) é verificada, entao é
assegurada a regularidade de G devido & positividade de P e J, a # 0 e aG —aGT +a?P+.J < 0.
Além disso, a regularidade de U pode ser verificada do bloco (3,3) de (3.17), —B~ (AU +
UTAT) < 0. Aplicando o complemento de Schur em (3.17), obtém-se

=11 * *
GA+ BVC oG —aGY +a2P+J *
BIAVC 0 —B~Y(AU 4+ UTAT)
0
+1 0 J7'[0 0o (GB-BU)] <0,
(GB — BU)T
=11 * *
GA+ BVC oG —aGT +a?P+J * +
BIAVC 0 —B~YAU 4+ UTAT)
00 0
0 0 0 <0,
0 0 (GB—BU)TJYGB - BU)
=11 * *
GA+ BVC oG —aGT +a?P+J * <0.
BIAVC 0 —BYAU + UTAT) + (GB — BU)TJ Y (GB — BU)
(3.18)
Utilizando o Lema 2.4 com
T = . EnA . *
GA+BVC oG —aG" +a?P+J|’
L =p"1AU,

M=U"'VC[ 0],

pode— Se€ escrever

EH *
{GAjLéVC* (xG—aGTchwZP—l—J} +
[(I)] C'V'uH(GB - BU)'J NGB - BU)UT'VC[I 0] <0. (3.19)
Separando a matriz J, obtém-se
= * o] ,[o]" I
=11 ATy Ty 7—T
[GAJrBV(J aG—aGT%—oﬁP} * M / H * M ¢V

A~ A

x (GB - BU)'J"{(GB - BU)U'VC[I 0] <0. (3.20)
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Por meio do Lema 2.3 pode-se majorar as duas tltimas parcelas da soma de (3.20) e por meio

do Lema 2.5, o termo aG — aGT + o?P pode ser marjorado por —GP~1GT, resultando em

S5 * 0 5 1A
[GA+BV(5 —GPlGT] +2 M (GB—BU)UT'VC[I 0] <0,
Ell * 0 0
[amjévé —GPlGT] +2 [GBUWO—BVC* o] < (3:21)

Substituindo-se K = U~'V em (3.21), tem-se:

Ell * 0 0
[GAJrBVC —GP‘lGT] * [GBK(J—BV(J of <%
Ell *
[GAJrGBKC* —gpgr] <° (3.22)

(I) G*_l e sua transposta, respectivamente, a desigual-
dade (3.9) pode ser obtida. Portanto, pelo Lema 3.1 assegura-se a estabilidade de (3.5), (3.7),

Pré- e pés-multiplicando (3.22) por

completando a prova. "

Note que para a solugao da desigualdade (3.17) é preciso que sejam obtidos valores iniciais
para as varidveis A, a e 3, caso contrario, (3.17) ndo é convexa. Para a escolha de A, é necessario
que a matriz tenha posto completo. Uma escolha possivel ¢ A = BT B, desde que B tenha posto
completo de colunas. Uma alternativa para a escolha desses parametros é gerar matrizes A

aleatdrias (de posto completo) e fazer uma varredura de valores para os escalares « e 3.

3.2.1 Estabilizagao robusta

Nesta secao assumimos que o sistema (3.1) é sujeito a incertezas politépicas, isto é, as

matrizes do sistema dependem de forma afim de um vetor de parametros #, de forma que

Q) { Topr = AO)zy, + Ag(0)x)_g + Bu(0)uy .
Y = C(Q)l‘k + Cd<9>xk7d

As matrizes desse sistema podem ser descritas por um politopo P com vértices conhecidos, dado

por:
N
D {9(9) e ROOx@rim)  0(g) = 36,0, 0 € T}, (3.24)
=1
em que
N
T:{@eRN:Z@:L eizo,z’el[l,N]} (3.25)
=1
‘ A, A
- ) d; BuZ .
Q = {CZ- 50 ] i € I[1,N], (3.26)
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com N representando o nimero de vértices do politopo. Considerando a lei de controle dada

por (3.4) e aplicando essa lei em (3.23), tem-se o sistema em malha fechada dado por:

Q(H) L1 = fl(@)xk -+ /Id(e)l'k,d, (327)

em que A(0) = A(0) + B.(0)KC(6),

A4(0) = Ag(0) + Bu(0)KCy(0).

Neste caso, pode-se estabelecer um resultado semelhante ao proposto no Teorema 3.1 de forma

(3.28)

a assegurar a estabilizacao para todo o dominio de incertezas, # € Y.

Teorema 3.2 (Controle Robusto). Seja o sistema discreto em malha fechada (3.27). Para
pardmetros escalares 1 > 0, o e 3 dados, se existem matrizes 0 < P, = PT € R, 0 < S; =
SFeR™™ 0< J,=J e R, Gy e R, 1 € Z[1,N], V € R™4 U € R™™ ¢ A € R™*™

tais que
Iy <0, 1€I]1,N],

[ <0, i€I[1,N—1], jeIli+1,N] (3.29)
em que
E11, * " .
GZAZ + BZVCZ —OZGZ‘ — OzGZT + 042PZ~ + J; * %
I = ﬁflAVCA’i 0 —BYAU + UTAT) " <0, (3.30)
0 0 G;B; — B;U —J;
Elljj ) . . *
r, = | GiAi+ G+ BYC+ BVC —aGi— oG+ a* (P + Py) + Ji+
? BAV(Ci + Cy) 0
0 0
* *
* *
_2671(AU + UTAT) « < 0, (3.31)
GiB;+G;B; — (B, + B)U —J,— J;
com
= Si—F 0
=1 = { 0 —S} (3.32)
e
- |Si+S8—-P—-PF 0
—=11;; — |: 0 _Sz _ S]:| ’ (333)

entdo, o sistema € robustamente assintoticamente estdvel com a lei de controle (3.4) e ganho
dado por K = U~V . Além disso,

V(k) = 2f P(O)z + Y af .S(0)zr, (3.34)
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com P(0) = sz\il 0, P;, S(0) = 2511 0,S;, 0; € T é uma funcao de L-K dependente de parametros

que assequra a estabilidade robusta do sistema em malha fechada.

Prova: A prova segue passos similares aos da prova do Teorema 3.1 e usa o fato de que os
produtos de matrizes dependentes de forma afim no parametro § — veja (3.24) — podem
ser reescritos como [RP02): T'(0) = SN 620, + S0 ! Z;\f:i-‘,—l 0;0,1';;. Assim, (3.29) assegura
I'(#) < 0, em que I'(#) corresponde a matriz (3.17) com as matrizes P, S, J e G substituidas
por suas versoes dependentes de parametro com estruturas idénticas as das matrizes em (3.26).
.

Note que as condigoes propostas nos Teoremas 3.1 e 3.2 sao do tipo independente do atraso.
Isso é devido a escolha de uma funcao de L-K bastante simplificada. Dessa forma, os resultados
obtidos com esses dois teoremas asseguram a estabilidade para qualquer atraso d € ZI[1, 7],

T < Q.

3.2.2 Exemplos

Nesta secao sao apresentados exemplos para ilustrar a efetividade das condigoes propostas.
Primeiramente sao apresentados exemplos que ilustram a abordagem para o caso precisamente
conhecido, utilizando o Teorema 3.1. Em seguida, sao mostrados exemplos que consideram a es-
tabilizacao robusta de sistemas sujeitos a incertezas nos parametros. Para resolver as condigoes,
foi utilizado o solver SeDuMi e o parser YALMIP.

3.2.2.1 Exemplo 1

Neste exemplo, considere o sistema (3.1) com as matrizes retiradas de [GLWWO04].

a=los T a0k os ] 5=los] e=[o 1] @=]1 1)
Veja pela Figura (3.1) que esse sistema ¢ instavel em malha aberta, para d = 5. Para o projeto
do ganho K que assintoticamente estabilize o sistema primeiramente foi realizada uma busca
das varidaveis A, a e f que gerassem uma solucao factivel. Para isso, foram obtidas matrizes
A aleatorias, utilizando a funcdo randi() garantindo que elas tivessem posto completo. Em
sequéncia, para cada matriz A gerada foi realizada uma varredura para valores de a e €
[—10, 10] que pelo Teorema 3.1 gerassem valores factiveis da desigualdade (3.17). Assim, cada
tripla (A, a, #) faz com que (3.17) seja resolvida como um problema convexo, pois nesse caso
(3.17) é uma LMI. Os testes de factibilidade de 3.1 sao ilustrados na Figura 3.2, em que foi
utilizada a matriz A igual 1, A = 1. Na Figura 3.2b é feita uma varredura semelhante em « e
B, desta vez usando A = 2, a qual é factivel, por exemplo, para a = 1 e § = 5. Nessa Figura,

um valor do eixo z igual a 1 indica que (3.17) é factivel e z = 0 indica que nao foi possivel
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Figura 3.1: Evolucao dos estados para o sistema (3.2.2.1) em malha aberta.

obter uma solugao. Nesse exemplo, nao foi dificil obter matrizes A que encontrem pares («, 3)
que viabilizam solugbes para (3.17). Por exemplo, os valores de A = 3, A = 0.1 e A = 0.01

também geram valores factiveis na faixa de valores considerados. Para esse sistema, utilizando
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(a) Factibilidade em funcdo de a e f- A =1. (b) Factibilidade em funcdo de a e f - A = 2.

Figura 3.2: Factibilidade de (3.17) em funcao de («, ), para duas escolhas de A.

uma matriz A =1, « =3 e =6, o ganho K, dado em (3.4), calculado pelo Teorema 3.1 foi
K =] —-04456 —0.1724 ].

Se usarmos A = 1, « = f = 1, o problema é infactivel. A Figura 3.3 apresenta a evolucao
dos estados do sistema em malha fechada. Assume-se que a condigao inicial é z(k) = [1 Q}T
para k < 0. Na Figura 3.3a o atraso foi escolhido como d = 5. E possivel ver pela figura que o

sistema ¢ assintoticamente estavel quando realimentado utilizado o ganho calculado. A Figura



34 Capitulo 3. Controle H,, com atraso invariante no tempo
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(a) Estados para o sistema em malha fechada (b) Estados para o sistema em malha fechada
no Exemplo (3.2.2.1), para d = 5. no Exemplo (3.2.2.1), para d = 15.

Figura 3.3: Evolucao dos estados - Exemplo 3.2.2.1

3.3b apresenta o mesmo exemplo, s6 que agora considerando que d = 15. Novamente, ¢ possivel
ver que o sistema é assintoticamente estavel para o ganho calculado, independente do valor do

atraso.

3.2.2.2 Exemplo 2

Neste exemplo, considere o sistema (3.1) cujas as matrizes foram retiradas de [CCST05].

23734  1.2855 —0.9864 —0.0734 0.0462 —0.0536
A= 1.2837 3.3126 0.8519 |, A;= | 0.0964 -0.0702 0.0721 |,
| —0.7837 1.4216 2.1370 0.0439  0.0741 —0.0862

[ 1.4331 —0.0635 0.8695
B = 1.0587 —0.7687 1.3319 |, C
| 0.7563 —0.9921 0.8915

—1.6552 —0.8893 1.0342

= | —17015 36654 —1.8568 |0 C4 7O

Note pela Figura (3.4) que para d = 20, em malha aberta, esse sistema é instdvel. Para o
calculo do ganho K foi realizado um procedimento semelhante ao do exemplo anterior. Na
Figura 3.5a sdo mostrados os pares («, ) factiveis marcados com * e os infactiveis com o, A

igual a identidade de ordem 3, A = I3. O mesmo procedimento é repetido e apresentado na

330

Figura 3.5b, para A = Ay = |0 2 0], a qual é factivel, por exemplo, para a« = —1 e § = —10.
2 3 3

Para esse sistema, utilizando uma matriz A = I3 e a = 1, § = 7, o ganho K, dado em (3.4),

calculado pelo Teorema 3.1 foi

0.8351 —0.1734
K = 0.8618 —0.2103
—0.1270  0.2212

A Figura 3.6 apresenta a evolucao dos estados do sistema em malha fechada. Foi assumida como

condigao inicial é z(k) = [-5 —10 S]T para k < 0. Na Figura 3.6a o atraso foi escolhido
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Figura 3.4: Evolugao dos estados para o sistema (3.2.2.1) em malha aberta.
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Figura 3.5: Factibilidade de 3.1 em fungao de « e 8 para duas escolhas de A

comod = 5. E possivel ver pela Figura que o sistema ¢ assintoticamente estavel quando
realimentado utilizado o ganho calculado. Na Figura 3.6b é apresentado o mesmo exemplo,
porém considerando d = 10. E possivel ver pela Figura que o sistema ¢é assintoticamente estével

para o ganho calculado, independente do valor do atraso.

3.2.2.3 Exemplo 3

Neste exemplo, considere novamente sistema (3.23), cujas as matrizes foram retiradas de
[CCST05]. Considere que esse sistema é incerto e pertence a um politopo de 2 vértices. O
primeiro vértice do politopo é formado pelas matrizes dadas no Exemplo 3.2.2.1. O segundo

vértice é obtido quando as matrizes do vértice 1 sao multiplicadas por um fator 0 < f < 1.9.
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(a) Evolugéo dos estados para o sistema em ma- (b) Evolugdo dos estados para o sistema em
lha fechada no Exemplo 1, para d = 5. malha fechada no Exemplo 1, para d = 10.

Figura 3.6: Evolucao dos estados - Exemplo 3.2.2.2

Para esse sistema incerto, utilizando os mesmos parametros A, « e § dados no Exemplo 3.2.2.2

foi possivel calcular o ganho K, utilizando o Teorema 3.2, dado por:

0.6129 —0.1373
K = 0.6998 —0.1457
—0.0491 0.1561

A Figura 3.7 apresenta a evolucao dos estados do sistema em malha fechada para o politopo
de 2 vértices, com 30 sistemas gerados aleatoriamente. Foi assumida a mesma condicao inicial
utilizada no Exemplo 3.2.2.2. Na Figura 3.7a o atraso foi escolhido como d = 5 e na Figura
3.7b, d = 10. E possivel ver pelas Figuras que mesmo que o sistema seja incerto, os estados

ainda convergem para a origem.

Evolugao dos estados
Evolugao dos estados

~10 L L L L L L L L L ~10 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 5 10 15 20 25 30

(a) Evolucéo dos estados para o sistema em ma- (b) Evolucdo dos estados para o sistema em
lha fechada no Exemplo 3.2.2.3, para d = 5. malha fechada no Exemplo 3.2.2.3, para d = 10.

Figura 3.7: Evolucao dos estados - Exemplo 3.2.2.3
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3.3 Controle H, via SOF

Seja o sistema linear discreto no tempo sujeito a atraso no vetor de estados dado por

Tpp1 = Axy + Agey + Byuy + Bywy,
U 2z, = Chay + Cr a0, + Dyug + Dywy, (3.35)

yr = Comy,

em que z;, = (k) € R™ é o vetor de estados no instante k, n = k—d, z, = x(k—d) € R™ é o vetor
de estados atrasado de d amostras, u;, = u(k) € R™ ¢ o sinal de controle, wy, = w(k) € R é o
vetor de entradas exdgenas, z, = z(k) € RP é a saida controlada, y, = y(k) € R? é a saida medida.
As matrizes A, Ay, By, By, C1, C14, Dy, D,, e Cy possuem dimensoes apropriadas e, inicialmente,
sao supostas precisamente conhecidas. Considere a lei de controle por realimentacao estatica de

saida dada por

up = Ky + KqYk—a, (3.36)

com [K|K, € R™*24. O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (3.36) em (3.35), é
dado por

- Ti1 = Az + Agti—a + Buwy
U _ ) _ (3.37)
L = Cl‘k + Cdl'k,d + wak
em que
A: A-'-BUKCQ, Ad :Ad+BuKdC2a
é — Cl —|— DuKCQ, Cd == Cld —|— DuKdCQ, (338)

Bw:Bun Dy = Dy.

Observe que a lei de controle proposta utiliza a saida atual e a saida com atraso, portanto
engloba como caso particular as leis de controle utilizadas em [SKYK99, GLWW04, HWLS08]
que nao levam em conta o termo Kyy,_4. Para que a lei dada em (3.36) seja utilizada, é
necessario o conhecimento do valor de d, que pode ser obtido, por exemplo, utilizando algum
tipo de registro de tempo nas medidas ou estimativas dos valores dos estados. Quando o valor
do atraso nao esta disponivel, impoem-se K; = 0 e a lei de controle recupera a forma mais
frequente encontrada na literatura, dada por u, = Ky [CMLGI11]. Novamente, de forma a

separar as matrizes conhecidas das matrizes de busca, o sistema em malha fechada (3.37) pode
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ser reescrito como

r A 1 S T
Ter1| _ | A Aa By xk
2k B _Bu d Dw Z;d ’
 [A+B,KCy A4+ B,K,Cy B, gf’f
~|CL+ DUECy Gy + DuKGCy Dy |75
- k
[A Ay B,] xx’f L [BKCy BELCy 0 xx’f
~ |G G, Dy @Zd | D,KCy D,Ky,Cy 0 @Zd ’
r . Tk i r 02 0 0 T
A A B, B,
= C Cd D Te_q| + D:| [K Kd 0} 0 Cy O Th—d | ,
A T u 0 0 0f | w
T
Wk
em que
C, 0 0
A=A Ac Bul g Bl Rk _k K, o, =0 ¢ o0 (3.40)

e o denota um bloco cujo o valor ¢ irrelevante.

Definicao 3.1 (Custo Hs). Dado o sistema ¥V, equacio (3.39), sujeito a (3.2)—(3.3). O
valor de v > 0, tal que para qualquer entrada wy € Uy ezista um z € o que satisfaca ||zl <
Ywellz, Vw, € by (veja (2.21)) é chamado de custo garantido He para V. Além disso, o

menor valor de 7y que satisfaga (2.21) é denotado por v*, o custo garantido Hs, otimo.

Observe que no caso do sistema (3.35) ser incerto, a definigdo de custo garantido H., dada
acima pode ser estendida, considerando que (2.21) deve ser verificada em todo o dominio de
incertezas ao qual o sistema esta sujeito. Em qualquer caso, o valor v > ~* serd um custo
garantido H., para o sistema.

Nesta secao propomos solugoes para os seguintes problemas:

Problema 3.2 (Estimagao Hoo). Determinar, se possivel, um custo garantido Hs, v > 0 que
verifique (2.21), para o sistema (3.37) sujeito a (3.2)-(3.3).

Problema 3.3 (Controle H.,). Determinar, se possivel, ganhos por realimentacao estdtica de
saida, K e K, tais que o sistema (3.35) sujeito a (3.2)-(3.3) sob a¢do da lei de controle (3.56)
seja assintoticamente estavel e para todo wy € Uy exista z € {9 tal que v > 0 seja um custo

garantido He para sistema em malha fechada resultante.
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3.4 Resultados principais

Nesta secao sao apresentados os principais resultados para a sintese dos ganhos de reali-
mentagao estdtica de saida, K e K,, de forma que o sistema em malha fechada (3.39) seja
assintoticamente estdvel e tenha um custo garantido H., dado por v = (/u. O lema seguinte
funciona como um bounded real lemma [BEGFB94] para o caso do sistema com atraso. Esse
lema serd utilizado em seguida para a obtencao de condi¢oes de sintese para os ganhos da lei de

controle dada em (3.36).

Lema 3.2. Considere o sistema discreto em malha fechada dado em (3.37). Se existem matrizes

0<P=PlcR™, 0<8=58TcRv" K eR™C@m) ¢ ym escalar p > 0 tais que

q)ll *

-1
A A 0 3.41
A+Bike - |0 =0 (3:41)

01
com
S—P 0 0
0 0 —ul

entdo o sistema € assintoticamente estavel e possui custo garantido Ho, dado por v = /.

Prova: Se (3.41) é verificada entdao, 0 < S = ST e 0 < P = PT. Assim, uma candidata a
funcao de L-K dada por (3.11) é definida positiva para todo z; # 0. Aplicando o complemento
de Schur em (3.41) obtém-se

By + (A+ BRC)T [fg ‘I)} (A+ BRC) <0, (3.43)
De (3.39) tem-se que
s [A Ay B,
A+ BKC = {C* c DJ . (3.44)

Portanto, substituindo-se (3.44) em (3.43) obtém-se

AT AT1T TeT] [er
oy + [AT| P AT +|cT| |cr| =

BT BT DT| | DT
ATPA+CTC ok *
—Ou+ [ATPA+CIC ATPA+CICe  w
BTPA+ DIC BTPA,+ DIC, BIPB,+ DID,
S — ]f + %TP{I +7(7TC’ X - *
= AdTPA + CdTC -S4+ AgPAd + C;{Cd * <0. (3.45)

B'PA+ DIC BTPA;+ D'Cy  —ul+ BTPB, + D'D,
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Para que (3.11), seja uma funcao de L-K é necessario que adicionalmente a sua positividade seja

verificado (3.15). Substituindo-se a expressao de x4, dada em (3.37) em (3.15) obtém-se

S—P+A"PA *
av=ul| APA - ATPA =S x |u<0 v=[of o, wi]" .
BIPA BIPA, BIPB,

Considere a funcao de custo dada por
oo
T = ez — v wlw,
k=0

em que vy = ,/pt ¢ um custo garantido para o sistema. Assuma, sem perda de generalidade, que
(3.37) é estavel e satisfaz (3.3). Portanto, V(0) = 0 e V(k)|x»00 — € com € — 0 se wy = 0 ou

€ — € < 00 se wy, é constante . Assim, pode-se afirmar que

J < Z[z,?zk — Ywlw + AV (k)] = Z[zgzk — pwiwy, + v 9] = ZUTI%
k=0 k=0 k=0
em que
S—P+ATPA & * cr'c o« *
0= A PA AjPA—S x|+ |CIC CICs % < 0. (3.46)
BTPA B'PA, BTPB,| |DIC DIC; DD, +ul

Logo, basta fazer ¥ < 0 para obter-se J < 0. Considerando que a LMI (3.41) garante que ¥ < 0,
pode-se concluir que J < 0 para todo wy, € ¢y diferente de zero e o sistema (3.37) é estavel com
custo garantido H, dado por v = /i1, para qualquer condicao de atraso que satisfaca (3.2) e,
como (3.46) ¢ igual (3.45), conclui-se a prova. n

A seguir é apresentada uma nova condicao que desacopla os produtos entre matrizes do
sistema e matrizes do controlador, presentes em (3.41), os quais ndo permitem que o problema

seja resolvido por softwares de otimizagao conhecidos.

Teorema 3.3. Seja o sistema linear discreto com atraso nos estados (3.37). Para parametros
escalares > 0, o e 3 dados, se existem matrizes 0 < P = PT ¢ R 0 < § = ST ¢ R,
0 < J=J" e Rivtr)x(ntr) G g ROvtp)x(ntp) 1/ c RmM*34 ] € R™™ ¢ A € R™™ tais que

P * * *
GA+ BVC —aG — aGT + o2 [P *} +J * *
= ) 0 I <0, (3.47)
BIAVC 0 —B7HAU + UTAT)  x
0 0 GB — BU —J

¢ verificada com @1y dado em (3.42), entdo, o sistema € assintoticamente estdvel com a lei de

controle (3.36) e ganhos dados por (3.40), com K = U~V possui custo garantido Heo dado por

V=V
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Prova: A prova segue os mesmo passos realizadas no Teorema (3.1). Se (3.47) é verificada, G e U
sao regulares devido a —aG —aGT 4 o? *} <0e—B7YAU+UTAT) < 0, respectivamente.

0 I
Aplicando o complemento de Schur em (3.47), obtém-se

q)ll *
A A - 5 | P * *
GA+ BVC oG —aG' 4+« o Il T J <0, (3.48)
BTAVC [T 0] X

com x = —37YAU + UTAT) + (GB — BU)TJ_l(GB — BU) Aplicando o Lema 2.4 com

@11 *

T=lcisnve aG—ozGT—i—azl

P x ,
o 3]+
L =B tAU,

N=U"'VCI[I 0

P = (GB — BU)TJ 4GB — BU)
a partir do qual é possivel reescrever (3.48) como

P * o] ,[o]" [I
. . . NTyTrr—T
GA+BVC aG - aGT + a2 Fg ﬂ * [I]J[I] * [0}0 Vo
x (GB - BU)TJ"Y(GB - BU)U'VC[I 0] <0. (3.49)

Utilizando o Lema 2.3 pode-se majorar as tltimas parcelas da soma de (3.49) e por meio do

Lema 2.5, o termo —aG — aGT 4 o? [g ; , resultando em
@11 * -0
-1 ~ ~ 1 A
A A A 2 GB — BU)U 'VCI|I O < 0. (3.50
GA+BVC -G Fg (1)] ar| * _I} ( ) ol (3:50)

Substituindo-se K = U~V em (3.50), tem-se:

q)ll *
P o]lGT <0. (3.51)

GA+GBKC -G [0 I

Pré- e pés-multiplicando (3.51) por [0 G*_l} e sua transposta, respectivamente, a desigualdade

(3.41) pode ser obtida, completando a prova. n
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Note novamente que para a solucdo da desigualdade (3.47), é necessario que as varidveis
A, a e [ sejam especificadas. Diferentes escolhas de A resultam em estimativas diferentes
para o custo garantido H... A escolha de A = BT B no Teorema 3.3 recupera uma condicao
equivalente a proposta na formulagao de [CY14] se diretamente aplicada a um sistema com
atrasos nos estados. Utilizando algoritmos de otimizagdo numérica, como o fminsearch() do
Matlab, é possivel minimizar o valor de u, e portanto o custo garantido H.,, por meio da busca

nos valores dos parametros escalares « e 3 para uma dada A.

3.5 Extensao para o controle robusto H., via SOF

O resultado obtido na secao anterior pode ser estendido para sistemas com incertezas, ou
seja, para sistemas cujas as matrizes contém parametros incertos. Nesta secao é assumido que o
sistema (3.35) é sujeito a incertezas politépicas, logo as matrizes do sistema dependem de forma
afim de um vetor de parametros 6

Tp1 = AO)xg + Ag(0)xp—g + Bu(0)ur, + By (0)wy,

U(a) : 2, = C1(0)zy, + C1,(0)xk—q + Dy(0)uy + Dy(0)wy, (3.52)
Essas matrizes podem ser descritas por um politopo P com vértices conhecidos:
N
D — {\1;(9) € ROmpH)X ntmto) . (g — 292“1&, = T}, (3.53)
i=1
em que T é dado em (3.25) e
A; Ay | By, | Bu,
v, = Cli Cldi Dul Dwi , 1€ I[]_,N] (354)
Cy, O 0 0

Considerando a mesma lei de controle dada em (3.36), o sistema em malha fechada, obtido
aplicando-se (3.36) em (3.52), é dado por

_ { Tyl = A(@)l‘k -+ /Id(e)l'k,d —+ Bw(e)wk
T(h) : _ _ _ (3.55)
2L = C(Q)?L’k + Cd(e)l’k_d + Dw(ﬁ)wk
o A(0) = A(0) + B,(0)KCy(0),  Ag(0) = Aq(0) + B.(0)K,C:(0),
C(0) = C1(0) + Du(0)KC5(0),  Ca(0) = C1a(0) + Du(0) KaCs(0), (3.56)

B,(0) = B,(0), D, (0) = D, ().
Conforme realizado na secao 3.3, de forma a separar a matrizes conhecidas das matrizes de

busca, o sistema em malha fechada (3.37) pode ser reescrito como

[“721} = (A(0) + B(O)KC(9)) x;:d , (3.57)
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em que
o) 0 0

- TA®O) Aq0) Bu(®)] ~ [BuO)] :

A= cl(<e>> caf(e)) Dwgeﬂ’B: {Dieﬂ K=[K Kao], 0= o A

(3.58)
Neste caso, é estabelecido um resultado semelhante ao proposto no Teorema 3.3 de forma a

assegurar o custo garantido H., para todo o dominio de incertezas.

Teorema 3.4 (Controle Robusto). Seja o sistema linear discreto com atraso nos estados (3.55)
com matrizes incertas descritas por (3.54). Para parametros escalares pp > 0, a e B dados, se
existem matrizes 0 < P, = PT € R™™ 0 < S, = ST € Rv™, 0 < J; = JI' € Rp)x(ntp),
G; € RH)x(ip) 4 T[1, N, V € R™34, U € R™™ ¢ A € R™™ tais que

A; <0, ieZ[l,N]

Aj <0, i€Z]1,N—1], jeZ[i+1,N], (3.59)
em que
P11i * % .
GiA; + BVC; —2aG; + o? po + ] « N
A’i — 147 ZA 2 7 O I [ < O) (360)
B—lAVCZ- 0 _B—l(AU + UTAT) «
0 0 G:B; — B,U —J;
P11y o
A G,A; + GA; + BVhC; + B;VC;
ij = Xor A A
0
* " N
P,+P 0
— R . 2 7 i ' '
QOéGZ QOéGJ +a [ 0 2]::| -+ Jz -+ J] * * _ 07
0 —2671(AU + UTAT) N
0 G;B;+ G,;B;, — (B;+ B;)U —J; — J;
(3.61)
com
Si—F 0 0
Oy = 0 -S; 0 (3.62)

Si+S~P—PF 0
chlz‘j = 0 _Sz' — Sj 0 (363)
0 0 —2y71



44 Capitulo 3. Controle H,, com atraso invariante no tempo

entdo o sistema € robustamente assintoticamente estdavel com a lei de controle (3.36) e ganhos
dados por K = U™V (veja estrutura (3.58)). Além disso, o sistema resultante possui custo
garantido Ho dado por v = (/i e (3.84) € uma fungdo de L-K dependente de parametros que

assequra a estabilidade robusta do sistema em malha fechada para d € [1,7],7 < 0.

Prova: A prova segue passos similares aos da prova do Teorema 3.2. "
Note que novamente que as condicoes propostas nos teoremas 3.3 e 3.4 sao independentes
do atraso, de forma que os resultados obtidos com esses dois teoremas asseguram a estabilidade

e o custo garantido H., para qualquer atraso d € Z[1, 7], T < c0.

3.5.1 Exemplos

Sao apresentados dois exemplos que ilustram o uso das condigoes propostas. No Exemplo
3.5.1.1 é obtido um controlador dado pela lei 3.36 que garante um custo y para um sistema
discreto precisamente conhecido. No Exemplo 3.5.1.2 é tratado o caso de sistema que sujeito a
incertezas. Em ambos os exemplos, os resultados foram obtidos utilizando-se o toolbox SeDuM

e a funcao fminsearch() do MatLab.

3.5.1.1 Exemplo 1

Considere o sistema descrito por (3.35) com matrizes retiradas de [CY14, Exemplo 1]:

05 08 —0.4 0 1 0.1
A=|-05 04 05|, B= |20 —1|, B,= |04],
12 11 0.8 0 1.3 0.1
~10 12 1
Ci=[-1 0 2], D=0, D, =0.30, 02_{ o J.

e Ay e Oy, referentes ao atraso nos estados, escolhidas aleatoriamente como Ay = 0.1A4, Cig =
0.3C;. Primeiramente, diferente do que foi realizado nos exemplos anteriores, foi realizada uma
busca da matriz A que gerasse nao somente uma solugao factivel, mas também um menor custo
garantido inicial. Para isso, foram obtidas matrizes A aleatorias, garantindo-se que elas tivessem
posto completo. Em sequéncia, para cada matriz gerada foi feita uma varredura espagada
para valores de o, € Z[—10,10] que pelo Teorema 3.3 gerassem valores factiveis. Na Tabela
3.1 sdo mostrados alguns dos resultados obtidos pela varredura de valores do par (a, 3) para
diferentes matrizes A. O simbolo — indica parametros que nao resultaram em solugoes factiveis.
Observando os resultados mostrados na Tabela 3.1 percebe-se claramente que a escolha da matriz
A interfere no valor do custo obtido pelo sistema. Por meio da anélise do resultados mostrados

2 -1
na Tabela 3.1 é possivel perceber que a matriz A que gerou o menor custo foi A = {_1 1 } ,
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Tabela 3.1: Busca da matriz A e parametros a e (3

Matriz al| B Heo
3 —1
3 3 8 22.3704
3 2
0 1 -2 | -10 | 11.6210
3 2
1 9 -1 4 12.3422
3 —1
9 1 2| -8 28.9561
9 -2
9 8 1 10 | 25.2291
-9 7
T3 1ol | 1] 10| 153215
-8 —6 ) ) i
—6 2
-5 —10 ) ) i
—6 5
2 -1
1 1|10 | 10.4234

Figura 3.8: Custo H., em relagao a «a e f3.

com Ho = 10.4234, para « = 1 e f = 10. A Figura 3.8 mostra o valor do custo obtido em

relacao aos valores de v e § para A = [_21 _11} )

Por fim, apds a varredura espacada de valores « e (3, utilizado o Teorema 3.3, é possivel

otimizar esses valores por meio da fungao fminsearch(). Nesse exemplo, para valores iniciais de

a:Lﬁ:meA:[Q .

11 ] foi obtido v = 10.4234. Por meio da fungao fminsearch(), esses
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valores foram otimizados resultando em a = —0.0608 e g = —1.9029, ganhos

—0.0356 —0.3680 | —0.0030 —0.0378

KIEd =1 04208 08132 | 0.0430 —0.0831

e v = 9.8581. Para A = BT B, conforme feito em [CY14], o custo garantido obtido também
com a busca de o e § é de Ho = 9.8764, ligeiramente superior ao obtido anteriormente. Na
Figura 3.9 sao mostrados os valores singulares para o sistema em malha fechada utilizando os
ganhos aqui calculados e para valores de atraso d € Z[1, 10]. Também é mostrado o valor 6timo
encontrado com a proposta deste trabalho (linha pontilhada). Note a proximidade do valor

estimado com o valor 6timo obtido pela varredura da funcao de transferéncia da malha fechada
~v* = 9.5183.

w(rad/s)

Figura 3.9: Valores singulares e custo garantido obtido para o sistema do Exemplo 3.5.1.1 em
malha fechada, com d € Z[1, 10].

Nas figuras a seguir sao apresentadas o comportamento do sistema em malha fechada, uti-
lizando uma valor de atraso d = 10 (escolhido aleatorimente, ja que a condigao independe do
atraso), quando sao utilizados os ganhos K e K, obtidos anteriormente e o sistema esta sujeito
ao vetor de entrada de perturbacao, wy, conforme mostrado na Figura 3.10. O vetor wy foi cri-
ado aleatoriamente de modo a mostrar o efeito da perturbacao na saida. A Figura 3.11 mostra
a saida medida do sistema z; quando sujeita a perturbacao wy, para uma condicao inicial nula.
Pela Figura, percebe-se que a relagdo méxima entre z;/wy é igual a 6.5399/1 = 6.5399, valor
inferior ao custo 6timo calculado. Os sinais de controle calculados na simulagao sao mostrados
na Figura 3.12. Veja que a amplitude dos sinais de u; e uy tem variagoes significativas no
momento das perturbacoes k = 30 a k£ =40, e k = 50 a k = 60.
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0.8 B

0.6 q

Wk
o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
k

Figura 3.10: Sinal wy aplicado ao sistema em malha fechada.

2,
o

4t

Figura 3.11: Saida z; cujo o sistema em malha fechada foi obtido pelos ganhos K e K calculados
pelo Teorema 3.1.

3.5.1.2 Exemplo 2

Considere que todas as matrizes do sistema do Exemplo 3.5.1.1 sejam multiplicadas por um
fator 1 < f < 1.3. Isso gera um sistema incerto com dois vértices. Utilizando a mesma matriz
A do Exemplo 3.5.1.1 e considerando também os mesmos valores iniciais de a 3, obtemos
v = 169.0861 como Teorema 3.4. Otimizando os valores v e 3, obtivemos @ = —0.1603 e
£ = 16.8843, ganhos
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Uy k
o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

U k
o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.12: Sinal de controle uy = [u; ug]?.

K| K] = 0.0821 —0.4975 | 0.0082 —0.0499
0.6653 —1.0188 | 0.066 —0.1020

e v = 28.6836, mostrando uma significativa reducao em relagao ao valor inicial. Na Figura 3.13

sao mostrados os diagramas de valores singulares maximos para o sistema em malha fechada,

para d € Z[1,10] para f variando de 1 a 1.3 e o valor do custo garantido H., estimado, v =

25.5271. Na Figura 3.14 ¢ mostrada a saida medida, z; , do sistema quando esse é sujeito a

30

25

20

10

w(rad/s)

Figura 3.13: Valores singulares e custo garantido obtido para o sistema em malha fechada incerto
para d € Z[1, 10].
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mesma perturbacao wy do exemplo anterior. Pela Figura, percebe-se que mesma na presenca de
incertezas, a relacdo maxima entre z;/wy € igual a 19.0843/1 = 19.0843, valor inferior ao custo

6timo calculado. Os sinais de controle calculados na simulagao sao mostrados na Figura 3.15.

20

15 b

10 bl

2k
o)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.14: Saida z; cujo o sistema em malha fechada foi obtido pelos ganhos K e K calculados
pelo Teorema 3.4.
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Figura 3.15: Sinal de controle uy = [u; us]”
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3.6 Lei SOF sem memoria

Considere novamente o sistema (3.35). Nessa se¢do, ndo é considerada a saida atrasada,
termo yi_4, na lei de controle, portanto a lei de controle por realimentacao estatica de saida ¢é
dada por:

up = Ky (3.64)

com K € R™*4. O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (3.64) em (3.35), é dado por

(3.65)

em que

A(0) = A(0) + B,(0) KCo(0), Aq(0) = Ag(0),
C(0) = C1(0) + Dy (0)KCx(0), Ca(8) = Cia(6),
By(0) = By,(0), Dy(0) = Dy(6).
Da mesma maneira que foi feita anteriormente, com o objetivo de separar as matrizes conhecidas

das matrizes de busca, o sistema em malha fechada (3.65) ¢é reescrito como (3.39), em que:

A(0)  Aa(0)  Bu(

A 9) > Bu<9>
A0 =1cy6) o) Dw(GJ’B(Q): [Duw)]’
A A Cy(0) 0 0
K=[K o o], C(H) = 00 0. (3.66)

Como somente a estrutura internas das matrizes foi modificada, ainda é valido o Teorema

(3.4) obtido anteriormente.

3.6.0.3 Exemplo

Resolvendo o exemplo (3.5.1.2), os resultados obtidos quando a lei de controle engloba e nao

engloba a realimentacao da saida atrasada é mostrado na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Comparacao entre realimentacao atrasada e nao atrasada

Vértice | Hoo sem Ky | Hoo com Ky
1 15.9190 9.8581
2(p=0.1) 39.1030 14.6840
2(p=0.3) | Infactivel 28.6836

Conforme pode ser observado pelos resultados mostrados na Tabela 3.2 utilizar o sinal de
saida atrasado na lei de controle, o que implica no conhecimento do valor do atraso em cada

amostragem, ¢ vantajoso, pois reduz consideravelmente valor do custo garantido.
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3.7 Comentarios finais

Neste capitulo foram apresentadas técnicas independentes do atraso para a sintese de con-
troladores via realimentacao estatica de saida para sistemas discretos no tempo com atraso
invariante no vetor de estados. As condicGes propostas incluem sistemas cujos parametros sao
incertos. Foram considerados os problemas de estabilizacao e controle com custo garantido H
para esses sistemas. Como o controle por realimentacao estatica de saida resulta em condig¢oes
que nao podem ser expressas com LMIs, as condigoes propostas dependem da escolha para-
metros iniciais para resolver o problema de nao-convexidade, a saber: os escalares o e 3 e a
matriz A € R™*™. A otimizacao desses parametros permite melhorar os resultados obtidos. Foi
verificado que com a utilizacao da saida atrasada na lei de controle é possivel obter resultado
melhores do que utilizando apenas a saida atua. Exemplos numéricos foram apresentados para

demonstrar a efetividade e aplicabilidade da técnica proposta.
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Capitulo

Controle ‘Hso com atraso variante no tempo

Neste capitulo sao estudados os sistemas lineares discretos no tempo com atraso variante
no vetor de estados. Sao invetigados os sistemas precisamente conhecidos e os sistemas sujeitos
a incertezas. No caso dos sistemas incertos, as incertezas sao assumidas pertencentes a um
politopo convexo com vértices conhecidos. Todas as matrizes do modelos podem ser incertas.
Sao propostas condi¢oes tanto para a estabilizagao desses sistemas quanto para assegurar um
desempenho pré-estabelecido de atenuacao H... As condicoes desenvolvidas sao independentes
do atraso, mas dependentes do intervalo de variacao deste. Uma vez atendidas, as condigoes
propostas garantem que o sistema em malha fechada é estavel para uma certa faixa de variagao
dada. Como forma de diminuir o conservadorismo das solucoes, as leis de controle utilizadas sao
dependentes da saida e da saida atrasada do sistema, caso o atraso seja conhecido em tempo

real. Exemplos numéricos sao utilizados para ilustrar a aplicabilidade das condigoes propostas.

4.1 Estabilizacao

Seja o sistema linear discreto no tempo (3.1), no qual n = k — dj. Portanto, neste capitulo,

o atraso, dj, € suposto finito e variante no tempo, limitado por
0<d<d,<d< oo, (4.1)

em que d e d sao, respectivamente, o atraso minimo e o atraso maximo. O intervalo de variagao
do atraso é representado por § € N : 0 = d — d, representa Logo, o sistema (3.1) é sujeito a

atraso variante no vetor de estados, dado por

Tpy1 = Az + Agrp_g, + Byuy
v (4.2)

yp = Cap + Cyp_g,

em que x, = x(k) € R" é o vetor de estados no instante k, x4, = x(k — di) € R" é o vetor

de estados atrasado de dj, amostras, u, = u(k) € R™ ¢é o sinal de controle e y, = y(k) € R? é

93



54 Capitulo 4. Controle H,, com atraso variante no tempo

a salda medida. As matrizes A, Ay, B,, C, Cy, possuem dimensoes apropriadas e, inicialmente,
sao supostas precisamente conhecidas.

Considere a lei de controle por realimentagao estética de saida dada em (3.4)
up = Kyy, (4.3)

com K € R™*4. O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (4.3) em (4.2), é dado por

QU F L1 = /_L'L‘k -+ Adxk—dka (44)
em que as matrizes de malha fechada, A e A; possuem estrutura dada por
A=A+ B,KC, A;=A;+ B,KC,. (4.5)

De forma a separar as matrizes conhecidas das matrizes de busca, é adotado o mesmo procedi-
mento realizado no Capitulo 3, segdo 3.1. Portanto, o sistema em malha fechada (4.4) pode ser

reescrito como
A A A A l’k
zry1 = (A+ BKC) [ } , (4.6)
em que A, B, K e C sao dadas por
A=[A A, B=B, K=K, C=[C CJ.
Nesta se¢ao é proposta uma condi¢ao para o seguinte problema:

Problema 4.1 (Projeto do controlador). Dado o sistema (4.2) determinar, se possivel, a matriz
de ganho K € R™ de forma que o sistema (4.4) sujeito a (4.1) e (4.3) seja assintoticamente
estdvel para dado § = d — d.

4.1.1 Resultados principais

Nesta secao ¢é apresentado um resultado semelhante ao obtido na segao 3.2 do Capitulo 3.
A diferenca entre os resultados estd na escolha da candidata a funcao de Lyapunov-Krasovskii
utilizada, a qual resulta em uma condigao dependente dos valores minimo e maximo assumidos

pelo atraso. A funcao de L-K adotada foi

V(k)=> Vi(k)>0 (4.7)

com

Vi(k) = i Py (4.8)



4.1. Estabilizacao 95

k—1
Vo(k) = Z xJTij (4.9)
j=k—dj
1-d k-1
Va(k)= > > a]Sz;>0 (4.10)
1=2—d j=k+I1-1

que serd utilizada para desenvolver condigbes de sintese para o ganho da lei de controle (4.3).
O Lema a seguir apresenta uma condi¢ao para a sintese do ganho K = K que estabiliza assin-

toticamente o sistema em malha fechada (4.4).

Lema 4.1. Considere o sistema em malha fechada com atraso variante nos estados dado por
(4.4). Se existem matrizes 0 < P = PT € R 0 < S = ST € R, K € R™ 4 tais que

p *
[mélfcé _p1 | <O (4.11)
com py11 dada por
1+0)S—P O
P11 = {( ()) —S] ) (4.12)

¢ verificada, entao o sistema € assintoticamente estdvel quando realimentado pela lei de controle

(4-3).

Prova: Se (4.11) é verificada entao, 0 < S = ST e 0 < P = PT. Logo, uma candidata a fungao
de L-K dada por (4.7) é definida positiva para todo z; # 0. A partir de entd@o, a prova segue
os mesmo passos adotados em (3.12)-(3.14) do Lema 3.1 com Zy; substituida por (4.12). Para

que (4.7) seja uma L-K é necessario que adicionalmente & sua positividade seja verificado

AVi(k) = Vi(k+ 1) — Vi(k) = 21 Payi1 — o Pag < 0. (4.13)
AVa(k) = Va(k + 1) — Va(k),
k—1 k—1
= T; 15T 41 Z x]TS:cj,
Jj=k—dj Jj=k—dj
k k—1
= Z :E]Tij — Z :E]Tij,
j:k+1—dk+1 Jj=k—dy
k—1 k-1
= xf Say, + Z xJTSx]- — <:Eg,dk5xk_dk + Z xJTij) < 0. (4.14)
j=k+1-dg i1 j=k—dy+1
Note que
k—1 k—d k—1 k—d k—1
Z xl Swj = Z x] Sw; + Z xl Sz; < Z xl Sx; + Z ] S;.
J=k+1—dg 1 J=k+1—dp 1 Jj=k+1-d j=k+1—d J=k+1-dy

(4.15)
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Substituindo-se (4.15) em (4.14), tem-se que

k—d
AVy(k) < ot Sz, — xf_dkak_dk + Z :EJTij <O0. (4.16)
j=k+1-d
1-d k—1 k—1
AVs(k) = Z ( Z xJTHijH - Z x?S;@)

l=2—d  j=k+l-1 j=k+1-1

1-d k k—1
= Z ( Z x;‘-Fij— Z :EJTS%),

I—2—d  j=k+ j=k+1-1

1-d k—1 k-1
- Z (x%Sxk—i— Z xJTij— Z :E]Tij),

I=2—d =kt j=k+l-1

1-d 1-d k-1 k-1
= Z xy Sy + Z ( Z x]Tij - Z x]TS:cj>,

1=2—d I=2—d J=k+l j=k+i-1

1—d k—1 k-1
=(1—-d—2+d+1)xSay + Z ( Z x;‘-FS:Ej — Ty 1 STt — Z :EJTS:EJ»>,
[=2—d J=k+l j=k+1
1-d
= (d — d)ay Sy — Z Thst1 SThpi-1,
I=2—d
seja j=k+1—1,
k—d
= 0z} Swp — Z x;erj < 0. (4.17)
j=k—d+1

Somando-se as equagoes (4.14), (4.16) e (4.17), obtém-se a expressao de AV} dada por

AV (k) = AV, + AV, + AV, ,
<ap i Prgo +ap[(1+6)S — Play, — xZ_dkS:pk_dk < 0. (4.18)

Substituindo-se a expressao de xy4; dada em (4.4) em (4.18) obtém-se

AV < [zf x| AP, ATPA,— S| g | < 0. (4.19)
Uma vez que (4.11) e (4.19) sdo iguais, conclui-se a prova. n

Uma nova condicao para o projeto de controladores estabilizantes via realimentacao estatica
de saida é apresentada a seguir. A diferenca entre a condicao desenvolvida no capitulo anterior
estd na escolha da candidata a funcao de L-K, a qual apresenta um termo a mais, o qual é

responsavel pela condicao ser dependente da variacao do atraso maximo e minimo.
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Teorema 4.1. Seja o sistema linear discreto com atraso variante nos estados (4.4). Para
parametros escalares p > 0, o e 3 dados, se existem matrizes 0 < P = PT ¢ RV, 0 < S =
STeR™ 0<J=J e R, GeR™, VcR™ UcR™™ eAcR™™ tais que

P11 * * *
GA+BVC oG —aGT +a?P+J * *
L= gave 0 g AU+ UTATY x| S0 (420)
0 0 GB — BU —J

¢ verificada, com py; dada em (4.12), entdo o sistema é assintoticamente estdvel com a lei de
controle (4.3) e ganho dados por K = U~V .

Prova: A prova segue os mesmos passos apresentados na prova do Teorema 3.1, substituindo
EH por p11. ]

Observe que, conforme estabelecido no capitulo anterior, a condicao s6 é convexa se A €
R™*™ e os escalares a e § sao previamente fornecidos. Caso contrario, a desigualdade pode ser
resolvida por meio de uma busca desses parametros. Por exemplo, criando-se matrizes A, de
posto completo, aleatérias e fazendo uma varredura dos valores do par («, 5) para os quais a
desigualdade (4.20) é factivel.

4.1.2 Estabilizacao robusta

Nesta secao assumimos que o sistema (4.2) é sujeito a incertezas politépicas, isto é, as

matrizes do sistema dependem de forma afim de um vetor de parametros 6, de forma que

), - { Tpy1 = A(0)zy + Ad(0)T)—a, + Bu(0)us (4.21)
yr = C(0)zy + Ca(0) 14,

As matrizes desse sistema podem ser descritas por um politopo P com vértices conhecidos, dado
por (3.24) em que T e 2; sdo definidos, em (3.25) e (3.26), respectivamente. Considerando a lei
de controle dada por (3.4) e aplicando essa lei em (4.21), tem-se o sistema em malha fechada

dado por:
Q(@)U C T+l = A(@)ZL‘k + /Id(ﬁ)xk_dk, (422)

em que as matrizes de malha fechada, A e A4 possuem a mesma estrutura dada em (3.28).
Portanto, é possivel desenvolver um resultado semelhante ao proposto no Teorema 3.2 de

forma a assegurar o custo garantido H., para todo o dominio de incertezas.

Teorema 4.2 (Controle Robusto). Seja o sistema (4.22). Para parametros escalares p > 0, «
e B dados, se existem matrizes0 < P, = PF e R, 0 < S, =S e R, 0 < J; = JI € R™™,
G, e R ¢ €I[1,N], Ve R™* U € R™™ ¢ A € R™™ tais que

I, <0, i€Z[l,N],

Iy, <0, i€Z[l,N—1], j€I[i+1,N], (4.23)
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em que
P11, * % .
GZAZ + BZVéZ —OéGZ' — anT + a2PZ. + Jz * "
plljj ) ) . *
r. _ | G+ GA+ BYVC + BVC; —aGy — oG+ a®(P+ Py) + Ji+ Jj
Jv B_IAV(OZ + C]) 0
0 0
* *
* *
_2671(AU + UTAT) « <0, (4.25)
GiBJ' + Gjéi - (éz + éj)U —J; — J;
com
Si—PF 0
Pi1; = [ 0 —S-] . (4.26)
Sz‘ + Sj - PZ - Pj 0 :|
Pii; = 4.27
i { 0 —S;— S (4.27)

sao verificadas, entao o sistema € robustamente assintoticamente estdvel com a lei de controle

4.3) e ganho dado por K = U~V . Além disso,
(4.3) ey p

3
V(0,k)=> Vi(0,k) >0 (4.28)
v=1
com
Vi(0, k) =} P(0)xy, (4.29)
k—1
Va(0, k) = ] (0)Sx; (4.30)
J=k—dy,
1-d k-1
Vs(0,k) = alS(0)z; > 0 (4.31)
1=2—d j=k+1-1

em que P(0) = SN, 0;P, S(0) = SN, 60,5, 6, > 0, SN 0, = 1, € uma funcio de L-K

dependente de parametros que assequra a estabilidade robusta do sistema em malha fechada.

Prova: A prova ¢ similar a apresentada no Teorema (3.2). .

Note que as condigoes propostas nos teoremas 4.1 e 4.2 sao dependentes da variacao do
atraso maximo e minimo. Isso é devido a escolha da fungao de L-K (veja (4.7)). A presenca
do termo (1 + §) multiplicando a matriz de Lyapunov S acrescenta dificuldades na solucao da
LMI, ja que, para essa condigao, a matriz P tem que ser mais negativa que S e o fator que a

multiplica.
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4.1.3 Exemplos

Nesta secao sao apresentados exemplos para ilustrar o uso das condicoes proposta nesse
capitulo. Inicialmente é utilizado o Teorema 4.1 para a sintese de controladores para sistemas
livres de incerteza. Em sequéncia, ¢é utilizado o Teorema 4.2 para a sintese de controladores
robustos. Em ambos os casos, figuras ilustram a evolucao dos estados do sistema em malha
fechada obtido com o uso dos controladores projetados. Para fins de comparagoes, utilizamos

os mesmos exemplos propostos no capitulo anterior.

4.1.3.1 Exemplo 1

Considere o mesmo sistema do Exemplo 3.2.2.2, sendo que desta vez o atraso é variante no
tempo. Para esse sistema, utilizando os mesmo parametros do Exemplo 3.2.2.2; ou seja, o = 1,
8 ="TeA =13, a condicao do Teorema 4.1 consegue projetar controladores para uma faixa de
atrasos variantes de 1 < di < 130. J4, a condigao proposta em [HWLS08] consegue solugoes
factiveis em uma faixa, mais estreita, de 1 < d; < 93.

Neste exemplo, como a matriz Cy é nula, a saida pode ser dada como y, = Cxp. Dessa
forma, considerando a lei de controle dada em (3.36), ur, = Kyg + Kqyk—a,, a qual acrescenta na
realimentagao a saida atrasada, sdo modificadas as matrizes de malha fechada (4.5), que passam

a ser descritas por:

A=A+ B,KC,
Ad = Ad + BuKdC

Logo, as matrizes do sistema aumentado (4.6), o qual separa as matrizes do controlador das

(4.32)

matrizes de Lyapunov, sao dadas por:

0 C (4.33)

A=[A A), B=B, EK=[K K, C= [G 0}.
Como somente a estrutura interna das matrizes foi modificada, o Teorema 4.1 ainda ¢é valido,
porém a matriz do controlador K leva em consideracao um termo referente a saida atrasada
(Ky). Utilizado dessa forma, para o = 1, § = 7 e A = I3, é possivel obter controladores para
uma faixa de atraso de 1 < d;, < 281. Essa faixa é expressivamente maior que a faixa obtida
sem utilizar a realimentacao da saida atrasada: 216% maior.

Para exemplificar, a Figura 4.1 mostra uma faixa de atraso variante dada por d € [1,50],
utilizada para obter a evolugao dos estados do sistema mostrada na Figura 4.2, quando o sistema
possui um controlador dado por

R 0.8319 —0.3101 | —0.0074 0.0474
K = [K|K4 = | 1.0505 —0.3093 | —0.0522 —0.0682
0.0175 0.2830 | —0.0250 —0.1016

Por meio da Figura 4.2 ilustra-se que o sistema em malha fechada ¢ assintoticamente estavel. Foi
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Figura 4.2: Evolugao dos estados para o sistema em malha fechada no Exemplo 4.1.3.1, para
1 <dj <50.

observado que ao utilizar valores diferentes para A é possivel aumentar o intervalo de variacao
do atraso, conforme mostrado na Tabela (4.1). Ou seja, a solu¢ao do problema é determinada
por A. Entretanto, determinar o melhor valor para A ainda é um problema em aberto. A matriz
A pode ser obtida através da criacao de matrizes aleatérias de posto completo e varredura dos
parametros « e 3. Foi verificado que a matriz identidade geralmente produz resultados factiveis

para determinados valores de « e 3, assim como BT B.
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Tabela 4.1: Valores do atraso maximo em funcao das variaveis de busca

A |al| p d
I, 7 | 281
BB | 1|10 | 1091

—_

4.1.3.2 Exemplo 2

Considere o mesmo sistema do Exemplo 3.5.1.2, extraido de [GLWWO04]. Nesse exemplo,
para a = 3, f = 6 e A = 1, valores utilizados no exemplo 3.2.2.1 do capitulo anterior, nao é
possivel calcular controladores para o sistema. Porém, se forem utilizados o = 0.01, 5 = 10,
e A = 1, obtém-se controladores para uma variacao de atraso de 3 < d, < 11. Essa faixa

de atraso variante, mostrada na Figura 4.3, foi utilizada para obter a evolucao dos estados do

11

dy,

Figura 4.3: Atraso d.

sistema em malha fechada, mostrado na Figura 4.4, quando o sistema é realimentado por um
ganho
K = K = [-0.3557 —0.1864]

Na simulagao, foi assumida a condicao inicial (k) = [1 Q}T para k < 0.

E possivel ver pela figura que o sistema é assintoticamente estavel quando realimentado
utilizando o ganho calculado.

Utilizando-se esses valores para «, e A, por meio da condigao proposta no Teorema 4.1,
obtém-se resultado igual ao obtido por [GLWWO04], no qual é utilizada uma funcao L-K com
um termo a mais. Porém, obtém-se um valor inferior a [HWLSO08], cuja faixa ¢ 3 < dj < 12.

E importante observar que a técnica proposta em [HWLS08] também utiliza uma candidata a
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Figura 4.4: Evolugao dos estados para o sistema em malha fechada no Exemplo 4.1.3.1, para
1 <d <11.

fungao de L-K com um termo a mais que a utilizada neste trabalho. Em relagdo a [GLWWO04],
a técnica proposta em [HWLSO08] utiliza um procedimento modificado para resolver o problema

da nao convexidade através do uso da linearizagcao por cone complementar.

4.1.3.3 Exemplo 3

Considere o sistema incerto descrito em na Secao 3.2.2, Exemplo 3.2.2.3. Para esse sistema,
utilizando o Teorema 4.2 com o = 1, § = 7 e A = I3, sem utilizar a saida atrasada, é possivel
obter um controlador para um intervalo de variagao méaximo dado por 1 < di < 28, o qual

resulta no controlador dado por:

R 0.5846 —0.1793
K=K=| 07191 —-0.1649
—0.0110 0.1741

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram o atraso e a evolucao dos estados do sistema em malha fechada,
respectivamente. Para obter a evolugao dos estados, foram criados 30 sistemas aleatério perten-
centes ao politopo considerado, para um atraso variante 1 < dj < 7.

Se for utilizada a lei de controle que inclui a saida atrasada, considerando que dj, é conhecido
em tempo real, usando o Teorema 4.2 com o = 1, § = 7 e A = I3, é obtido um controlador para

uma faixa de variacao méaxima para o atraso dada por 1 < dj < 69. Nesse caso, o controlador

K = [K | K,4] é dado por:
R 0.5800 —0.2166 | —0.0113  0.0220
K =[K|K4] = | 0.7697 —0.1811 | —0.0258 —0.0318
0.0356  0.2040 | —0.0034 —0.0472
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Figura 4.5: Atraso d.
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Figura 4.6: Evolugao dos estados para o sistema em malha fechada no Exemplo 4.1.3.3, para
1<dp <.

Se for utilizado A = BT B (B nominal), o intervalo de variagao maximo do atraso ¢ dado por
1 < dj, <109 e o controlador K = [K | K,] é dado por:

) 0.6444 —0.2120 | —0.0158 0.0274
K=[K|Kj=| 07942 —0.1986 | —0.0204 —0.0423
—0.0161 0.1875 | 0.0051 —0.0611
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4.2 Controle H

Seja o sistema linear discreto no tempo, inicialmente apresentado em (3.35), sujeito agora a

atraso variante no vetor de estados dado por
T = Axy + Agxp_g, + Byug, + Bywy,
v, : 2z, = Chag + CryTp—a, + Dyur, + Dywy (4.34)
yr = Comy,

em que z, = z(k) € R™ é o vetor de estados no instante k, x;_4, = z(k — dj) € R™ é o vetor de
estados atrasado de dy, amostras, ux, = u(k) € R™ é o sinal de controle, wy = w(k) € R” é o vetor
de entradas exdgenas, z; = z(k) € RP é a saida controlada, yr = y(k) € R? é a saida medida. As
matrizes A, Ay, By, By, C1, Ciq, Dy, D, e Cy possuem dimensoes apropriadas e, inicialmente,
sao supostas precisamente conhecidas. Considere a lei de controle por realimentacao estatica de

saida dada por

up = Kyp + Kay—ay, (4.35)
com [K|Ky € R™*2¢. O sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (4.35) em (4.34), é
dado por - - -
_ Tpy1 = Az + Agxp_q, + Bywy
v, : _ _ _ (4.36)
2L = C.Tk + Cdxkfdk + wak
em que as matrizes de malha fechada possuem a mesma estrutura dada em (3.38):
A=A+ B,KCy, Ay=Ay;+ B,K,Cs,
C=Ci+ D,KC,y, Cy=Ciy+ D,KqCs,
B, = B, D, = D,
O sistema em malha fechada aumentado é dado por
x A ADA T
{ 2“] = (A+ BKO) |w4_q, | , (4.37)
k

W

em que as matrizes A, é, KeC possuem a estrutura dada em (3.40):

C; 0 O
: |A Ay B, 5 | Bu 5 A
A_[Cl Cha Dw:|’B_|:Du:|’ K_[K Ka .}70_ g %28

Note que o uso de K s6 é possivel de dj é conhecido em tempo real. Caso contrario é necessério

impor K; = 0. Nesta secao propomos solucoes para os seguintes problemas:

Problema 4.2 (Estimagdo H.,). Determinar, se possivel, um custo garantido Heo, v > 0 que
verifique ||zk|l2 < v||will2, Ywi, € €y (veja (2.21)), para o sistema (4.36) sujeito a (4.1) e x; = 0,
Jj € Z[0,—7] (veja (3.3)).
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Problema 4.3 (Controle H,). Determinar, se possivel, ganhos por realimentacdo estdtica de
saida, K e K4 tais que o sistema (4.34) sujeito a (4.1) e v; =0, j € Z[0, —7] (veja (53.8)) sob
acao da lei de controle (4.35) seja assintoticamente estdvel e para todo wy, € {5 exista z € o

tal que v > 0 seja um custo garantido Hs, para sistema em malha fechada resultante.

4.2.1 Resultados principais

Nesta secao é apresentado um resultado semelhante ao obtido na secao 3.4 do Capitulo 3.
As diferencas em relagao os resultados apresentados residem no fato do sistema possuir atraso

variante no tempo, o que impoe a utilizacao de outra candidata a funcao de L-K.

Lema 4.2. Seja o sistema em malha fechada (4.56). Se existem matrizes 0 < P = PT € R™"
0<S=25TcR™, K eR™@+m) ¢ ym escalar > 0 tais que

011 * .
o - 4
A+ BEC —[5 (” <0 (4.38)

¢ verificada, com
(1+0)S—P O 0
011 = 0 -S 0 (4.39)
0 0 —ul

entdo, o sistema ¢ assintoticamente estavel e possui custo garantido Ho, dado por v = /.

Prova: A prova desse Lema segue os passos apresentados em (4.2), com a funcdo de Lyapunov
substituida por (4.7) e ®1; substituida por g. "

O resultado apresentado no Lema anterior é nao-convexo, sendo, portanto necessarias mani-
pulacoes matematicas para desacoplar o produto entras as matrizes do sistemas e as matrizes

desconhecidas. O Teorema apresentado a seguir fornece uma alternativa para esse problema.

Teorema 4.3. Considere o sistema (4.36). Para parametros escalares > 0, o e 8 dados,
se existem matrizes 0 < P = PT e R"™, 0 < § = ST e R, 0 < J = J' € Rvtp)x(ntp)
G € RApx(n4p) 7 ¢ R™*34 [J € R™™ ¢ A € R™™ tais que

o « » »
A oA A P x
GA+BVC —aG —aGT + o? J
A, = [TATPVE matmath A {0 I} * * 1 <0 (440)
BIAVE 0 —BYAU + UTAT) &
0 0 GB — BU —J

¢ verificada com p11 dado em (4.39), entdo, o sistema é assintoticamente estdvel com a lei de

controle (4.35) e ganhos dados por K = U~V possui custo garantido Ho, dado por v = \/p.
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Prova: A prova segue os mesmos passos realizadas no Teorema (3.3), com ®q; substituida por

011- L]
Para que a condicao seja convexa é necessario que os valores de «, § e A sejam previamente
fornecidos. Caso contrario, é necessario criar matrizes aleatorias A, de posto completo, e fazer

uma varredura dos parametros «, 5 e A para os quais a desigualdade (4.40) é factivel.

4.2.2 Extensao para o controle robusto H, via SOF

Considerando que o sistema ¢é incerto, apresentamos a extensao do resultado proposto no
Teorema 4.3, de forma a assegurar o custo garantido H., para todo um dominio de incertezas.
Portanto, nesta segdo assumimos que o sistema (4.34) é sujeito a incertezas politépicas e as

matrizes dependem de forma afim de um vetor de parametros 6
Tht1 = A(@)ZL‘k + Ad(ﬁ)xk_dk + Bu(Q)uk —+ Bw(ﬁ)wk

= C1(0)xy + C1,(0)xk—a, + Du(0)ur, + Dy(0)wy, (4.41)

v (), :

2k
Yk
Essas matrizes podem ser descritas por um politopo P com vértices conhecidos dado por (3.53)
em que T e WU, sdo dados por (3.25) e (3.54), respectivamente. Considerando a mesma lei de

controle dada em (4.35), o sistema em malha fechada, obtido aplicando-se (4.35) em (4.41), é

dado por

_ ' { Tri1 = AO)xr + Ag(0)x)—a, + Bu(0)wy, (1.42)

W(0)o _ _ _
2 = C(0)zg + Ca(0)rp—g, + Do (0)wy,
em que as matrizes de malha fechada sao dadas por
A(0) = A(0) + B,(0)KCy(0),  Aq(0)
C(0) = C1(0) + D (0)KCy(0), Cy(0)
By(0) = B,(0), D, (0)

Ag(0) + Bu(0)K,C5(0),
C1a(0) + Dy (0) KaCs(0),
Do (6).

O sistema em malha fechada aumentado, que separa as matrizes conhecidas das matrizes de

busca, é dado por

A ~

[xiﬂ = (A(6) + B(O)KC(9)) x:kdk , (4.43)

em que as matrizes A,B, C' e K sao dadas por

Ca(6) 0

0
AB)  Aa6) wwq, B:[gu<9>], K=[K Kio,C=| 0 G0 0

A B
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Teorema 4.4 (Controle Robusto). Seja o sistema (4.42). Para parametros escalares p > 0,
a e B dados, se existem matrizes 0 < P, = PT e R 0< S; =S e R 0< J,=J! €
ROFPx(4p) -G ROEPX(4p) 4 T[1, N, V € R™34, U € R™™ ¢ A € R™™ tais que

A;, <0, i€Z[l,N]

Aij, <0, i€Z[1,N 1), j€I[i+1,N], (4.44)
sao verificadas, em que
[ 0114 * " .
GiA + BVC;, —2aG; + o2 L 0 Ty N .
Aiv = ] ZA 7 O I < 0’ (445)
ﬁ_lAVCi 0 _ﬁ—l(AU + UTAT) «
- 0 0 G:B; — B,U —J;
Ql}z‘j R R
A GiA;j + GjA; + BVhC; + BV C;
ijo = Nor o A A
0
* *
—20G; —2aG; + [PJFP 0}+Ji+n]j x .
<0,
0 —2B8-Y(AU + UTAT) .
0 GiBJ’ + Gsz‘ - (Bi + B]‘)U —J; — J;
(4.46)
com
(1+48)S—-FP 0 0
0115 = 0 -S;, 0 (4.47)
0 0 —~2I
(1+6)*(S;+5;) — P — P 0
P = 0 —Si=S; 0 (4.48)
0 0 _2,}/21

entdo o sistema € robustamente assintoticamente estavel com a lei de controle (4.35) e ganhos
dados por K = U~V (veja estrutura (8.39)) e possui custo garantido Ho, dado por v = /1.
Além disso, (4.28) € uma fun¢ao de L-K dependente de parametros que assequra a estabilidade

robusta do sistema em malha fechada.

4.2.3 Exemplos

Nesta secao ¢ investigado o sistema apresentado no Exemplo 3.5.1, desta vez considerando
que o atraso ¢ variante no tempo. No primeiro exemplo, o sistema é considerado precisamente
conhecido. No segundo, ¢ considerado que as matrizes do sistema sao incertas. Em ambos os

casos, figuras ilustram o comportamento temporal do sistema.
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4.2.3.1 Exemplo 1:

Seja o sistema apresentado em 3.5.1.1, no qual sao utilizados os mesmo valores iniciais para

a,ﬁeA:azl,ﬁleeA:[_Ql _11

faixa de variacdo do atraso, tal que se d € [1,d], a condicdo (4.3), ainda é factivel. Para

] . Nesse sistema, foi procurado determinar a maior

esses valores iniciais de «, § e A, é obtida uma faixa de variagdo méxima de dj, € [1,939] com
vg = 1.3369 x 103. Utilizando a funcao fminsearch() para otimizar os valores de a e 3 e assim
reduzir o valor v, apés o processo de otimizacao, foi obtido v; = 160.2506, para a = 0.0048, e

£ =19.8851, os quais determinam ganhos dados por

0.1385 — 0.7425 | 0.0014 — 0.0074

IR =1 6 7671 — 1.4953 | 0.0077 — 0.0150 |

No processo de otimizagao utilizando a fungao fminsearch(), a cada iterecao é resolvida uma
LMI para determinados valores de o e . O valor de 7 é o valor a ser otimizado. Os diagra-
mas de valores singulares para o sistema em malha fechada obtido com os ganhos calculados
sao mostrados Figura 4.7, considerando valores fixos de atraso dentro do intervalo d € [1,30].

Observe que na construcao do diagrama de valores singulares foram usados valores constantes

8 — /;;;;;;i;:;;“ R
I/;Z"\‘:“\':"";‘ bl
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Figura 4.7: Valores singulares e custo garantido obtido para o sistema em malha fechada incerto
para d € Z[1, 30].

de atraso. Assim, o maximo valor singular obtido pode ser inferior ao custo garantido H,, real
para o atraso variante no tempo. Também é apresentado o comportamento do sistema em malha
fechada, utilizando a faixa de atraso considerada. Essa faixa de variagao do atraso é mostrada

na Figura 4.8. Foi considerado que o sistema esta sujeito ao vetor de entrada de perturbagao, wy,
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Figura 4.8: Atraso dj, € [1, 30].
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Figura 4.9: Sinal w;, aplicado ao sistema em malha fechada.

conforme mostrado na Figura 4.9. A Figura 4.10 mostra a saida medida do sistema z; quando
sujeita a perturbacao wj para uma condicao inicial nula. Por meio da Figura, é observada que a
relagdo maxima entre z;/wy é igual a 9.3111/1 = 9.3111, valor inferior ao custo étimo calculado.
Os sinais de controle calculados na simulagdo sdo mostrados na Figura 4.11. A amplitude dos
sinais de u; e uy tem variacgoes significativas no momento de aplicacao das perturbacoes. Foi

observado que a amplitude do sinal de controle us foi maior amplitude que de wu;.
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Figura 4.10: Saida z; cujo o sistema em malha fechada.
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Figura 4.11: Sinal de controle ug = [u; us]”.

4.2.3.2 Exemplo 2:

Considere o sistema incerto do Exemplo 3.5.1.2, porém o atraso é variante no tempo. Para

esse sistema, o interesse é determinar o maior valor 6 = d — 1 tal que a condic¢ao descrita no

Teorema 4.4 seja factivel. Utilizando o Teorema 4.3 com o = 1, f = 10 e A = {_21 _11}

é obtido um atraso maximo de d = 35. Esse atraso maximo resulta em um custo inicial de

v = 1.4728 x 103. Apés a otimizagao utilizando a fungao fminsearch(), foram obtidos a = 0.0085,
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B =18.6972 e v = 98.1737. Para esses valores, o ganho K é dado por

. 0.1467 —0.7420 | 0.0015 —0.0074
K= [K|Kd = 0.7849 —1.4924|0.0079 —0.0149

Na Figura 4.12 é mostrado o diagrama de valores singulares para o sistema em malha fechada
obtido com os ganhos calculados. A faixa de atraso considerada foi d € [1,5]. Para a construgao
do diagrama de valores singulares foram utilizados valores constantes de atraso. Portanto, o
valor singular maximo pode ser inferior ao custo garantido H., real para o atraso variante no

tempo. A faixa de variacao do atraso é mostrada na Figura (4.13). Considerando que o sistema

16
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Figura 4.12: Valores singulares e custo garantido obtido para o sistema em malha fechada incerto
para d € Z[1, 30].

estd sujeito a perturbagao mostrada na Figura 4.14, a Figura 4.15 mostra a saida medida do
sistema 2z, quando sujeita essa perturbacao. E observada que relagdo maxima entre zp/wy é
igual a 13.8007/1 = 13.8007, valor inferior ao custo 6timo calculado. Os sinais de controle

calculados na simulagao sao mostrados na Figura 4.16.

4.3 Comentarios finais

Sao apresentadas condicoes dependentes da faixa de variacao do atraso para a sintese de
controladores estaticos via realimentacao estatica de saida para sistemas discretos com atraso
variante nos estados. Sao apresentadas condigoes para estabilizacao e o controle H., para
sistemas precisamente conhecidos e incertos. As condigoes desenvolvidas nao sao convexas e

dependem da escolha de variaveis para obter testes de factibilidade baseados em LMIs. A
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Figura 4.13: Atraso di, dy € [1,5].
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Figura 4.14: Sinal wy aplicado ao sistema em malha fechada.

escolha apropriada dessas variaveis podem reduzir o conservadorismo dos resultados obtidos.
O uso da saida atrasada na lei de controle também é utilizada como o intuito de melhorar os

resultados. Exemplos foram utilizados para ilustrar o uso das condigoes propostas.
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Capitulo

Consideracoes finais e perspectivas

Nesta dissertagao foi estudado o projeto de controladores utilizando realimentacao estatica
de saida para sistemas incertos discretos no tempo com atraso invariante ou variante no vetor de
estados. No Capitulo 2 foram revisados os principais conceitos da Teoria de Controle necessarios

para a obtencao dos resultados deste trabalho.

No Capitulo 3, baseado na publicagao [OL15] aceita no XII Simpdsio Brasileiro de Automagao
Inteligente (SBAI), foram desenvolvidas condigoes para o projeto de controladores estabilizantes
utilizando realimentacao estatica de saida para sistemas discretos com atraso invariante no vetor
de estados. Foi utilizada uma candidata a funcao de L-K simplificada para tratar os termos
relacionados ao atraso, o que resultou em uma condicao do tipo independente do atraso. Foi
também considerado o projeto de controladores estabilizantes robustos. Para tal, foi utilizada
uma candidata a funcao de L-K dependente de parametros. Para a estabilizacao desses tipos de
sistemas foi utilizada uma lei de controle que depende apenas da saida do sistema. O projeto de
controladores que asseguram um desempenho H, para o sistema também foi estudado. Foram
desenvolvidas condi¢oes para sistemas precisamente conhecidos e incertos. Para o projeto dos
controladores H., foi utilizada uma lei de controle que depende da saida e da saida atrasada
do sistema. As condigoes desenvolvidas nao sao convexas e dependem da utilizacao de variaveis
iniciais que, uma vez dadas, tornam o problema convexo. Entretanto, mostrou-se que nao ha
grandes dificuldades em obter essas variaveis iniciais. Uma escolha apropriada dessas varidveis

podem reduzir o conservadorismo dos resultados obtidos.

No Capitulo 4 foram desenvolvidas condicoes para a sintese de controladores via SOF para
sistemas incertos discretos no tempo com atraso variante no vetor de estados. Foram desenvol-
vidas condigoes para o projeto de controladores estabilizantes e controladores que asseguram o
custo Hs. Para o desenvolvimento das condicoes foi utilizada uma candidata a fungao de L-K
mais completa que a utilizada no Capitulo 3. Devido a escolha dessa candidata a funcao de

L-K, as condic¢oes desenvolvidas sao dependentes da faixa de variacao do atraso. Dependem da

1)
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relagao entre o atraso maximo e o atraso minimo. Para o projeto de controladores robustos,
foi utilizada uma funcao de L-K dependente de parametros. Como as condi¢oes obtidas nesse
capitulo foram baseadas nos resultados do Capitulo 3, as condigoes obtidas nao sao convexas e
dependem da escolha de variaveis iniciais que, uma vez escolhidas, tornam o problema linear.
Os sistemas incertos descritos nos Capitulos 3 e 4 foram considerados pertencentes a um
politopo convexo. Para todas as condig¢oes propostas nesse trabalho, exemplos numéricos foram

utilizados para ilustrar a efetividade das mesmas.

5.1 Trabalhos produzidos

e A. C. Oliveira e V. J. S. Leite, Controle Robusto H., de sistemas lineares discretos no
tempo com atraso nos estados via realimentacao estatica de saida, in: Anais do XII

Simposio Brasileiro de Automagao Inteligente, Natal, RN, Brasil.

e A. C. Oliveira e V. J. S. Leite, Controle Robusto H,, de sistemas lineares discretos no
tempo com atraso variante nos estados via realimentagao estatica de saida - Em prepara-

Gao.

5.2 Perspectivas

A trabalho desenvolvido nesta dissertacao permite que outras direcoes de pesquisa sejam
investigadas. Uma delas é considerar, por exemplo, a saturacao do sinal de controle, que ¢ um
fenomeno presente em sistemas reais devido aos limites fisicos dos atuadores. Seja, por exemplo,

o sistema linear discreto definido por

Tppr = Az + Agxp_q + Buy, (5.1)
yr = Cxy,

em que x; = z(k) € R" é o vetor de estados no instante k, zx_4, = x(k — di) € R™ é o vetor
de estados atrasado de dj amostras, uy = u(k) € R™ é o sinal de controle ¢ y, = y(k) € R? é a
saida medida. As matrizes A, Ay, B e C, possuem dimensoes apropriadas. Seja a lei de controle

via realimentacao estatica de saida dada por

em que K € R™*4 Para considerar a saturacao do sinal de controle, é suposto que o vetor
de controle u;, esta sujeito a uma restricao de amplitude, ou seja, cada componente de u; esta
compreendida entre um valor maximo e um valor minimo. Portanto, u; pertence a um conjunto
poliedral ¢ dado por

(={ueR" -p<u<p}
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comp; > 0Vi=1,...,m. Logo, a lei de controle que realmente é aplicada ao sistema é
up = sat(Kyy),

em que cada componente de u; é definida por

—pi se KGyp < —p;

u; = (sat(Ky))i = ¢ Kiyr se  —pi < Ky <p;

pi se Ky > p
em que K; denota a i-ésima linha de K. A presenca de saturacao pode causar efeitos indesejados,
como por exemplo a instabilidade do sistema. Desta forma, considerar a saturacao na andlise
e sintese de sistemas de controle é um tema de importancia tedrica e pratica [TGGQ11]. Para
o caso de estabilizacao de sistemas lineares com saturacao, pode-se tratar os problemas de
estabilidade global ou local. O objetivo, nesse caso, seria propor condigoes para a estabilizagao
local.

As condigoes propostas nos Capitulos 3 e 4 podem ser desenvolvidas utilizando candidatas
a funcao de L-K mais completas. Assim, sao esperados resultados menos conservadores.

Pode ser explorado também o controle de sistemas nao-lineares via realimentagao estatica
de saida utilizando modelos fuzzy Tagaki-Sugeno. Os modelos fuzzy sao uma alternativa para
descrever sistemas nao-lineares e consiste, basicamente, em descrever o sistema nao-linear em
termos de submodelos localmente lineares invariantes no tempo, conectados por funcgoes de
pertinéncia, que descrevem o comportamento do sistema em diferentes pontos do espago [Klul0,
SLCK14].

Outra extensao imediata dos resultados obtidos nesta dissertacao é o projeto dos controla-

dores dinamicos. Por exemplo, seja o sistema linear discreto no tempo com atraso variante no

vetor de estados descrito pela equacao de espaco de estados

Tpy1 = Az, + Agxp—q, + Byug + Bywy,
2z, = Chay + CryTp—a, + Dyug + Dywy
Yr = Coxy,
em que x, = x(k) € R" é o vetor de estados no instante k, x4, = x(k — di) € R" é o vetor
de estados atrasado de dj amostras, u; = u(k) € R™ é o sinal de controle, w, = w(k) € R” é
o vetor de entradas exdgenas, 2z, = z(k) € RP é a saida controlada, v, = y(k) € R? é a saida

medida. As matrizes A, Ay, By, B, C1, Ciq, Dy, D, e Cs possuem dimensoes apropriadas.

Considere o controlador por realimentagao dinamica:

Tpy1 = AZp + AaZi—q, + Byi + Bayk—a,
up = CTy, + CaZr—a, + Dyr + Dayr—a,
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em que Ty, = Z(k) € R" é o vetor de estados do controlador no instante k, T_q, = Z(k—d;) € R"
é o vetor de estados atrasado de dj, amostras, A, Ay, B, By, C, Cq, D e Dy, sao as matrizes de
ganho do controlador. Considerando a abordagem proposta em [SADG97], é possivel construir
controladores dinamicos de saida por meio de uma lei estatica utilizando um sistema aumentado.

Para isso, considere o sistema aumentado obtido quando u. = Zy41 € Y., = Ty, logo:
R ES R R E R bR I R RS
2=[C 0] {"f’“}r[(}m 0] {%’“}L[o Du][uc’“]+wak (5.3)
T T, U,
e ]-la o] 1E]
Yk Cy 0 T

Portanto, a lei de controle é estatica equivalente a:

BEEIREEA 6

O sistema (5.3) e a lei de controle (5.4) podem ser escritos como:
Fp1 = ATy, + AgFi—a, + Buiy, + Buwy
gk = éli'k —+ édfz'kfdk -+ Du’llk —+ wak (55)
iy, = Kiji, + Kafir_a,

em que:

Dessa forma sao obtidos controladores que resultam em um resultado igual ao do caso estatico.
Como forma de melhorar o resultado, pode utilizada uma formulacao de projeto como a apre-
sentada em [CY14, Teorema 2]. Podem ser exploradas também outras opgoes para o projeto do
controlador dindmico, como a sugerida em [MOS98| ou, mais recentemete, a técnica sugerida

em [Sadl5], o qual é baseada em um processo iterativo para o projeto dos controladores.



Apéndice l \

Demonstracoes

A.1 Transformacao de Congruéncia

Se X > 0, entao 27Xz > 0, Vo € RY, 2 # 0. Uma vez que X e Y sdo congruentes, existe
uma matriz G nao-singular tal que Y = GT X G [Ber05]. Consequentemente, usando o fato de
que G é nao-singular, para todo x # 0, entao o vetor y = G~z # 0 (o que implica que z = Gy)

e

Ty T T AT T
X>0 v Xer=(Gy)' X(Gy)=y Gj(Gy—y Yy>0 <Y >0

A.2 Complemento de Schur

Assuma que R(x) > 0 e seja a matriz nao-singular G dada por

I 0
¢ = {—R(x}‘lS(x)T 1}
Fazendo uma Transformacao de Congruéncia, temos que

(i e[0T Lo

A prova desse Lema é baseada em [DY13].

A.3 Lema 2.4

Pré e pés multiplicando (2.4a) pela matriz de posto completo [I %]MT} e sua transposta,

respectivamente, recupera-se a expressao (2.4b).
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A.4 Lema 2.5
Desenvolvendo a expressao dada em (2.5a), tem-se
(VR —a)(V' —a@)") <0,

—(VQ'WVT —aVQ'QT — aVT + ’Q7) <0,
—VQ'VT +aV + V' — ’Q) <0,

Reorganizando os termos em (A.1) obtém-se a expressao em (2.5b).
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