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Resumo

Esta dissertacao se concentra na proposta de uma nova técnica hibrida, que combina o
método sem malha, Elementos Livres de Galerkin Interpolantes, com o Método dos
Momentos para a solucdo de problemas 2D de espalhamento eletromagnético.A
formulacao é aplicada na analise do espalhamento eletromagnético por um cilindro
dielétrico infinito. Na solucdo hibrida proposta o problema é dividido em dois,
uminterno e umexterno. Para o problema interno, o método sem malha é usado para
resolver a forma fraca da equagdo escalar 2D de Helmholtz. Para o problema externo, o
método dos momentos é usado para resolver a Equacdo Integral Campo Elétrico. A
continuidade dos campos elétrico e magnético tangenciaisna fronteira entre os meios
interno e externo é utilizada para atender a condi¢cdo de radiacdo de Sommerfeld.A

precisdo do método é verificada por meio da comparagdo dos resultados das solu¢des

numérica e analitica.

Palavras Chaves:Método Hibrido, Espalhamento Eletromagnético, Elementos Livres de

Galerkin Interpolantes, Método dos Momentos, Métodos sem Malhas



Abstract

This dissertation focuses on the proposal of a new hybrid technique, which combines a
meshless method,Interpolating Element Free Galerkin, with the Method of Moments for the
solution of 2D electromagnetic scattering problems.The formulation is applied in the
analysis of the scattering by an infinite dielectric cylinder.For the hybrid solution the
scattering problem is divided in two, internal and external problems. For the internal
problem, the meshless method is used to solve the weak form of 2D scalar Helmholtz
equation. For the external problem, the Method of Momentsis use to solve the Electric Field
Integral Equation. The continuityof the tangential electric and magnetic fields at the
boundary between the interior and the exterior surroundingsare used to enforce the
Sommerfeld radiation condition. The accuracy of the proposed method is verified by

comparing the numerical and analytical solutions.

Keywords: Hybrid technique, electromagnetic scattering, Interpolating Element Free

Galerkin, Method of Moments, Meshless
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Caracterizacao do Problema

Nomundo moderno, é cada vez maior o nimero de aplicagdes relacionadas ao
espalhamento eletromagnético, as quais abrangem diversas dreas, como por exemplo: o
funcionamento dos radares para deteccdo de submarinos e aeronaves (LIU e JIN, 2004);
a modelagem da estrutura de florestas pelo sensoriamento remoto (LI, FANG e WANG,
1998); a determinacdo das propriedades fisicas das geleiras maritimas (GOLDEN,
BORUP, et al, 1998); a deteccao e identificacio de cilindros enterrados (FREZZA,
MARTINELLI, et al, 2007); dentre outras. O estudo dessas aplicacdes, frequentemente
requer o calculo do campo eletromagnético envolvido. Porém, para a maioria dos
problemas essecalculo somente apresenta solucdo analitica quando sua geometria é
extremamente simples. Nos problemas praticos a geometria,em geral, é complexa e as
dificuldades para obter solu¢des analiticas, as tornaminviaveis.No passado, do ponto de
vista técnico, este problema foi contornado, em parte, com o uso de técnicas
experimentais ou graficas. Atualmente sdo empregadas técnicas numéricas, pois estas,
sao baratas,geram resultados precisos e, muitas vezes, sdo as Unicas possiveis.

As principais técnicas numéricas aplicadas a solugdo de problemas de
espalhamento eletromagnético podem ser classificadas em dois grupos: técnicas
numéricas diferenciais e técnicas numéricas integrais. Dentre as principais técnicas
diferenciais pode-se destacar o Método das Diferencas Finitas (Finite Difference Method
- FDM) e o Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM) e entre as
técnicas integrais a que mais se destaca é o Método dos Momentos (Method of Moments -
MOM). As técnicas diferenciais apresentam formula¢des mais simples e sdo, portanto,
atraentes para simular estruturas complexas. Heterogeneidades podem ser mais
facilmente tratadas através dessas técnicas. Entretanto, para aplicagdo em problemas

ilimitados (ou problemas abertos, sem a presenca de fronteiras), como os de
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espalhamento eletromagnético, as mesmas nao incorporam naturalmente a condigdo de
radiacao de Sommerfeld (PETERSON, SCOOTT e MITTRA, 1997). Assim, é necessaria a
extensdo do dominio de discretizacdo por meio do estabelecimento de uma fronteira
ficticia, a certa distancia do espalhador, sob a qual a condicido de Sommerfeld é
aproximada (JIN, 2002). As técnicas integrais, por outro lado, lidam bem com problemas
ilimitados (dominio aberto), porém o método torna-se computacionalmente complexo
quando heterogeneidades estao presentes(GIBSON, 2015).

Tendo em vista as vantagens e desvantagens das técnicas integrais e diferenciais,
uma alternativa que vem sendo frequentemente investigada é o uso de solug¢des
hibridas. Esse tipo de solucdo combina duas técnicas distintas, de forma a explorar os
pontos fortes de cada uma para a obtencdo de solucdespara uma classe mais geral de
problemas(YUAN, LYNCH e STROHBEHN, 1990).Dentre os principais métodos hibridos
que tém sido investigados, o mais recorrente é a combinagdo do FEM-MOM (YUAN,
1990), (YUAN, LYNCH e STROHBEHN, 1990), (JANKOVIC, LABELLE, et al, 1994), (AL],
HUBING e DRENIAK, 1997), (LING, SHENG e JIN, 1997) e(ILIC, DJORDJEVIC, et al., 2009).
Para problemas de espalhamento eletromagnético a combinagdo FEM-MOM implica em
uma reducdo do dominio computacional, uma vez que nao requer o estabelecimento de

uma fronteira ficticia ha certa distancia do espalhador. Também deve ser destacado que
=
a formulacdo permite o calculo simultineo do campo elétrico, E,no interior do

espalhador e das correntes elétrica,f, e magnética, M, em sua superficie.

Embora o FEM seja um método cuja a aplicabilidade, eficiéncia e precisao ja
estejam demonstrados na literatura, ele requer a geracdo de uma malha, ou seja, uma
conectividade dentro da solucdo. Apesar dos esforcos e pesquisas que tém sido
realizadas para automatizar o processo de geracao de malhas, um consideravel esforco
computacional é ainda necessario preparando e malhando modelos computacionais
quando o problema envolve geometrias complexas, especialmente aquelas com
descontinuidades, fronteiras moéveis ou severas deformacdes. Tendo em vista essas
dificuldades, nas ultimas décadas foi proposta e tem sido desenvolvida uma nova classe
de métodos para solucao de equacdes diferenciais. Esses métodos nao requerem o uso
explicito de malhas e sdo conhecidos como Métodos sem Malhas (Meshless Methods -

MM) (LIU, 2003).



Os MM surgiram em 1977, com a proposta do Método da Particula Hidrodinamica
Suavizada(Smoothed Particle Hydrodynamics Method - SPH) (LUCY, 1977). Desde entao,
diversos MM tém sido propostos, sendo que a diferenca basica entre eles esta no
processo de construcao da funcdo de forma. Dentre as principais aproximacodes
utilizadas para a criacdo da funcao de forma, pode-se destacar: Nucleo Reprodutor
(Reproducing Kernel - RK), Minimos Quadrados Moveis (Moving Least Squares - MLS) e o
Método da Particao de Unidade (Partition Unity Method- PUM)(LIU, 2003).

Dentre os diversos MM disponiveis na literatura, o Método dos Elementos Livres
de Galerkin (Element Free Galerkin Method - EFGM) é um dos mais estabelecidos e vem
ganhando destaque na literatura, devido as suas diversas vantagens. O mesmo é
extremamente robusto, possui boas taxas de convergéncia e uma grande facilidade para
realizar a discretizagdo em problemas de geometria complexa. Ele vem sendo
empregado na area de engenharia aplicada na solucdo de problemas lineares e nao
lineares, em diversas areas da ciéncia, tais como: na acustica (SOLEAU e BOUILLARD,
2000);na mecanica (BELYTSCHKO, LU e GU, 1995); e em eletromagnetismo(CINGOSK]I,
MIYAMOTO, et al., 1998), (VIANA, 1998), especialmente em problemas de espalhamento
eletromagnético(REZENDE, 2005), (RESENDE, COPPOLI e AFONSO, 2015).

O EFGM foi proposto em 1994 a partir do Método dos Elementos Difusos (Diffuse
Element Method - DEM), com melhorias no calculo das derivadas das fun¢des de forma
assim como a utilizacao de integracdao numérica (BELYTSCHKO, LU e GU, 1994). Sua
formulacao é relativamente simples, mesmo quando o dominio esta preenchido com
materiais ndo homogéneos e quando o problema tem forma geométrica complexa. Ele é
baseado em uma distribuicio de nds, que pode ser ou ndo aleatdria,e permite o
tratamento de fronteiras ndo uniformes e médveis, com um custo computacional
reduzido.Assim como o DEM, o EFGM utiliza um polindbmio interpolador baseado na
aproximacdo MLS em conjunto com a forma fraca do método de Galerkin (BELYTSCHKO,
LU e GU, 1994). Embora ele necessite de uma malha de fundo para realizacdo da
integracdo numeérica esse processo é independente do processo de distribui¢do dos nés
(VIANA, 1998)e(LIU e GU, 2005).

Uma deficiéncia do EFGM, entretanto, é dada pelo fato das fun¢des de forma do
MLS ndo cumprirem a propriedade do delta de Kronecker, ou seja, as fun¢des ndo sao
interpoladoras. Assim a imposicao das condi¢cdes de fronteira essenciais requer a

utilizacdo de métodos adicionais como o método dos multiplicadores de Lagrange
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(BELYTSCHKO, LU e GU, 1994), o método das penalidades (ZHU e ATLURI, 1998) ou o
método de Nitsche’s (MENDEZ e HUERTA, 2004). Porém, é possivel contornar essa
restricdo fazendo uma adaptagao no MLS de forma que suas fun¢oes de forma satisfacam
a propriedade do delta de Kronecker;esse processo é conhecido comoMinimos
Quadrados Méveis Interpolantes (Interpolating Moving Least Squares - IMLS) e foi
proposto por Marques et al. em 2007 (MARQUES, MACHADQO, et al, 2007). O EFGM
aplicado juntamente com a técnica do IMLS é chamado nesse trabalho de Método dos
Elementos Livres de Galerkin Interpolantes (InterpolatingElement Free Galerkin Method
- IEFGM).

Tendo em vista as vantagens dos métodos hibridos, em conjunto a aplicabilidade
do IEFGM para a mesma gama de problemas tratadas pelo FEM, destacando-se a
vantagem do I[EFGM nao necessitar da utilizacdo de uma malha, no sentido classico, e ser
mais facilmente aplicado a geometrias complexas e ndo homogéneas, o presente
trabalho propde, um novo método hibrido para obtencdo de uma solugdo mais geral e
robusta de problemas de espalhamento eletromagnético por corpos dielétricos. Esse
novo método hibrido combina o IEFGM e o MOM, onde o IEFGM ¢ aplicado a regiao
interna do espalhador, problema interior (limitado), enquanto o MOM ¢ aplicado aregido

externa, problema exterior (ilimitado).

1.2. Contextualizacao da Dissertacado

Essa dissertacdo estd inserida nos desenvolvimentos realizados pelo Grupo de
Eletromagnetismo Aplicado (GEA) do CEFET-MG, cujo principal objetivo é a aplicacdo de
métodos numéricos na busca de novas formas de solugdo dos problemas de
eletromagnetismo aplicado e também no projeto de equipamentos eletromagnéticos. As
principais técnicas numéricas investigadas pelo GEA sao: Método das Diferencas Finitas
no Dominio do Tempo (FDTD), o FEM, MM e MOM. Dentre os diversos trabalhos
desenvolvidos pelo GEA, em relacdo ao tema dessa dissertacao, pode-se destacar:

1. Analise das Condicoes Absorventes De Engquist-Majda e Bayliss-

TurkelAplicadas ao Espalhamento Eletromagnético(PINTO, 2012);
2. Anadlise Paramétrica do Método Sem Malha Element Free Galerkin em

Problemas Eletrostaticos (PORTO, 2012)



Avaliacdo do Espalhamento por Estruturas Filamentares Utilizando o Método
dos Momentos (MOREIRA, 2012)

Analise do Espalhamento Eletromagnético por Corpos de Revolucao pelo
Método dos Momentos Utilizando Integrais Elipticas (VIDAL, 2011)

Técnicas de Computacdo Paralela Aplicadas em Métodos Sem Malha
(ARAUJO, 2014)

Espalhamento eletromagnético solucionado via FEM-ABC (PINTO, AFONSO,
etal,2012)

Evaluation of Singular Integral Equation in MOM Analysis of Arbitrary Thin
Wire Structures (RESENDE, MOREIRA e AFONSO, 2014)

Analysis of Element Free Galerkin Interloping Moving Least Square Method
in an Electrostatic Problem (RESENDE, COPOLLI, et al., 2015)

A Meshless Approach Using EFG Interpolating Moving Least-Squares Method
in 2-D Electromagnetic Scattering Analysis (RESENDE, COPPOLI e AFONSO,
2015)

Assim, essa dissertacio é um trabalho de continuidade dos trabalhos

desenvolvidos pelo GEA, consolidando os conhecimentos ja gerados sobre IEFGM e MOM

e unificando esses conhecimentos na proposta de um método hibrido que combina as

duas técnicas para solucao dos problemas de espalhamento eletromagnético.

1.3. Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento do ferramental tedrico,

analitico e numérico de uma nova técnica hibrida, que combina o IEFGM e o MOM, para a

solucdo do problema de espalhamento eletromagnético de um cilindro dielétrico

Para possibilitar o alcance desse objetivo geral, os seguintes objetivos especificos

podem ser destacados:

Realizar uma revisao bibliografica sobre espalhamento

eletromagnético MOM, MM e os métodos hibridos;

2. Apresentar e aplicar a modelagem matematica para solucao do espalhamento

eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito utilizando o IEFGM;



3. Apresentar e aplicar a modelagem matematica para solu¢ao do espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito utilizando o MOM com a
utilizacao de fungdes base e teste do tipo pulso e tridngulo;

4. Desenvolvere aplicar a modelagem matematica para solugdo do
espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito utilizando o
método hibrido IEFGM-MOM;

5. Desenvolver um programa em Matlab®,para modelagem matematica do
IEFGM, do MOM e do hibrido IEFGM-MOM;

6. Validaros modelos computacionaiscomparando os resultados obtidos com a
respectiva solucdo analitica;

7. Realizar diferentes andlises de sensibilidade para as formulagdes

implementadas, de forma a reter e discutir as suas principais caracteristicas.

1.4. Organizacdo do Trabalho

Este trabalho estaorganizado em seis capitulos, incluindo este introdutério.

No segundo Capitulo é apresentada a definicdo do fend6meno de espalhamento, o
problema deste estudo e sua modelagem por equacgdes diferenciais e integrais.

O terceiro Capitulo apresenta o desenvolvimento da formulacdo do IEFGM, suas
principais caracteristicas e a aplicagio do método aoproblema do espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. Sdo também apresentadosos
resultados obtidos pelo IEFGM em compara¢do com os resultados analiticos.

No quarto Capitulo é apresentado o MOM e sua formulacdo geral. O método é
aplicado ao problema do espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico
infinito, com o uso de fung¢des base do tipo pulso e tridngulo. Também sdo apresentados
os resultados obtidos pelo métodoem comparagao com o resultado analitico.

O quinto Capitulo apresenta o método hibrido proposto, IEFGM-MOM, suas
principais caracteristicas e a formulacao matematica para solucdao do espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. E em seguida, sao apresentados os
resultados obtidos por meio do IEFGM-MOM, além de sua comparagdo com os

resultados analiticos, do IEFGM e do MOM.



No sextoCapitulo é realizada a conclusao do trabalho e apresentadas propostas

para trabalhosfuturos.



Capitulo 2

Espalhamento Eletromagnético

Neste capituloé descrito o fendmeno de espalhamento eletromagnético e é
apresentada sua modelagem matematica, utilizando equagdes diferenciais e integrais,

para um cilindro dielétrico infinito.

2.1. Definicdo Geraldo Espalhamento Eletromagnético

O fendmeno do espalhamento eletromagnético pode ser descrito a partir da
Figura 2.1, onde a antena (a) emite uma onda eletromagnética que se propaga no espago
livre, £2,, eincide na aeronave (b).A partir da onda eletromagnética incidente, descrita
pelos campos elétrico e magnético incidentes,E‘eH!, que ilumina o objeto em (b),
denominado espalhador, podem ser definidascorrentes equivalentes elétrica, J, e
magnética, M. Essas correntes sdo impostas ao problema equivalente e responsaveis
pela geracio doscampos elétrico e magnético espalhados,ESeH®. Assim, os campos
elétricoe magnético totais, Ee H,em(),, tornam-se a composi¢cdo de campos espalhados e

incidentes, dados por(BALANIS, 1989):

E= E' +ES (2.1)

H = H' + HS. (2.2)
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Figura 2.1 -Situacdo tipica de espalhamento eletromagnético

Fonte: Adaptado de (AFONSO, 2003)

2.2. Espalhamento por Cilindro Dielétrico Infinito

Os cilindros representam umas das superficies geométricas mais importantes na
engenharia, principalmente em relacdo ao espalhamento eletromagnético. A superficie
de muitos espalhadores praticos, como fuselagem de avides, misseis e outros, podem
com frequéncia, ser modelados por estruturas cilindricas. Assim, o cilindro circular é
provavelmente uma das geometrias mais amplamente utilizadas para representar
problemas praticos de espalhamento, devido a sua simplicidade e a disponibilidade de
solu¢des simples aproximadas(PETERSON, SCOOTT e MITTRA, 1997)e(SADIKU, 2000).

Dessa forma, oespalhador escolhido para analise nesse trabalho é um cilindro
circular dielétrico, homogéneo, de raioa, infinito na direcaoZ, iluminadopor uma onda
eletromagnética (plana e uniforme)TM,que propaga na dire¢do X¥.Como a incidéncia da
onda é normal ao eixo z e as caracteristicas eletromagnéticas do espalhador ndo variam
nessa direcgdo, o problema tridimensional pode ser reduzido aum bidimensional. Assim,
o problemapode ser simplificado, sendo analisada apenas a sua se¢do reta, conforme
apresentado na Figura 2.2. Este é um problema classico da teoria eletromagnética, o qual
possui solucdo analitica, permitindo a validacdo dos métodos numéricos(BALANIS,

1989).



Ay

(EOJ Po) )

= (g0, 10)

Figura 2.2 - Secao transversal do cilindro dielétrico

Na Figura 2.2, )yrepresenta o espaco livre,2é a secdo reta do cilindro, I'sua
superficie com vetor normalf, yyegysaoa permeabilidade magnética e a permissividade
elétrica do vacuo, respectivamente, u, = Ul €€, = €&-5a0 a permeabilidade
magnética e a permissividade elétrica do cilindro, respectivamente, onde y,es,.sao as
permeabilidade magnética e permissividade elétrica relativas.

Em situacGes praticas, é frequentemente considerado que a fonte esteja
suficientemente afastada do espalhador, de modo que a onda incidente seja plana e
uniforme ao atingi-lo, como assumido no problema sob estudo. Nesse caso, a regido das
fontes pode ser excluida da andlise do problema e somente sua influéncia sobre o
espalhador é avaliada. Outra suposi¢cdo, comumente feita em estudos dessa natureza, é
que os campos elétrico e magnético oscilam harmonicamente em uma dnica frequéncia
angular, w. Assim, o fendmeno de espalhamento ocorre em regime harmonicoe a 32 e a
42 equacbes de Maxwell, que o governam, podem ser expressas no dominio da
frequéncia, para um meio genérico com caracteristicas (& = &€l = Uoly),

como(BALANIS, 1989):

V x E= —M — jouH (2.3)

VX H=]+ jweE. (2.4)
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2.3. Modelagem Matematica do Espalhamento Eletromagnético por
Cilindro Dielétrico Infinito usando Equacdo Diferencial

Observa-se que as Equacgdes (2.3) e (2.4)estdo acopladas, ou seja, os campos
elétrico e magnético aparecem nas duas equagdes. Aumentando a ordem de derivacdo e
com o auxilio de identidades matematicas é possivel desacoplar as equacgdes, e assim
obter equagdes separadas, conhecidas como “Equac¢des de Onda de Helmoltz”, para o

campo elétrico(2.5) e para campo magnético (2.6)(BALANIS, 1989):

V2E + K*E=0 (2.5)

VZH + k2H = 0, (2.6)

ondek = w+/ueé a constante de propagacdo em um meio com caracteristica (€ e u).

No problema sob estudo nesse trabalho (espalhamento TM,), as parcelas
incidente, espalhada e total do campo elétrico tem componente ao longo da direcao Ze
do campo magnético tem componente ao logo das direcdes pe¢. Fazendo o uso deste
fato, as equagdes (2.5) e (2.6)podem ser representadas por uma Unica equacdo da

seguinte forma:
V(V . alu) + kozazu == O, (27)

ondek,é a constante de propagac¢io para o espaco livre,a; = u, lea, = ggparau = E e
a, = &, tea, = pugparau = H.

A Equacgdo (2.7) é o ponto de partida para a obtenc¢do da formulagdo matematica
diferencial para solucao do problemade espalhamento eletromagnético, e, é conhecida
como formulacdo forte.A solucdo, a partir da formulacao forte do problema, consiste em
resolver diretamente as equagdes que governam o problema fisico e suas condigdes de
contorno. A obteng¢do da solugao pela forma forte é, em geral, dificil e limitada a casos
especiais(BALANIS, 1989).

Como forma de transpor as dificuldades para solucdo do problema a partir da
formulacao forte, é comumente utilizada uma formula¢do aproximada para o problema,
que ainda sim seja robusta e precisa. Essa formulacdo é conhecida como forma fraca e
conduz a um método unico,que pode ser aplicado para resolver diferentes tipos de

problemas fisicos. O principal método utilizado na obtencdaoda forma fraca é oMétodo
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dos Residuos Ponderados(Weighted Residual Method - WRM), que consiste na
minimizacdo do residuo gerado pela solucdo aproximada(JIN, 2002). Ou seja, para
obtencdo da formulacdo fraca, admite-se uma solucdo aproximada, u*, paraaEquacao

(2.7), sendo o residuo, T, gerado por essa aproximacao,
T= V(V . a’lu*) + koza’zu*. (28)

Para minimizar esse residuo, o mesmo é ponderado por uma fung¢do de peso, P,

integrado em todo dominio do problema, 2, e for¢ado a zero(JIN, 2002):

f TPdQ = 0. (2.9)
n

De modo a simplificar a notacdo, nessa formulacdo adota-se a notagdo u para
designar a solucao aproximada u*. Aplicando a Equacdo (2.9) na Equacao (2.8), obtém-
se a expressao geral para formulacdo fraca do problema, que pode ser escrita da

seguinte forma:
f [V(V ¢ alu)] ¢ ]P)dﬂ + f kozazu ¢ ]P)dﬂ == 0. (210)
0 0

Aplicando a 12 identidade de Green (A.2), a Equacdo (2.10) pode ser reescrita

como:

0 0 r
onde representa a derivada de una direcdo 72, normal a I', dada por:

= —q — 2.12
Y e (2.12)

A Equacdo (2.11)é a formulagao fraca para o problema de espalhamento em duas
dimensodes. Pode ser observado pela mesma que:
1. As duas primeiras integrais da Equac¢do(2.11) sdo avaliadas no dominio (2,
enquanto a terceira é avaliada sobre a fronteiral’;
2. A Equacdo (2.11) é simétrica, pois a ordem de derivacdo, tanto do campo
quanto da funcao de peso P, é igual;
3. A formulacdo fraca dos campos elétrico e magnético pode ser obtida por

simples troca de variavel.
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2.3.1. Método de Galerkin

Apesar de ser uma solucdao aproximada, considerando o espaco de funcdes
lineares H}(2)lde dimensdo infinita, a solugdo da Equac¢do (2.11) é ainda bastante
complexa. Assim, aplica-se o Método de Galerkin, que consiste na busca de uma solucao
aproximada para a Equacgdo (2.11) em um espaco de dimensio finita H}(2)?, tal que
H} () c HE(2)(VIANA, 1998).

Dessa forma, seja H}(2)o espaco de todas as combinagdes lineares do tipo:

N
]Ph = Z a;a; (2.13)
I=1
e
N (2.14)
h _
u't = Z@l uy,
J=1

onde2 =N U Ia;coml =1,2,---, N sdo fungdes de formaque pertencem a uma familia
de fun¢des peso no espaco H}({2), a;sdo constantes arbitrarias, sendo nesse trabalho
escolhido a; = 1,9;sd0 funcbes de forma também pertencentes a H(’)l(ﬁ)eu]sﬁoos
coeficientes a serem determinados.Ou seja, o método de Galerkin consiste na busca
deu” € H}(2),passando do dominio continuo para o dominio discreto.

Fazendo a funcdo de forma aigual a funcdo de forma @obtém-se o seguinte

sistema linear

K+U=F, (2.15)
onde
KI] == B(¢1, @]) == f [(CZlV(D]) . V@I]dﬂ _f k02a2¢1¢]d0, (216)
0 0
r

1 Espaco das fun¢des com derivada primeira de quadrado integravel emfe que se anulam em (.

2Espaco das fungdes com derivada primeira de quadrado integravel em{.
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U=

Uy
: ] (2.18)

Uy

A Equacdo (2.15)pode ser avaliada utilizando diferentes tipos de métodos
diferenciais para solucdo deu;. A modelagem matematica por equacdo diferencial é
eficaz para solucao de problemas de contorno em dominios fechados. Entretanto, para
problemas de propagacdo de ondas, como é o caso desse trabalho, os métodos
diferenciais requerem a utilizagdo de uma fronteira global localizada a certa distancia do
espalhador onde uma condicdo de contorno absorvente (Absorvent Boundary Condition -
ABC) deve ser imposta de forma a atender as condicdes de radiacio de
Sommerfeld(PETERSON, SCOOTT e MITTRA, 1997) e(PINTO, AFONSO, et al, 2012),

conforme apresentado na Secao 3.4.

2.4. Modelagem Matematica do Espalhamento Eletromagnético por
Cilindro Dielétrico Infinito usando Equacdo Integral

Os problemas de radiacao eletromagnética envolvem o calculo de campos em
qualquer lugar do espag¢o devido a uma distribuicdo de correntes elétrica, J,e
magnética,M. Assim, o espalhamento pode ser tratado como um problema de radiacao,
onde essas correntes sdo geradas por outras distribuicbes de correntes ou
campos(BALANIS, 1989).

Uma distribuicdo superficial cilindrica, infinita ao longo da diregdo 2', de
correntes elétrica, J2', e magnética, M@', no espagco livre, com caracteristicas € ey, gera
um campo elétrico com componente somente ao longo da direcdo Z, E,, e um campo
magnético com componentesnas dire¢des pe, Hy, caracterizando uma polarizag¢ao TM,.
Esses campos, escritos usando a notagdo vetorial ndo homogénea de Helmholtz em
termos dos potenciais vetores magnético, A e elétrico, F, sdo da seguinte
forma(BALANIS, 1989):

1 1
E(x) = —jw [1 + EVV.]A(X) — ;\7 X F(x) (2.19)
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1 1
HX) = —jo [1 + 570, ] FGO +27 % AGY), (2.20)

ondeAe F sao dados por:

2n +ooe—ij
A — ’d ’d ! 2.21
®) ufo f_m )00 pld7'dp 221)
e
21 +ooe—ij
— 'd7' ! 2.22
F(x) gjo f_m - M(p'd7'dg), (2.22)

ondexlocaliza o ponto de observac¢do, x' localiza o ponto de fonte, R = |x —X'| =

J(x = x)2+ (y — y)2ep, ¢ e z correspondem as coordenadas cilindricas.
Considerando a avaliacdo da integral em zde[—o,+], as Equagdes (2.21) e

(2.22) podem ser reescritas em termos dafuncdo de Hankel de segundo tipo e ordem

zero, H.”),como(GIBSON, 2015):

u 2T
A = % [ 16HP (eR)p'dgy (2.23)
0

€ 21
F(x) = _jZ f M(x’)HéZ)(kR)p’dqb’. (2.24)
0

Aplicando (2.23) e (2.24)nas Equacdes (2.19) e (2.20), as mesmas podem ser

reescritas na forma integral como:

wp (1 AN PR I NH@ (1 Ry ol b
E(x) = _Tfo [1 +ﬁvv.]1(x)ﬂo (kR)p'd +Zf0 v x MGOHP (kR)p'd’ (2.25)
e
Hx) = — 2 2”[1 +lvv]M(x')H(2)(kR) a — Zan XYHP (kR)p'dp’.  (2.26)
T Ty o k2 0 pde 4], Jx)H, pde. :

ondeV é o gradiente em relagdo ao ponto de observacao.

As Equacgdes (2.25) e (2.26)sdao conhecidas como Equacdo Integral do Campo
Elétrico (Electric Field Integral Equation -EFIE) e Equacdo Integral do Campo
Magnético(Magnetic Field Integral Equation - MFIE), respectivamente, para o problema

de uma distribuicio cilindrica infinita de correntes superficiais J2'eM ¢'.
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Embora toda a modelagem matematica desenvolvida nesse trabalho seja sé6lida e
aplicavel tanto para a EFIE como para a MFIE, é considerada a utilizacdo somente da
EFIE. Essa escolha deve-se ao fato de que, como a distribuicdo de corrente € infinita ao
longo da diregdo 2, a parcela V(V.J)em(2.25) é igual a zero, simplificando a EFIE. Assim,
considerando a identidade vetorial VG = —V'G(onde G é uma funcio escalar) e

operando o rotacional, a Equacao (2.25) pode ser reescrita como (BALANIS, 1989):
_ wH o l @) l l ]k 2 l 2 ’ ’
E(x) = T JxDH,” (kR)p'd¢p -7 M(x") cos  H;” (kR)p'd¢’, (2.27)
0 0

ondeg é o angulo entre ﬁeﬁ,Hl(z)é a fun¢do de Hankel de segundo tipo eprimeira ordem

e o cos @é definido por:

A~

A" R _ (x —x")cosdp' + (y —y')sen ¢’ (2.28)
R R '

cos @ =

A Equacdo(2.25) pode também ser reescrita na notacdo de operadores

como(GIBSON, 2015):
E(X) = wul + jkI, (2.29)

onde os operadores £ eX'sao dados por:

1 21
L=—2 f J&HP (kR)p'd¢p’ (2.30)
0
1 21
X = _Z.f M(x") cost/)Hl(z)(kR)p’dqb’. (2.31)
0

2.4.1. Principio da Equivaléncia

As expressoOes para o campo eletromagnético apresentadas nas Equacgdes (2.25) e
(2.26)assumem que as correntes J2' e M@’ irradiam em uma regiio homogénea, cujos
parametros u e &€ sao uniformes, e livres de obstaculos. Entretanto, o problema sob
estudo, apresentado na Figura 2.2, consiste de um corpo (obstaculo) com caracteristicas

Upeegpinseridoem outro meio, com caracteristicas diferentes, o qual, neste trabalho é o
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vacuo com caracteristica yyegy.Dessa forma, as Equagdes (2.25) e (2.26)ndo podem ser
utilizadas para determinar os campos eletromagnéticos (GIBSON, 2015).

Para contornar essa restri¢do, a solucao do espalhamento eletromagnético é
realizadaapartir do principio da equivaléncia, onde as EFIE e MFIE sao obtidas em
funcdo de correntes equivalentes nas superficies do espalhador(HARRINGTON, 2001).
Assim, o problema original é substituido por problemas matematicamente equivalentes,
onde o espalhador é retirado e em seu lugar sdo colocadas correntes superficiais
equivalentes “flutuando” justamente sobre a superficie onde existia o espalhador, porém
agora em um espaco livre de obstaculos. As correntes superficiais equivalentes
garantem as condi¢des de contorno originais.

Assim, seja o cilindro dielétrico homogéneo, conforme ilustrado na Figura 2.3 (a),
o problema original, que deve ser substituido por dois problemas equivalentes, um
externo e outro interno, conforme apresentado nas Figura 2.3 (b) e (c), respectivamente.
Para o problema equivalente externo, tém-se que os campos elétrico e magnético
internos ao espalhador valem Zero (E, = H; = 0), as correntes
superficiais/,eMgsdopostas sobre sua superficie e todo o espago, incluindo o cilindro,
possuem caracteristicas do meio externo (&g, o). Nessas condig¢des, a Equacdo (2.29)

pOde ser reescrita como:
ES(X) == (UIJ.()LO +jk0:](0. (232)

De maneira semelhante, para o problema equivalente interno, tem-se que o
campo elétrico e magnético externos ao espalhador valem zero (E, = Hy, = 0) e todo
espaco possui caracteristicas do meio interno (&, p)- O sinal negativo nas correntes
equivalentes superficiais —] e -M indicam para esse caso que as correntes tém o sentido
oposto aquele definido para o problema equivalente externo, devido a orientacao fixa do

operador 1. Nessas condic¢des, a Equacdos (2.29) pode ser reescrita como:
ES(X) = _G)M_QL_Q _ijgC_Q. (233)

No problema sob analise, o campo incidente é uma onda TMz, dada por(BALANIS,
1989):

Ei(r) = Eje Jko¥z, (2.34)

Assim, utilizando (2.1) e (2.2), a EFIE para os problemas externo e interno,

respectivamente, sdo dadas por:
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Figura 2.3 - Principio da equivaléncia para o cilindro dielétrico

Fonte: Baseado em (RESENDE, 2007)
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Eoe_jkox = ES(X) - wMOLO +]k0.7€0 (235)

0=ES(X) + wupLy + jkoXKo, (2.36)
ondeE, (r,r")é o campo elétrico total.

E usual realizar o produto vetorial 7 x EFIEcomo forma de extrair as
componentes normais dessas equagoes e, entdo, aplicar as condi¢gdes de contorno a
essas componentes tangenciais. No problema de espalhamento sob estudo, todas as
parcelas de campos elétrico e magnético tem somente componentes tangencias;
portanto, o produto vetorial 7 Xé aplicado em (2.35) e (2.36)e resulta em:

Ege k0% = —M(x) — wuoLy + jkoIo (2.37)

0=M®X) + wupL, + jkaXK,, (2.38)
ondeft X E = —M.

As solucdes de problemas por equacgdes integrais, em geral, envolvem complexas
manipulacdes matematicas. Assim, estas sdo mais indicadas para solucionar problemas
cujo dominio seja composto por material linear, homogéneo e isotrépico.

As vantagens obtidas na formulacio do problema de espalhamento
eletromagnético em termos de equacgdes integrais, reside no fato de que essa formulacao
incorpora naturalmente a condicdo de radiacio de Sommerfeld (GIBSON, 2015). Esse
fato elimina a necessidade de ado¢do de uma fronteira global para o problema a certa
distancia do espalhador, o que reduz o dominio computacional do problema, com
ganhos para o tempo de processamento das solu¢des e reducdo da utilizacdo de recursos

de memoria.

2.5. Consideracoes Finais

Neste capitulosdaodesenvolvidas as equacoes diferenciais e integrais de modo a
permitir a implementacdo de métodos numéricos para solucio do problema do
espalhamento eletromagnético por cilindro dielétrico infinito. Destaca-se entre as
técnicas numéricas diferenciais, o FEM, como método que requer malha, e,em especial
nesse trabalho,0 método sem malhalEFGM. Ja entre as técnicas numéricas integrais,

destaca-se o MOM.

19



Capitulo 3
Método dos Elementos Livres de Galerkin

Interpolantes

Nesse capitulo é apresentado ométodo sem malha IEFGM e sua aplicacdo ao
problema de espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito.
Saotambém expostos os métodos para construcao das fun¢des de forma usando o MLS e
o IMLS. Ao final do capitulo, o IEFGM é aplicado na solu¢do do espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito e os resultados obtidos sao

comparados com aqueles gerados pela solucao analitica.

3.1. Os Métodos sem Malha

Os MM sao uma nova classe de métodos numéricos, onde uma aproximacdo das
equacgoes diferenciais parciais é aplicada somente com base em um conjunto de nos,
distribuidos ao longo do dominio. Nessa situacdo ndo ha necessidade de uma malha
convencional, ou seja, sem a necessidade de associar tais nds a subdominios exclusivos,
nos quais a aproximacao do problema é realizada de maneira exclusiva.

Entre os primeiros e principais MM, destaca-se o Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH), apresentado em 1977 e aplicado a problemas de astrofisica e em
dindmica de fluidos(LUCY, 1977). Posteriormente, em 1992, Nayroles et al
apresentaram o Método dos Elementos Difusos (Diffuse Element Method- DEM) baseado
no conceito de MLS(NAYROLES, TOUZOT e VILLON, 1992),proposto em 1981 por
Lancaster a partir da formulacao fraca de Galerkin(LANCASTER e SALKAUSKAS, 1981).

Considerando os MM, o DEM pode ser visto como a primeira aplicacio doMLS.
Dois anos depois, Belytschko et al. apresentamo EFGM, a partir de algumas alteracdes do
DEM (BELYTSCHKO, LU e GU, 1994). Em seguida, surgiram outros métodos baseados no

SPH, destacando-se oMétodo de Particulas com Reproducgao de
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Nucleo(ReproducingKernel Particle Method-RKPM) que ja foi desenvolvido a partir do
conceito de nucleo reprodutor e aplicado a casos continuos e discretos, sendo que a
familia dos RKPM possui aplicacdao muito abrangente e é vista como uma generalizagdo
do SPH(LIU, JUN, et al., 1995).

Em 1998, Atluri e Zhu propdéem o Método Local de Petrov-Galerkin Sem
Malha(Meshless Local Petrov-Galerkin- MLPG) também baseado nos MLS, porém com a
aplicacdo da formulagcdo de Galerkin apenas localmente, em subdominios(ATLURI e
ZHU, 1998). Posteriormente, Kulasegaram et al. apresentaram o Correct Smooth Particle
Hydrodynamics (CSPH) baseado no SPH, porém incluindo corre¢des em relagdo a fungdo
janela e ao processo de integracao numérica(KULASEGARAM, BONET, et al, 2000). O
SPH, o DEM, o EFGM, o RKPM, o MLPG e o CSPH destacam-se como os principais tipos de
MM desenvolvidos até a presente data, e tém servido de base para proposta de outros
tipos de MM (FRIES e MATTHIES, 2003)e(LIU e GU, 2005).

Todos os MM citados foram inicialmente aplicados a problemas de engenharia
civil e mecanica. Tendo em vista o sucesso alcancado com a solucdo de problemas de
valor de contorno nessas areas, os MM foram entdo aplicados também para solugdo de
problemas eletromagnéticos, sendo o DEM aplicado em 1996 (MARECHAL, 1996) e o
EFGM em 1998 (CINGOSKI, MIYAMOTO, et al., 1998). A partir de entao, os MM vém cada
vez mais sendo aplicados ao calculo de campos eletromagnéticos, destacando-se os
trabalhos de(CINGOSKI, MIYAMOTO e YAMASHITA, 2000), (XUAN e UPDA, 2004),
(XUAN, SHANKER, et al., 2004), (PARREIRA, SILVA, et al.,, 2006a), (PARREIRA, FONSECA,
etal, 2006b)e(BOTTAUSCIO, CHIAMPI e MANZIN, 2006). O IEFGM foi proposto em 2007
e diferencia-se do EFGM pela aplicacao do IMLS, ao invés do MLS, para construcgdo das
funcdes de forma(MARQUES, MACHADO, et al.,, 2007). Dentre os trabalhos que utilizam o
IEFGM aplicado a solugdo de problemas eletromagnéticos, pode-se destacar (COPPOLI,
SILVA e MESQUITA, 2008)e(RESENDE, COPPOLI e AFONSO, 2015).

3.2. Método dos Elementos Livres de Galerkin(EFGM)

O EFGM é uma extensdao do DEM, onde ambos sdao baseados numa aproximacao
do MLS em conjunto com o método de Galerkin. No EFGM foram propostas algumas

alteracdes em relagdo ao DEM e o refinamento de alguns aspectos, tais como a inclusao
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das derivadas das fun¢bes aproximantes, a aplicacdo do método dos multiplicadores de
Lagrange para imposicdo das condi¢cdes de fronteira essenciais e a utilizacdo de um
método de integracdo numérica (GUEDES, 2006). Desde sua concep¢do em 1994, o
EFGM é um dos tipos de MM mais utilizado na area de engenharia aplicada,incluindo
problemas lineares e nao lineares, sendo aplicado principalmente na solucao de
problemas de valor de contorno (PVC). Ele é um método extremamente robusto,
possuindo boas taxas de convergéncia e grande facilidade de discretizacao do problema.

As trés caracteristicas basicas do EFGM classico sao:

1. Aplicacao da aproximagdo MLS para a construcdo da funcdo de forma, de
modo a aproximar a variavel desconhecida e sob andlise u(x) pela funcido
localu”(x), ondex = (x, y) para o problema sob estudo nesse trabalho;

2. Utilizagdo da forma fraca discreta de Galerkin para desenvolver o sistema de
equacoes lineares;

3. Utilizacdo de uma malha de células de integracao, em segundo plano, para
realizar a integra¢do numérica.

Assim, para a utilizacao do EFGM, seja o dominio do problema {2 e sua fronteiral’
representados por um conjunto de nés de coordenadas x; = (x,y),conforme
apresentado na Figura 3.1. Esses nds sdo responsaveis por transportar o valor das
variaveis analisadasna formulacido do EFGM;ndo sendo necessario que os
mesmosdefinam uma malha no sentido classico. Por isso, o método é considerado sem
malha(LIU, 2003)e(BELYTSCHKO, LU e GU, 1994).

Também nao é necessario que a distribui¢do nodal seja uniforme, sendo que uma

distribuicao mais densa de nos é frequentemente utilizada nas areas onde os gradientes

Figura 3.1 - Representacido do dominio e da fronteira € R? por nés

Fonte: adaptado de (LIU, 2003)
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de deslocamento das varidveis sdo maiores. A partir do conjunto de nés, uma
aproximacdo baseada no MLS é usada para construir as fun¢des de forma, e incorporar a

forma fraca do problema.

3.2.1. FuncdoJanela

A cada né I sob o dominio do problema é associada a uma func¢ao de forma, @,
que é construida a partir de uma funcdo chamada funcdo janela W,(x)de suporte
compacto. O suporte de uma fungdo é definido como a regidao do seu dominio onde ela é
diferente de zero, e esse suporte é definido como compacto, se a regido é limitada
(VIANA, 1998).

Os seguintes aspectos sdo adotados em relacdo as fungdes janela (LIU e GU,
2005):

1. As fungdes janela tém suporte compacto se as seguintes condi¢cdes forem

validas:
I{W(x—x)> 0,se|lx—x;|| <d
I ) I

L W(x — x;) = 0, caso contrario

onded é o raio do suporte.
2. Seja x;a posicdo do né I, designa-se por dominio de influéncia do né I a
vizinhanca de x;na qual a funcdo de janela W (x — x;) > 0.
3. A dimensdo do dominio de influéncia do né I é o valor de dpara o qual se
verifica a seguinte proposicao:
Wx—x;)#0,Vx:|x—x;| <d.

O dominio de influéncia, também conhecido como dominio de suporte, é definido
como o dominio no qual um né exerce sua influéncia, sendo que o mesmo é definido
para cada nd, podendo ser diferente de um né para o outro (LIU, 2003). A Figura 3.2
demonstra o conceito, onde representa o dominio de influéncia de trés nés como
exemplo,sendo que, os nos 1, 2 e 3témraio do suporte d,,d,ed;, e dominio de influéncia
041,024,€0 43, respectivamente.

O raio do suporte d é empregado como parametro de refinamento. No entanto,

verifica-se que suportes pequenos podem envolver um nimero de nds insuficiente para
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Figura 3.2 - Exemplo de dominio de influéncia

Fonte: adaptado de (LIU, 2003)

a determinacdo da solucdo aproximada. O suporte da fungdo janela pode ser retangular,
circular ou qualquer geometria. Isso depende da maneira como a func¢do janela é
calculada.

Dessa forma, a fungdo janela tem a finalidade de fornecer pesos diferentes para os
nos no dominio de influéncia. Ou seja, garantir que os nds mais distantes do ponto de
aproximacgdo apresentem pesos menores que os n6s mais proximos. Por meio da fungdo
janela também é possivel fazer com que os n6s abandonem ou entrem no dominio de
influéncia de forma gradual (suave) quando se move o ponto de aproximacgao X, o que
resulta em compatibilidade da fun¢do de forma assim construida (LIU, 2003). Assim, a
funcao janela tem um papel muito importante, pois ela gera fun¢des de forma que tém
suas caracteristicas, ou seja, sdo continuas e com suporte compacto. As fun¢des de forma
terem suporte compacto é uma caracteristica essencial, porque permite definir funcdes

de aproximacdo com carater local (LIU e GU, 2005).

3.3. Formula¢ciao Matematica do EFGM

Na formulacdo do EFGM, um conjunto de Nnos é espalhado sobre o dominio do
problema. Cada n6, I, é um ponto x; = (x,y) € Npara o qual a fungdo de forma, ®,(x),é

associada. Entio, a fun¢do desconhecida u(x) pode ser aproximada por:
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N
u() ~ w0 = ) &) = Y, (3.1)
I1=1

ondev(Xx;) é o coeficiente desconhecido do n6 I. Para solugdo dessa aproximagio é
utilizada a técnica MLS. Essa técnicaé frequentemente empregada para ajuste de dados,
porém ela vem sendo uma alternativa amplamente considerada para a construcdo de

fungdes de forma para métodos sem malha (LIU, 2003)e(BELYTSCHKO, LU e GU, 1994).

3.3.1. Minimos Quadrados Mdveis (MLS)

O MLS deu origem ao DEM, ao EFGM, dentre outros métodos sem malhas. A
técnica foi introduzida por Lancaster, em 1981, e define aproximacdes locais na
vizinhanca de um ponto;portanto, as aproximag¢des sao validas em determinados
subdominios. A técnica foi desenvolvida para construcdo e montagem de dados emuma
superficie epermite, a partir de um conjunto de valores conhecidos, definir a
aproximacdo de uma funcao. O MLS é frequentemente denominado regressao ou perda
local,podendo ser classificado como um método de representacdo de funcdes de série
finita(LANCASTER e SALKAUSKAS, 1981),(LIU, 2003)e(CLEVELAND, 1993).

A aproximacdao baseada no MLS possui duas caracteristicas que a torna uma
escolha interessante e recorrente (LIU e GU, 2005):

1. A funcao aproximada é continua e suave em todo o dominio do problema;

2. E possivel reproduzir uma aproximacio com a ordem desejada de

consisténcia.

O MLS associa cada né a uma base polinomial e aum conjunto de coeficientes.

Assim, a seguinte aproximacao local pode ser definida:

m
whxx) = ) pixpe (0 = pT(x)a(x), 32)
i=1
onde m é o numero de termos da base polinomial, p’ (x) = [1,x,y .. pn(X)]é uma
base polinomial completa ea(x) = [a;(X) a,(x) - am(x)]sdo coeficientes a serem

determinados e que dependem da posic¢ado de x.

25



A consisténcia da aproximacao MLS depende da ordem dos polinémios contidos
na base polinomial. Se a ordem completa dos monomios é k, entdo as fun¢des de forma
do MLS possuem consisténcia C*(LIU, 2003).

Para garantir um minimo de completude na aproximacdo, frequentemente
utiliza-se uma base polinomial composta por mondmios de baixa ordem. Para o caso

bidimensional, a base usada nesse trabalho é a linear, dada por:
pT(x) = [1,x,y]. (3.3)

O MLS introduz o funcional quadratico J, dado por:

Np
S = ) W) - uxx)P, 64
I=1

ondeW(r;) é a fungdo janela, Npé o nimero de nds envolvidos na aproximacio,
= |x—x,|/d;, d; = ad.é o suporte da funcio janela, @ é uma constante escalar para o
dominio de influéncia, a qual normalmente varia entre 1.5 a 4 (BELYTSCHKO, LU e GU,
1994) e d é a distancia nodal que depende da distribuicdo dos nés, sendo que para o

problema de espalhamento eletromagnético sob estudo nesse trabalho é:

Rr,? (35)

Nk

ondeRr_é o raio da fronteira ficticia onde a condi¢do de Sommerfeld deve ser imposta,

dc

conforme descrito na Seg¢do 3.4.
Os coeficientes a(x) sdo determinados minimizando o residuo da Equagio (3.4),

normal?ponderada, o que conduz ao seguinte resultado para a(x):

a(x) = A"1(x,x,)B,(x,x,)v, (36)
onde
A(x,x)) = PT(x)W(r)P(x,), (37)
B,(x,x,) = PT(x)W(r), (38)
v = [ulxy), u(xy), .., u(xy,)], (39)
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p1(?<1) Pm(X1) (3.10)

P(x;) = : : :
pl(XNP) pm(XNP)
e (3.11)
W) - 0
wey=| + -+ |
0 W(er)

Considerando a solu¢do de a(x) apresentada na Equacio (3.6), substituindo na
Equacdo (3.2) e usando a Equagdo (3.1), o valor da aproximacdou” (x)é:

(3.12)

Np Np
W) = ) pTOOAT X XDB(x X, = ) B0,
I=1 I=1

onde®(x) é a matriz das fungbes de forma do MLS correspondentes aos Npnés no

dominio de influéncia, dada por:
O(x) = [@1(x) D(x) - Py, (X)) =p" XA (X X)B;(X,X)). (313)

Para determinar as derivadas parciais da funcdo a ser aproximada, devem-se
obter as derivadas das fung¢des de forma MLS (LIU e GU, 2005). As fun¢bes de forma
@, (x)definidas na Equagdo (3.13)apresentam um suporte compacto que é idéntico ao
suporte da funcdo janela W,;(x), e ainda, a continuidade da funcdo de forma e suas
derivadas dependem da continuidade da funcdo janela e suas derivadas (VIANA, 1998).

Assim, as derivadas espaciais de®,(x)podem ser obtidas da seguinte forma:
o, x); = [p"],A7'B, +p"[A7"] B, + p"A7'[B/];, (3.14)

onde o subscrito ,i denota a derivada espacial e as notagdes em relacdo axe x;foram

removidas para melhorar a leitura da equacgao, sendo:

[A71], = -A71[A71] A7 (3.15)

[B]; = [W(ip]p. (3.16)

A funcdo de forma gerada pelo método MLS nao cumpre a propriedade do delta
de Kronecker. Assim, as condi¢des de fronteira do tipo essencial necessitam de técnicas
adicionais para serem impostas, como por exemplo, o método dos multiplicadores de

Lagrange (BELYTSCHKO, LU e GU, 1994), o método das penalidades (ZHU e ATLURI,
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1998) ou o método de Nitsche’s (MENDEZ e HUERTA, 2004). Em especial no EFGM, o
método dos multiplicadores de Lagrange é o método mais adotado para imposicdo
dessas condicdes de fronteira; porém, este método eleva o custo computacional da
solucdo numérica. Tal deficiéncia pode ser contornada usando o IEFGM, ondea
constru¢do da funcdo de forma é realizada pelo método IMLS, o qual atende a
propriedade do delta de Kronecker,garantindo assim a imposi¢cdo das condi¢cdes de
contorno essenciais diretamente no sistema linear discretizado (MARQUES, MACHADO,

et al,, 2007)e(COPPOLI, MESQUITA e SILVA, 2009).

3.3.2. Minimos Quadrados Moveis Interpolantes (IMLS)

Como as fung¢des de forma obtidas pela aproximag¢do MLS, em geral, ndo atendem
a propriedade do delta de Kronecker, os valores encontrados na solucdo do problema
sdo parametros nodais, e ndao solugdes nodais(VIANA, 1998).Entretanto, é possivel
superar essa restricdo utilizando uma func¢do janela,W(r;),singular no processo de
constru¢do da funcao de forma. Esse tipo de func¢do torna-se infinita no néx;e, assim,
garante que apenas os pontos proximos a esse ndé possuam algum valor, enquanto
quenos demais nos, a mesma se aproxima de zero rapidamente. Um exemplo de uma

funcao janela, utilizada em (COPPOLI, 2010) e também usada neste trabalho, é dada por:

W(r) = (3.17)

onde S é um valor real positivo suficientemente pequeno para evitar divisdes por zero e
n é uma constante para ajustar a precisao dos resultados.

O emprego de fungdes janela com singularidades no MLS permite interpolar ao
invés de aproximar; assim, o método é adaptado de maneira que a fun¢ao de forma
construida atenda a propriedade do delta de Kronecker. Essa metodologia ficou
conhecida como IMLS(MARQUES, MACHADO, et al, 2007)e(COPPOLI, 2010). A
combinacao do IMLS com o EFGM é chamada nesse trabalho de IEFGM.

Para efeito de comparacdo, a Figura 3.3 ilustra as fun¢des janela em uma
dimensdo centralizada em um no6 posicionado em x = 3e com dominio de influéncia
17 = 0, 3. A linha em azul apresenta uma funcao janela “Spline” Quadratica e as demais
linhas ilustram a func¢io janela utilizandoa Equacdo(3.17)compB = 1071° Observa-
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seque a “Spline” Quadratica possui valor unitario sobre o né e que as fun¢gdesdo IMLS
possuem um valor muito grande, que tende ao infinito, nos pontos préximos ao ponto
x = 3, o que forga a funcao de forma atendera propriedade do delta de Kronecker. Tanto
para “Spline” Quadratica quanto para as fun¢des do IMLS, o valor da fungdo janela tende
a zero fora do dominio de influéncia do né sob interesse.

Para o problema em estudo nesse trabalho, o IMLS conduz a fun¢des de forma 2D
sobre o dominio 2 do cilindro que degeneram para fun¢des 1D na fronteira I" docilindro.
A Figura 3.4 apresenta uma fung¢do de forma IMLS 2D, e a Figura 3.5 apresenta func¢des
de formalMLS 1D distribuidas sobre a fronteira do cilindro, I'. E possivel observar que as

funcdes de forma 2D e 1D satisfazem a propriedade do delta de Kronecker.

10+
+ + —6— IMLS (n = 2)

o IMLS (n = 3)
—B— IMLS (n = 5)
MLS (Spline)

W(x)

Posigao X
Figura 3.3 - Fungdes janela MLS e IMLS

As funcdes janela sdo de fundamental importancia para a construgao das fun¢des
de forma do EFGM e do IEFGM. As caracteristicas das mesmas garantem a robustez e
convergéncia do método. No caso do IMLS, é possivel utilizar fun¢des janelas diferentes

daquelas apresentadas na Equacdo (3.17), desde que as mesmas sejam singulares.
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Figura 3.5 - IMLS - Conjunto de 19 fun¢des de forma 1D sobre I’

3.4. IEFGMAplicado ao Espalhamento Eletromagnético por um
Cilindro Dielétrico Infinito

A aplicacgdo do IEFGM para solucdo do problema de espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito é realizada utilizando a Equacao
(2.11).Porém, para esse tipo de problema, onde o espalhador se encontra no espago
livre e infinito, é necessario estabelecer um dominio computacional limitado para o
problema (DUHAMEL e NGUYEN, 2009). Assim, é criada uma fronteira ficticia global,
localizada a certa distdncia do espalhador, sob a qual uma condi¢cdo de fronteira
absorvente (Absorvent Boundary Condition - ABC) deve ser imposta para simular a
condicdo de radiacio de Sommerfeld. Em duas dimensdes, esta condi¢do é dada

por(PETERSON, SCOOTT e MITTRA, 1997):
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I 0E,
pl—r}go on

= —jkE,. (318)

Para o problema sob andlise, a fronteira ficticia I,é representada pela
circunferéncia de linha pontilhada concéntrica a sec¢do transversal do cilindro,
conforme ilustrado na Figura 3.6. O estabelecimento dessa fronteira global e as
condi¢des impostas sobre ela permitem encontrar uma solu¢do tnica para o problema.

Considerando especificamente o problema do espalhamento analisado, a

Equacdo(2.11), pode ser reescritacomo:

(3.19)

[ Kﬂi VEZ(X)> VP — ko e, (OP(X)
0 T

o + f YPE)AT = 0.
r

A derivada normal deE,sobre a superficie do espalhador, 1 na Equacdo (3.19),
nao é estabelecida e deve satisfazer a condicdo de Sommerfeld. De forma a realizar tal
tarefa,é considerada uma condicdao de fronteira ABC de primeira ordem de Bayliss-
Turkel aplicada a essa derivada agora na fronteira ficticia I,. Assim, a Equacao (3.19)

pode ser reescrita como (JIN, 2002):
1
f [(—VEZ(X)> - VP(x) —kOZEZ(x)]P’(x)] an +f yP(X)E,(x)dI, =f qP(x)dI,, (3.20)
0 T I Te
onde:

1 . (3.21)
q= M—VEZ(X) A+ yE, (X)

r

] (3.22)

_ 1['k +1
Y—Mr] 0 2.0

Considerando o método de Galerkin, ja apresentado na Se¢do2.3.1, que fixa

&®; = q;, a partir das Equagdes (2.16) a (2.18), pode-se escrever o sistema linear para o

problema da seguinte forma (JIN, 2002) :

K1 Kin, King+1 King+ng 1 1 Ug [ 0 -|
KNQ,l ot KNQ,NQ KN_Q,N_Q+1 ot KN_Q.NQ‘l‘N[‘ UN_Q _ | |

L L L e L I v, || B} G2
Np+1,1 Np+1,Ng Np+1,Np+1 Np+1,No+Np 1 1

L L L v L U Fno+n

| ~“Nop+Nr 1 Np+Nr,Ng No+Np,Nop+1 No+Npr,No+Nr| LY No+Nr 0] r
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- . (eq.tn ) Q / Qg

Figura 3.6 - Secdo transversal do cilindro com fronteira ABC

onde

1
Kiy = K(o), ) = fﬂ |(-70)@) - 710) — ke, 01 ()0 )| o,

L, =L(®, @) =] ®,(x)®; (x)dI,,
Ie

R = f 4@, ()T,
T,

e

(3.24)

(3.25)

(3.26)

K é a matriz dos coeficientes do IEFGM,N,,é o nimero de noés sobre o dominiof2 e N-¢é o

numero de nds sobre a fronteira I'.

Os elementos das matrizesK, L e F sdo calculados solucionando as integrais

numericamente, utilizando a Quadratura Gaussiana, a qual é aplicada auma estrutura

auxiliar de células retangulares para a integral sobre f2.Cada célula é avaliada utilizando

2 x 2 pontos de Gauss. Para a integral sobrea fronteira, I,,amesma é dividida em

segmentos, sob os quais sdo aplicados 2 pontos de Gauss.
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3.5. Analise de Resultados

Nessa Secdo sao apresentados e avaliados os resultados obtidos na aplicacdo do
IEFGM. Esses resultados sdo comparados com a respectiva solu¢do analitica por meio

dos seguintes erros:

n |Sanalitico —SIEFGM |

=1 .
EM(%) — |S;11nalltlco| % 100% (327)
e
Sanatitico — S
EMAX(%) = max | analitico IEFGMI +100% (3.28)
|Sanalitico I

ondeEy(%)é o erro médio, Eyax(%)é o erro maximo, Sy,auitico © 0 Valorobtido pela
solucdo analitica, S;gzrey€ 0 valor obtido utilizando o IEFGM e n é o nimero de pontos
onde a solugdo é avaliada.

Nesse trabalho, todas as execu¢des das rotinas computacionais desenvolvidas

foram realizadas utilizando um computador Intel i5-3570QM, 3.4GHz, 8GB RAM.

3.5.1. Solucao BaselEFGM

Para avaliacao do IEFGM é considerado o cilindro dielétrico infinito apresentado
na Figura 3.6 com raio a = 0,34,, onde A1,é o comprimento de onda no vacuo, raio da
fronteiraRy, = 2,0a, &g = 2&peuq = o Em relacdo a construgdo do IEFGM foram
uniformemente distribuidos1330 nds de forma cilindrica sobre o dominio do problema,
que representa uma densidade de nés por 4rea de 1176 (nds/Ay%), e, foram
utilizados7876 pontos de integracao distribuidos uniformemente de forma retangulare
para o dominio de influéncia a constantea = 3,0. A funcdo janela utilizada é aquela
definida em (3.17) onde os valores utilizados foram f = 0,1 en = 10.

Para validacdo do método é considerado o calculo do campo elétrico em uma
linha sobre a secdo do cilindro posicionada no eixo x ey =0,de x=—a ax=a. A
Figura 3.7 apresenta as curvas do campo elétrico obtidas pela aplicagcdo do IEFGM e pela
solucdo analitica.A partir dessa figura, é possivel perceber uma boa concordancia entre

os resultados numérico e analitico tanto para a magnitude quanto para a fase do campo
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(a) (b)

Figura 3.7 - Validacdo do IEFGM - campo elétrico no interior do cilindro: a) Magnitude; b) Fase

elétrico. Essa concordancia valida os resultados do IEFGM cujos erros sao apresentados

na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 -Validagdo IEFGM - Ey(%) e Emax(%)para campo elétrico no interior do cilindro

Em(%) Emax (%)
2,25 4,55

Uma vez confirmada a validade da solucdo é entdo conduzida uma analise
paramétrica, apresentada nas Seg¢des 3.5.2 a3.5.5, com o objetivo de identificar o melhor

conjunto de valores para os parametros do IEFGM.

3.5.2. Influéncia da Quantidade de Nés

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variagdo do nimero de nés na solugao
pelo IEFGM. Os resultados sdo calculados considerando os parametros apresentados na
Secdo 3.5.1, variando o numero de nés de 8 a 5173 noés. A Figura 3.8 apresenta os

resultados obtidos.
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Figura 3.8 -IEFGM - Avaliacao da influéncia doniimero de nés no erro

De modo geral pode ser observado que amedida que o nimero de n6s aumenta os
valores dos erros diminuem até certo limiar, e mantém-se em torno de 2%. Entretanto,
apos 2924 nos ocorre um aumento gradativo nos valores dos erros. Esse aumento se
deve principalmente ao fato de que a razao entre o numero de pontos de integracdo em
relacao ao numero de nos (RGN) diminui a medida que o nimero de nés aumenta. A
RGN é de fundamental importancia para a convergéncia do método; essa razao deve ser

maior que 67%, para que a precisdo dos resultados seja mantida (LIU, 2003).
Ng
RGN > N * 100% (3.29)

ondeN;énumero de pontos de integracdo e N é o nimero de nés.

A Figura 3.9 e a Figura 3.10 apresentam o niimero de condicionamento da matriz K
e o tempo de processamento da solucao, respectivamente. Observa-se que o numero de
condicionamento aumenta a medida que o niumero de ndés aumenta, como esperado;
porém, para todos os casos o sistema linear obtido ainda é bem condicionado, uma vez
que a matriz K é diagonalmente dominante. Observa-se também que o aumento
expressivo no numero de nds acarreta o aumento do tempo de processamento, como

esperado.
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Figura 3.9 -IEFGM - Avaliac¢do da influéncia do nimero de nés no nimero de condicionamento
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Figura 3.10 -IEFGM - Avaliacdo da influéncia do nimero de nésno tempo de processamento
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3.5.3. Influéncia da Quantidade dePontos de Integracao

Nessa Subsecao é avaliado o impacto da variacdo da RGN na solucdo pelo IEFGM.
Os resultados sao calculados considerando os parametros apresentados na Sec¢do 3.5.1.
Assim, é fixado o nimero de nés em 1330 e variado o nimero de pontos de integracao, o
que implica em uma variagdo doRGN. Vale destacar que essa variagao é realizada pelo
numero de células de integra¢do; o niumero de pontos de Gauss em cada célula é
mantido em 2 x 2.

Para essa andalise s3o testadosl0 wvalores de RGNS, sendo
numero de integracdo = RGNx nimero de nés;assim, RGN = 3significa que o
numero de pontos de integracdo é 3 vezes maior que o nimero de nds. A Figura 3.11
apresenta os valores deEy(%)eEyax(%)obtidos. Observa-se que os erros decaem a
medida que aRGN aumenta, sendo que oEy(%)se estabiliza em torno de 2% e o
Emax(%)em torno de 5%. O melhor resultado éencontrado para o RGN igual a 378,3%,

no qual oEy(%)é2,18% e Eyax(%)é5,04%.

80 \
—6— EM(%)
70 L —9— EMAX (%) Ll
60 -
50+
S
g
3 40
=
o
m
30+
20+
10+
© © © —o— —O— —o
0 | c e; | c \e eT [ 4
0 5 10 15 20 25 30

RGN

Figura 3.11 -IEFGM- Avaliacdo da influéncia da RGN no erro
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A Figura 3.12 e a Figura 3.13 apresentam o numero de condicionamento da
matriz K e o tempo de processamento da solucao, respectivamente. Pequenos valores de
RGN implicam em valores mais elevados do nimero de condicionamento da matriz K,
devido a representatividade mais fraca das fun¢oes de forma. O aumento do RGN reduz
sensivelmente o niimero de condicionamento da matrizK e, adicionalmente,observa-se
que os valores de RGN para os quais os erros se estabilizam sdo os mesmos que
estabilizam o valor do nimero de condicionamento da matriz K. Pode-se observar
também que o aumento do RGNacarreta o aumento do tempo de processamento,

conforme esperado.
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Figura 3.12 -IEFGM-Avalia¢do da influéncia da RGNno niimero de condicionamento
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Figura 3.13 -IEFGM-Avalia¢ao da influéncia da RGNno tempo de processamento

3.5.4. Influéncia do Tamanho do Dominio de Influéncia

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variagdo do tamanho do dominio de
influéncia na solug¢do pelo IEFGM. Os resultados sao calculados considerando os
parametros apresentados na Se¢do 3.5.1, com numero de nés de 1330 e RGN = 3,97, e
variando os valoresde a« = 0,6 aa = 5,4.

A Figura 3.14 apresenta os valores deEy(%)eEyax(%)obtidos. Para valores de
a < 0,6, ndo épossivel de calcular o campo elétrico, devido a singularidade da matriz A,
apresentada na Equacdo (3.7). Conforme discutido na Sec¢ao3.2.1, pode ser confirmado
que um raio do suporte pequeno pode envolver um numero de nos insuficiente para a
determinac¢do da solucdo aproximada, resultando em baixa precisdao(LIU e GU, 2005).
Assim, para 0,8 < a < 1, os valores de Ey(%)eEpax(%)obtidossdo elevados. E para os
valoresde 1 < a < 5,4,Ey(%)eEmax(%)se mantiveram estaveis, em torno de 2,1%.

A ma qualidade dos resultados gerados para 0,8 < a < 1,0 pode ser também

observadana Figura 3.15, que apresentada os resultados do niimero de condicionamento
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da matriz K. Observa-se que para0,8 < a¢ < 1,0 o ndmero de condicionamento é mais
elevado. Para os valores de 1,0 < ¢ < 5,4 o niumero de condicionamento, assim como
Em(%)eEyax(%), se mantém praticamente estaveis.

A Figura 3.16 apresenta os valores do tamanho do dominio de influéncia em
relacdo ao tempo de processamento. Observa-se que quanto maior o dominio de
influéncia do n6, maior o tempo de processamento. Esse comportamento é esperado,
uma vez que o aumento do dominio de influéncia acarreta o aumento do niimero de nds

para os quais um determinado no exerce influéncia para o calculo da aproximacao local.

14 \ \
? —o—E,(%)
e Epy %)

12+ 8

g 10+ 8

g

@

L

o

Q

E 8r- 8

©

O

9

I3

o 6r _

& © © e & © © © e © S -©

4- ]
2 . — i O——6— O——0—90—6—0
0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 55

a

Figura 3.14 -IEFGM - Avaliacdo da influéncia do tamanho dodominio de influéncia no erro
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3.5.5. Influéncia da Distancia da Fronteirarl,

Nessa Subsecdo é avaliadaa influéncia do raio da fronteira I,na solu¢do pelo
[EFGM. Os resultados sdo calculados considerando os parametros apresentados na Secao
3.5.1, coma = 2,6.Considerando o raio do cilindro fixado em a = 0,31,e o raio da
fronteira I igual aR, = &a, onded ¢ o fator de multiplicagdo para o raio da fronteira I eé
variado de 1 a 6. Vale destacar que para manter a analise consistente, a densidade de nds
(n6s/A?) éaproximadamente mantida, assim como a RGN, conforme apresentado na
Tabela 3.2.

A Figura 3.17 apresenta os valores deEy(%)eEyax(%)obtidos. Observa-se que
pequenos raios, ndo conduzem a solugdo precisa para o problema. Observa-se também
que a medida que o raio aumenta, como a RGNé mantida, os valores de erro tendem a

diminuir, conforme esperado.

Tabela 3.2 -IEFGM - Densidade de nés e RGNpara cilindro com a = 0,34, variando a distancia da
fronteira I',

Nimero de
1) Area(2y?) Nl’lrrl;eérso de Pontos de No6s /Ay RGN
Integracao
1 0,283 351 1382 1241,41 3,93
2 1,131 1330 5284 1175,98 3,97
3 2,545 2937 11694 1154,17 3,98
4 4.534 5173 20604 1143,48 3,98
5 7,069 8037 32066 1131,77 4,01
6 10,179 11529 45990 1178,92 3,83

A Figura 3.18 e a Figura 3.19apresentam o nimero de condicionamento da matriz
K e tempo de processamento, respectivamente. Pode-se observar que o aumento
dadistancia da fronteira I,acarreta o aumento do nimero de condicionamento da matrix
K e no tempo de processamento, conforme esperado, uma vez que sao utilizados mais

nds e pontos de integracao.
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3.6. Consideracoes Finais

Nesse capituloé apresentado o IEFGM e sua aplicacio ao problema do
espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. Os resultados
obtidossao validados por meio de sua comparagdo com a respectiva solugdo analitica.
Observa-se que o IEFGM é capaz de produzir uma solucdo precisa, tendo em vista os
valores dos erros obtidos nos resultados apresentados na Secdo3.5.

Verifica-se que o nimero de nés eo tamanho do dominio de influéncia impactam
diretamente nos resultados obtidos pelo IEFGM, assim como a RGN. Em
relacdoadistancia da fronteira I, verifica-se que o seu aumento conduz a uma melhora
na precisdo dos resultados obtidos, conforme esperado, embora seu aumento implique
no acréscimo do custo computacional. Para todos os casos investigados, o nimero de
condicionamento apresenta baixos valores, o que demonstra que o sistema linear da

solucao por IEFGM é bem comportado.
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Capitulo 4

Método dos Momentos

Neste capitulo é apresentada a defini¢cdo geral do Método dos Momentos (MOM),
suas principais caracteristicas e o processo para solu¢do da EFIE aplicada ao problema
de espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. Sdo consideradas
fungdes de base e de teste do tipo pulso e do tipo triangulares. Os resultados numeéricos

obtidos sdo comparados com a respectiva solucdo analitica.

4.1. Introducao

O MOM é uma técnica numérica bastante conhecida e robusta, que se destaca por
ser aplicada em diversas areas da engenharia, como por exemplo, mecanica dos fluidos,
acustica e eletromagnetismo. Seu uso em eletromagnetismo tornou-se bastante popular
a partir dos trabalhos de (RICHMOND, 1965)e(HARRINGTON, 1968). O método é
aplicado com sucesso em uma grande variedade de problemas de interesse pratico em
eletromagnetismo, como por exemplo, radiacdo de antenas filamentares, problemas de
espalhamento eletromagnético, o calculo da capacitancia de varios objetos, calculos
associados a linhas de transmissao, além da determinacdo da forma de varios objetos,
tais como avides e foguetes, dentre outras aplicacdes (TRINTINALIA, 2008).

O método consiste na técnica de transformar equagdes integrais em um sistema
linear. A ideia é expandir as variaveis desconhecidas usando um grupo de fungdes
conhecidas com coeficientes desconhecidos. Entdo, as equag¢des resultantes sao
convertidas em um sistema linear de equagdes pela aplicagdo das condigdes de
contorno.

O sistema linear resultante é entdo solucionado numericamente para os
coeficientes desconhecidos (GIBSON, 2015).Embora o método tenha sido proposto na

década de 60, novas aplicacOes e algoritmos surgem com frequéncia, com o objetivo de
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obter metodologias mais eficientes. Isto mostra que essa é, ainda, uma area de pesquisa

muito rica(GIBSON, 2015).

4.2. Formulacao Geral do MOM

Considere o problema geral:

L(f) =9 (4.1)

ondelL é um operador linear, g € uma fun¢do conhecida e f é a varidvel desconhecida.
Em problemas de espalhamento eletromagnético, geralmente, L é um operador integro-
diferencial, como £ eX definidos nas Equa¢des (2.30) e (2.31), respectivamente, f é a
corrente, e gé o campo incidente. Assim, expandindo f em uma soma de N func¢des base,

tem-se:

N (4.2)

f= anfe

n=1
ondea,sao os coeficientes desconhecidos e f,;sdoas fun¢des base conhecidas.

Como L é linear, pode-se substituir a Equacao (4.2) na Equacgdo (4.1), resultando

em:
N (4.3)
Z an L(fy) = g,
n=1
onde o residual é dado por.
N (4.4)
R =g9g- Z an L(fn).
n=1

O nome Método dos Momentos originou-se da definicdo do produto interno ou
momento entre as funcdes base f,(r")e as funcbes de teste w,,(r). As condicdes de
contorno do problema sdo impostas por meio das fungdes teste e o produto interno é
definido como (GIBSON, 2015):

(4.5)

Wi f) = f wn@ [ o G dr,

Wm fn
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ondeas integrais podem ser de linha, superficie ou volume dependendo das fun¢ées base
e teste. E desejado que o produto interno de cada uma das N funcdes de teste com a

funcao residual seja zero; assim:

N (4.6)

Z an (erL(fn)) = (Wm' g);

n=1

o que resulta em um sistema linear de ordem N, com a seguinte forma:

[bm] = [Zmn] [an]: (4'7)
ondem corresponde as func¢des teste, n as de fungdes basee os elementos do sistema

linear sao:

Zimn = (Wm'L(fn)) (4.8)

by, = (W, g). (4.9)

Para a escolha das funcgdes teste é importante que os elementos dew,,sejam
linearmente independentes, para que as N equacdes na Equacdao(4.8) sejam assim,
linearmente independentes também (ou seja, sejam passiveis de solu¢do nao trivial)
(BALANIS, 1989). Além disso, geralmente é vantajoso escolher funcdes de teste que
minimizem o esfor¢o computacional necessario para avaliar o produto interno.A
condi¢do de independéncia linear entre os elementos e a vantagem da simplicidade
computacional sdo caracteristicas importantes também para as fung¢des base (GIBSON,
2015). A convergéncia do MOM esta intimamente relacionada com a escolha das fun¢ées
base e, embora em menor escala, a escolha das fungdes teste.

A caracteristica mais importante das fun¢des de base é que elas representem
razoavelmente o comportamento da fun¢do desconhecida através do seu dominio. Se a
solucao tem um alto nivel de variagdo através de uma regido particular, fungdes base de
pulso podem ndo ser uma boa escolha, como fun¢des lineares ou de ordem superior. A
escolha da func¢do base determina o nivel de dificuldade em avaliar os elementos da
matriz do MOM, que em alguns casos pode ser bastante elevada.

Uma escolha particular de fun¢des, muito empregada, é fazer com que as func¢des
teste e base sejam iguais, ou seja, w,, = f;; essa técnica é conhecida como Método de

Galerkin e garante maior precisdo, rapidez e simplicidade para solucdo (GIBSON, 2015).
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0 Método de Galerkin é aplicado neste trabalho, e as fungdes teste e base escolhidas sdo

iguais.

4.3. MOMAplicado ao Espalhamento Eletromagnético por um
Cilindro Infinito

A solucdo numeérica para o espalhamento eletromagnético pode ser obtida
através da aplicagdo do MOM a EFIE, dada pelasEquacoes(2.37)e(2.38). Esta solugdo é
obtida através da transformacdo da EFIE em um sistema linear de equagdes algébricas.
As correntes equivalentes (J(x') e M(x')) sdo as varidveis desconhecidas, e devem ser

representadas por uma soma finita de fungdes base conhecidas, J;(x")eM;(x),

multiplicadas por coeficientes desconhecidos, Ij]teM (RESENDE, 2007):

N
16 = D 1 1) (410)
=
e
N
M) = Z 1M My (), (4.11)
j=1

ondeN é o numero total de fun¢des base que devem ser cuidadosamente escolhidas para
representar o comportamento das correntes na superficie do cilindro dielétrico.

Substituindo as Equacdes (4.10) e (4.11) nas Equacdes (2.37) e (2.38),tém-se:

N N 21
. Wiy ’ ! !
Egelkox = — E M M; () +—= E 1/ f J;xOHP (koR)p'dp
- 0
Jj=1

=1
y (4.12)
k 21
+]TOZIJMJ M;(x) cosy V’Hl(z)(koR)p’dq.’)’
=1 0
e
N
0=21] M; (x )——Zﬂf J;OHP (kR)p'dg’
= (4.13)

i N
_f"”ﬂz f M;(x') cosy V'HP (ko R)p'd¢'.
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Os coeficientes I]-]eI]Mséo obtidos operando o produto de fungdes teste,w;(r), em

ambos os lados das Equagdes (4.12) e (4.13), e resolvendo a integral de linha resultante.

Utilizando esse procedimento nas Equacoes(4.12)e (4.13), tem-se:

21 )
J w;(X)Ege/*o*dep =
0

0

21 N 21 N 2m
f w; (1) Z I]-M M;(x)d¢ + % w; (X) 2 1]-] f Jj (X’)Héz)(koR)P’d¢' d¢ (4.14)
0 j=1 j=1 "0

jko 21 N 21 @
+ =z . w; (%) z I]M fo M;(x) cosyp V'H,* (koR)p'dep' d¢
j=1

e

2 N N
T wllq 21 J 21 ) @ ) )
0= | w11 M0 pdg =% [ w60 Y 1f [ 1,00 GaR)pp'd dg
=1 =1
! y ! (4.15)
- 21 21
Jko ™| M VH® (koR)pp'dd’ d
7 . w; (1) 5 . j(X)COSI/’ 1 (kgR)pp'd¢’d¢
=1

Assim, a seguinte equacao matricial é obtida:
v =11, (+16)

ondeZ é a matriz impedancia de dimensdo (2N X 2N)dada por:

A B 417
Z1= ¢ D]' (47
onde
21 2T
Wl , D (4.18)
Aij = 40 wi(r) f JiGOHE (koR)pp'd' dop,
0 0
2 (4.19)
Bij = —j w;(X)M;(1)p do
0
Jko [ 2” ' 1y @) Iy
+T i Wi(r)fo M;(x") cos Y V'H" (koR)pp'de’ dop,
wuq (" @) o (4.20)
Cj == wi(r) f Ji(XYHy" (koR)pp'de’ dop
0 0
e
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2m (4.21)
D;; =f w;(r)M;(x) d¢
ij 2T 27'[0 )
- w; (1) j M;(x") cos V’Hl( )(kQR)pp'dqb' de.
0 0
V= [go] (4.22)

¢ denominada matriz excitacio de dimensdo (2N X 1), e os i-ésimos elementos da

matriz V,,de dimensdo [N X 1],sdo dados por:
2 ]
Vo = f w;(x)Ege*o*pd¢. (4.23)
0

(4.24)

)

I]
1] = lIM

sendo,[lj]e[IM]matrizes de dimensdo (N X 1)dos coeficientes desconhecidos e os j-

ésimos elementos dessas matrizes os coeficientesdesconhecidosljjteM, respectivamente.

4.3.1. Aplicacao das Func¢oes Base e Teste

Conforme discutido na Secdo 4.2, a escolha de fun¢bdes base adequadas é de
fundamental importancia de modo a garantir a precisdo e a convergéncia da analise
numérica(HARRINGTON, 1968). Nesse trabalho a representagdo das correntes
superficiais equivalentes elétrica,J(x'),e magnética,M(x'), é realizada por dois tipos de

funcdes de base e de teste, fungdes pulso e func¢des triangulares.

4.3.1.1. Fungoes Base e Teste do Tipo Pulso

As fungdes pulso geralmente garantem uma boa representacdo para a variavel
desconhecida do problema e produzem equacgdes integrais relativamente simples e uma
boa precisdo para a solu¢do.A Figura 4.1 ilustra a distribuicdo de fun¢des base do tipo

pulso (FBP) sobre a fronteira I' do problema sob estudo, as quais sao definidas como:
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Regido Externa

(€0, Mo)

Figura 4.1 - Discretizac¢do da fronteira I' em N segmentos e fung¢des de base pulso

1 x,<x <x'n+u (4.25)
Px") = {

0 fora do segmento .

Para as fung¢des base pulso (FBP), conforme apresentado naEquac¢do(4.25), as

correntesJ(x') eM(x")sdo representadasda seguinte forma:

Np
J[CSEY V] (426)
j=1
e
Np
M) = ) PRE)HIY, (4.27)
2,

ondeP;¢ a fungao base pulso e Npé o nimero de fung¢des base pulso sobre a fronteira I'.

Nesse trabalho é escolhido o método de Galerkin para avaliacao da EFIE pelo
MOM; dessa forma, as fungdes de teste w,, (x)também sédo representadas por fungdes do

tipo pulso. Dessa forma, as func¢des de teste sdo definidas como:

Np
Wit = ) A, (4.28)
i=1

Assim, os elementos do sistema matricial, Equacao (4.16), obtidos sao:
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ol (2T (2T (4.29)
ay= T | wooptag s
4 0 0
on . 2w (430)
Bij = f d¢ +JT°f f cos Y V'Hy” (koR)pp'de’ d,
0 0 0
P (431)
Gy =— Qnﬂf f HéZ)(knR)PP'dd”dd"
4 0 0
Dy = [ dp =250 [ [T eosyp vHD (kaR)pp'dgy d 43
0= ¢_To Ocostp 1 (kgR)pp'dd’ dop
e
(4.33)

2 ]
Vo'i = f Eoe]koxpdd).
0

4.3.1.2. Func¢oes Base e Teste do Tipo Triangular

A segunda escolha para representacao das correntes superficiais equivalentes sao
as funcdes bases triangulares (FBT), que, assim como as fun¢des pulso, garantem uma
boa representacao do problema, proporcionando, porém, uma aproxima¢ao mais suave
das correntes superficiais. O inconveniente é dado pelo aumento da complexidade das
integrais, aumentando também o custo computacional total(GIBSON, 2015). As FBT sao
definidas como:

(X' —x'n_4 (4.34)
Xp—Xpy Xp <X <X,
T(r") =
! ! ! ! !
an+1_X Xn <X <Xp41
X,n+1 - X,n

A Figura 4.2ilustra a distribuicdo de FBT sobre a fronteira I' do dominio do
problema sob estudo. Pode ser observado que cada funcdo triangular é definida sobre
dois segmentos consecutivos, conforme destacado na Figura 4.3. Assim, cada segmento
éassociado a dois meios tridngulos (MT): o MTD a direita que possui derivada negativa

em relacdo a variavel ¢p e o MTE a esquerda que possui derivada positiva.
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Figura 4.2 - Discretizacdo da fronteira I' em N elementos e fung¢des de base triangulo

Para as fun¢bes base tridngulo, conforme apresentadonaFigura 4.3, as

correntesJ(x") eM(x'), sdo representadas da seguinte forma:

Nt
J[CSEESV (435)
j=1
e
Nt
ME) = ) T,x)IY, (4.36)

ondeT;¢é a fungdo base triangular e Npé o nimero de FBTsobre a fronteira I'.

¥
MTD;.

Tj +1

\ SegmentoN+1
\ Segmento N

SegmentoN-1

Figura 4.3 - Detalhe definicdo meios tridngulos

Fonte: adaptado de(RESENDE, 2007))
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De modo similar ao descrito na Se¢do 4.3.1.1, com a aplicagdo do método de
Galerkin, as funcdes de teste w,,(Xx)também sdo representadas por funcdes do tipo

triangular. Dessa forma, as func¢des de teste sao definidas para FBT, como:

Nt
Wi = ) T, (437)
i=1
Assim os elementos do sistema matricial, Equagao (4.16), obtidos sao:
2 2 ity o o - (4.38)
Ajj = Z Z Tf TQi(X)J- To; X H,y™ (koR)pp'de’ d¢,
q;=1q;=1 0 0
2 o (4.39)
By = _ZJ T, (%) d¢b
qi=1""°
2 2 jko 21 21 )
+ Z Z T_[ TQi(X)j qu(x') cosp V'H," (koR)pp'dd" d,
L= — 0 0
q;=1q;=1
2 2 oy (2 o - (4.40)
Gy =— Z Z Tf Tqi(X)f To; X Hy" (koR)pp'de’ dp,
qi=1q;=1 0 0
2 o (4.41)
Dy = | Tudg
qi=1""
o jka (2T o @
S S [ 0 [ 600 cosw H aRrppa s
=1q,;=1 0 0
qi=14q;
e
(4.42)

2 2n ]
Voi = Y. | 7o G0 Boeltod,
q=1""°

ondeq; = q; = lindicam MTE para o segmento fonte e observador, respectivamente, e

q; = q; = 2indicam o MTD.
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4.4. Analise de Resultados

NessaSecao sao apresentados e avaliados os resultados obtidos na aplicagdo do
MOM. Esses resultados sdo comparados com a respectiva solugdo analitica por meio dos

erros apresentados na Secdo3.5, e aqui redefinidos para o MOM:

Zn |Sanalitico _SMOM|
i=1

1= .
EM(%) — |S;1lnaltaco | * 100% (443)

|Sanalitico - SMOMl

Emax(%) = max * 100% (4.44)

ISanalitico |

ondeSy; o€ 0 valor obtido utilizando MOM.

A avaliacdo numérica dasEquacgdes (4.29) - (4.33) e (4.38) - (4.42)é realizada
utilizando Quadratura Gaussiana. Para contornar os casos onde singularidades estao
presentes, ou seja, quando o ponto de observacao, r, estd muito préximo do ponto da
fonte, r’, a técnica utilizada consiste em considerar um ntimero de pontos de Gauss para
os segmentos observador e para os segmentos fonte diferentes, de modo a garantir que
0s pontos nunca sejam coincidentes.

Nesse trabalho, todas as execu¢bes das rotinas computacionais desenvolvidas

foram realizadas utilizando um computador Intel i5-3570QM, 3.4GHz, 8GB RAM.

4.4.1. Solugao Utilizando Fung¢oes Pulso

Para avaliagdo do MOM com a utilizacdo de fun¢des base e teste do tipo pulso é
considerado o cilindro dielétrico infinito com raioa = 0,34, &, = 2gpeuy = Up. Em
relacdo a construcao do MOM, a fronteira do cilindro I'é discretizada em 72 segmentos,
nos quais sao aplicadas fung¢des de base e teste do tipo pulso, conforme apresentado na
Figura 4.1.Para cada segmento sdo aplicados 4 pontos de Gauss no segmento fonte (pgf)
e 3 pontos no segmento observador (pgo).

Para validagdo do MOM foi considerado o calculo das correntes J e M
apresentados na Figura 4.4.E possivel perceber boa coeréncia entre os resultados
numérico e analitico para o caso sob estudo. A Tabela 4.lapresenta os erros

Em(%)eEpmax(%)paraessas correntes, os quais também validam os resultados obtidos.
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Figura 4.4 - Validagao MOMFBP - Correntes induzidas no cilindro a) Magnitude dacorrente J; b) Fase da
correntef; c) Magnitude da corrente M d) Fase da corrente M

Tabela 4.1- Validagio MOM FBP - Correntes induzidas no cilindro - Ey (%) eEpax (%)

Grandeza En (%) Emax (%)
J 1.9182 47338
M 0.68353 0.98121
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Uma vez confirmada a validade da solucdo é entdo conduzida uma analise
paramétrica, apresentadas nas Sec¢des 0 e 0 com o objetivo de identificar o melhor

conjunto de valores para os parametros do MOM.

4.4.1.1. Influéncia da Quantidade de Segmentos

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variagcdo da quantidade de segmentos na
solu¢do pelo MOM utilizando FBP. Os resultados sdo calculados considerando os
parametros apresentados na Subsec¢do4.4.1, variando a quantidade de segmentos de 8 a
180 segmentos. A Figura 4.5 apresentaEy (%), Emax(%)para os resultados obtidos.

Pode-se verificar que o aumento do nimero de segmentos acarreta na melhoria dos

resultados.
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Figura 4.5 -MOM FBP - Avaliacdo da influéncia do niimero de segmentos no erro

A Figura 4.6 e a Figura 4.7 apresentam o nimero de condicionamento da matriz Z
e 0 tempo de processamento em relagio ao numero de segmentos, onde se pode
observar que o aumento do nimero de segmentos provoca um significativo aumento no

numero de condicionamento da matriz Z e no tempo de processamento, conforme
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esperado. Entretanto, observa-se que enquanto o tempo de processamento aumenta
gradativamente, o nimero de condicionamento tende a se estabilizar ap6s cerca de 60

segmentos.

4.4.1.2. Influéncia do Numero de Pontos de Integracao

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variacdo da quantidade de pontos de
Gauss por segmento na solucao pelo MOM utilizando FBP. Os resultados sao calculados
considerando os parametros apresentados na Subse¢do4.4.1, variando a quantidade de
pontos de Gauss de 1 a 7. Conforme descrito na Secdo4.4, para realizagdo da integragao
numeérica com a garantia de que ndo ocorram singularidades,é necessario considerar um
numero de pontos de Gauss diferentes para os segmentos observador e fonte; dessa
forma, a variacdo de pontos de Gauss é realizada levando em considera¢do essa
condicao.

A Tabela 4.2 resume os resultados obtidos, com evidéncia para os erros
Em(%)eEpmax(%)alcangados, tempo de processamento e o numero de condicionamento
da matriz dos sistemas lineares advindos da aplicagdo do MOM no problema.De forma
geral, o aumento de nimeros de pontos de Gauss diminui o erro observado, embora,
para o problema tratado ndo sejam observadas melhorias significativas para escolhas
acima de 4 pontos de Gauss.

O tempo de processamento também aumenta consideravelmente com o aumento
do numero de pontos; dessa forma, um nimero menor de pontos de Gauss garante
respostas com menor custo computacional. Em relacdo ao nimero de condicionamento,
observa-se que a alteracdo da quantidade de pontos de Gauss ndocausa uma variagao
significativa nesse parametro. A relacdo entre a quantidade de pontos de Gauss no
observador e na fonte é importante; entretanto, a inversao das quantidades nado alteram

os resultados.
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Tabela 4.2- MOM FBP - Correntes induzidas no cilindro -Ey(%),Epax(%),nimero de condicionamento e

tempo de processamento - variacdo do nimero de pontos de Gauss

Namero de J M
Numero de Tempo de
Pontos de
G Em(%) | Emax(%) | Em(%) | Emax(%) | Condicionamento | Processamento (s)
auss
pgf=1
3.0879 7.9387 1.1951 2.2627 865.0324 1.06
pgo =2
pgf=2
2.0608 5.2979 | 0.73894 | 1.1754 865.5333 2.58
pgo =3
pgf=3
4 1.9182 | 4.7338 0.68353 | 0.98121 865.7948 5.21
pgo =
pgf =4
pgo=5 1.8645 4.4636 | 0.66621 | 0.91007 865.9395 7.67
pgf=5
pgo = 6 1.8401 4.2992 | 0.66009 | 0.87905 866.0347 11.31
pgf=6
pgo =7 1.828 4.1891 0.6583 | 0.86163 866.1026 16.41

4.4.2. Solucao utilizando Func¢oes Triangulares

Para avaliacido do MOM com a utilizacdo de funcoes base e teste triangularesé

considerada as mesmas condi¢des apresentadas na se¢do 4.4.1.As curvas dascorrentes J

e Minduzidas na superficie do cilindro, obtidas pela aplicacdo do MOM e pela solucao

analitica sdo apresentadas naFigura 4.8.E possivel perceber boa coeréncia entre os

resultados numérico e analitico para o caso sob estudo.

A Tabela 4.3 apresentaos erros Ey (%)eEpax(%)paraas correntes J e M, os quais

também validam os resultados obtidos. Assim, uma vez confirmada a validade da

solucdo é entdo conduzida uma analise paramétrica, apresentada nas Sec¢oes 4.4.2.1 e

4.4.2.2com o objetivo de identificar o melhor conjunto de valores para os parametros do

MOM.
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Tabela 4.3- Validacio MOM FBT - Correntes induzidas no cilindro - Ey (%)eEpax (%)

Grandeza En (%) Emax (%)
J 1.7444 3.7483
M 0.66964 0.83112
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4.4.2.1. Influéncia da Quantidade de Segmentos

Nessa Subsecao é avaliado o impacto da variagdo da quantidade de segmentos na
solucao pelo MOM utilizando FBT. Os resultados sdo calculados considerando os
parametros apresentados na Se¢do4.4.1, variando a quantidade de segmentos de 8 a 180
segmentos.

A Figura 4.9 apresentaEy (%), Emax(%)para os resultados obtidos.A Figura 4.10e
a Figura 4.11apresentam o numero de condicionamento da matriz Ze o tempo de
processamento em relacdo ao nimero de segmentos, respectivamente.As mesmas
andlises e consideragdes apresentadas na Subsecdo paras as FBP sdo validas para as
FBT, tanto para Ey(%)eEmax(%), como para o tempo de processamento e o nimero de
condicionamento da matriz Z. Porém, vale salientar que os resultados obtidos com FBT
sao ligeiramente melhores que os obtidos com FBP, com excecdo para o tempo, onde

pode ser observado que a FBT apresenta maior custo computacional.
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4.4.2.2. Influéncia do Numero de Pontos de Integracao

Nessa Subsec¢do é avaliado o impacto da variacao da quantidade de pontos de
Gauss por segmento na solugdo pelo MOM utilizando FBT. Os resultados sao calculados
considerando os parametros apresentados na se¢do 4.4.1, variando a quantidade de
pontos de Gauss variando de 1 a 7.A Tabela 4.4resume os resultados obtidos, com
evidéncia para os erros Ey(%)eEyax(%)alcancados, tempo de processamento e o
numero de condicionamento da matriz Z.

As mesmas andlises e consideragdes apresentadas na Subsecao 0 para as FBP sdo
validas para as FBT. Porém, vale salientar que os resultados obtidos com FBT sdo
ligeiramente melhores que os obtidos com FBP, com exce¢do para o tempo, onde pode

ser observado que a FBT apresenta maior custo computacional.

Tabela 4.4- MOM FBT - Correntes induzidas no cilindro - Ey(%),Enax(%),niimero de condicionamento e
tempo de processamento - variagdo do nimero de pontos de Gauss

Namero de J M Ndmero de Tempo de
Pontos de Condicionamento | Processamento (s)
Gauss EM(%) EMAX(%) EM(%) EMAX (%)
f=1
PE 3573 | 12.3174 | 1.3662 | 3.4555 867.9524 3.96
pgo =2
pgf =2
3 1.7465 4.0357 0.66181 | 0.86308 866.5454 10.36
pgo =
pgf=3
4 1.7444 3.7483 0.66964 | 0.83112 866.6987 19.89
pgo =
pgf=4
1.7687 3.5893 0.68629 0.8255 866.8383 32.38
pgo=5
pgf=5
6 1.7993 3.5008 0.70374 | 0.85534 866.9393 47.36
pgo =
pgf=6
7 1.8284 3.4497 0.72124 | 0.87975 867.0140 65.85
pgo =

4.4.3. Avaliacao FBP X FBT

Em relacdo ao tipo de funcdes base e teste, comparando os resultados
apresentados nas Subsecdes 4.4.1e 4.4.2pode-se concluir que para o problema sob
estudo,os erros Ey(%)eEpax(%)alcangadospara ligeiramente melhores para as FBT do

que para as FBP. Em relagio ao tempo de processamento e o numero de
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condicionamento,os resultados sao melhores para as FBP, tendo em vista o aumento da
complexidade do céalculo.
Acredita-se que essa pequena diferencaacontece devidoasimplicidade do

problema sob estudo, o que ndo conduz a uma vantagem expressiva das FBT.

4.5. Consideracoes Finais

Nesse capitulo éapresentado o MOM e a sua aplicacio ao problema do
espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. E os resultados

obtidos sdo validados por meio da comparagao com a respectiva solugdo analitica.
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Capitulo 5
Método Hibrido IEFGM - MOM

Neste capitulo inicialmente, é apresentada umabreve revisdo bibliograficasobre
os principais métodos hibridos aplicados ao problema de espalhamento
eletromagnético. Em seguida, é descrita a modelagem matematica do novométodo
hibrido para solu¢do do espalhamento eletromagnético proposto nesse trabalho. O
método combinaolEFGM com o MOM, com o objetivo de obter uma solugdo geral e
robusta. Entdo, a metodologia desenvolvida é aplicada a um cilindro dielétrico infinito
iluminado por uma onda TMz e os resultados obtidos sdo comparados com a respectiva

solucdo analitica e aqueles obtidos pelo IEFGM e o MOM separadamente.

5.1. Métodos Hibridos

A ideia central dos métodos hibridos é a aplicacdo de dois ou mais métodos,
combinando as vantagens e pontos fortes de cada método, para a obtengdo de solugdes
para uma classe mais geral de problemas. Dentre os primeiros trabalhos sobre
espalhamento eletromagnético por objetos nao-homogéneos utilizando métodos
hibridos, pode-se se destacar(PAULSEN, LYNCH e STROHBEHN, 1988), (YUAN, LYNCH e
STROHBEHN, 1990)e(YUAN, 1990). Os métodos hibridos propostos até o momento
apresentam como caracteristica basica a adocdo do acoplamento entre técnicas
numéricas diferenciais e integrais. Destaca-se entre as técnicas numéricas diferenciais
os Métodos das Diferencas Finitas (FDM), especificamente o Método das Diferencas
Finitas no Dominio do Tempo (FDTD), e o FEM. Dentre as técnicas numéricas integrais
destaca-se 0 MOM ou Método dos Elementos de Fronteira (Boundary Element Method -
BEM).

Dentre os principaismétodos hibridos presentes na literatura atual, cita-se:
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1. FEM-MOM: (YUAN, 1990), (YUAN, LYNCH e STROHBEHN, 1990), (JANKOVIC,
LABELLE, et al, 1994), (PEKEL e MITTRA, 1995), (LING, SHENG e JIN, 1997),
(ALI, HUBING e DRENIAK, 1997), (VOUVAKIS, LEE, et al, 2004), (ILIC e
NOTAROS, 2009), (ILIC e NOTAROS, 2009), (MOHSIN e SHEIKH, 2010)e(ILIC e
NOTAROS, 2010);

2. MOM-FDTD: (TAFLOVE e UMASHANKAR, 1982), (CERRI, RUSSO, et al, 1998),
(MARROCCO, FARI e BARDATI, 2001), (TOPA e KARWOWSKI, 2007)e(TOPA e
KARWOWSK]I, 2008);

3. FEM e Método Integral da Condicdao de Contorno Estendida (BI), (MORGAN,
CHEN, et al, 1984), (LIU e JIN, 2001)e(LEI, HU e HU, 2012);

4. FEM e BEM (LYNCH, PAULSEN e STROHBEHN, 1986),(PAULSEN, LYNCH e
STROHBEHN, 1988),(AFONSO, 2003)e(YU, WANG e SUN, 2009);

5. Field Feedback Formulation (F3), (MORGAN e WELCH, 1986), (CRUELLAS e
FERRANDO, 1988), (CRUELLAS e FERRANDO, 1989) e (MORGAN e WELCH,
1992).

Com base nos trabalhos disponiveis na literatura verifica-se que a técnica hibrida
mais empregada para tratar problemas de espalhamento eletromagnético é o método
FEM-MOM. A solucao pelo FEM é aplicada aregido interior do espalhador, que,em geral,
envolve um meio ndo homogéneo, e a regido exterior e ilimitadaé avaliada peloMOM.
Assim, devido ao grande uso dessa técnica hibrida, é apresentada uma breve revisao

bibliografica a seu respeito na Secao 5.1.1, a seguir.

5.1.1. Método FEM-MOM

Ambos os métodos integrais e diferencias tém demonstrado ser muito potentes
para resolver problemas de espalhamento eletromagnético. No entanto, cada método
tem vantagens e desvantagens proprias quando aplicado a diferentes problemas.

0O MOM é um método que lida bem com problemas ilimitados; entretanto, torna-
se computacionalmente complexo quando heterogeneidades estdo presentes. Em
contraste, heterogeneidades sdao facilmente tratadas pelo FEM, que requer menos
recursos computacionais devido a sua matriz esparsa. Porém, o FEM é mais apropriado

para problemas de valor de contorno, ou seja, problemas limitados por fronteiras
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explicitas. Portanto, o objetivo do método hibrido FEM-MOM ¢é combinar as principais
vantagens dos dois métodos para tornar mais vantajoso o tratamento de problemas de
espalhamento eletromagnético com heterogeneidades complexas.

Basicamente, essa técnica hibrida utiliza FEM para formular o campo
eletromagnético em regides de geometria complexa e heterogéneas e utiliza o MOM para
solucionar as equacdes de Maxwell nas regides onde as funcdes de Green sdo
conhecidas. Nestas regides, o FEM falha em determinar satisfatoriamente a condicao
pertinente de radiacdo (YUAN, LYNCH e STROHBEHN, 1990).

A técnica consiste em aplicar o principio da equivaléncia e transformar o
problema original em problemas equivalentes:exterior e interior, regido onde as fun¢des
de Green estdo disponiveis e regido onde nao estdo disponiveis, respectivamente. Essas
regides sdo entdo acopladas através das condi¢des da fronteira, de modo a aproximar a
condi¢cdo de radiacdo de Sommerfeld, na superficie exterior do espalhador, devido a
continuidade dos campos elétrico e magnético, combinando as solu¢des de MOM e FEM
para disponibilizar a solugdo geral, (YUAN, 1990),(YUAN, LYNCH e STROHBEHN,
1990),(HOPPE, EPP e LEE, 1994),(JANKOVIC, LABELLE, et al, 1994), (ALI, HUBING e
DRENIAK, 1997),(LING, SHENG e JIN, 1997), (VOUVAKIS, LEE, et al, 2004)e(ILIC,
DJORDJEVIC, et al., 2009).

Em relacdao ao método hibrido FEM-MOM, a utilizacao da técnica FEM apresenta
como principal desvantagem a dependéncia da malha utilizada para garantir a qualidade
dos resultados obtidos. Essa desvantagem pode ser superada pelos MMs, que podem
oferecer ainda as suas demais vantagens, apresentadas no Capitulo 3. Essas
caracteristicas justificam a proposta de um novo método hibrido com a utilizacdo de um

MM em acoplamento com o MOM.

5.2. Método Hibrido IEFGM-MOM

Tendo em vista o desenvolvimento de novas técnicas meshless, que possuem
grande robustez, boas taxas de convergéncia e maior facilidade para a discretiza¢do de
problemas de valor de contorno, aliado ao sucesso dos demais métodos hibridos no
tratamento de problemas de espalhamento eletromagnético, esse trabalho propde um

novo método hibrido, o qual combina ol[EFGM com o MOM. Esse método aproveita as
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vantagens do MM para a solucdo da equacdo diferencial, a fim de tratar a regido nao
homogénea e finita do problema, aliando as vantagens do MOM, ja destacadas no
Capitulo 4, para a solucao da regido ilimitada e homogénea.

A metodologia proposta no presente trabalho é baseada na formulacdo de
(HOPPE, EPP e LEE, 1994) que apresenta um Método Hibrido quecombina elementos da
EFIE eda MFIE ao longo da regido exterior com a solu¢do doFEM para a regiao interior
para tratar um Corpo de Revolucdo (Body of Revolution - BOR).

O desafio do presente trabalho estd no desenvolvimento da modelagem
matematica e na implementacdo computacional do método hibridol[EFGM-MOM para
solucdo e problemas relacionados ao espalhamento eletromagnético, ainda nao

disponiveis na literatura.

5.3. Modelagem Matematica do IEFGM-MOM

5.3.1. Descricao Geral do Problema

Nesse trabalho, a técnica proposta é aplicada na solugdo de um problema de
espalhamento eletromagnético em 2D, conforme apresentado Se¢do 2.2 e na Figura 5.1.
O problema é dividido em dois: o problema interno, onde o campo eletromagnético em
um cilindro dielétrico, homogéneo e infinito é modelado utilizando o IEFGM, e o
problema externo, que abrange o espaco livre, sendo aplicadas as equac¢des integrais sob
a superficie do cilindro, as quais sdo avaliadas pelo MOM.

Os problemas interno e externo sdo acoplados pela imposicao da continuidade
dos campos elétrico e magnético tangenciais sobre a superficie do cilindro.
Consequentemente, o tamanho do problema é reduzido, em relacdo a solugdo utilizando
unicamente um método diferencial, pois ndo € necessario considerar a regido externa ao

cilindro e nenhuma fronteira ficticia com condigdo absorvente precisa ser definida.
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Figura 5.1 - Secao transversal do cilindro dielétrico iluminado por uma onda TMz.

5.3.2. Problema Interno - IEFGM

A discretizacdo do problema interno € realizada conforme apresentado na Figura
5.2, utilizando um conjunto de nd6s N distribuidos sobre o dominio do problema
(2 =N uT).Cadand, I, é um ponto X; = (x,y) € Qpara o qual a func¢io de forma, @, (x),
é associada.

Para o problema do espalhamento eletromagnético sob estudo, uma onda plana
TMz incide normalmente sob o cilindro dielétrico infinito, e todas parcelas do campo
elétrico (E, ESeE") sdo tangenciais a superficie do cilindro, ou seja, na diregio 2. Assim,
como as componentes tangenciais do campo devem ser continuas ao longo de I', entdo, é
conveniente escolher o campo elétrico como variavel desconhecida a ser determinada
na formulac¢ao IEFGM.

A formulacdo IEFGM ¢é aplicada ao problema interno a partir da Equagao (3.19),

aqui reescrita:

j [(V-iE(x)>-V]P’(x)—kozerE(x)]P’(x)ldQ + j Pl = 0. (51)
0 Hr r
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Figura 5.2 - Problema equivalente para regido interna - distribui¢do de nés para IEFGM

Aplicando a Lei de Faraday, a Equacao (5.1)pode ser reescritaem func¢ao apenas
das quantidades desconhecidas, a serem determinadas, E(x) e J(x), obtendo assim a

equacdo final para a formulagao IEFGM, conforme a seguir:

f [(\7 -lE(x)> -VP(x) — kozer(x)]P’(x)l dn = jwyof P(x)J(x)dI (5.2)
0 My r

Utilizando o método de Galerkin, as fun¢des desconhecidas E(x) e J(x)podem ser

aproximadas utilizando as fun¢des de forma, @;, como:

N
E" (0 = ) @,00u(x)) (53)
I=1
e
N
M@ =) &1 (x), 654
I1=1

ondex = (x,y),v(x;) e Ilj (x;)sdo coeficientes desconhecidos.
Considerando toda a modelagem matematica apresentada na Se¢ao3.4 e a fungao

de peso Pdefinida na Equacdo (2.13), é possivel definir as matrizes Z'EF¢(N; x
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NT)eBIEFG(NTxNF). Essas matrizes sdo as primeiras necessdarias para o

desenvolvimento do método hibrido. Seus elementos sdo definidos por:

1
ZIFF6 = fﬂ (u_r Vo,vD, — kozerCD,(D]) 4 (55)

B{FF¢ = —jwp, f ®,P,dI" (5.6)
r

ondeN; = N, + N, Nyé o nimero de n6s no dominio (2 e Nré o nimero de nos sobre a
fronteira .

Os elementos das matrizes Z'EF¢eB!EFG

sdo calculados solucionando as integrais
numericamente, utilizando a Quadratura Gaussiana, a qual é aplicada a uma estrutura
auxiliar de células retangulares para a integral sobre (2.Cada célula serd avaliada
utilizando 2 x 2 pontos de Gauss. Para a integral sobrea fronteira, I', a mesma é dividida
em segmentos de arco, conforme ilustrado na Figura 5.2, sob os quais sdo aplicados
pontos de Gauss, variando de 2 a 7. Conforme destacado na Se¢do4.4.2.2, a partir de 2
pontos de Gauss, os mesmos oferecem pouca influéncia no resultado obtido; assim,

nesse capitulo sdo utilizados 3 pontos de Gauss no observador e 4 pontos na fonte,

respectivamente.

5.3.3. Problema Externo - MOM

Considerando o problema equivalente externo, conforme descrito na Secao 2.4.1
e reapresentado na Figura 5.3, o cilindro dielétrico infinito é substituido por correntes
superficiaisequivalentes J e M que sdo produzidas pelos camposelétrico e magnético
reais fora do cilindro, e os quais sdo zero dentro do cilindro. As correntes devem

satisfazer as condicdes:

J=1n xXH (5.7)
M=-1 XE (5-8)
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Figura 5.3 - Problema equivalente para regido externa - MOM

As Equagdes (5.7) e (5.8)sdo responsaveis pelo acoplamento dos campos com
suas respectivas correntes, garantem a continuidade das componentes tangenciais dos
campos elétrico e magnético, e também permitem o acoplamento entre os métodos
IEFGM e MOM.

Conforme descrito na Secao 2.4.1, a EFIE para o problema externo é dada pela

Equacdo(2.37), aqui reapresentada:

i wlg 2n 2)
Eoejkox = —M(X) +Tf ](X’)HO (kOR)p’d¢,
ko 2 (5.9)
JKo ’ ) ’ ’
+T M(x") cosy H;” (koR)p'd¢’.
0
Nesse trabalho, as correntes J(x') e M(x'),assim como a funcio de teste,sdo
descritas em termos das fung¢des base pulso ou tridngulo, ao longo de I'. Assim,
considerando a modelagem matematica apresentada na Secdo 4.3.1.1 sdo obtidas as
matrizesZ/M°M(Np x Np), ZMMOM (N, x Np)eVMOM (N, x 1)para as fungdes teste e base

do tipo pulso, onde seus elementos definidos por:

jMom __ WHo e ©)
zjpom = o J f HP (kR)pp'dd’ dg, (5.10)
0 0

21 ik 2T 2T
le;’.’MOM = d¢ +]Tof f cos V’Hfz)(kR)pp’ddfdd) (5.11)
0 o Jo
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21
VMOM =f Eqe/koXpd . (5.12)
0

ondeNpé o numero de fun¢des pulso sobre I'.
Para as funcoes teste e base triangulares tém-se as matrizes Z]MOM(NT X Np),

ZMMOM (N« N )eVMOM (N, x 1), onde os elementos das matrizes sio definidos por:

2 2 2
wu ' ’ /
oM — Z Z 0 f T,, (%) f Ty, G)HS (koR)pp'de’ dep (5.13)
0
q;i=1 '=
2 2T
ZMMOM _2f T, (X)d
- 0
qi=1
(5.14)

y oM 2f Tq; X Ege % pdep . (5.15)

ondeNzé o nimero de tridngulos sobre I, q; = q; = 1correspondem ao MTE para o
observador e fonte, respectivamente e q; = q; = 2correspondem ao MTD para o
osbervador e fonte, respectivamente, conforme Figura 4.3.

Z]MOM ZMMOMeVMOM
)

Neste trabalho, os elementos das matrizes sao calculados

numericamente, solucionando as integrais utilizando quadratura Gaussiana. Assim, a
fronteira I' é dividida em segmentos de arco, conforme ilustrado na Figura 5.2, sendo
aplicados pontos de Gauss em cada segmento, variando de 2 a 7. Para contornar os
possiveis casos onde singularidades estdo presentes, ou seja, quando o ponto de
observacio, X, esta muito proximo do ponto da fonte, x’,a técnica utilizada consiste em
considerar um numero de pontos de Gauss diferentespara os segmentos observador e

fonte, de modo a garantir que os pontos nunca sejam coincidentes.
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5.4. Formulacido do Método Hibrido IEFGM-MOM

A técnica hibrida proposta nesse trabalho combina o IEFGM, aplicado ao
problema interno, e a EFIE solucionada pelo MOM, aplicada ao problema externo. As
solugdes do IEFGM e MOM sao acopladas for¢cando a continuidade dos campos elétrico e
magnético tangenciais entre as regides interior e exterior. A continuidade do campo
magnético tangencial é imposta pela integral na fronteira I' apresentada na Equacao
(5.2), que incorpora a condi¢do apresentada na Equacao (5.7). E continuidade do campo

elétrico tangencial apresentada na Equac¢do(5.8), pode ser imposta da seguinte forma:
f Won - (E — 7 X M)dI' =0, (5.16)
r

ondeWyoysdo as fungbes de teste do MOM.As fungdes desconhecidas E,eMgsdo

aproximadas na fronteira I'por:

Np
EXx) =) FEX)Hy (5.17)
e
Np
Mx) = ) FEHIM, (5.18)

ondev sdo os coeficientes desconhecidos de E, (r"), IMsio os coeficientes desconhecidos

de My, (r")eF;(r")sdo fungdes de base pulso ou triangulares.
Considerando as funcdes de base e teste do tipo pulso, obtém-se as matrizes

HE (Np x Np)eHM (Np x Np), cujoselementos sdo dados por:

‘ .y 2T 2T , , (5.19)
Hg =l = [ [ ppddg'dg.
0 0

Considerando fung¢des de base e teste triangulares, obtém-se matrizes

HE (N; x Np)eHM (N x Ny), cujoselementos sio:

2 2 21 21
i =l = 3 Y[ TG0 [T, &pp'dde dg
0 0

qi=1q;=1

(5.20)
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ondetodos os elementos sdo avaliados usando a quadratura Gaussiana para as integrais

¢' e ¢, respectivamente, conforme descrito na Sec¢do 5.3.3.

5.4.1. Soluc¢ao Global

Com o objetivo de se obter uma solugdo simultanea para as incégnitas E, ,sobre(2,
e J, eMg,ao0 longo de I', as equagdes das Segoes 5.3.2 e 5.3.3 devem ser combinadas em
um Unico sistema linear. Sendo que, quando considerado fun¢des do tipo pulso as
equacgdes sdo as Equacgdes (5.5), (5.6), (5.10) - (5.12) e (5.19), enquanto queas fungdes
triangularessdo asEquagdes (5.5), (5.6), (5.13) - (5.15) e (5.20), o que resulta no sistema

linear no seguinte formato:

7IEFG  pIEFG
HE 0 (5.21)
0 7IMOM ZMMOM VMOM

A Figura 5.4ilustra o sistema linear da Equacdo (5.21), destacando o tipo de
funcao de forma ou de fungdo base, assim como o tipo de funcdo de teste, é empregada a
cada submatriz. Na Figura 5.4 é apresentada a matriz global do método hibrido, Zy,
ondeé também destacada a dimensao de cada submatriz. Vale destacar que a correta
aplicacdo das fungdes de forma, para o IEFGM, e das func¢des teste e base, para o MOM, é

de fundamental importancia para o funcionamento da modelagem matematica

desenvolvida.
Nn + Nr Nr Nl'
0
Ng + Np

HE 0 M

Nr A Acoplamento A
0
N

Figura 5.4 - Estrutura da matriz globalZy
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5.5. Analise dos Resultados

Nessa Secdo sao apresentados e avaliados os resultados obtidos na aplicacdo do
[EFGM-MOM. Esses resultados sdao comparados com a respectiva solugao analitica por

meio dos erros apresentados na Secao 3.5e aqui redefinidos para o IEFGM-MOM:

' |Sanatitico —SiEFGM-mom|
i=1

1= ips
EM (%) — |S;1lnaltaco| * 100% (522)

ISanalitico - SIEFGM—MOM |

Evax(%) = max * 100% (5.23)

ISanalitico I

ondeS;grem—momé 0 valor obtido pela solugao IEFGM-MOM.
Nesse trabalho, todas as execucdes das rotinas computacionais desenvolvidas

foram realizadas utilizandoum computador Intel i5-3570QM, 3.4GHz, 8GB RAM.

5.5.1. Solucao Base IEFGM-MOM Utilizando Fun¢des Pulso

Para avaliacdo do IEFGM-MOM com a utilizacao de funcdes base e teste do tipo
pulsoé considerado um cilindro dielétrico infinito, conforme o apresentado na Figura
5.1, com raio a = 0.31,, &, = 2¢gpeuy = Up. Em relacdo a construg¢do do IEFGM, é
utilizada uma densidade de nés por drea de 1238 (nds/A,°), para manter a densidade da
mesma ordem que a utilizada na Se¢ao 3.5.1.

Assim, sdouniformemente distribuidos 351 nds de forma cilindrica sobre o
dominio do problema, sendo 288distribuidos no interior do cilindro e 63distribuidos na
fronteira I Em relacdo ao numero de pontos de integracdo, é verificado que
paraalcancar erros da ordem dos obtidos noCapitulo 3, faz-se necessario utilizar uma
RGN = 30aproximadamente; essa demanda pode ser verificada na Subse¢do5.5.1.2.
Assim, sdo uniformemente distribuidos11316 pontos de integracdo de forma retangular,
ou seja, uma RGN de 32,2. Para cada nééutilizado um dominio de influéncia com
constantea = 2, 6. A fungdo janela utilizada éa mesma apresentada na(3.17).Em relacao
a construcdo do MOM, a fronteira I'do cilindro édiscretizada em 63segmentos, nos quais

sdo aplicadas fungdes de base e teste.
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Para validacdo do IEFGM-MOM é considerado o cdlculo do campo elétrico, E,
sobre uma linha posicionada através da secdo do cilindro sobre o eixo x ey = 0, de
x=—a a x=a. E simultaneamente calculadasas correntes elétricaj,e
magnética,M,superficiais. A Figura 5.5apresenta os resultados obtidos pela aplica¢do do
[EFGM-MOM e pela solugdo analitica.A Tabela 5.lresume os erros
Eym(%)eEyax(%)paraE, Je M. E possivel perceber boa coeréncia entre os resultados

numérico e analitico para o caso sob estudo.

Tabela 5.1- Validagdo IEFGM-MOM FBP -E;(%)eEyax(%)paraE, Je M

Grandeza Enm(%) Emax (%)
E 1,09 2,92
J 2,53 9,68
M 1,11 2,63

Uma vez confirmada a validade da solucao é entdo conduzida uma analise
paramétrica, apresentadas nas Subsecdes 5.5.1.1 e 5.5.1.2, com o objetivo de identificar

o melhor conjunto de valores para os parametros do IEFGM-MOM considerando FBP.

5.5.1.1. Influéncia da Quantidade de Nds e de Segmentos

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variacdo da quantidade de néds e
segmentos na solucao pelo [IEFGM-MOMcom a utilizacdo de FBP. Os resultados sao
calculados considerando os parametros apresentados na Subsecdo5.5.1, variando o
numero de nds de 21 a 3976 nos, e mantido o nimero de pontos de integracdo igual a
11316. Do modo que a modelagem matematica é concebida, assim como o algoritmo,
ndo é possivel aumentar o numero de segmentos da fronteira I'do cilindro sem
aumentar a quantidade de nds sobre a fronteira I'do cilindro, uma vez as matrizes
devem apresentar dimensdo condizente com a modelagem. Dessa forma,ndo é
apresentadaa andlise do erro em relacgdo ao numero de segmentos de modo

independente.
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Figura 5.5 - Valida¢do IEFGM-MOM FBP -a)magnitude do campo elétrico E; b)magnitude da corrente];
c)magnitude da correnteM
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A Figura 5.6 apresenta os resultados obtidos em relacdo aoEy(%)parakE, Je
M.Pode-se concluir que o aumento do nimero de nés, e consequente aumento no
numero de segmentos, acarreta a diminuicao no erro, até um certo limiar. Apos esse
limiar, o erro tende aumentar devido ao fato de que a RGN ndo foi mantida. Para Jesse
limiar ocorre em 351 noés, onde oEy(%)é igual a 2,53%. E para E e M, esse limiar ocore
em 2937 nos, sendo osEy (%) = 0,44%¢eEy (%) = 0,56%, respectivamente. Verifica-se
que os erros obtidos para/,sao maiores do que aqueles obtidos para E e M. Acredita-se
que essa diferenca se deve a problemas de ressonancia no cilindro, que podem ser
eliminados utilizando uma formula¢do combinada entre EFIE e MFIE, que nao é escopo

desse trabalho(MAUTZ e HARRINGTON, 1978)e(HOPPE, EPP e LEE, 1994).

2

10

Erro Médio(%)

10

| | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Numero de Nos

Figura 5.6 - IEFGM-MOMFBP - Avaliacdo da influéncia do nimero de nés no erro
A Figura 5.7 e a Figura 5.8 apresentam os resultados em relacdo ao
condicionamento da matriz Z e o tempo de processamento, respectivamente. Conforme
esperado, observa-se que o numero de condicionamento aumenta a medida que o

nimero de nds aumenta; porém para todos os casos o sistema ainda é bem

condicionado, embora o sistema nao seja diagonalmente dominante. Observa-se também
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Figura 5.7 -IEFGM-MOMFBP - Avaliac¢io da influéncia do nimero de n6s nonumero de condicionamento
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Figura 5.8 -IEFGM-MOMFBP - Avaliacao da influéncia do nimero de nés no tempo de processamento

que o aumento do numero de nds acarreta o aumento do tempo de processamento,

conforme esperado.
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5.5.1.2. Influéncia da Quantidade de Pontos de Integracao

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variagcao da RGN na solucdo pelo IEFGM-
MOMcom a utilizagdo de FBP. Os resultados sao calculados considerando os parametros
apresentados na Se¢i05.5.1. E fixado o niimero de nés em 351 e variado o niimero de
pontos de integracdo, o que implica em uma variacdo doRGN. Vale destacar que essa
variacdo é realizada pelo niimero de células de integracdo; o nimero de pontos de Gauss
em cada célula é mantido em 2 x 2 e na fronteira sdo mantidos empgo = 3 e pgf = 4.

A Figura 5.9 apresentaos resultados obtidos em relagdo aoEy(%)parakE, Je M.
Observa-se que os errosdecaem a medida que aRGN aumenta.Verifica-se que pequenas
RGN ndo conduzem a resultados satisfatérios, destacando que para obter resultados da
mesma ordem que os obtidos pelo IEFGM é necessariaumaRGN maior. O melhor
resultado para J é comRGN igual a 72,7, no qual oEy(%)é de 1,67%. ParaE e M é com
RGN igual a 89,7, sendo 0sEp(%)1,06% e1,08%, respectivamente. Entretanto, observa-

se que os erros apresentam a mesma ordem de grandeza a partir de aproximadamente
RGN = 35 para todas as variaveis.
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Figura 5.9 - IEFGM-MOMFBP - Avaliacido da influéncia do nimero de pontos de integracao no erro
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A Figura 5.11e a Figura 5.12apresentam os resultados em relagdo ao
condicionamento da matrizZye o tempo de processamento, respectivamente. Observa-
se que o numero de condicionamentoé maior para umaRGNpequena e a partir de um
certo limiar torna-se constante, embora se mantenha na mesma ordem de grandeza para
todos RGN avaliadas. Observa-se também que o aumento da RGN acarreta o aumento do

tempo de processamento, como esperado.

5.5.2. Solucao Base IEFGM-MOM utilizando Fung¢des Triangulares

Para avaliacdo do IEFGM-MOM com a utilizacdo de fun¢des base e teste do tipo
triangular foram consideradas as mesmas condi¢des apresentadas na Se¢do 5.5.1.

As curvas obtidas paraE, Je Mpela aplicacao do IEFGM-MOM e pela solucao
analitica sdo apresentados naFigura 5.10.Em relacdo aos resultados graficos obtidos
para o FBT, observa-se que os mesmossao muito parecidos com obtidos com para FBP.A
Tabela 5.2resume os erros Ey (%)eEyax(%)paraE, Je M. Observa-se uma boa coeréncia
entre os resultados numérico e analitico para o caso sob estudo.

Uma vez confirmada a validade da solucao é também conduzida uma analise
paramétrica, apresentadas nas Se¢des 5.5.2.1 e 5.5.2.2 com o objetivo de identificar o

melhor conjunto de valores para os parametros do [IEFGM-MOM considerando FBT.

Tabela 5.2 - Validagdo IEFGM-MOM FBT - Ey(%)eEyax(%)paraE, Je M

Grandeza En(%) Emax (%)
E 0,74 2,53
J 2,08 8,40
M 0,99 2,09
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Figura 5.10 - Valida¢do IEFGM-MOM FBT-a)magnitude do campo elétrico E; b)magnitude da correnteJ;

c)magnitude da correnteM
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Figura 5.11 -IEFGM-MOM FBP - Avaliacdo da influéncia do nimero de pontos de integragdo no niimero de
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Figura 5.12 -IEFGM-MOMFBP - Avaliacao da influéncia do numero de pontos de integracdo no tempo de
processamento
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5.5.2.1. Influéncia da Quantidade de Nds e de Segmentos

Nessa Subsecao é avaliado o impacto da variacao da quantidade do numero de
nds na solucdo pelo IEFGM-MOM com a utilizacdo de fungdes base e teste triangular. Os
resultados sdo calculados considerando os parametros apresentados na Subsecao5.5.1.1.

A Figura 5.13apresenta os resultados obtidos em relacido aoEy(%)parakE, Je M.
Conforme esperado, as mesmas andlises e consideracdes apresentadas na Subsecdo
5.5.1.1 para as FBP sido vdlidas para as FBT, tanto paraEy (%), como para o nimero de
condicionamento da matriz Z e o tempo de processamento, apresentados na Figura 5.14
e na Figura 5.15, respectivamente. Porém,é importante salientar que os resultados
obtidos com FBT sdao melhores que os obtidos com FBP, com excecdo para o tempo de
processamento, onde pode ser observado que a FBT apresenta maior custo
computacional.0 melhor resultado encontrado para Jé para 351 noés onde Ey (%) =
2,08; paraE e Mé para 2976 no6s, ondeEy (%) = 0,36eEy (%) = 0,48, respectivamente.
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Figura 5.13 - [IEFGM-MOMFBT- Avaliacdo da influéncia do nimero de nés no erro
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Figura 5.14 -IEFGM-MOMFBT - Avalia¢do da influéncia do nimero de nés nontimero de condicionamento
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Figura 5.15 -IEFGM-MOMFBT - Avalia¢do da influéncia do nimero de nés no tempo de processamento
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5.5.2.2. Influéncia da Quantidade de Pontos de Integracao

Nessa Subsecdo é avaliado o impacto da variagcao da RGN na solucdo pelo IEFGM-
MOM com a utilizacdo de FBT. Os resultados sao calculados considerando os parametros
apresentados na Se¢ao5.5.1.2.

A Figura 5.16apresenta os resultados obtidos em relacido aoEy(%)parakE, Je M.
Conforme esperado, as mesmas andlises e consideracdes apresentadas na Subsecdo
5.5.1.2 paras as FBP sdo validas para as FBT, tanto paraEy (%), como para o nimero de
condicionamento da matriz Z e o tempo de processamento, apresentados na Figura 5.17
e Figura 5.18, respectivamente. Também nessa analise, os resultados obtidos com FBT
sdo melhores que os obtidos com FBP, com exce¢do para o tempo de processamento. O
melhor resultado encontrado para J é comRGN igual a 72,7, no qual oEy(%)é de 1,11%,

e paraE e M, é com RGN igual a 89,74, sendo os Ey (%) 0,71% e 0,95%, respectivamente.
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Figura 5.16 - IEFGM-MOMFBT- Avaliacdo da influéncia do nimero de pontos de integracdo no erro
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Figura 5.17 - IEFGM-MOM FBT - Avaliacdo da influéncia do nimero de pontos de integracdo no niumero
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Figura 5.18 -IEFGM-MOMFBT- Avaliacao da influéncia do niumero de pontos de integracdo no tempo de
processamento
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5.5.3. Avaliacao IEFGM-MOM X IEFGM X MOM

Nessa Subsecao é avaliado a qualidade dos resultados obtidos com o método
hibrido IEFGM-MOM em rela¢do aqueles obtidos pelos métodos IEFGM e MOM aplicados
separadamente. O IEFGM e o MOMindividualmente nao geram a solugdo para E, Je
Msimultaneamente. Conforme descrito no Capitulo 3, o IEFGM obtém os valores do Ee o
MOM obtém os valores de J e M, conforme apresentado no Capitulo 4. Dessa forma, os
resultados obtidos com o método hibrido IEFGM-MOM s3ao comparados de modo
separado com os resultados obtidos pelo [IEFGM e 0 MOM.

Para a comparacao é considerado um cilindro dielétrico infinito, com raio
a = 0,31y, &, = 2¢peu, = Uo- A Tabela 5.3 apresenta os parametros considerados na

construcdo dos métodos.

Tabela 5.3- Parametros para construcdo dos métodos para o cilindro com a = 0,34,

Parametros IEFGM MOM IEFGM-MOM
NOs distribuidos no
762 - 351
Dominio
Densidade de nés
1178 - 1238
(nds/o)
RGN 3,72 - 57,4
a 2,6 - 2,6
Discretizacido da
- 63 63
Fronteira
Pontos de Gauss
- 4,3 4,3
(pgo.pgf)

5.5.3.1. IEFGM-MOM x IEFGM - Campo Elétrico

Nessa Subsecdo sao apresentados os resultados obtidos pelo hibrido [IEFGM-MOM
em comparag¢do com os resultados obtidos pelo IEFGM para o calculo do campo elétrico

no interior do cilindro. Em relagdo ao IEFGM ¢ considerado R, = 2apara comparagao.
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A Tabela 5.4e a Tabela 5.5apresentam o resumo dos resultados obtidos. A Tabela
5.4 considera o IEFGM-MOM utilizando FBP ea Tabela 5.5 utilizando FBT. Pode-se
observar que em relagdo aoEy(%)eEpax(%)os resultados obtidos com a aplicacdo do
método hibrido IEFGM-MOM sao melhores que os obtidos com a aplicacdao do IEFGM
individualmente, sendo até 66% melhor para o Ey(%)obtido pelo IEFGM-MOM

utilizando fungdes base e teste triangulares.

Tabela 5.4 - IEFGM-MOM FBP x IEFGM - Ey(%)eEyax(%)para o campo elétrico no interior do cilindro

coma = 0,31,

Tempo de Numero de
Método EM(%) EMAX(%)
Processamento (s) | Condicionamento
IEFGM-MOM 1,04 2,80 25,80 10872
IEFGM 2,18 5,04 7,11 380,8

Tabela 5.5 - [IEFGM-MOM FBT x IEFGM - Ey;(%)eEpax (%)para o campo elétrico no interior do cilindro

coma = 0,31,

Tempo de Numero de
Método EM(%) EMAX(%)
Processamento (s) | Condicionamento
IEFGM-MOM 0,71 2,38 58,99 10922
IEFGM 2,18 5,04 7,11 380,8

O condicionamento da matriz Z;do método hibrido IEFGM-MOM é maior que o
da matriz K do IEFGM, conforme esperado, ja que a matriz Zyndo é diagonalmente
dominante, ao contrario da matriz K. Apesar do IEFGM apresentar menor custo
computacional, conforme esperado, uma vez que a matriz Z;é maior que a matriz K, é
importante salientar que mesmo com o aumento da discretizacdo dos parametros do
método, responsavel pelo aumento do custo computacional, os erros se mantém

constantes.

5.5.3.2. IEFGM-MOM X MOM - Correntes Elétrica e
MagnéticaSuperficiais

Nessa Subsecdo sdo apresentados os resultados obtidos pelo método hibrido

[EFGM-MOM em comparacao com MOM para as correntes na superficie I'do cilindro. A
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Tabela 5.6e a Tabela 5.7apresentam o resumo dos resultados obtidos pelos métodos
utilizando fungdes base do tipo pulso e triangular, respectivamente.

Pode-se observar a partir da Tabela 5.6,que 0sEy(%)eEpax(%)obtidos para o
calculo de Jutilizando FBP sdo da mesma ordem de grandeza para o IEFGM-MOM e para
o MOM. E a partir da Tabela 5.7, que osEy(%)eEyax(%)obtidosutilizando FBT sédo
menores para o [IEFGM-MOM do que para MOM. Em relacdo ao calculo de M, observa-se
nas Tabela 5.6 e Tabela 5.7, que os resultados alcangados pelo MOM sao melhores que os
pelo IEFGM-MOM. Entretanto, observa-se também, que osEy;(%)eEyax(%)obtidos pelos
dois métodos possuem a mesma ordem de grandeza para a utilizacao dos dois tipos de
funcdes base e teste.

Em relagdo ao nimero de condicionamento e o tempo de processamento, ambos
sdo maiores para o IEFGM-MOM do que para o MOM; a diferenca se deve principalmente

ao tamanho do sistema linear resolvido por cada método.

Tabela 5.6 - [IEFGM-MOM x MOM FBP-Ey;(%)eEyax (%)paraas correntes na superficie do cilindro com

a= 0,310
J M
Tempo de Numero de
Método Em(%) | Emax(%) Em (%) Emax (%)
Processamento (s) | Condicionamento
[EFGM-MOM 2,51 6,86 1,76 1,09 25,80 10872
MOM 2,28 6,93 0,65 1,48 5,21 865,46

Tabela 5.7 - IEFGM-MOM x MOM FBT - Ey;(%)eEyax(%)paraas correntes na superficie do cilindro com

a= 0,3/10
J M
Tempo de Numero de
Método Em(%) | Emax(%) Em (%) Emax (%)
Processamento (s) | Condicionamento
[EFGM-MOM 1,23 5,23 0,97 1,98 58,99 10922
MOM 1,94 5,67 0,61 1,12 19,89 866,55
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5.5.4. Avaliacao do Aumento do Raio do Cilindro

Tendo em vista a validacdo do método hibrido IEFGM-MOM, essa Subsecdo
apresenta uma avaliacdo dos resultados obtidos para cilindros de raios maiores.
Saoconsideradosdois cilindros: umcom raio a=1A; e um com raio a = 2A,.
Eadotadog, = 2gyepq = po. A Tabela 5.8 e a Tabela 5.9apresentam os pariametros
utilizados nos métodos para o cilindro de raio a= 1A, ede raio a= 21,
respectivamente.

A Tabela 5.10 e a Tabela 5.11resumem os erros Ey (%)eEyax(%)paraE, Je M com
a aplicagcdo dos métodos [IEFGM-MOM, IEFGM e MOM para o cilindro com raio a = 14,,
com a utilizagdo de FBP e FBT, respectivamente.Observa-se que o0s erros
Em(%)eEpmax(%)obtidos pelo IEFGM-MOM sdo menores que os obtidos pelos métodos
aplicados individualmente. Entretanto, o método hibrido apresenta maior nimero de
condicionamento e tempo de processamento, principalmente devido a ordem do sistema
linear envolvido na solugdo pelo método. Observa-se que os erros obtidos com as FBT
sdo menores que os obtidos com as FBP, apesar do maior nimero de condicionamento e

tempo de processamento.

Tabela 5.8- Parametros para construciao dos métodos para o cilindro com a = 14,

Parametros IEFGM MOM IEFGM-MOM
N6s distribuidos no
20398 - 5173
Dominio
Densidade de nés
1623 - 1643
(nds/Ao)
RGN 3,99 - 35,03
a 2,6 - 2,6
Discretizacdo da
- 258 252
Fronteira
Pontos de Gauss
- 4,3 4,3
(pgo,pgf)
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Tabela 5.9- Parametros para construcdo dos métodos para o cilindro com a = 24,

Parametros IEFGM MOM IEFGM-MOM
N6s distribuidos no
- - 15649
Dominio
Densidade de nés
- - 1245
(nds/4o)
RGN - - 35,43
a - - 2,6
Discretizacdo da
450 440
Fronteira
Pontos de Gauss
- 4,3 4,3
(pgo.pgf)

Tabela 5.10- Validag¢do IEFGM-MOM FBP -E(%)eEpax(%)para o campo elétrico no interior do cilindro e
correntes superficiais induzidas coma = 14,

Ndmero de Tempo de
Método Grandeza En (%) Emax (%)
Condicionamento Processamento (s)
E 1,12 2,42
IEFGM-MOM ] 2,42 14,18 137260 878,6
M 0,97 7,82
IEFGM E 4,39 15,37 717 2595,8
J 2,81 15,94
MOM 3711 55,0
M 1,82 16,68

Tabela 5.11- Valida¢do IEFGM-MOM FBT -E;(%)eEuax (%) para o campo elétrico no interior do cilindro e
correntes superficiais induzidas coma = 14,

Ndmero de Tempo de
Método Grandeza En (%) Emax (%)
Condicionamento Processamento (s)
E 0,82 2,02
[EFGM-MOM J 1,82 13,03 140189 274740
M 0,80 3,96
[EFGM E 4,39 15,37 717 2595,8
J 1,75 9,13
MOM 3776 258,6
M 1,51 9,11
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Para o cilindro de raio a = 24, ndo épossivel realizar o calculo do campo elétrico
interno utilizando o IEFGM devido ao limite dos recursos computacionais da maquina
utilizada. E também devido ao limite computacional, nao é possivel calcular as variaveis
utilizando o método hibrido com a aplicacdo de FBT. Dessa forma, sdo apresentados
naTabela 5.120s erros Ey(%)eEyvax(%)paraE, Je Mpara o cilindro com raioa = 22,
considerando o IEFGM-MOM e o MOM utilizando FBP.

Observa-se que os resultados obtidos pelo MOM aplicado individualmente sao
melhores que os obtidos com o [IEFGM-MOM.Entretanto, observa-se

queEy (%)eEyax(%)apresentam a mesma ordem de grandeza

Tabela 5.12- Valida¢do IEFGM-MOM FBP -E (%)eEyax(%)para o campo elétrico no interior do cilindro e
correntes superficiais induzidas coma = 24,

Numero de Tempo de
Método Grandeza En (%) Emax (%)
Condicionamento Processamento (s)
E 1,94 6,69
IEFGM-MOM J 3,67 28,38 89986 6074,3
M 4,34 95,83
IEFGM E - - - R
J 2,00 18,67
MOM 4328 176
M 3,49 95,41

5.6. Consideracodes Finais

Nesse capitulo é apresentado o IEFGM-MOM e sua aplicagdo ao problema do
espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito. Os resultados obtidos
sdo validados por meio de sua comparagdo com a respectiva solucao analitica.

Observa-se que o [IEFGM-MOM ¢é capaz de produzir uma solugao precisa, tendo
em vista os valores dos erros obtidos nos resultados apresentados na Secao 5.5. Verifica-
se que a quantidade de nos distribuidos no dominio do problema influencia diretamente
nos resultados obtidos pelo IEFGM-MOM. Entretanto, apenas o aumento da quantidade
de nos ndo € suficiente para obtencdo de resultados de qualidade, uma vez que uma
grande quantidade de nés ndo os garante. Bons resultados sao obtidos desde que uma

RNG > 30 seja adotada. Observa-se também, que o desempenho dos resultados para o
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campo elétrico, Ee as correntes superficiais elétrica, J, e magnética,Mndo apresentam
comportamentosidénticos. Assim, é de fundamental importancia a analise paramétrica
para encontrar um conjunto de parametros que conduza a uma solu¢do precisa para
todas variaveis sob analise.

Em relacdo ao tipo de funcbes base e teste aplicadas, observa-se que essas
influenciam diretamente nos resultados, sendo que os resultados obtidos com a
aplicacdao das FBT sdao melhores que com as FBP, conforme esperado. Entretanto, é
importante destacar, que para o método hibrido IEFGM-MOM, a qualidade dos
resultados obtidos com a aplicacao de FBT é superior aqueles obtidos com a FBP,
enquanto no MOM, as FBT conduzem a resultados ligeiramente melhores que as FBP.

Para o cilindro de raio a = 0,31, utilizando a mesma discretizacdo da fronteira
do cilindro e aproximadamente a mesma densidade de nés distribuidos no dominio do
problema, o método hibrido IEFGM-MOM apresentou resultados mais precisos do que o
[EFGM aplicado separadamente. Em relacio ao MOM, os resultados obtidos
apresentaram a mesma ordem de grandeza.0 IEFGM-MOM apresentou nimero de
condicionamento maior do que o IEFGM e o MOM, conforme esperado, tendo em vista
que a matriz Zynao é diagonalmente dominante, ao contrario da matriz K e da matriz Z.
E maior tempo de processamento, conforme esperado, uma vez que a ordem do sistema
linear envolvido na solucdo pelo método hibrido [EFGM-MOM é maior do que dos
métodos IEFGM e MOM individualmente.

O método hibrido IEFGM-MOM foi aplicado a cilindros de raios maiores e o
método mostra-se capaz de calcular de maneira precisa o espalhamento
eletromagnético.Os resultados obtidos com o método hibrido foram comparados com os
resultados obtidos com os métodos IEFGM e MOM aplicados separadamente. Para essa
comparacao foi utilizada a mesma densidade de nés distribuidos no dominio do
problema para o IEFGM e o método hibrido. E a mesma discretizacdo da fronteira do
cilindro foi adotada para o MOM e o IEFGM-MOM.

Para o cilindro de raio a = 1,04,, observa-se que com aplicacdo tanto das FBP
quanto da FBT, o IEFGM-MOMobteve erros menores que os métodos aplicados
individualmente para EeM.Quanto ao calculo de J melhores resultados saoaobtidos com
a aplicacdo do MOM. Novamente, é demonstrado que a utilizacdo de FBT conquistam

menores erros que com as FBP.
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Para o cilindro de raio a = 2,04, ndo foi possivel realizar o calculo para o método
IEFGM e para o IEFGM-MOM com aplicacdo de FBT,devido a limitagio de memoria do
computador utilizado. Em rela¢do aos resultados obtidos com a apicacao do IEFGM-
MOM e do MOM com FBP, observa-se que o MOM apresenta resultados melhores; porém
é importante salientar queEy (%)eEpax(%)apresentam a mesma ordem de grandeza.
Acredita-se que com o aumento da discretizagdo do IEFGM-MOM, melhores resultados

possam ser alcangados.
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Capitulo 6

Conclusao e Propostas de Continuidades

Com o crescente desenvolvimento deaplicagdes relacionadas ao espalhamento
eletromagnético, frequentemente é necessario o calculo do campo eletromagnético
envolvido. Entretanto,nessas aplicacbes a obtencao de uma solucdo analitica para o
problema é complexa ou até mesmo impossivel. Nesse contexto, as técnicas numéricas
tornam-se fundamentais para a solucdo desse tipo de problema.

As principais técnicas numéricas aplicadas a solucdo dos problemas de
espalhamento eletromagnético sdoas técnicas diferenciais e integrais. Dentre as
principais técnicas diferenciais pode-se destacar: o Método dos Elementos Finitos (FEM)
e entre as técnicas integrais: o Método dos Momentos (MOM). Porém, as técnicas
integrais e diferenciaisaplicadas separadamente apresentam vantagens e desvantagens,
dependentes do tipo de problemas em que sdo aplicadas.Com o objetivo de superar as
desvantagens de cada técnica individualmente, tém sido desenvolvidas técnicas
hibridas, que combinam duas técnicas distintas, de forma a explorar os pontos fortes de
cada uma, para a obtencdo de solu¢des mais abrangentes e robustas. Dentre os
principais métodos hibridosinvestigados, aplicados aos problemas de espalhamento
eletromagnético, destaca-se a combinacdo do FEM-MOM. Essa combinacao possui a
vantagem de reduzir o dominio computacional do problema.

Conforme disponivel na literatura, o FEM possui grande aplicabilidade, eficiéncia
e precisdo;porém, esse método requer a geracao de uma malha, que para problemas com
geometrias complexas, apresentam elevado custo computacional. Como forma de
superar essa dificuldade, nas ultimas décadas, os MM vém sendo desenvolvidos, sendo o
EFGM um dos métodos mais estabelecidos, e trata omesmo tipo de problemas que o
FEM. O EFGM é bastante robusto, com grande facilidade para realizar a discretizagdo de
problemas com geometria complexa e apresenta boas taxas de convergéncia. Entretanto,
no EFGM, a construcdo da funcdo de forma é realizada pelo método MLS, que nao

cumpre a propriedade do delta de Kronecker, ou seja, suas func¢des de forma ndo podem
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ser interpoladas. Como forma de contornar essa deficiéncia, o método IMLS é utilizado,
garantindo assim a imposicdo das condi¢cdes de contorno essenciais diretamente no
sistema linear discretizado. O EFGM aplicado com o IMLS é chamado [EFGM.

Assim, levando em consideracdo as vantagens dos métodos hibridos e do IEFGM,
em relacdo ao FEM, uma nova técnica hibrida, IEFGM-MOM,€é apresentada nessa
dissertacdo. Essa técnica é aplicadapara a analise do espalhamento eletromagnético por
um cilindro dielétrico infinito.

Primeiramente,é apresentada no Capitulo 2a teoria eletromagnética
envolvidapara o espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito, os
simbolos e definicdes utilizados. E apresentada toda modelagem matematica por
equacdes diferencias e integrais, assim como, apresentado o Método de Galerkin e o
conceito do principio da equivaléncia,necessarios para o desenvolvimento dos métodos
numéricos envolvidos.

No Capitulo 3édesenvolvida uma revisdo da literatura disponivel a respeito dos
MM, com énfase para o EFGM e sua adaptacao para o IEFGM. Amodelagem matematica
do IEFGM foi apresentada eaplicada ao espalhamento eletromagnético por um cilindro
dielétrico infinito. Os resultados obtidosforam comparados com a respectiva solucdo
analitica e validaram o método. Foi conduzida uma analise paramétrica com o objetivo
de consolidar a modelagem apresentada. Essa analise demonstrou a importancia da
escolha apropriada dos parametros do IEFGM para precisdo dos resultados.

No Capitulo 4é apresentada a modelagem matematica do MOM aplicado ao
espalhamento eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito, considerando fungoes
de base e teste do tipo pulso e triangulo. Os resultados obtidos sdo comparados com a
respectiva solucao analitica e confirmam a eficicia doMOM, conforme ja estabelecido na
literatura.

Enfim, no Capitulo 5édesenvolvida uma revisdo da literatura disponivel para os
métodos hibridos aplicados a problemas eletromagnéticos, com destaque para o método
hibrido FEM-MOM. A partir das modelagens matematicas apresentadas no Capitulo 3 e
no Capitulo 4, em conjunto com a revisdao da literatura, édesenvolvida a modelagem
geral do método IEFGM-MOM. Essa modelagem éaplicadaao problema do espalhamento
eletromagnético por um cilindro dielétrico infinito.Os resultados obtidos
saocomparados com a respectiva solucdo analitica, assim como com os resultados

obtidos pelo [IEFGM e MOM.
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Em primeiro lugar é verificadaa validade e eficiéncia dos resultados gerados pelo

IEFGM-MOM para solu¢ao do problema proposto.Conclui-se, ainda, que uma analise

criteriosa dos parametros envolvidos no método, colaboram para gerar resultados

melhores, ou seja, com erros baixos.

Sobre os resultados obtidos pelo IEFGM-MOM pode-se destacar:

1.

Onumero de nds distribuidos no dominio do problema interfere diretamente
nos resultados obtidos; entretanto, esse parametro sozinho nao garante bons
resultados;

Arelacao entre o numero de pontos de integracdo e o nimero de nds é
fundamental para a qualidade dos resultados obtidos. Eobservado que bons
resultados sao obtidos para uma relagdo acima de 35;

Os resultados alcangados para a solu¢do com a aplicacdo de funcgdes teste e
base do tipo triangular sao superiores aos obtidos com as aplicagdes de
funcdes do tipo pulso, conforme esperado;

Para a solucao base apresentada, o [IEFGM-MOM obteve erros menores e/ou
da mesma ordem que os obtidos pelo IEFGM e pelo MOM aplicados
individualmente; entretanto, com maior tempo de processamento.

O IEFGM-MOM demonstrou-se aplicavel a problemas de maior dimensao,

obtendo bons resultados.

Este estudo desenvolveu e apresentou um ferramental tedrico, analitico e

numérico da técnica hibrida I[EFGM-MOM. Espera-se que as analises apresentadas

fomentem novas investigacoes cientificas para o aprimoramento do método proposto.

6.1. Propostas de Continuidade

Devido as caracteristicas do método hibrido IEFGM-MOM, verificou-se que essa

ferramenta numérica é bastante robusta para a solucdo do problema de espalhamento

eletromagnético. Tendo em vista a originalidade do método proposto, assim como o

crescente numero de pesquisas no ambito dos métodos sem malhas, um grande nimero

de analises pode ser realizado com o objetivo de exercitar as diversas possibilidades do

método proposto. Assim, como trabalhos futuros sdo sugeridos os seguintes temas:
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Solugdo do problema externo pela Equacdo Integral de CampoCombinado
(Combined Field Integral Equation - CFIE), com o objetivo de melhorar a precisdo
dos resultados.

Solucdo do problema com distribuicdao de n6s de modo arbitrario;

Aplicacdo da formulacao desenvolvida para diferentes formatos e composicoes
do objeto, incluindo objetos com trés dimensoes;

Aplicacdo da formula¢do desenvolvida para espalhadores com diversas camadas;

Otimizacao do IEFGM-MOM.
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Apéndice A

Identidades de Green

Asidentidades de Greenformam um conjunto de trés igualdades vetoriais
envolvendo integrais(BALANIS, 1989)e(SADIKU, 2012).

Enunciado:

Seja U um conjunto aberto limitado deR"com fronteira dU € C?, se u,v €

C?(U), entdo:

1. ou (A1)
f Audx = f —dsS,
U au 9V
2. ou (A.2)
j Du - Dvdx = —f uAvdx+j —uds§,
U U y Ov
> Av — uAv)d o %% s *3)
fU (ulAv —u v)x—faU(%u—%v) ,

ondev é o vetor unitario exterior a normal.
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