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RESUMO

O fendmeno do espalhamento eletromagnético € de extrema relevancia no
mundo moderno. Esta relevancia se deve as inUmeras pesquisas na area do
eletromagnetismo e suas diversas aplicagdes. Tendo em vista a importancia deste
tema varios métodos numeéricos sdo estudados para solu¢cdo de problemas nesta
area. Entre estes métodos o Método dos Elementos Finitos (FEM) se destaca por
sua capacidade de modelar geometrias complexas e cujo dominio esteja preenchido
por diferentes materiais. Para aplicar o FEM em problemas abertos, como o
espalhamento eletromagnético, o truncamento do dominio é necesséario. Neste
trabalho o truncamento é realizado pela UPML. A UPML além apresentar baixa
reflexdo, tem como vantagem a possibilidade de ser colocada préxima ao objeto,
gerando ganho computacional. A formulacdo e a implementagdo do FEM-UPML sé&o
apresentadas e a validacdo é desenvolvida por meio da comparag¢do com a solucdo
analitica para um condutor cilindrico. Sao realizadas diversas simulacfes a fim de
avaliar as caracteristicas de projeto da UPML e suas relacdes com a precisdo do
método. As andlises de erro demonstram a eficiéncia do método para o problema
tratado.

Palavras-chaves: Espalhamento Eletromagnético, Método dos Elementos Finitos,
FEM, UPML.



ABSTRACT

The electromagnetic scattering phenomenon is extremely important in the
modern world. This importance is due to extensive research in electromagnetism
area and its various applications. Given the importance of this issue several
numerical methods are studied to solve problems in this area. Among these methods
the Finite Element Method (FEM) stands out for its ability to model complex
geometries and whose domain is filled with different materials. To apply the WEF in
open problems such as electromagnetic scattering, the domain truncation is
necessary. This work is done by truncation UPML. The UPML besides its low
reflection, has the advantage of the possibility of being placed next to the object,
generating computational gain. The design and implementation of the FEM-UPML is
presented and the validation is performed by comparing with the analytical solution
for a cylindrical conductor. They are performed several simulations to evaluate the
UPML design features and its relations with the precision of the method. The error

analysis demonstrate the effectiveness of the method to the problem treated.

Keywords: Electromagnetic Scattering, Finite Element Method (FEM), UPML.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracdes iniciais

Estudos sobre espalhamento eletromagnético sdo de extrema importancia
cientifica devido as inumeras aplicagBes relevantes associadas a este fenémeno.
Como exemplos de aplicacbes do espalhamento eletromagnético tém-se: deteccéo
de fissuras em estruturas [1], diagndstico precoce de enfermidades [2], deteccado e
identificacdo de minas e mapeamentos arqueolégicos [3], [4], entre outras. As
inUmeras possibilidades de aplicacbes deste fenbmeno fomentam muitas pesquisas.
Para a maioria dos problemas praticos a solucdo analitica torna-se extremamente
trabalhosa, dessa forma deve-se empregar meétodos numéricos para obter sua
solucéo.

Neste trabalho o método numérico escolhido para resolver o problema de
espalhamento é o Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method-FEM). O
nascimento do FEM pode ser considerado o trabalho publicado em 1941 por Richard
Courant [5], porém o termo Método dos Elementos Finitos foi cunhado por Ray W.
Clough, em 1960 [6]. A aplicagdo do FEM para solucdo de problemas de
eletromagnetismo foi inicialmente feita por Peter Silvester em 1969 [7].

O FEM tem como principio a divisdo do dominio em elementos simples com
formas e comprimentos arbitrarios. Este procedimento permite a modelagem precisa
dos objetos com forma geométrica complexa. Além disso, a densidade de elementos
pode ser ajustada de acordo com a necessidade de cada problema. A incognita, nos
vértices de cada elemento, é aproximada por meio de uma funcéo de interpolacao e
utilizando-se 0 método dos erros ponderados ou o método variacional, a equacgao
diferencial parcial é transformada em um sistema algébrico de equacdes, no qual a
matriz coeficientes é esparsa. A principal vantagem do FEM reside na sua
capacidade de modelar geometrias complexas e cujo dominio esteja preenchido por
diferentes materiais. Ademais, uma vez que o FEM gera matrizes esparsas ele
representa uma economia computacional e também apresenta uma formulacao
relativamente simples, mesmo quando o dominio esta preenchido com materiais nao

homogéneos e quando o espalhador tem forma geométrica complexa [1].



Para aplicar o FEM é necesséria a divisdo de todo o dominio do problema,
entretanto o espalhamento eletromagnético € um problema aberto, dessa forma é
necessaria a insercao de uma fronteira artificial para fechamento do dominio.

Dentre as principais condi¢cdes de contorno propostas destacam-se as do tipo
,Absorbing Boundary Condition, ABC.

Em 1977 foi proposta a primeira ABC, a condigcdo de Engquinst-Majda,
desenvolvida para superficie plana por meio da incidéncia dos campos [8]. Em 1980,
a condicédo de Bayliss — Turkel foi proposta utilizando a aproximacéo assintotica do
campo espalhado distante do objeto [9].

A partir do desenvolvimento destas ABC’s, tornou-se possivel o estudo de
estruturas complexas em ambiente ilimitado utilizando o FEM. Como apresentam o
inconveniente de reflexdes espurias para determinados angulos de incidéncia,
diversas formulagcdes para as condigbes absorventes foram propostas [10]. A
condicdo de Mur, publicada em 1981, que diminui as reflexdes de campo para
diversos angulos de incidéncia [11]. Em 1986, o trabalho de Trefethen e Halpern
(TH) propds uma aproximacdo adequada a partir da série de Taylor para ser
incorporada nas equacdes de Engquinst-Majda [12]. Nesse mesmo ano, Higdon
apresentou uma formulacédo similar a de Bayliss-Turkel que é capaz de absorver
ondas planas para determinados angulos [13].

Um dos grandes problemas da insercao da fronteira artificial sédo as reflexdes
geradas a partir desta insercdo, que por sua vez ocasionam erros. A fim de
minimiza-las ou até mesmo elimina-las, em 1992, foi publicada uma aproximacéao
alternativa conhecida como absorvedores ficticios (fictitious absorbers) [14]. Essa
regido é formada internamente por camadas regulares dielétricas e a ultima por um
condutor perfeito. Por meio da escolha conveniente dos seus parametros
constitutivos e da sua espessura, ela € capaz de absorver ondas em uma ampla
faixa de angulos de incidéncia [15].

Estes absorvedores ficticios possuem como caracteristica trabalhar em uma
Unica frequéncia, fato este que exige sua remodelacdo para uma larga banda de
frequéncia. Visando resolver este inconveniente Berenger desenvolveu as camadas
perfeitamente casadas (perfect matched layer-PML) [16]. A PML é projetada para

nao gerar reflexdes de ondas planas em qualquer frequéncia e com qualquer angulo



de incidéncia, pois para cada ponto os parametros internos da camada séo
recalculados de forma que ocorra o perfeito casamento de impedéncias [15].

Em 1995, Sacks et al. propés uma PML anisotropica chamada de UPML [17].
A UPML é baseada nas equacfes de Maxwell, nas quais ndo existe subdivisdo dos
componentes de campo elétrico e magnético, fazendo com que sua formulagéo
represente a realidade fisica. Apresentando eficiéncia igual & PML proposta por
Berenger, porém, possuindo maior faciidade de programacdo e
computacionalmente mais eficiente.

Portanto, devido a estas caracteristicas, neste trabalho o problema do
espalhamento eletromagnético é limitado pela condigcdo UPML.

1.2 Objetivo

O objetivo geral desta dissertacdo é analisar o fendmeno do espalhamento
eletromagnético utilizando o FEM com UPML.

E os objetivos especificos séo:

- Obter a formulacdo para problemas de espalhamento eletromagnético em

duas dimensoes;

- Estudo do Método dos Elementos Finitos, FEM;

- Estudo da condicéo de contorno UPML;

- Implementacdo computacional do FEM com a UPML,;

- Comparacao dos resultados simulados com os analiticos;

- Analise das caracteristicas da UPML.

1.3 Limita¢g®es do trabalho

Entre as limitagGes do trabalho, relacionam-se:

- O problema é tratado em duas dimensdes;

- A fonte representada é uma onda plana;

- A formulacdo apresentada € aplicavel a diversos tipos de espalhadores, porém
o problema tratado nesta dissertacdo limita-se a um espalhador condutor

cilindrico.



1.4 Organizagé&o do texto

Esta dissertacdo esta dividida em cinco capitulos. Neste primeiro capitulo é
apresentada uma breve revisado bibliografica do tema, a sua relevancia, os objetivos
tracados, as limitacGes do trabalho e a organizagéo do texto.

No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos fisicos e matematicos do
fendbmeno do espalhamento eletromagnético.

No capitulo 3 é apresentada a formulacdo do FEM para o problema do
espalhamento eletromagnético. Neste capitulo também é apresentada a formulacdo
da condicdo de contorno utilizada, UPML, e sua incorporacdo ao FEM. Por fim é
feita a discretizacédo da formulacéo utilizando o método de Galerkin.

O capitulo 4 apresenta os resultados obtidos e a comparacdo entre o
resultado analitico e o simulado.

E desenvolvida no capitulo 5 a concluséo da dissertacéo e sdo apresentadas

as propostas de trabalho futuro.



2 ESPALHAMENTO ELETROMAGNETICO

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos envolvidos no fenbmeno
do espalhamento eletromagnético e as equacdes que o regem. Inicialmente o
capitulo introduz os conceitos de irradiacdo e espalhamento eletromagnético e, em
seguida, é apresentado as relacbes fisicas fundamentais para a analise do
problema. Ao término do capitulo sdo apresentados os métodos numéricos mais
utilizados na solucéo do problema e justifica-se a escolha do Método dos Elementos

Finitos.

2.1 Introducéao

O fendbmeno de espalhamento eletromagnético ocorre quando uma onda
eletromagnética encontra com um obstaculo que a intercepta. Neste momento, os
campos elétricos e magnéticos incidentes induzem corrente no objeto atingido. As
correntes induzidas no objeto circulam na sua superficie e/ou no seu volume,
fazendo-o exercer papel de uma antena que irradia campos eletromagnéticos
espalhados. Os campos espalhados superpdem-se aos campos incidentes,
alterando a configuracdo dos campos totais [1]. Desta forma, a expressao
matematica para o campo total deve ser alterada para incluir a parcela do campo

espalhado, conforme mostrado em (2.1) e (2.2):

E=E'+ES (2.1)
H=H'+H’ (2.2)

onde E! e H' sdo os campos elétricos e magnéticos incidentes e ES e H® sd0 0s
campos elétricos e magnéticos espalhados.

A figura 2.1 ilustra este fendbmeno. No ponto (a) a fonte gera uma onda
eletromagnética que propaga pelo espaco livre Q, e incide no ponto (b). A onda ao
atingir o objeto induz correntes que circulam na sua superficie, tornando-o uma fonte

de campo que também irradia campos eletromagnéticos.
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Figura 2.1: Espalhamento Eletromagnético: (a) fonte; (b) espalhador [10].

Para a modelagem de problemas relacionados ao espalhamento

eletromagnético se faz necessario o entendimento das equacgfes de Maxwell.

2.2 Equacdes de Maxwell

As equacOes de Maxwell sdo fundamentais para entender qualquer fenbmeno
eletromagnético macroscopico [18]. Elas descrevem as leis fisicas referentes as
relacbes entre campo elétrico e magnético, cargas e correntes associados aos
fenbmenos eletromagnéticos. Na forma diferencial as equacBes sdo descritas
conforme (2.3) a (2.6):

Lei de Gauss V.D = pq, (2.3)

Lei de Gauss para V.B=0, (2.4)

Campos magnéticos

Lei de Faraday VXE = T (2.5)



Ampere-Maxwell VXH=]+ Z—? , (2.6)

onde % é a derivada parcial temporal, D é a densidade de fluxo elétrico (C/m?), E é

a intensidade de campo elétrico (V/m) , B é a densidade de fluxo magnético (Wb/m?),
H é a intensidade de campo magnético (A/m), Jé a densidade de corrente (A/m?) e
ps é a densidade de carga livres (C/m®).

As equacbes (2.3) a (2.6) sdo, muitas vezes, usadas em conjunto com a
equacéao da continuidade, que relaciona variacées da densidade de corrente / com a

taxa de variacdo temporal da densidade de carga, conforme (2.7):

v.)=-2 2.7)

Em problemas de espalhamento eletromagnético, a fonte esta
suficientemente afastada do espalhador, desta forma a onda que atinge o
espalhador é plana e uniforme. Nesse caso, a regido de fontes pode ser excluida da
analise do problema, portanto J = 0 e p,, = 0. Assume-se que 0S campos elétricos e
magnéticos oscilam harmonicamente em uma Unica frequéncia angular w, desta
forma o fendmeno do espalhamento ocorre em regime harmdénico e as equacdes de
Maxwell podem ser expressas no dominio da frequéncia, em que o fator temporal

e/t faz com que tais equacdes sejam independentes do tempo, por meio da
substituicdo do operador % por jw [19]. Uma vez que, para o caso harménico, as

equacdes (2.5) e (2.6) podem ser obtidas das equacdes (2.3) e (2.4), com o auxilio
da equacdo (2.7), a forma harmbnica das equacdes de Maxwell &€ dada pelas

expressoes (2.8) e (2.9):

V x E=—jwB, (2.8)
V x H=—jwD, (2.9)

onde w é a frequéncia angular.



2.3 Relagbes constitutivas

As equacdes de Maxwell ndo possuem de forma direta as caracteristicas do
meio, dessa forma para definir a relacdo entre os campos e o meio fisico se faz
necessario o conhecimento das rela¢des constitutivas. Essas relacdes descrevem as
propriedades macroscopicas do meio considerado, sédo representadas por (2.10) a
(2.12):

D = ZE, (2.10)
= fiH, (2.11)
J = GE, (2.12)

onde £ ,u e ¢ sdo, respectivamente, a permissividade elétrica, a permeabilidade
magnética e a condutividade elétrica do material em questéo.

Os tensores presentes nas equacoes de (2.10) a (2.12) se tornam escalares
guando os meios em estudo sdo lineares, homogéneos, isotrépicos e néo
dispersivos.

A partir das relacdes constitutivas € possivel obter as equacdes de Maxwell

na forma seguinte, conforme (2.13) e (2.14):

VX E=—jwuH, (2.13)
V X H = jweE. (2.14)

Normalmente os termos € e u sédo definidos em funcédo de seus valores no espaco

livre em:

£ = &€&, (2.15)
1= Urlo. (2.16)

onde ¢, = 8,85 X 10‘12%é a permissividade elétrica do espaco livre, u, = 4m X

10‘7% € a permeabilidade magnética do espaco livre, &. € a permissividade



elétrica relativa e u, € a permeabilidade magnética relativa. Além das relacbes

constitutivas, é necessério definir as condi¢gbes de interface.

2.4 Condicbes de Interface

As equacbes de Maxwell regem o comportamento dos campos elétricos e
magnéticos no interior e exterior de um meio. Na interface entre dois meios
diferentes podem ocorrer variagdes abrupta dos parametros constitutivos que
ocasionam descontinuidade dos campos [19]. Dessa forma as derivadas dos
campos ndo modelam o fenbmeno nas fronteiras, sendo necessaria uma descricdo
dos proprios campos, em vez do comportamento de suas derivadas.

A Figura 2.2 ilustra a interface entre dois meios distintos. O vetor unitario

normal i esta direcionado do meio 2 para o meio 1.

=3

Meiol: g, u, o,

interface

Meic2: g, ., 0,

Figura 2.2: Interface entre dois meios [1].

As condi¢cdes de interface entre dois meios quaisquer sdo relacionadas
conforme (2.15) a (2.18) [9]:

nx (Ey — E3) = —k;, (2.15)
nx (Hy —H,) =J,, (2.16)
n: (D1 — D3) = Pes, (2.17)
n-(By— By) = Ps, (2.18)

onde n é o vetor normal a fronteira de separagdo com direcdo do meio 2 para 0 meio

1, k; € a densidade superficial de corrente magnética (V/m), J, é a densidade
9



superficial decorrente elétrica (A/m), p.s € a densidade superficial de carga elétrica
(CIm?) e p,,s & a densidade superficial de carga magnética (Wb/m?).

Sendo o meio 2, na figura 2.2, um condutor elétrico perfeito e sabendo que o
campo é nulo em seu interior as condi¢cdes de interface sao reduzidas, conforme
(2.19) a (2.22), [9]:

nx E{=0, (2.19)
nxHy =] (2.20)
n-Dy = Py, (2.21)

n-B;=0. (2.22)

Com g, = 0, as equacdes (2.19) e (2.21) mostram que o campo elétrico s6
existira na direcdo normal. As equacfes (2.20) e (2.22) mostram que existira
circulacao de corrente na superficie do condutor dada pelo componente tangencial
do campo magnético e o0 campo magnético na dire¢cdo normal € nulo [1].

Sendo os meios 1 e 2 dielétricos e considerando que nao haja correntes ou

cargas superficiais , as equacdes sao reduzidas e apresentadas de (2.23) a (2.36)

[9]:

nXx E; =nXE,, (2.23)
nx H; =nXxH,, (2.24)
n-Dy =n-D,, (2.25)
n-By=n-B,. (2.26)

Por meio da andlise das equacdes (2.23) a (2.26) verifica-se que 0s campos
elétrico e magnético tangenciais sdo continuos na fronteira e as componentes

normais sdo descontinuos devido a variacdo de ¢ e pu.
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2.5 Equacéao de Onda

O fendbmeno do espalhamento eletromagnético esta diretamente relacionado
com a propagacdo de ondas eletromagnéticas. Desta forma, pode-se obter a
solugdo para problemas deste tipo por meio da solugdo da equacgao de onda de
Helmholtz para campos eletromagnéticos.

As equacdes (2.11) e (2.12) sdo equacado diferencias de primeira ordem e
estdo acopladas, ou seja, os campos E e H aparecem em cada uma delas. E
possivel desacopla-las tomando o rotacional de ambos os lados das equacdes e
aplicando as identidades vetoriais apresentadas no Apéndice A. A formulagéo
completa para equacao de onda elétrica e magnética é apresentada no Apéndice B.
Apds as manipulagBes necessarias obtém-se as equacdes de onda em (2.27) e

(2.28):
V2E + K2E = 0, (2.27)
V2H + kZH = 0, (2.28)

onde k, = w./py€, € 0 numMero de onda, sendo &, a permissividade elétrica no ar,
a permeabilidade magnética no ar e w a frequéncia angular.
Devido a semelhanca entre as equacfes (2.27) e (2.28), pode-se escrever a

forma generalizada da equacgao de onda, conforme (2.29):
VU +k2U =0 (2.29)

onde U é o campo elétrico E ou 0 campo magnético H.

Assumindo que a radiacdo da onda ocorra em um meio infinito sem
alteracdes constitutivas em uma determinada direcdo, ndo ha variagcdes espaciais na
propagacéao nesta direcdo e as derivadas das componentes eletromagnéticas nessa
direcdo sdo nulas. Dessa forma, € possivel simplificar o problema tridimensional
para um problema bidimensional. Considerando que isso ocorra na direcéo z, entao,

tem-se caracterizados os modos Transverso Magnético e o Transverso Elétrico,

11



onde H; =0eE; =0, respectivemente. Dessa forma a equacdo (2.29) pode ser

simplificada na equacéao (2.30), conforme [10]:

V- (a,VU,) + K2a,U, = 0, (2.30)

onde a; = u,"lea, = ¢ para a formulagdo do campo elétrico, a; =&, tea, = u,
para a formulagcdo do campo magnético e k, a constante de propagacdo do espaco
livre.

A equacao (2.30) representa a equacao de onda para a propagacao de um
campo elétrico ou magnético e possui apenas uma Uunica solucdo quando

relacionada com as condi¢des de contorno.

2.6 Condic¢des de contorno

Em problemas onde o dominio se estende até o infinito, o problema é dito
aberto [1]. O fendmeno do espalhamento eletromagnético se enquadra neste grupo
de problemas abertos. Para que a solucao do problema seja Unica se faz necessario
a definicdo de uma condicdo sobre as fronteiras no infinito. Essa condicdo é
conhecida como condicdo Sommerfeld [1]. Para problemas onde as fontes e os
espalhadores estdo imersos em espaco livre e a uma distancia finita da origem de
um sistema de coordenadas qualquer, a condicdo de contorno de Sommerfeld

assume, em duas dimensdes, conforme (2.31) [1]:

limyscoy/P ("’a‘; + jkOUZ) =0, (2.31)

onde p = /2 + y2. A equagdo (2.31) indica que o campo e a sua derivada normal
devem ser nulos no infinito, para que seja possivel solucionar o problema.

Além da condicdo de Sommerfield, alguns métodos numeéricos, incluindo o
FEM, baseiam-se na limitacdo do dominio por meio da insercdo de uma fronteira

ficticia. Neste trabalho é utilizada a condigdo de contorno chamada UPML.
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2.7 Métodos numéricos para problemas de espalhamento eletromagnético

O problema do espalhamento eletromagnético comumente € resolvido por
meio de forma analitica ou utilizando métodos numéricos. A forma analitica & mais
precisa, porém em diversos casos reais ela se torna inviavel. Dessa forma, € comum
a utilizacdo de métodos numéricos para encontrar o valor aproximado para estes
problemas. Na area de eletromagnetismo existem dois tipos principais de métodos
numericos para a solucdo de equacdes diferencias parciais: 0s métodos integrais e
os métodos diferencias.

O Método dos Momentos, que se encontra no grupo dos métodos integrais, €
baseado na resolucdo de equacdes integrais por reducdo a um sistema matricial de
equacdes algébricas lineares [10]. Este método possui alguns inconvenientes onde
se destaca: a ampla necessidade de armazenamento de dados e o tempo de
simulagéo, esses inconvenientes resultam em certa limitagdo a sua aplicagao para
objetos com geometria complexa [10]. O alto custo computacional nesse caso €&
devido ao completo preenchimento das matrizes e ao crescimento delas com o
quadro do numero de incognitas [20].

Nos métodos diferencias ocorre a geracdo de matrizes esparsas que crescem
quase de forma linear com o tamanho do problema. Dessa forma esses métodos,
normalmente, acabam sendo mais eficientes que o integral para problemas
relativamente grandes, pois apresentam menor custo computacional. No grupo dos
métodos diferenciais destacam-se: o Método das Diferencas Finitas (FDM) e o
Método dos Elementos Finitos (FEM) [10].

O Método das Diferencas Finitas € um método aproximado para solucionar
equacdes diferenciais. Sua implementacdo baseia-se na substituicdo da operacédo
de diferenciagcdo por uma subtracdo entre pontos do dominio, seguida de uma
divisdo pelo intervalo entre esses pontos. Obtém-se, dessa forma, um sistema de
equacdes algébricas em que as incognitas sdo os valores das grandezas nos nos.
Devido a sua simplicidade, € um método apropriado para tratar dominios néo
lineares, ndo homogéneos e anisotropicos. Entretanto, o FDM possui um
inconveniente: ndo representa com facilidade os campos na interface de meios
diferentes [10].
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No Método dos Elementos Finitos (FEM) o valor da incégnita nos nos é obtido
a partir da contribuicdo de cada elemento. A incoégnita no interior de cada elemento é
aproximada por uma funcdo de interpolacdo e por meio do método de residuos
ponderados a equacdo original € transformada em um sistema algébrico de
equacdes em que uma matriz de coeficientes esparsa € obtida. A malha gerada pelo
FEM é facilmente ajustavel, ou seja, ao dividir o dominio em elementos de forma e
tamanho arbitrarios, € possivel solucionar com maior precisdo problemas com
geometrias arbitrarias e com variacdes abruptas de campo [22]. Outra vantagem do
FEM é a facilidade em descrever dominios ndo lineares, ndo homogéneos e
anisotropicos. Uma desvantagem do FEM é que ele nao trata de forma isolada
problemas abertos, porém esta desvantagem pode ser solucionada utilizando uma
condicdo de contorno absorvente.

As condicbes de contorno absorventes (ABC’s) sdo impostas em uma
fronteira artificial, localizada a uma distancia do espalhador. Essas condicbes devem
fazer essa fronteira ser o mais transparente possivel para o campo espalhado,
causando assim o minimo de reflexdo néo fisica na fronteira. Pode-se destacar com
essas caracteristicas as condi¢cbes de Engquist-Majda e Bayliss-Turkel [8], [9]. As
ABC’s tem como desvantagem a exigéncia de que as ondas incidam de forma
perpendicular sobre a superficie que a contém. Um modo alternativo a ABC é usar
um meio material absorvente. ldealmente, 0 meio absorvente deve possuir uma
espessura de poucas arestas da malha do espaco computacional, sendo irreflexivo a
qualquer onda incidente sobre todo seu espectro de frequéncia, altamente
absorvente e eficiente na regido de campo préximo ou de campo distante [25].

Destacam-se a PML proposta por Berenger [16] e a UPML proposta por Sacks [17].
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3 FORMULACAO FEM-UPML

Neste capitulo é apresentada a formulacdo do Método dos Elementos Finitos
bidimensional para problemas de espalhamento eletromagnético. S&o apresentadas

as formulagoes fortes e fracas do problema e a incorporagao da UPML.

3.1 Descricao do problema

A Figura 3.1 ilustra o problema a ser tratado neste trabalho, onde um cilindro
de seccédo transversal com comprimento axial infinito na direcdo z é imerso no
espaco livre. Uma onda eletromagnética TEz incide na direcdo +x ortogonal ao eixo

do cilindro.

Figura 3.1: Secg¢éo transversal de um cilindro infinito [10].

Na Figura 3.1, Q, representa o espaco livre, Q o dominio do objeto, Y a
superficie do espalhador, n o vetor normal a superficie do objeto, a o raio do
espalhador, p a distancia de observacao a partir do centro da secc¢éo transversal e
E' e H' representam os campos elétrico e magnético incidentes, respectivamente.

Como demonstrado na se¢do 2.5, o problema pode ser tratado de forma
bidimensional. Para isso € considerado que o campo incidente e as propriedades do

material do espalhador ndo variam ao longo do seu eixo.
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3.2 Forma Forte

A equacao 3.1 rege o fenbmeno do espalhamento eletromagnético em
conjunto com a condicdo de radiacdo de Sommerfeld, equacdo 3.2, e com a

condicao de contorno absorvente [10]:

V:(a,VU) + k3a,U =0 Vx € Q, (3.1)
)
o= VX € V.. (3.2)

A equacao (3.1) apresenta o comportamento dos campos no interior do
dominio, enquanto a equacao (3.2) estabelece a condi¢cdo de interface para os
campos sobre a fronteira y,. Essas equacdes sdao denominadas como a formulacao
forte para problemas de espalhamento eletromagnético em duas dimensdes. Esta
formulacdo exige que a solugdo U satisfaca a equacdo (3.1) em todo ponto do
dominio. Como o dominio pode estar preenchido por diferentes materiais e na
interface desses materiais a equacao (3.1) ndo € satisfeita, a exigéncia passa a ser

dificil de ser cumprida [1].
3.3 Forma Fraca

Uma forma de contornar a dificuldade apresentada pela formulacéo forte é a

utilizacdo de um residuo. Dessa forma tem-se:
R =V.(a;Vu) + kia,u , (3.3)

onde u € aproximagao para o campo U.
Aplicando o método dos residuos ponderados, integrando-se o residuo em
todo dominio, multiplicando por uma funcdo de ponderagdo w e forcando a integral a

zero, teremos a formulagéo fraca [10].

Jo V. (@, Vw)]wdQ + [ k§a,wudQ =0 (3.4)
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Apds manipulagcbes mateméaticas, apresentadas no Apéndice C, a equacao
(3.4) pode ser reescrita da seguinte forma, conforme (3.5):

Jo V. (,Vw)dQ — [, k§apwudQ — [, alw%dys =0. (3.5)

O método dos elementos finitos exige que o dominio seja fechado. Como o
problema do espalhamento eletromagnético encontra-se no espacgo livre se faz
necessaria a limitagdo do dominio computacional. A limitagdo do dominio pode ser
realizada por meio da insercdo de uma fronteira artificial. Para reduzir as reflexdes
nao fisicas que a insercdo desta fronteira produz € imposta uma condicdo de

contorno sobre ela. Neste trabalho a condicdo de contorno escolhida é a UPML.
3.4 UPML

A PML é projetada para simulagbes no espaco livre, sendo baseada na
utilizacdo de camadas absorventes e no conceito de absorver, teoricamente sem
reflexdes espurias, a onda eletromagnética para qualquer frequéncia e angulo de
incidéncia.

A PML proposta por Berenger € um meio hipotético baseado em um modelo
matematico. Este modelo ndo é um meio fisico. Devido a dependéncia da
coordenada os termos de perdas, se tal meio fisico existisse, devem ser
anisotropicos [26].

Um modelo fisico, baseado em um meio anisotropico perfeitamente casado,
foi inicialmente proposto por Sacks [17]. Para uma unica interface, o meio
anisotrépico € uniaxial e composto por tensores magnéticos e elétricos. Este meio
funciona tdo bem quanto a PML proposta por Berenger e evitando a divisdo do
campo nao fisico [26]. Este modelo é conhecido como PML uniaxial, ou UPML.

Antes de entrar especificamente na formulacdo tedrica da condicdo de
contorno UPML se faz necessario estabelecer bases sobre o comportamento de
uma onda plana em um meio com perdas. O detalhamento desta base é
estabelecido no Apéndice D.

ApoGs estabelecer estas bases é possivel o desenvolvimento da formulacao

para um meio composto pela UPML.
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3.4.1 Onda incidente em um meio UPML

Considerando uma onda plana harménica, descrita pela equacdo (3.6),
propagando na regido 1, definida na Figura 3.2, que é 0 semi-espago isotropico em x
< 0, assume-se que esta onda € incidente na regido 2, o semi-espaco x > 0,
compreendido por um meio anisotrépico tendo os tensores permissividade elétrica e

permeabilidade magnética dados pela equacéao (3.7),

AY

e >
. &N X
A )
. s .A
regico 1
Figura 3.2: Onda incidente da regido 1 para regido 2 [25].
Hi — Hoe—jﬁlxx—jﬁlyy (36)
a 0 O c 0 O
&=¢&|0 b 0 L, =U|0 d 0 (3.7)
0 0 »b 0 0 d

onde H, = 1 é a intensidade de campo magneético, f;_ eﬁly sao as constantes de

fase e a, b, c e d séo valores reais quaisquer.
Os campos excitados na regido 2 sdo também ondas planas por natureza e

satisfazem as equacgdes de Maxwell. Assim, obtém-se (3.8):

B2 X E = wii;H; B2 X H=—-w&E, (3.8)
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onde f, = f, d,+ ﬁzyay € um vetor de onda na regido 2 anisotropica. Por sua vez,

este permite a derivacdo para a equacao de onda (3.9):
B2 x (57'B2) x H+ w?fi,H = 0. (3.9)

A equacéo (3.9) pode ser representa na forma matricial por (3.10):

[k%c—(ﬁzy)zb_l ﬁzxﬁzyb_l 0 ] H,

| B b K= (B 0 || =0

l 0 0 k§d—(ﬁzx)2b‘1—(ﬁzy)2a‘1J g
(3.10)

onde k? = w?u,e,.

A relagdo de dispersao para o meio uniaxial na regido 2 é obtida ao se igualar
o determinante da matriz a zero. Resolvendo para f, , encontra-se a existéncia de
quatro autovalores como solugdes. Convenientemente, estas solu¢cdes podem ser
desacopladas em modos TEz, equacao (3.11), e TMz, equacédo (3.12), propagando
para frente e para tras em relacdo a interface, o que satisfaz as relacdes de

disperséo, conforme [26]:

K3 = (B2,) btd "t — (ﬁzy)2 aldl=0  TE,(H,H,=0), (3.11)

k2 — (B,,) b1dt - (ﬁzy)2 b-lcl=0  TM,(H, = 0). (3.12)

O coeficiente de reflexdo na interface x = 0 das regifes 1 e 2 pode agora ser
encontrado. Assumindo uma onda TEz incidente na regido 1. Entdo, na regiéo 1,
isotropica, 0s campos podem ser expressos como uma superposicdo dos campos

incidente e refletido e sdo dados por (3.13) e (3.14):

Hy = Hy(1 + TeZPuye iFux—ibyyg (3.13)

B : . o
E,=[-—2(1+Te¥Pu¥a, + f)ig (1 —Te¥Pu®)Hore P "TP0Yg - (3.14)

wEq
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A onda transmitida para a regido 2 € também TEz com caracteristicas de
propagacédo governadas pela equacdo (3.11). Estes campos Sao expressos em
(3.15) e (3.16):

H, = Hyte /P2 Pa2g, (3.15)
ﬁZ . ﬁ x o o N
E, =[- wgzya x Tt wezzb']HOTe TBas ]ﬁzyyay ' (3.16)

onde /" e r sdo os coeficientes de reflexdo e transmissdo do campo magnético,
respectivamente. Estes sdo obtidos impondo a continuidade dos campos E e H
tangenciais em x = 0, e s&o dados por (3.17):

_ B baub? 261,

= ﬁ1x+ﬁ2xb_1 T=14+T= W . (317)
Além disso, para todos os angulos de incidéncia tem-se (3.18):
ﬁzy = ,313,, (3.18)

devido ao casamento de fase na interface x = 0. Substituindo (3.18) em (3.11) e

resolvendo para g, tem-se (3.19):

By, = Jk%bd — (B1,)?a"h . (3.19)

Assim,se e, =& eu; = u,,d =bea ! =b,obtem-se k, =k, e

o, = Ji3bd — (,,) b7 = b [2 = (8,,)" = b, (3.20)

Substituindo (3.20) em (3.17) resulta em TI' =0 para todo p; . Assim, a

interface entre as regides 1 e 2 ndo apresenta reflexdo para qualquer angulo de
incidéncia.
A deducdo acima pode ser repetida para a polarizagdo TMz. Aqui, 0

7z

coeficiente de reflexdo do campo elétrico € o dual de (3.17) e é encontrado
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substituindo b com d (e vice versa), e a com c. Para este caso, ao se fazerb=d e c-
1=d atinge-se a condicdo onde nao ha reflexdo de onda. Combinando os resultados
para os casos TEz e TMz, conclui-se que a transmissdo da onda para a regiao 2
ocorre sem reflexdo quando esta € composta por um meio uniaxial tendo os

tensores conformes (3.21), [26]:

s;t 0 0
€=1 = 81?, ll=1 = ll1§, § = 0 Sx of. (321)
0 0 s,

A propriedade irreflexiva é independente do angulo de incidéncia, polarizacao
e frequéncia da onda incidente. Além disso, de (3.11) e (3.12), as caracteristicas de
propagacdo de ondas com polarizacdo TE e TM séo idénticas. Chama-se este de
meio PML uniaxial (UPML) em reconhecimento a anisotropia uniaxial e ao
casamento perfeito [26].

Similar a PML de Berenger, a propriedade irreflexiva do meio UPML na regido

2 é vélida para qualquer s, . Por exemplo, escolhendo s, =1+ —2-=1 — L%
Jwéq weéq
partir de (3.20) tem-se (3.22):
Bo, = (1= )Py, (3:22)

Jjweg

Nota-se que a parte real de 8, € idéntica a de B, . Combinado com (3.18),
isto implica em velocidades de fase das ondas incidente e transmitidas idénticas
para todos os angulos de incidéncia. A impedancia intrinseca da regido 2 € também
idéntica aquela da regido 1, uma consequéncia do meio ser perfeitamente casado.

Finalmente, substituindo (3.18) e (3.22) em (3.15) e (3.16) tem-se 0s campos
transmitidos para o meio UPML da regido 2 para a onda TEz incidente conforme
(3.23) e (3.24):

H, = Hoe—jﬁ1xX—]'ﬂ1yye—0xxn1 cosBdZ ’ (3.23)

Ey = [—5xn4 sin 6 a,+n, cos 6 dy]Hoe_jﬁlxx_jﬁlyye_“x’”’lCOSB, (3.24)
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onde n, = /% e B é o angulo de incidéncia em relagdo ao eixo x. Assim, a onda
1

transmitida no meio UPML se propaga com a mesma velocidade de fase que a onda
incidente, enquanto simultaneamente é atenuada exponencialmente ao percorrer o
eixo x normal a interface entre as Regides 1 e 2. O fator de atenuacdo €
independente da frequéncia, embora dependa de 6 e da condutividade o do meio
UPML.

Definido as caracteristicas da condicdo de contorno UPML se faz necessario

incorpora-la o FEM.
3.4.2 Incorporacao da UPML ao FEM

A incorporacdo da UPML ao método dos elementos finitos é realizada por
meio da insercdo dos tensores apresentados anteriormente nas equacdes de

Maxwell, sendo escritas conforme (3.25) e (3.26):

V X H = jwesE, (3.25)
VXE = jouSH. (3.26)

Dessa forma pode-se obter as equagBes de onda para campo elétrico e
campo magnético descritas nas equacdes (3.27) e (3.28), respectivamente:

V- (u,"'SVE) + kZ¢,5E = 0, (3.27)
V- (e, '5VH) + k2u,5H = 0. (3.28)

Devido a similaridade das equacdes (3.27) e (3.28) podemos escrever da

seguinte maneira, (3.29):
V- (a,Vu) + k3a,u =0, (3.29)

onde a; = u;7157Y, a, = ¢.5 e u=E, para formulacdo do campo elétrico e a; =

& 'sTha,=u.Seu= 3 atico.
15T a, =, H, para a formulacdo do campo magnético
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Neste trabalho sera analisado o espalhamento sobre um cilindro condutor. A
formulagdo para um espalhador condutor pode ser simplificada. Para isso se
expande a equacado (3.29) em campo incidente e campo espalhado. Por meio da
manipulacdo matematica apresentada no Apéndice E e seguindo os mesmos
procedimentos apresentados nas secdes 3.2 e 3.3 tem-se a equacdo simplificada
(3.30) para o campo espalhado usando FEM-UPML. Esta simplificagdo possibilita
um ganho computacional, tendo em vista que o campo incidente € apenas calculado

na superficie do objeto espalhador, (3.30) [28]:
ou’ out
Jo VW (aqVu®) — kG ayw.usdQ + fYaW%dY ==, w=—dY. (3.30)

Em casos praticos a absorcdo da onda eletromagnética ndo é completa.
Dessa forma a onda atinge a condi¢cdo de contorno externa a UPML, a terminacéo, e
retorna ao dominio computacional de interesse. Usualmente, para garantir que
ocorra a menor reflexdo na terminacéo, é utilizado como terminacdo um condutor
perfeito (PEC). O campo elétrico tangencial é zero no interior de um PEC, portanto a
integral na fronteira Y,, a integral no contorno, anula-se em toda regido do dominio

[25]. Dessa forma a equacéo a ser solucionada pelo método € dada por (3.31):

Jo Vw.(,Vu®)dQ — [, kfaw.u®dQ = — st W% dy . (3.31)

3.4.3 Projeto da UPML

A construcdo da UPML é desenvolvida por meio da definicdo de alguns
parametros, entre eles o grau de gradacao (m), o fator de reflexdo (R), kmax €fc.
Estes parametros sdo escolhidos para que ocorra a melhor absor¢céo da onda, desta
forma obtendo o menor valor de campo ao término da camada.

Inicialmente é necessario determinar a equacdo que ir4 definir o valor dos

argumentos do tensor s. Este tensor pode ser definido por (3.32), conforme [26]:
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5=|0 % 0, (3.32)
Lo o =

Sz

onde s,, sy e s, € dado por (3.33):

Jjox JOy joz
=k, ——. =k, ——. =k, ——. .
Sx X wg Sy Y " we, Sz z7 ey (3.33)

Os argumentos do tensor 5 terdo valores distintos em diferentes areas da
malha, a Figura 3.3 apresenta esta informacdo. Na &rea de intersecdo entre os
planos xe y S, = 1, entre X,in € Xmax Sy =S, =1 € entre ypimm € Ymax Sx =Sz = 1.
Nota-se que para um problema em duas dimensdes S, serd sempre 1. No interior da

malha, ou seja, no espago estudado S, =S, =S, = 1.

Espaco estudado

Sy = 8, =1

Figura 3.3: Representacdo da UPML e valor dos tensores em cada regiéo.

Para determinar S, e S, € necessario definir o, e 0,,. Esta definicdo deve levar

em conta os efeitos numéricos devido a amostragem espacial finita, dessa forma

7

caso seja definido um unico valor de ¢ na malha é gerado reflexbes espurias
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significativas de ondas na superficie do meio UPML, [25]. Para reduzir estas
reflexbes € definido que o cresca ao longo da direcdo normal a interface
gradualmente a partir de zero, [16]. Assumindo este perfil de variagdo gradual da
condutividade ¢ em um meio UPML de espessura L terminado em PEC, tem-se a
partir de (3.24), o fator de reflexdo (3.34):

R(8) = e—chosef;“a(x)dx _ (3.34)

Véarios perfis sdo sugeridos para gradacdes de o e k. O mais eficiente é o que

usa a variagao polinomial no meio UPML [16], tem-se (3.35) a (3.38):

x = ()™ Oma » (3.35)
0y = ()" Omax (3.36)
ke = 14 (ke = D (2) (3.37)
ky = 1+ (ke = D (%) (3.38)

onde x e y sdo as posi¢cdes do elemento na camada, m é o grau de gradacédo do
polinbmio, k é o fato de escalonamento de coordenadas, k,,,, € 0 maximo valor do
fator de escalonamento de coordenadas € a,,,, € 0 maximo valor da condutividade.

A condutividade maxima é dada por (3.39), [16]:

€oc In(R)

Gt

(3.39)

Omax = —

onde, €, permeabilidade no vacuo, c velocidade da luz, R é reflexdo desejada, m o
grau de gradacéo e L a espessura da camada.
Apos a definicdo dos parametros da UPML devem-se determinar as fungdes

de aproximacéao para que seja possivel obter a solucéo para a equacao (3.31).
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3.5 Método de Galerkin

As discretizacdes das varidveis fisicas, campo () e funcdo de ponderacao
(w), séo realizadas por meio da aplicacdo do método de Galerkin. Neste método a
func@o base é desenvolvida igual a funcdo de ponderacdo, desta forma, (3.40) e
(3.41):

us = n_ Nidi1 (340)
w =Y N, (3.41)

onde ¢; € um constante arbitraria ndo nula, u® representa a fungéo de aproximacao,
n € a quantidade de funcbes de expansdo N; e N; escolhidas e d; séo 0s

coeficientes a serem determinados.
Substituindo as equacdes (3.40) e (3.41) na equacao (3.42), tem-se (3.42)
[10]:

n n n n
j_ [vz Nic - (alvz Nyd;) — K2a, z N, z N, d;]d0°
e i=1 j=1 i=1

j=1

dy;
— [ ZaNg |3 ax =o, (3.42)

colocando ¢; em evidéncia, tem-se (3.43):

n
chf [VN; - (aleNd) kOaZNZNd d0e

j=1

—[ TN |5 ax =o, (3.43)

0 termo ¢; pode assumir qualquer valor, portanto o argumento deve ser nulo. Tendo

assim, (3.44):
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Ne

n n
DU 1N @V Nid) Kl ) Nid1d
Qe . -

e=1 i=1 i=1
n N |24 d@y) =0 3.44

—[ SN |5 a1 =o, (3.44)

onde n, é a quantidade de elementos gerados pela discretizagdo do dominio Q.
ApGs a aplicacdo do método de Galerkin o dominio esta discretizado sendo

possivel assim sua modelagem computacional. A equacéo (3.44) pode ser
representada na forma matricial. As incégnitas deste sistema matricial sdo os valores
de campos em cada ponto do dominio.

O sistema matricial possui a seguinte forma, (3.45):
[K] x [d] = [f]. (3.45)

A matriz K recebe as contribuicbes de cada elemento, sendo uma matriz
guadrada de ordem m, onde m é numero de nés onde o campo é desconhecido. O
vetor f, de dimensdo m, recebe as contribuicdes relacionadas aos valores
conhecidos do sistema, estes valores estdo associados ao termo u' e d s&o as
incognitas do sistema, ou seja, os ndés onde deseja se conhecer os valores de
campo, € associado ao campo u.

O sistema gerado tem como caracteristicas ser esparso, € utilizado o método

do Gradiente Biconjugado para solucionar, este método é aplicado através da
funcdo BICG do Matlab.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados e as analises obtidas por meio
do FEM-UPML. Séao apresentados os parametros de construcdo da UPML e suas
caracteristicas. Sao realizadas, em seguida, andlises sobre a sensibilidade do
método.

4.1 Descricao do problema

Diversos espalhadores reais podem ser aproximados por uma estrutura
cilindrica, dessa forma os cilindros representam uma das mais importantes classes
de espalhadores presentes na literatura [19].

Neste trabalho sdo usados cilindros circulares condutores, estes cilindros
possuem raio a, sao infinitos na direcéo z e recebem incidéncia de uma onda plana
normal do tipo TEz na direcdo x+. A frequéncia da onda é 0,3 Ghz, dessa forma tem-
se 1 = 1. O campo espalhado H, é avaliado na superficie do semicirculo superior do

cilindro. A figura 4.1 representa a geometria do problema.

Figura 4.1: Espalhador cilindrico de raio a e comprimento infinito em z. E* é o campo elétrico incidente

e H' é campo magnético incidente [19].

Este € um problema classico da teoria eletromagnética e possui solucdo
analitica [19]. Devido a incidéncia normal ao eixo z e as caracteristicas
eletromagnéticas dos espalhadores utilizados ndo variarem nessa direcdo, este
problema pode ser tratado de forma bidimensional. A figura 4.2 representa o
problema na forma bidimensional.
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4y

Figura 4.2: Geometria do problema em duas dimens®es.

A formulacéo do problema descrito é apresentada no Capitulo 3 e a equacao
a ser solucionada pelo FEM é a equacdao 3.45, repetida aqui apenas por

conveniéncia, em (4.1):
- - ou;
Jo V. (ai5Vu)dQ — [, k§a5w.u®dQ = —fYS W% dy. (4.1)

Apoés a definicdo do problema, se faz necessario validar o codigo criado e

apresentar os parametros de analise utilizados.

4.2 Validacdo da Formulacéo e Aspectos da analise
A validacdo é realizada por meio da comparacdo entre a solu¢cdo numérica
obtida pelo cédigo elaborado com a solucdo analitica. Os parametros escolhidos
para a validagdo séo: raio do espalhador cilindrico condutor igual 0,34 e angulo de
incidéncia da onde igual a 180°. O dominio é construido e discretizado no Matlab.
Para validar o método € definida uma camada de espessura 1,4A, com
distancia do objeto de 0,3A. A malha gerada possui 6.976 elementos e 3.608 nos. A

Figura 4.3 apresenta a malha utilizada.
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Figura 4.3: Malha de validagdo com UPML.

A Figura 4.4 apresenta a solucao analitica e o resultado numérico obtido por

meio do FEM-UPML, pode-se observar que o resultado obtido € muito préximo do

analitico, desta forma fica claro a eficacia do método.

08—

Campo Magnético(A/m)

———FEM-UPML |

— Analitico

04
o
u] 20 40 B0 160 180
Angulo em Graus
Figura 4.4: Campo magnético na superficie do espalhador x FEM-UPML.
O erro absoluto médio encontrado é de 0,53% e o erro relativo médio é de
3,75%.
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A partir da validacdo do cédigo é necessario determinar parametros e
medidas de erro para facilitar a analise do método. Neste trabalho serdo utilizadas

as seguintes medidas de erro, apresentadas em (4.2) a (4.5):

el2 = [an(’,f—";‘z’”] 4.2)
er = ”;ﬂ| % 100, (4.3)
emr =y, @ * 100, (4.4)
eam = »1|H,; — Hgm| * 100, (4.5)

onde €l2 é a norma L2 relativa, er é o erro relativo, emr € o erro relativo médio, eam
€ 0 erro médio absoluto, H,;,, € 0 campo magnético obtido numericamente pelo

método FEM-UPML, H, € o campo magnético analitico e n é o total de pontos

analisados.

4.3 Anélise da condicdo UPML

Nesta secdo € analisado o comportamento da condicdo de contorno UPML.
Para realizar esta andlise é considerado alguns aspectos determinantes na precisdo
do método. Inicialmente sdo avaliados os parametros necessarios para o projeto da
UPML, entre eles o grau de gradacdo (m), a reflexdo (R), Kmax, etc. Apbds as
definicbes destes parametros séo analisados: a distancia do objeto para a camada,
a espessura da camada e a variacao do raio do objeto condutor.

Para todas as analises dos parametros da UPML sédo utilizados: raio do
cilindro condutor de 0,34, distancia do condutor para a camada de 0,14 e espessura

da camada 1,6A.

4.3.1 Grau de gradacédo m

O grau de gradacao representa a maneira que a condutividade (o) varia
dentro da camada. Para realizar o teste para obter o melhor valor de m para o

problema tratado neste trabalho, sdo fixados k,,,, = 6 € R = e~ 1°,
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Na Tabela 4.1 séo apresentados os valores de erros pra varios m testados. O

valor de m = 3 € o0 que apresenta o melhor resultado nos testes realizados

m Erro médio Absoluto
1 3,91
2 0,94%
3
4

0,67%
1,07%
5 1,69%

Tabela 4.1: Erros médios absolutos para variacdo do parametro m.

4.3.2 Reflexdo R

O parametro R esta presente na equacdo que determina 0 og,,,,. ESte
parametro representa a reflexdo desejada dentro da camada. Na literatura um valor
usual é de R = e~1%, conforme [25]. Neste teste o valor de R é variado de e~! até
e™3% A Figura 4.5 apresenta o erro variando o valor de R, € mantido m =3 e
kimax = 6.

40

35

il

5]
[5i]

Erro Absoluto Médio (%)

30 25 20 -15 -10 5 il
Valor de R

Figura 4.5: Erro médio absoluto x Reflexdo R
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Analisando a Figura 4.5 observa-se que o erro diminui até certo momento
com a diminuicdo de R, porém ap6s o valor de R = e~ o0 erro passa a subir. Dessa

forma, confirma-se com este resultado que o melhor valor de R é ™16,
4.3.3 O fator de escalamento de coordenadas k

O parametro k esta presente na equacdo de calculo dos tensores s, e s, ,

desta forma é mais um dos parametros que influenciam na precisdo do método.
Esse parametro segue o mesmo grau polinomial de gradacdo proposto para o,
dessa forma € determinado um valor maximo de k (kmax) para realizar essa
gradagao. O aumento de kreduz a velocidade de fase da onda, o que significa um
aumento artificial do indice de refracdo, fazendo com que o desempenho da UPML
seja melhorado nos casos de incidéncia mais obliqua [25]. Na literatura o valor de
komax = 6 demosntrou ser o melhor valor [25]. A fim de determinar se para o
problema tratado neste trabalho este valor segue sendo o melhor sdo realizados
testes alterando o valor de k,,,,. Para isso é fixadom = 3 e R = e™1°.

A Figura 4.6 apresenta os resultados obtidos e o campo magnético analitico

como forma de comparacao.

Krmax=1
Kmax=3
Kmax=6

T s e S e N T Ca e
B ] ; : — —— Analitica ;

Campo Magnético(A/m)

04+

0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180
Angulo em Graus

Figura 4.6: Campo magnético sobre o condutor variando-se k-
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A Tabela 4.2 apresenta os valores de erro médio relativo para todos os testes

realizado. Pode-se notar que o menor erro € obtido utilizando k,,,, = 6.

kmare | Erro médio Relativo
1 6,6%
3 4,12%
6 3, 7%
10 5,04%

Tabela 4.2: Erros médios relativos para variagdo do parametro k.-

4.3.4 Avaliacdo do comportamento do campo dentro da camada

A UPML é projetada visando a atenuacdo do campo gerando assim a menor
reflexdo possivel no dominio. Um dos principais parametros da camada € o,,4,. E
necessario encontrar um equilibrio deste parametro, ja que com um valor muito
pequeno de g,,,, 0 decaimento do campo nao € o suficiente para eliminar a reflexao.
Enquanto que para um valor alto de o,,,, ocorrem reflexdes, pois a malha de
elementos finitos € insuficiente para modelar a repentina variacdo das propriedades

do material [27]. A Figura 4.7 apresenta o comportamento do campo dentro da
camada para valores diferentes de ;4.

Campo Magnético(A/m)

0.4 0B 08 1 1.2 TR 1.6
Distancia dentro da camadai)

Figura 4.7: Analise do comportamento do campo devido a variagéo do g,,4,-
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Analisando a Figura 4.7 é possivel notar o equilibrio encontrado no valor do 6,4y,
representado pela curva na cor vermelha, onde a atenuacdo ocorre de forma mais
“suave” e o campo chega praticamente a zero na terminagdo. A Tabela 4.3

apresenta os valores de erro para os valores a,,,, testados.

Omax Erro médio absoluto | Norma L2 Relativa
0,0005 78,22% 3,4944
0,05 2,76% 0,1194
0,1 0,76% 0,0386
0,5 3,83% 0,1757
1 5,06% 0,2703

Tabela 4.3: Erros médios absolutos e a norma L2 relativa para variagao do g,

Os testes realizados demonstram que o melhor resultado para o,,,,€ de 0,1,

sendo o erro médio absoluto encontrado para este valor de 0,76%.

4.3.5 Analise da variacdo da distancia da fronteira artificial para o espalhador

A proximidade da fronteira artificial com o objeto espalhador interfere na
precisdo, porém como o projeto da UPML visa o casamento perfeito do meio com a
camada € possivel colocar a camada bem préximo do objeto e obter uma 6tima
precisdo do método.

A Figura 4.8 apresenta a solucao para um objeto espalhador condutor de raio
0,3\, com a onda incidindo na dire¢do +x com angulo de 180°. E variada a distancia
da camada UPML ao objeto espalhador de 0,1A até 2,74 e mantém-se a espessura

da camada fixa em 1,2A.
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221 ; - : —

Erro Absoluto Médio (%)

i I \ | i i
o 05 1 15 2 25 3

Distancia do objeto(h)

Figura 4.8:Erro Absoluto Percentual x Distancia do objeto da camada

Analisando o grafico € possivel notar uma grande oscilacdo do erro,
apresentando erros baixos para varias distancias diferentes. Dessa forma, a melhor
opcdo é aquela de menor distancia, ja que assim o0 numero de elementos
necessarios € menor gerando um custo computacional menor.

A Tabela 4.4 destaca dados do teste realizado, apresentando os valores
médios de erro, seus minimos e maximos, e também o numero de elementos e nos
meédios. Analisando os valores de maximos e minimos nota-se que a diferenca entre
eles €& pequena. Isso demonstra que mesmo apresentado uma determinada

oscilacéo, esta oscilagdo nao gera valores de erros elevados.

UPML
Media de N° de Elementos 7431
Media de N° de NGs 3830
Erro médio absoluto maximo 2,0 %
Erro médio absoluto minimo 0,59%
Média do Erro médio relativo 1,06%
Erro L2 relativo maximo 0,0638
Erro L2 relativo minimo 0,0269
Média do Erro L2 relativo 0,0448

Tabela 4.4: Dados relativos ao teste de variacdo da distancia da fronteira.
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Os testes realizados demonstram que o menor valor de erro médio absoluto é

de 0,59% para uma distancia de 2A e o maior valor de 2% para 1,3A.

4.3.6 Analise da variacao da espessura da camada UPML

Para avaliar a relevancia da espessura da camada UPML na precisdo do
método é fixada a distancia do objeto em 0,1 A, m=3, R = e~ '%e k,,,, = 6 € variado
a espessura entre 0,4 A até 3,6 A com passo de 0,1. A Figura 4.9 apresenta 0s
resultados. Pode-se notar que a partir da espessura 1,2 A o resultado passa a

convergir para um erro baixo préximo de 1,1%.

a0

40
B

Erro Absoluto Médio (%)

0 0s 1 15 2 25 3 35 4
Espessura da camadaqh)

Figura 4.9:Erro absoluto percental x espessura da camada.

A Tabela 4.5 apresenta os dados do teste realizado. Analisando-a pode-se
destacar que apesar de um alto valor de erro maximo, apresentado com espessuras

pequenas, na maior parte do teste o erro permanece baixo.
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UPML
Media de N° de Elementos 6257
Media de N° de NOs 3237
Erro médio absoluto maximo 47,7% (0,4 espessura)
Erro médio absoluto minimo 0,39% (3,2 espessura)
Média do Erro medio relativo 4,10%
Erro L2 relativo maximo 2,54(0,4 espessura)
Erro L2 relativo minimo 0,0235( 3,1 espessura)
Média do Erro L2 relativo 0,2080

Tabela 4.5: Dados do teste de variacdo da espessura

4.3.7 Analise da variacdo do raio do objeto condutor.

Nesta andlise é realizada a variacdo do raio do espalhador, sdo mantidos
fixos m = 3,kmax = 6 e R = e~ 1%, a espessura em 1,3 A e a distancia para a camada
de 0,1A.

A Figura 4.10 apresenta o erro relativo para um cilindro de raio 0,1A. A malha
gerada possui 4.296 elementos e 2.228 nos.

Erro Relativo Médio (%)

0 20 40 60 &0 100 120 140 160
Angulo em Graus

Figura 4.10: Erro Relativo x &ngulo sobre a superficie do condutor de raio 0,1 A.
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E possivel notar, avaliando a Figura 4.10, que o erro se mantem abaixo de
2% na maioria dos pontos testados, ocorrendo apenas um pico de erro elevado em
75°. A Tabela 4.6 apresenta os valores de minimo e maximo, o erro médio relativo e

0 erro médio absoluto.

Erro relativo maximo 15,81% (75°)
Erro relativo minimo 0,002% (90°)
Erro médio relativo 1,91%
Erro médio absoluto 0,63%

Tabela 4.6: Medicdes de erro para condutor de raio 0,1 A.

A Figura 4.11 apresenta os resultados para um cilindro de raio 0,6A. A malha
gerada possui 7.360 elementos e 3.828 nos.

45

0 .
il =]

w
(=]

Erro Relativo Médio (%)
5 R

m

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Angulo em Graus

Figura 4.11: Erro Relativo x &ngulo sobre a superficie do condutor de raio 0,6 A.
Analisando a Figura 4.11, nota-se um comportamento parecido com o

encontrado anteriormente. Na maioria dos pontos 0 erro permanece baixo,

ocorrendo apenas um pico de erro elevado.
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Erro relativo méaximo

46,38% (71°)

Erro relativo minimo

0,0013% (140°)

Erro médio relativo

2,65%

Erro médio absoluto

1,09%

Tabela 4.7: Medicdes de erro para condutor de raio 0,6 A.

A Figura 4.12 apresenta os resultados para um cilindro de raio 1A. A malha

gerada possui 9.160 elementos e 4.760 nos.

Erro Relativo Médio (%)

100 120

Angulo em Graus

140 160 180

Figura 4.12: Erro Relativo x angulo sobre a superficie do condutor de raio 1 A.

Erro relativo maximo

7,09% (73°)

Erro relativo minimo

0,021% (168°)

Erro médio relativo

1,29%

Erro médio absoluto

0,83%

Tabela 4.8: Medigdes de erro para condutor de raio 1A.

A Figura 4.13 apresenta os resultados para um cilindro de raio 2 A. A malha

gerada possui 13.792 elementos e 7.156 nos.
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Erro Relativo Médio (%)

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Angulo em Graus

Figura 4.13: Erro Relativo x angulo sobre a superficie do condutor de raio 2 A.

Analisando a Figura 4.13, pode-se notar que ocorrem maiores valores de erro
acima de 2% para o teste com condutor de raio 2A, em comparagcdo com o0s testes
apresentados anteriormente. Isso ocorre devido & espessura da camada ter sido
mantida em 1,3A. Em testes realizados com a camada de espessura 3A, € possivel
notar uma sensivel diminuicdo dos erros relativos no decorrer dos angulos e uma
gueda do erro médio absoluto de 2,15% para 1,82%.

Erro relativo maximo 15,61% (87°)
Erro relativo minimo 0,0089% (132°)
Erro médio relativo 3,48%
Erro médio absoluto 2,15%

Tabela 4.9: Medicdes de erro para condutor de raio 2 A.

Testando o método para alguns tamanhos distintos de condutor, é possivel
verificar a eficacia do mesmo em tratar o problema diante a estas variacbes sem
comprometer de forma significativa o custo computacional, tendo em vista que para
um condutor de raio 1A o método apresentou erros baixos, apresentados na Tabela

4.8, com um numero de menos de 10 mil elementos.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, o problema abordado € de espalhamento eletromagnético
bidimensional de um condutor cilindrico infinito e sem perdas. Para tratar este
problema desenvolveu-se a formulacdo do Método dos Elementos Finitos
combinado com a condi¢ao de contorno UPML. Também implementou-se um cédigo
computacional fundamentando nesta formulacdo. Este coédigo avalia o campo
magnético espalhado sobre a superficie do condutor. O cédigo é validado e
analisando por meio da comparagdo com a solugcdo analitica. Para esta comparacéo
também desenvolveu-se a solucao analitica.

A UPML é construida a partir da definicAo dos seus parametros. Para tal,
foram encontrados na literatura valores de otimizacdo destes parametros. Visando
determinar se estes valores seriam os ideais para o problema tratado, foram
realizados testes sobre estes parametros para determinar os melhores valores. Por
meio destes testes chegou-se aos valores de m = 3,k,,,,, = 6 € R = e~ 16, valores
estes compativeis com a literatura de referéncia. Além da determinacdo destes
parametros, avaliou-se o comportamento da condutividade maxima (o,,.,). ESta
avaliacdo demonstrou que existe um valor de equilibrio onde esta condutividade
atenua o campo de forma “suave” dentro da camada, dessa forma evitando
variacfes subitas do campo e garantido que o campo chegue minimo a terminacéo
da camada.

Ap0s determinar a construgdo da UPML, analisou-se a influéncia da distancia
da camada para o objeto espalhador. A UPML possui a possibilidade de ser
colocada bem proxima ao objeto sem gerar um numero elevado de reflexdes. A
analise confirmou esta possibilidade, tendo em vista que com apenas 0,1\ de
distancia o erro encontrado foi menor que 1%. Também ficou demonstrado que a
variacdo desta distancia interfere na precisdo do meétodo, porém de forma pouco
significativa. Mesmo variando a distancia de 0,1\ até 2,7\ a diferenga do erro
minimo para o maximo foi de 1,4%. Dessa forma, visando um menor custo
computacional escolheu-se a distancia de 0,1A como a distancia ideal.

Determinada a distancia, avaliou-se a espessura da camada. Esta avaliacao

demonstrou que a espessura da camada possui uma influéncia maior na precisédo
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que a distancia, jA que espessuras pequenas geraram erros elevados, porém, apos
a espessura de 1,2\ o erro converge para um valor de erro em torno de 1,1%.

Por fim, testou-se a eficacia do método diante de tamanhos de espalhadores
diferentes. Foram testados para raios de 0,1\, 0,6A, 1A e 2A. Os resultados
demonstraram a eficacia do método, mesmo para o condutor de raio 2\ sem
prejudicar o custo computacional do método.

A combinacdo do Método dos Elementos Finitos com a condi¢cdo de contorno
UPML se mostrou bastante eficiente no tratamento de problemas de espalhamento
eletromagnético. Dessa forma como trabalhos futuros sédo sugeridos:

- Desenvolvimento da formulagéo para espalhadores dielétricos.

- Andlise do campo elétrico e magnético em regides distantes;

- Aplicacdo da formulacdo desenvolvida para objetos com geometrias
irregulares

- Aplicacdo do FEM-UPML usando ABC’s como terminacoes.
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APENDICES

Apéndice A: Identidades Vetoriais

Nesta secdo sdo apresentadas as identidades vetoriais utilizadas neste trabalho.

A, B e C sao campos vetoriais, enquanto IV € um campo escalar, entdo:

A.(B XC)=B.(C xA)=C.(A X B);
AxBxC=(A.C)B — (A.B)C;

V.(A xB)=B.(V xA) —A.(V x B);
V.(VA) =V V.A+A.VV;

Vx(VxA) =V.(V.4) — V24,
V.(VV) = V3V;

(A-1)
(A-2)
(A-3)
(A-4)
(A-5)
(A-6)
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Apéndice B: Equacao de Onda

As equacOes de Maxwell possuem o0s campos elétricos e magnéticos
acoplados nas leis de Faraday e de Ampére. E possivel através de manipulacdes
vetoriais estas equacdes podem ser desacopladas e dessa forma reescritas para se
obter uma equacéao diferencial de segunda ordem conhecida como equacéo de onda
[19].

B-1 Formulacao para o campo elétrico (TM,)

A permeabilidade relativa pode ser escrita da seguinte forma:
= (B-1)
a Lei de Faraday pode ser reescrita:
iv X E = —jouoH, (B-2)
e aplicando o rotacional em ambos os lados tem-se:

vV x (“iv X E) = —jwp,V X H. (B-3)

. . ~ . . a
Considerando um problema onde a geometria ndo varia em z, ou seja, 6—32' =0
em duas dimensfes e que 0 campo elétrico é continuo ao longo do eixo 2, ou seja,
E=E,z

O rotacional de E, com E, = u, é:

a, a, a, 5 5
VXE=|0/ox d/dy 0/0z =5uﬁx—audy, (B-4)
0 0 u
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ay a, a,

vx(LvxE)=|9/0x 0/0y 0/oz] (8-5)
br 1ow 1w g
Ur 0y Uy 0x

1 0 (1 du\ A 0 1 ou\ A 0 1 ou d 1 du A
VX (;V XE) = a(u—ra) Ay + a(u—@) ay + [—a(u—,a) - a(u—ra)] a, (B-6)
Como E é uniforme na diregéo a,:

2 (feey.2) =0 (8-7)

As derivadas na direcdo az sdo nulas o rotacional pode ser reescrito da seguinte

forma:

v (GveE) =R G5 -5 )l (&9

No rotacional do campo magnético a densidade de fluxo elétrico pode ser

substituida por D = ¢E:
VXH=]+ jweE (B-9)
Substituindo E = ua, em (B-8), tem-se:

- aa_x (ia—u) - aa—y (ia_u) = —jwlo); + W peEou (B-10)

u, 0x u, dy
Se J, = 0 no dominio e k3 = w?uyg,, entdo:

ST (LB 2 (10 hze = (8-11)

U, 0x U, dy

A equacdo (B-11) é conhecida como a equacdo de onda para 0 campo

elétrico.
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B-2 Formulacado para o campo elétrico (TE,)

Utilizando o mesmo procedimento é possivel obter a equacdo desacoplada

em funcdo do campo magnético com o uso da Lei de Ampére. Assumindo J,

0, tem-se:
VX H = jweE (B-12)
a permeabilidade do material pode ser descrita como:
€ = &€ (B-13)
e a equacao (B-12) pode ser reescrita como:
iv X H = jwe,E (B-14)
Aplicando rotacional em ambos os lados da equacéo (B-14), tem:
V x (iv x H) = jweoV x E (B-15)
% _ ¢

Considerando um problema onde a geometria n&o varia em z, ou seja, .

em duas dimensdes e que o campo elétrico € continuo ao longo do eixo Z, ou seja,

H=H,z
O rotacional de H, com H, = u, é:

a, a, a , )
VXH=10/0x 0/dy 08/0z|= 7 ulx—7udy, (B-16)
0 0 u

a, a, a,

v x (iv y H) _lajox 9y 0/0z (B-17)
Er 1 du 1 du '
— —== 0
Ur 0y Uy 0x
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ox(toxn) =2 (2)a s 2GR0+ [ 5(5) - 3G2)a. @an

As derivadas na direcdo a, serdo nulas, devido ao fato do campo H néo variar nesta

direcéo, desta forma, tem-se:

223 -308 - o9
T R L

Eliminando o rotacional da intensidade de campo elétrico da equacdo (B-15) e

efetuando as substituicbes, tem-se:

=55 = e o2

Assumindo e kZ = w?u,e,, €Ntdo:

-3 o o2

A equacdo (B-22) e conhecida como a equacédo de onda para 0 campo magnético.
B-3 Formulacéo Geral

Devida a semelhanca entre as equacdes de onda para o campo elétrico e

magnético, estas podem ser expressas de uma Unica forma:

o (ags)+ aa_y (@ %) +k§au =0, (B-23)

onde a; = u, ! e a, = ¢, para a formulacdo do campo elétrico, e a; = ¢, tea, = u,
para a formulagcdo do campo magnético e k, a constante de propagacao do espaco
livre.

Dessa forma, a equacédo pode ser reescrita da seguinte forma:
51



V- (a,Vu) + kia,u =0 (B-24)
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Apéndice C: Forma Fraca

A forma fraca amplia o universo das funcées empregadas como aproximacao,
isso se deve ao fato das exigéncias quanto a continuidade serem menos rigorosas
que as da equacao original. Nessa equacéo, a derivada segunda possui solucao,
mas néo é possivel a utilizacio de aproximacdes lineares [48] e [10].

Assim, se faz necessério considerar a existéncia de uma solucdo para u que
satisfaca a equacdo a menos de um residuo. Assim, é possivel encontrar a
formulacéo fraca para o problema.

Seja S o espaco das fungbes admissiveis, onde:
S={u € H'(Weu=¢, VX € y,} (C-1)
V={w € H'(QWew=0, VX € y,} (C-2)

onde H! é o espaco das funcdes de teste e representa o conjunto das fungdes que
possuem derivada primeira de quadrado integravel.
Seja R o residuo para a forma forte definido por:

R =V (a,Vu*) + kia,u*, (C-3)

onde u* € uma aproximacgao para u.

Integrando-se o residuo e igualando a integral a zero, tem-se:

Jo 1V (. Vu) + k§azu™iw dQ = 0, Yw €V, (C4)

Onde w € a fungéo peso.
Utilizando a identidade vetorial (A-4) a primeira a integral do residuo pode ser

escrita como:

Jo WV (a;Vu9)]dQ = [, V- (wa,;Vu)dQ — [, Vw- (a;Vu)dQ (C-5)
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Aplicando o teorema da Divergéncia e as identidades vetoriais apresentadas

no Apéndice A, tem-se:

Jo wlV- (a;Vu9)]dQ = [, wa,Vu*.Aidy — [ Vw - (a;Vu*)dQ

sendo:

ou*

Vu*. 7 =
on’

assim, tem-se:
« ou* i}
Jo WLV (@;Vu)]dQ = [, way S—dy — [, Yw - (¢;Vu")dQ

Portanto, a integral do residuo pode ser escrita como:

wa, 6—de — [ Vw- (a,Vu*)dQ + [ k3a,wu*dQ =0,
Q on Q Q

E a Forma fraca define-se como achar u* € S tal que:

ou*

Jo, VW (a;Vu)da - [, k(z,azwu*dﬂ—fy W

dy=0,vw € V,

(C-6)

(C-7)

(C-8)

(C-9)

(C-10)
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Apéndice D: Onda plana incidente em meio com perdas

Considerando uma onda plana senoidal incidindo sobre um material com
perdas, com angulo arbitrario 8 relativo ao eixo x e considerando uma onda do tipo
TE; incidente na regido 1 , o material sem perdas do semi- espacgo x < 0, para regiao
2 o0 material do semi-espago x > 0 possuindo condutividade elétrica ¢ como

demonstra a figura 3.3.

= reqiao 1

Figura 3.3: Onda incidente da regido 1 para regiao 2. [25]

O campo magnético da onda é dado por [26]:
Hi — Hoe—jﬁ1x9C—jﬁly3’az (D-l)

onde H! é o campo magnético incidente, P, e B, sdo as constantes de fase.

Na regido 1 o campo é dado por [26]:

Hy = Hy(1 + Te¥Pur)e /P =ihnyrg, (D-2)

E,= [_Bﬁ (1 + Fezjﬁlxx)ax_l_% (1 _ Fezjﬂlxx)]Hoe_jﬁl"x_jﬁlyydy (D-3)

wEeEq

E naregido 2:

HZ — HOTe—jﬂ2x9C—fﬁzy3’aZ (D-4)
Py Bay ~iB2yx=iBayY g
Ez =1 wey(1+— )ax-l- wez(1+— )]HOTe "y (D-5)

JweL Jwe

Onde T e t sao os coeficientes de reflexdo e transmissao, respectivamente, e:
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p1, = ki cosO B, = k1sin6} x<0 (D-6)

Bry = (k)2 (1455) (1+75) - 62, x>0 (D7)

Jjwez

Onde k; = w /u;s; para i=1,2. Fazendo valer a continuidade dos campos

tangenciais em x=0, tem-se que B2, = B1, = kq sind e:

Bix _ Poy
WEL wey(1+—20)
F == le BZ_;]C(USZ ; T = 1 + F (D'8)

[
wE 9
1 wsz(1+j 82)

Para incidéncia normal ( 8 = 0) tem-se:

— MMz -
r= Nn1t+72 (D 9)
Onde
_ & _ H2(1+]-Z:.2)
7’]1 - 81’ 772 - 82(1+ [ ) (D'].O)

jwez

Podemos estabelecer e; = ¢, u; = u, e reforcar ainda mais a condicéo:

=2 L o= ()2 (D-11)

o
251 €1 €1
Comk, =k,en, =n,tem-sel =0, e:

g

Bo, = (142 ) ki = ka = jom (D-12)

E o campos na regido 2 seréo:

— —-jkix ,—0 ~
EZ _T]lHOe JK1 e rllxay

H, = Hye /k1Xe=0Mxg,

(D-13)
(D-14)
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E possivel notar que para uma incidéncia normal a onda transmitida na regido
2 atenua de forma exponencial na direcdo normal. Mesmo estando em um meio com
perdas a velocidade da onda independe da frequéncia. Portanto o material da regiao
2 (com perdas elétricas e magnéticas definidas pela equacdo (3.16) ) é
perfeitamente casado com o material da regido 1 , para uma onda com incidéncia
normal. [26]
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Apéndice E: Simplificacdo da formulacéo para espalhador condutor

A simplificacdo da equacéo ¢ feita através da expansio do campo u, em u = u’ +

us:

V- (a,Vu) + k3a,u =0 (E-1)
V- (a,Vud) + k2a,ul + V- (a;Vu®) + k3a,u’ = (E-2)

Tem-se:
V- (a,Vud) = —k2a,ul (E-3)

Portanto:
—k2a,ut + kia,ut + V- (a,Vu®) + k3a,u’ = 0 (E-4)
V: (a,Vu®) + kda,u® =0 (E-5)
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