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Resumo

O mapa logistico é uma funcao recursiva que apresenta varios exemplos de dindmica ndo-linear,
sendo o comportamento cadtico a sua caracteristica mais expressiva. A andlise desse mapa, e
também dos demais, baseia-se no estudo da estabilidade dos seus pontos fixos, que podem ser
estaveis ou instiveis. Entretanto a ferramenta fundamental para este estudo, os computadores,
possuem algumas limitacdes que podem levar a resultados equivocados e consequentemente a
conclusdes erradas. Neste trabalho, mostra-se a influéncia do cdlculo numérico de funcdes re-
cursivas e seu efeito na construcao do diagrama de bifurcagdo do mapa logistico. Em particular,
mostra-se que se pode obter um diagrama de bifurcacdo totalmente diferente daquele obtido
tradicionalmente, quando se estabelece um padrao para os possiveis valores da condi¢do inicial
e os resultados numéricos sdo rigorosamente avaliados. Além disso, € investigado o impacto
do modo de arredondamento conforme definido no padrao IEEE 754-2008. Mostra-se que o
arredondamento padrao, ou seja, arredondamento para o mais proximo, nem sempre € indicado
para simular sistemas dindmicos ndo-lineares. E por ultimo € proposta uma definicao de estabil-
idade oriunda da hipétese de que uma defini¢do mais consistente de estabilidade para sistemas
a eventos discretos deve-se basear em conjunto de pontos que levam a um ponto fixo e ndo em

uma regiao fechada.

Palavras-chave: Mapa Logistico, Diagrama de Bifurca¢do, Dindmica Cadtica, Pontos Fixos,

Convergéncia, Imprecisdes Numéricas.
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Abstract

The logistic map is a recursive function that presents several examples of non-linear dynamics
and chaotic behavior. The analysis of this map, and also the others, is based on the stability
study of the fixed points, which can be stable or unstable. However the fundamental tool for this
study, computers, have some limitations that can lead to incorret results and consequently wrong
conclusions. This work shows the influence of the numerical calculation of recursive functions
and their effect on the construction of the bifurcation diagram of the logistic map. In particular,
it is shown that one can get an entirely different split diagram that traditionally achieved when
establishing a standard for the possible values of the initial condition and the numerical results
are rigorously evaluated. Furthermore, it is investigated the impact of rounding mode as defined
in the IEEE Standard 754-2008. It is shown that the default rounding, i.e, rounding to the
nearest, is not always suitable for simulating non-linear dynamic systems. Finally proposes
a definition of stability arising on the assumption that a consistent definition of stability for
discrete event systems must be based on set points that lead to a fixed point and not in a closed

region.

Keywords: Map Logistics, Bifurcation Diagram, Chaotic Dynamics, Fixed points, Conver-

gence, Numerical Inaccuracies.
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CAPITULO 1

Introducao

“Determinagdo, coragem e auto confian¢a sdo fatores decisivos para
0 sucesso. Se estamos possuidos por uma inabaldvel determinacdo,
conseguiremos superd-los. Independentemente das circunstdancias, de-
vemos ser sempre humildes, recatados e despidos de orgulho”

Dalai Lama

Sistemas dinamicos sdo pesquisados desde da época de Newton. Contudo, a partir da desco-
berta do caos deterministico em meados de 1960, o campo de sistemas dindmicos ndo-lineares
tem atraido a atencdo de pesquisadores do mundo inteiro (Suneel, 2006). Desde entdo a co-
munidade cientifica busca meios de compreender o comportamento dos sistemas nao-lineares
ditos cadticos, que em fun¢do da sua dindmica se dividem em dois grandes grupos, continuos
e discretos no tempo (May, 1976). Todavia salienta-se que as equacdes discretas ndo-lineares
ou fun¢Oes recursivas possuem uma grande relevancia em diversos processos. Como afirma

Feigenbaum (1978), fungdes recursivas, do seguinte formato

Tp4+1 = f(l‘n)a (11)

possibilitam descrever uma grande variedade de problemas. Como exemplos t€ém-se, 0 movi-
mento intermitente do sistema cardiaco (Glass et al., 1987), equilibrio ecolégico, e o famoso
modelo predador-presa. Além disso, existe um interesse considerdvel em encontrar circuitos
que representem o comportamento das funcdes recursivas com potenciais aplicagdes em gera-

cdo de numeros aleatdrios, amostragem de frequéncia, variacdo e propagacdo de espectro em
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comunicacdes (Suneel, 2006; Martinez et al., 2013).

Como exemplo de fungdes recursivas importantes t€m-se os mapas unidimensionais, em
especial o mapa logistico, que segundo Ott (2002) é provavelmente um dos mais usados em
diversas aplicagdes e que possui o diagrama de bifurcagdo amplamente investigado.

O mapa logistico definido por (May, 1976):

Tpr1 =1, (1 —zy,), (1.2)

emque () <z, <1le0<r <4. Segundo Saha e Strogatz (1995), o mapa € um dos exemplos

mais abrangentes da matemadtica e por isso 0s autores elencam os seguintes pontos positivos:

* Ele € acessivel, pois estudantes do ensino médio podem explorar os padrdes desta equagao

usando uma calculadora de mao ou um pequeno computador;

* E exemplar. Este tnico exemplo ilustra muitas das no¢des fundamentais de dinamica

ndo-linear, tais como equilibrio, estabilidade, periodicidade, caos, bifurcacdes e fractais

* E relevante para a ciéncia. Previsdes derivadas do mapa logistico foram verificadas em ex-
perimentos com fluidos fracamente turbulentos, em reagdes quimicas oscilantes, circuitos

eletronicos nao-lineares, e uma variedade de outros sistemas.

A anélise da equacao logistica baseia-se no estudo da estabilidade dos seus pontos fixos, que
podem ser estdveis ou instdveis. Todavia para esta andlise a obtenc¢do do diagrama de bifurcagcdo
pode facilitar a compreensdo dos resultados obtidos analiticamente.

Tal diagrama, apesar de estudado exaustivamente, ndo possui ainda na literatura um procedi-
mento rigoroso para a sua construco numeérica, tanto no que se refere a restricoes de condicdes
iniciais, nimero de iteracdes para que haja convergéncia, nimero de pontos que devem ser
considerados como transitorios e as implicagdes do erro devido a conversio, arredondamento e
truncamento de ndmeros no resultado final.

Como exemplo, da ndo padronizacdo do método de constru¢do tem-se que em Ott (2002)
¢é proposto uma algoritmo para construcdo do diagrama, em que € feita a simulagdo com 1500
pontos para cada valor de parametro de controle selecionado, destes pontos os 500 primeiros

sdo descartados, porque segundo o autor pertencem ao regime transitério. Enquanto que em

Paiva, B. P. O.



3 1.1. Objetivos

Monteiro (2006) a simulagdo é feita com 10000 pontos e os 5000 primeiros pontos sao ditos

pertencentes ao regime transitorio.

Ainda sobre o diagrama de bifurcagdo, um fato delicado € o comportamento cadtico apre-
sentado quando o parametro de controle assume valores maiores que aproximadamente 3,57
(Adler et al., 2001); porque para esse tipo de sistema, pequenas diferencas na condi¢do ini-
cial ou na representacdo de um valor obtido a cada iteracdo, sdo suficientes para obtencdo de

resultados que divergem de forma considerdvel do esperado.

Em Hammel et al. (1987) € dito que a experimenta¢do numérica € algo de fundamental im-
portancia para o desenvolvimento da compreensao do comportamento dindmico de um sistema
em estudo, além disso eles afirmam que experimentos dindmicos normalmente necessitam para
obtenc¢do de resultados milhares ou até milhdes de iteracdes. Contudo em Nepomuceno (2014);
Galias (2013); Lozi (2013); Nepomuceno e Martins (2016) é apresentado que a obtengdo de
resultados numéricos em alguns casos podem ser contaminados por erros devido ao nimero de

iteragdes empregadas.

Portanto, um maior rigor para sua anélise numérica se faz necessdrio, pois € pertinente dizer
que, na literatura, existem algumas questdes sobre a obten¢ao do diagrama de bifurcacdo do
mapa logistico, que devem ser melhor esclarecidas. Como apresentado por Paiva e Nepomuceno
(2015) pequenos detalhes oriundos das limitacdes numéricas podem ser determinantes para o
resultado final. E isto também € afirmado por Adler et al. (2001) que levanta uma hip6tese sobre

as possiveis interferéncias do computador no estudo de caos.

A partir do que foi apresentado surge a motivacdo para este trabalho, em que é proposto um

conjunto de consideracdes para aprimorar a obten¢do numérica do diagrama do mapa logistico.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € apresentar algumas consideracdes praticas para a constru-
cdo do diagrama de bifurcacdo do mapa logistico. Tais consideracdes podem ser aplicadas a
outros sistemas dindmicos, pois o mapa logistico € um dos vérios exemplos de sistemas dina-

micos cadticos amplamente investigados.
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1.1.1 Objetivos especificos

Para elaboracdo desta metodologia serd analisado:

* O impacto do arrendondamento da condi¢do inicial, no momento que esta € inserida, visto
que em Paiva e Nepomuceno (2015) foi evidenciado a capacidade desta em influenciar o

diagrama de bifurca¢do do mapa logistico;

* As influéncias das representagdes matematicas equivalentes do mapa logistico no resul-
tado visto que segundo a norma 754 IEEE (2008) algumas propriedades da aritmética dos

numeros reais nao sao garantidas para a aritmética de ponto flutuante;

* Avaliar a partir dos teoremas e definicdes apresentados por Nepomuceno (2014) se existe
um valor 6timo de iteracdes para que haja convergéncia em determinados intervalos do

dominio do parametro de controle r;
* Investigar se existe ou ndo a necessidade de ser considerar certo pontos como transitorio;

* Avaliar o rigor da definicao de estabilidade para mapas discretos baseado em conjunto de

pontos;

» Realizar uma investigacao mais detalhada sobre a definicao de ponto fixo segundo a ana-

lise intervalar, tendo como referéncia a definicao proposta por Nepomuceno (2014).

1.2 Contribuicoes

O trabalho intitulado Consideracoes sobre a condicao inicial na construcao do diagrama
de bifurcacido para o mapa logistico, tem como objetivo apresentar de forma clara os im-
pactos dos erros de arredondamento e de representacdo do conjunto dos niimeros reais pelo
computador, pois para o exemplo em questdo, o mapa logistico, por meio de uma condicao ini-
cial dependente do parametro de controle obtém-se um diagrama de bifurcacdo que ndo esta de
acordo com o disponivel na literatura, apesar de na propria literatura ndo apresentar até entdao
uma restri¢do quanto ao valor da condic¢do inicial quando esta se encontra no intervalo de [0,1].

No artigo Numerical imprecision and its impact on discrete systems as logistic map,

foi investigado uma possibilidade de se evitar a convergéncia para pseudo-Orbitas devido a
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problemas de arredondamento. Para isto avaliou-se as potencialidades das fun¢des de controle
de arredondamento do Matlab.

No trabalho em desenvolvimento Set Stability of Fixed Points for Discrete Maps ¢é pro-
posta uma defini¢ao de estabilidade baseada em conjuntos de pontos para sistemas discretos. E
em Consideracoes sobre a influéncia do condicionamento e do arredondamento na obten-
c¢ao de séries temporais da equacao logistica ¢ dada uma atengao especial ao condicionamento
da equacdo logistica, com objetivo de observar a influéncia do mesmo no resultado das séries

temporais.

1.2.1 Producio bibliografica

* Consideracdes sobre a condi¢do inicial na constru¢do do diagrama de bifurcacio para
o mapa logistico. In Anais do DINCON 2015 - Conferéncia Brasileira de Dindmica,
Controle e Aplicacoes., pp. 1-8.

* Numerical imprecision and its impact on discrete systems such as logistic map. In Anais
do NSC 2016 - 6th International Conference on Nonlinear Science and Complexity., pp.
1-4.
1.2.2 Submetidos Aceitos

* ConsideracOes sobre a influéncia do condicionamento e do arredondamento na obtenc¢ao
de séries temporais da equagdo logistica. CBA 2016 - Congresso Brasileiro de Automd-

tica., pp. 1-5.

1.2.3 Em desenvolvimento

* Set stability of fixed points for discrete maps., pp. 1-5.

1.3 Estrutura da dissertacao

O presente trabalho esta dividido em seis capitulos. No Capitulo 1, sdo introduzidos alguns
conceitos basicos sobre o mapa logistico e alguns dos pesquisadores que ja identificaram as

consequéncias da imprecisao numérica nos resultados das suas simulacdes. Também € apresen-
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tado a justificativa do tema investigado, objetivo do trabalho e as principais contribui¢des. Por
fim, tem-se a estrutura da dissertacdo.

No Capitulo 2 € feita uma revisao tedrica e bibliografica sobre os trabalhos que identificaram
as implicacdes da imprecisdo numérica no mapa logistico ou em outros exemplos pertinentes
e também aqueles que proponham uma metodologia para contornar tais problemas. Os tra-
balhos analisados e apresentados aqui s@o recentes e mais relevantes desenvolvidos na drea e
publicados por meio de periddicos, congressos e dissertacdes de mestrado e doutorado.

No Capitulo 3 sdo apresentados conceitos bdsicos, mas necessarios para o bom entendi-
mento deste trabalho. Inicialmente é apresentado de uma forma mais detalhada alguns tépicos
pertinentes a este trabalho que se encontram na norma IEEE 754-2008 (Overton, 2001). Em se-
guida apresenta-se as definicdes de bifurcacdo, ponto fixo e caos. Por tltimo € analisado o mapa
logistico e suas peculiaridades que ficam evidente por meio do seu diagrama de bifurcacao.

Ja o Capitulo 4 consiste na apresentacdo da metodologia empregada para a realizagdo deste
trabalho. Logo as considera¢des quanto a estrutura da equacgao logistica, consideragdes sobre
a importancia da condi¢do inicial, a definicdo da estabilidade baseada em conjunto de pontos,
caracterizacdo do ponto fixo usando a analise intervalar e os valores 6timos a serem escolhidos
para o ndmero de itera¢des e transitério sdo evidenciados.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados obtidos por meio da aplicacdo da metodologia
proposta. E o grau de pertinéncia de cada topico da metodologia € avaliado.

Por fim, no Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e as consideracoes finais.
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CAPITULO 2

Revisao de Literatura

“ A imaginagdo é mais importante que o conhecimento. Conhecimento
auxilia por fora, mas so6 o amor socorre por dentro. Conhecimento vem,

mas a sabedoria tarda.”

Albert Einstein

O primeiro grande passo da humanidade rumo a ciéncia e a tecnologia foi dado por meio
da concepg¢ao de nimero (Guimaraes e Lages, 1987). Os niimeros estdo presentes em todas as
dreas e apresentam importancia fundamental para o desenvolvimento da sociedade. Os nime-
ros sdo valores aritméticos expressos por palavras, simbolos ou figuras, que representam uma
quantidade particular e sdo usados para contar e fazer calculos (Pearsall e Hanks, 1998).

Acredita-se que a ideia de ndmero surgiu na antiguidade quando o pastor sentiu a neces-
sidade de verificar se o rebanho de ovelhas que levava para pastar era 0 mesmo que retornava
(Guimardes e Lages, 1987). Contudo a medida que o rebanho crescia a necessidade de algo
mais pratico era de fundamental importancia, diante desta demanda acredita-se que o motivo do
uso do sistema decimal deve-se ao uso de uma ferramenta muito prética e acessivel, as nossas
“maos”. A partir da necessidade de contar o ser humano idealizou com o passar dos anos di-
versos dispositivos que pudessem ajudar nesta tarefa, contudo, nenhuma delas foi tao eficiente
e capaz como sdo os computadores.

Umas das dreas da ci€ncia que aproveitou muito da capacidade de realizar célculos dos
computadores e com isso desenvolveu-se bastante foi a de sistemas dindmicos, em especial,
sistemas dindmicos que apresentam comportamento cadtico, sejam eles de tempo continuo ou

discreto. Um dos exemplos mais emblemaéticos do uso de computadores é o de Lorenz, que no
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inicio da década de 60, desenvolveu um modelo que simulava no computador a evoluciao das

condi¢des climaticas, a partir dos valores iniciais de ventos e temperaturas.

Este exemplo € tao importante por que, a partir das simulagdes feitas por Lorenz, foi possivel
constatar que pequenas modificacdes nas condicdes iniciais acarretariam grandes alteracdes
na evolug¢do do quadro como um todo. Logo o sistema em questdo possuia comportamento
cadtico, e assim a partir desta constatacdo Lorenz desenvolveu um trabalho que serviu como
catalisador da teoria do caos. Além do exemplo citado, tem-se vdrias outras situagdes em que

esta ferramenta foi utilizada para chegar a soluc@o de diversos sistemas dindmicos importantes.

Contudo uma situagdo que normalmente passa despercebida € o processo de discretizacdao
que ocorre normalmente com os sistemas dindmicos quando estes sdo submetidos a um método
resolutivo, por exemplo, Runge Kutta de 4* ordem. Para que seja possivel a solu¢ao € necessario
primeiro que o computador transforme os dados em elementos discretos € manipule-os como
tal, por que 0 mesmo possui um conjunto finito de nimeros. Logo termos como +oo, pode
ser compreendido como o maior valor disponivel e infinitesimal como 0 menor nimero que o

computador € capaz de representar.

As observagdes apresentadas aqui com o passar dos anos comegaram a intrigar pesquisa-
dores de todo mundo, que em busca de resultados mais precisos comecaram a refletir sobre a
discrepancia que existe entre o conjunto dos nimeros reais que € estudado por nds e o que existe
nos computadores e partir disso algumas dividas surgiram e consequentemente trabalhos que

criticavam tal divergéncia também.

A partir destes trabalhos a competéncia dos computadores em realizar simulacdes numéri-
cas foi colocada em xeque, pois algumas destas pesquisas que comecaram a surgir no século
passado descrevem como as limitacdes numéricas deste dispositivo podem interferir de forma
significativa nos resultados obtidos quando se simulam sistemas dindmicos, em especial os que

apresentam comportamento cadtico.

E um fato importante € que a preocupacdo com a precisao em célculos numéricos € algo
que antes mesmo do surgimento dos computadores ja era levantada, um exemplo relacionado a
este topico € o trabalho de Richardson (1911, 1927), no qual uma técnica chamada extrapolagcdo
é proposta para obter uma estimativa mais precisa a partir da combinacdo de duas estimativas
menos precisas. A extrapolacdo de Richardson € um método utilizado para gerar resultados

de alta precisdo, quando se usam férmulas de Newton-Cotes de baixo grau, que apesar de ter
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sido proposta a mais de 100 anos atrds ainda € utilizada (Freitas, 2002). Logo, por que algo tao

importante e fundamental, que possui trabalhos relevantes, nao foi amplamente difundido?
Para poder dar mais fomento ao assunto alguns trabalhos que citam tal tema ou desenvolvem

algum estudo na drea serdo apresentados a seguir. O objetivo principal de tal revisao € evidenciar

que este assunto nao € novo.

2.1 Trabalhos relevantes

O primeiro trabalho a ser apresentado foi proposto por Matsumoto (1966) que mostra que
uma pequena alteracao da condi¢ao inicial pode eventualmente, dar origem a uma trajetéria
inteiramente diferente. Logo seria correto afirmar que o erro de arredondamento € suficiente
para obter um resultado totalmente errado?

Em seguida tem-se o artigo de Hammel et al. (1987), em que os autores citam a importancia
da simulacdo numérica e a sua larga utilizacdo em estudos em geral. Outro ponto levantado é
sobre a sensibilidade dos sistemas cadticos a condi¢des iniciais, pois pequenas pertubacdes ou
erros podem interferir de forma determinante no resultado final. A partir dessas afirmagdes os
autores lancam a divida sobre a confiabilidade dos resultados obtidos numericamente quando
se trabalha com sistemas cadticos, pois 0s mesmo t€m conhecimento dos erros inseridos pelo
computador, devido ao arredondamento e truncamento de valores numéricos. Para investigar
esse assunto eles utilizam o computador Cray X-MP que para época era uma das mais potentes
maquinas existentes e que comparado aos dias atuais possui um precisdo proxima da double.
A partir das simulagdes realizadas nesse computador do mapa logistico quando o pardmetro de

controle » = 3,8 e condi¢do inicial xy = 0,4, Hammel et al. (1987) propds o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Existe uma 6rbita verdadeira x,, do mapa logistico para qual p, estd a uma

distancia de 10~7 de x,, mesmo apés 107 iteracdes.

Os autores salientam que ap6s 107 iteragdes a 6rbita numérica p,, ndo fica mais préxima
da 6rbita verdadeira z,,. Com este resultado os autores dizem ter provado a propriedade do
sombreamento numérico, pois como originalmente proposta por Anosov (1967); Bowen (1975)
ela ndo € valida para o mapa logistico, por que o mesmo é ndo-hiperbdlico.

No trabalho de Hasler (1987) é citado que o comportamento cadtico observado em labo-

ratorios pode ser causado por alguma pertubacio e que simulagdes podem ser extremamente
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prejudicadas devido a acumulagdo dos erro de arredondamento.

Em Banks et al. (1992) os autores fazem uma andlise da definicdo de estabilidade proposta
por Devaney (1989), pois segundo eles sistemas dindmicos cadticos receberam uma grande
atencao nos ultimos anos, mesmo nao havendo uma defini¢cdo matemadtica universalmente aceita
de caos. Na defini¢do proposta por Devaney (1989) sdo apresentadas 3 caracteristicas como

essenciais para que ocorra caos.

Definicao 2.1.1 (Devaney, 1989). Adote que X € um espaco métrico. Um mapa continuof :

X — X é dito ser cadtico em X se:
1. f é transitiva;
2. Os pontos periddicos de f sdo densos em X;
3. f possui sensibilidade as condi¢des iniciais.

Dawson et al. (1994) estuda a existéncia ou ndo de trajetdrias verdadeiras de sistemas di-
namicos cadticos proximas de trajetdrias geradas por meio de simulagdo em computadores. O
motivo desta diivida segundo os autores reside no fato que solucio obtidas em computadores po-
dem ser prejudicadas por pequenos erros de arredondamento e truncamento. Esta necessidade
de uma resposta reside no fato que se houver uma diferenca significativa entre os resultados
numéricos e o real os autores acreditam que o investigador ndo pode prosseguir o seu trabalho.
Eles citam que este problema para sistemas cadticos € muito grande, por exemplo, um modelo
de previsdao do tempo quando alimentado por condi¢cdes dotadas de pequenos erros pode levar a
resultados errados e inuteis.

Adler et al. (2001) apresentam um estudo de caso em que o mapa logistico exibe um compor-
tamento dependente da precisdo. Uma afirmacio interessante feita pelo autor é que uma maior
precisdo ndo conduz necessariamente a uma maior exatiddo e, na verdade, o contrario pode ser
verdade. O trabalho apresenta uma hipdtese em que o computador interfere consideravelmente
no estudo de caos.

De acordo com Shuai et al. (2000) os computadores sao indispensdveis ao estudo de siste-
mas cadticos. No entanto, em funcio da sensibilidade exponencial de solu¢des cadticas com
o ruido, pequenos erros na solucdo podem crescer muito rapidamente com o tempo de modo

a que o ruido devido ao truncamento pode alterar drasticamente a solucdo, criando entdo uma
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pseudo-trajetdria. Para as pseudo-trajetdrias, uma questdao importante € a propriedade do som-
breamento, que lida com a existéncia de pseudo-trajetdrias que ficam proximas das trajetdrias

verdadeiras.

Os autores de (Oberkampf et al., 2002) discutem sobre os problemas das solu¢des numéricas
com erro que geralmente sdo ignorados em andlises de avaliacdo de risco e em simulacdes
nao deterministicas. Tentando contribuir para solu¢do do problema numérico € proposta uma
estrutura para identificacdo de erro e incertezas na modelagem de simulagdes computagdes. A
estrutura € idealizado para modelos que sao dados por um conjunto de equagdes diferenciais
parciais (PDE), que devem ser resolvidas numericamente, embora os autores acreditam que tal

framework poderad ser aplicado na modelagem em geral.

Em Freitas (2002) é apresentada um discussao sobre como obter de forma efetiva a magni-
tude do erro ou como limitar as incertezas em um célculo. No entanto como o proprio autor diz
este assunto ainda € matéria prima para muitas pesquisas atualmente. Todavia um fato curioso é
que um dos métodos utilizado para amenizar o erro foi proposto a mais de 100 anos atrds, i.e, 0
método de extrapolagdo h? de Richardson (1910). Outro ponto importante levantado pelo autor
€ que ndo € usual estimar o erro em simulacdes numéricas, porque um método de avaliacdo s6

serd vélido se as outras fontes de erro forem quantificadas.

Neste ponto € interessante definir que a técnica de verificagdo consiste no processo de de-
terminar se o0 modelo matematico foi resolvido corretamente. Roache (1998) define verificacao
como resolucdo correta de equacdes. Enquanto a validagdo é o processo de determinar a pre-
cisdo do modelo de simulacdo para o dominio de aplicacdo. Roache (1998) define validacdo
como resolugdo das equacdes corretas. Um fato interessante levantado pelo autor € quanto a
importancia de se ter um modelo correto e um método correto para lidar com este modelo, por
que segundo ele o método de resolugdo empregado pode ser o responsdvel pela geracio de erros.
Portanto uma especificagdo completa da validagdo seria, resolver as equacdes corretas usando o
método correto. O autor chega a especificar a importancia da verificagdo e da validagdo dizendo
que o primeiro objetivo € minimizar os erros no codigo e no modelo de equagdes e em segundo

lugar € estabilizar os limites de incertezas em simulagdes.

A extrapolacdo de Richardson ¢ empregada em Franke e Frank (2008) e a sua forma ge-
neralizada por Roache (1998) foi aplicada com sucesso por Cadafalch et al. (2002) para va-

rios problemas de fluxo de turbuléncia, incluindo, transferéncia de calor e de reacdo quimica
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e mostrou-se obter em geral estimativas vidveis da banda de erro, por isso o autor cita que a

extrapolacdo de Richardson pode ser um caminho para o controle do erro em simulacdes.

A extrapolacdo de Richardson é empregada em Franke e Frank (2008) e a sua forma ge-
neralizada por Roache (1998) foi aplicada com sucesso por Cadafalch et al. (2002) para va-
rios problemas de fluxo de turbuléncia, incluindo, transferéncia de calor e de reacdo quimica
e mostrou-se obter em geral estimativas vidveis da banda de erro, por isso o autor cita que a

extrapolacdo de Richardson pode ser um caminho para o controle do erro em simulacdes.

Em Holbig et al. (2009) € citado que em trabalhos com computacio cientifica, em especial
para a resolugdo de aplicagdes reais de grande porte utilizando nimeros em ponto-flutuante,
deve-se preocupar com o controle dos erros gerados pela computacdo numérica, por que hé a
possibilidade de se obter um resultado totalmente incoerente dependendo do sistema em andlise.
Uma forma para tentar amenizar este problema segundo os autores € o cdlculo com alta exatiddo.
Esta técnica consiste na realizacdo de célculos intermedidrios sem arredondamentos como se
fossem em precisao infinita, logo o resultado exato real e o resultado representado diferem por
um tunico arredondamento e, caso este seja representado através de intervalos, pode-se aplicar
arredondamentos para cima e para baixo nesse valor real, transformando a resposta em um
intervalo que contém o resultado real exato, onde os valores do intervalo representam os dois

nimeros de maquina localizados antes e depois do resultado exato que se deseja representar.

Em Lozi (2013) é apresentada uma revisao com tom de critica, sobre os estudos e as conclu-
sOes obtidas a partir de sistemas dinamicos ndo-lineares quando estes necessitam de simulagcdes
numéricas, pois segundo o autor os resultados destes estudos podem estar contaminados por
erros oriundos do arredondamento e truncamento. Além disso, € salientado que se os sistemas
apresentam comportamento cadtico os problemas aumentam, pois estes sistemas possuem uma
alta dependéncia as condic¢des iniciais. Alguns dos sistemas analisados pelo autor sdo: o mapa
de Hénon, o mapa logistico, o mapa de Lozi, o circuito de Chua, o atrator de Lorenz e o atrator
de Rossler. Como pode ser observado todos os sistemas analisados foram e ainda sao ampla-
mente estudados. Quanto as conclusdes do trabalho o autor diz que em certas situacdes onde o
sistema estudado apresenta alta complexidade, logo é necessério o uso de simulagdo numeérica,
a Gnica resposta é que ndo hd uma resposta totalmente confidvel. E ressaltado também que mui-
tos estudos realizados atualmente ndo sdo conduzidos com o cuidado necesséario e isto leva a

teorias falhas. Por ultimo o autor deixa claro que sdo necessdrios mais estudos para investigar a
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relacdo entre computacdo numérica e o comportamento tedrico de solucdes cadticas de sistemas
dindmicos.

Liao e Wang (2014) apresentam uma simula¢do numérica em que eles afirmam ser uma so-
lucdo confidvel da equagdo cadtica de Lorenz para um intervalo [0,10000]. Para chegar a tal
conclusdo os autores levam em consideracdo a dependéncia as condi¢des iniciais de tal equa-
cdo e que a propriedade do sombreamento apesar de dar suporte a algumas simulagdes ndo se
aplica a tal situac@o. Para realizar tal simulagcdo os autores utilizaram 1200 CPUs do National
Supercomputer Center in Tianjin, China e TH-1A para auxiliar nos calculos, com precisao de

4180 digitos de precisdo multipla.

Algumas das observacdes levantadas pelos autores sdo que simulagdes numéricas de siste-
mas cadticos ndo dependem apenas das condi¢des iniciais, mas também do algoritmo utilizado
e da precisdo numérica em cada iteracio e que algumas simulacdes de sistemas cadticos ndo

possuem fundamentacio suficiente para que sejam ditas ser aproximadamente corretas.

Como conclusdo os autores destacam que as técnicas disponiveis na literatura, tais como,
“tempo de sombreamento”, “médximo tempo de computagdo efetiva” e “maximo tempo para
dissociagdo”, levam a conclusdo que as simulacdes confidveis de sistemas dindmicos cadticos

devem ser executadas em um intervalo finito.

Em Galias e Tucker (2015) € criticado o atrator do mapa de Hénon para os valores de para-
metros tradicionalmente utilizados, (a,b) = (1,4;0,3), pois segundo os autores existe uma divida
quanto ao atrator deste mapa ser estranho/cadtico. Para tentar sanar tal ddvida os autores in-
vestigam a existéncia de Orbitas periddicas para valores muitos proximos dos valores classicos
para os parametros (a,b) = (1,4;0,3). Como conclusdo para os resultados obtidos, tem-se que
a probabilidade do atrator do mapa de Hénon ser periédico € extremamente pequena e que €
grande a possibilidade do atrator de Hénon ser cadtico, entretanto, os autores deixam claro que
a existéncia de janelas periddicas extremamente proximas para valores de (a,b) préximo dos
valores cldssicos sugere que algo acontece e que mais estudos devem ser realizados. Logo a

pergunta ““ Is the Hénon attractor chaotic? ” nao € descartada.

Lozi e Pchelintsev (2015) apresentam um novo método, que segundo eles € confidvel, para
o célculo numérico de solugdes cadticas de sistemas dinamicos, e tal método € aplicado ao
atrator de Chen. Contudo antes de apresentar tal método os autores destacam a importancia do

mesmo através da seguinte observagdo: a prova tedrica da existéncia de atratores hiperbdlicos

Paiva, B. P. O.



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 14

ou estranhos é extremamente dificil para se obter manualmente, logo as provas obtidas com o
auxilio computador seriam uma possibilidade se ndo houvesse um problema de confiabilidade
com os resultados obtidos. O método proposto € descrito pelos autores como uma combinagdo
de vérios “ingredientes” numéricos que sdo: série de poténcia, computacdo de alta precisdo
juntamente com partes de trajetéria e computacdo com avango e retrocesso para alcangar a

precisao necessaria.

Como conclusdo eles afirmam que as trajetérias do atrator de Chen ndo estio proximas, e que
erro computacional € muito menor do que o raio da regido circular em volta da condi¢do inicial
escolhida. Além disso, € dito que o resultado nio pode ser melhorado através da diminui¢ao do

passo At integracdo, uma vez que pode ocasionar erro de integragao .

Em van den Berg e Lessard (2015) os autores iniciam o trabalho justificando que para o
estudo de sistemas ndo-lineares os computadores sdo uma ferramenta de fundamental impor-
tancia. Contudo os autores levantam a seguinte pergunta: o qudo confidveis sa0 0S NoOsSsos
célculos? Segundo eles esta questdo se sustenta devido ao fato que para a solugdo de equacdes
diferenciais ordindrias e equagdes diferencias parciais normalmente grandezas infinitesimais
sdo requisitadas, contudo, tais grandezas em certos momentos nao sao corretamente represen-
tadas, devido a erros como arredondamento e truncamento. Para solucionar este problema os
autores citam uma nova drea da ciéncia que surgiu para suprir tal demanda, célculo numérico
rigoroso para sistemas dindmicos. Tal drea tem como objetivo fornecer uma declaracdo mate-
maticamente rigorosa que possibilite validar as simulacdes numéricas. Como forma de mostrar
o potencial de drea eles citam o exemplo de que recentemente o cdlculo numérico rigoroso foi
utilizado para provar a existéncia do atrator estranho no sistema de Lorenz. Uma observagao
levantada pelos autores, muito interessante € que a computacgao rigorosa avaliada ao longo das
simulacdes podem auxiliar na “construcao” da matematica. Como exemplo da afirmagao ante-
rior, tem-se as provas assistidas por computador, onde ndo € o computador que faz o trabalho,
neste caso ele auxilia o processo, assim surge o que os autores chamam de “quase-analitico”,
pois a maior parte da andlise € feita manualmente, e em seguida para um verificagdo final um

lista finita de desigualdade € calculada pelo computador.

O trabalho de da Silva e Nepomuceno (2016) tem como objetivo evidenciar que o teorema
proposto por Hammel et al. (1987) ndo se verifica quando € feita uma mudanca no condiciona-

mento da equagdo logistica. Sendo que tal mudanca leva a um condicionamento matematica-
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mente equivalente ao normalmente utilizado na literatura. O motivo de tal resultado inesperado
¢ justificado pelos autores por meio da nota que existe na norma IEEE-754/2008 em que € dito
que os axiomas basicos da matemdtica nao sdo contemplados, logo a propriedade da distributiva
por exemplo ndo € observado na aritmética de ponto flutuante.

Por ultimo em Nepomuceno e Martins (2016) uma metodologia muito util na simulacio de
modelos polinomiais NARMAX (nonlinear autoregressive moving average model with exoge-
nous inputs) é proposta. Tal procedimento baseia-se na comparagdo entre duas pseudo-Orbitas
obtidas através de dois modelos matematicamente equivalentes, mas com diferentes represen-
tacdes em ponto flutuante. O método elaborado foi aplicado nos seguintes modelos: mapa do
seno; circuito de Chua e o oscilador de Duffing-Ueda, sendo que o mesmo € suficiente para a
viabiliza¢cdo de uma simulacio quando a precisdo requerida € maior do que o lower bound error
(limite inferior para o erro).

Algumas consideragdes importantes feitas pelos autores sdo que: nao foi encontrado ne-
nhum artigo que lida com o erro de propagacdo devido a precisdo finita dos polindmios NAR-
MAX; o limite inferior do erro é uma ferramenta simples e prética, capaz de viabilizar o de-
senvolvimento da computacdo numérica de simulacdes de sistemas dinamicos; que pode ser
calculado facilmente através da metade da distincia entre duas pseudo-6rbitas em cada iteragao
n.

A seguir quatro trabalhos relacionados ao tema sdo descritos com mais detalhes, pois dife-
rentemente dos anteriores, os autores deixam mais claro como chegaram aos seus resultados e

com isso facilitam um maior entendimento do assunto e do que foi proposto pelos mesmos.

2.2 Implicacoes das limitacoes numéricas

Praticamente toda a computacdo numérica utiliza a aritmética de ponto flutuante e quase
todos os computadores atuais fazem uso da norma 754 IEEE (2008). A computa¢do numérica
ainda estd longe de ser uma ferramenta que disponibiliza resultados totalmente corretos. A
aritmética de ponto flutuante é uma operacao sistematica da aritmética dos nimeros reais e €
representada por um subconjunto finito dos nimeros reais.

Comumente a grande maioria dos pesquisadores utiliza 0 modo de precisao dupla (double).

Em Yabuki e Tsuchiya (2013) € evidenciada as diferengas dos resultados obtidos quando se
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utiliza modo de precisdo dupla com 64 bits e o de 80 bits, denominado precisdo dupla estendida.
Como meio de apresentar as diferencas Yabuki e Tsuchiya (2013) realizam a simulacdo do
mapa logistico, utilizando os dois modos de computacdo para assim mostrar o impacto dos
erros numéricos.

Além de avaliar o impacto do modo computacional Yabuki e Tsuchiya (2013) analisam uma
outra questdo que na concep¢ao de muitos nao influencia o resultado final de um simulagdo
numérica. Esta questdo é a ndo implementacdo dos axiomas basicos da multiplicacdo e da
adicdo no computador. E possivel encontrar tal afirmacdo na norma 754 IEEE (2008).

Para analisar o impacto da auséncia dos axiomas bésicos da multiplicag¢do e adi¢do o autor

faz uso do seguinte formato da equacdo logistica, que € comumente encontrada nos trabalhos

presentes na literatura

Tpt1 = 1, (1 —zy,). 2.1

Aplicando os axiomas basicos Yabuki e Tsuchiya (2013) obtiveram as seguintes equacoes

que equivalem matematicamente a equacdo padrao 2.1 do mapa logistico.

Ll || xpy1 = (az,)(1,0 — x,)
L2 || i1 = a(x,(1,0 — x,))
L3 Tni1 = (a — azy)x,
14 Tpi1 = a(T, — TpTy)
LS || xpi1 = ax, — (axy)T,
L6 || xpi1 = ax, — a(z,z),)

Tabela 2.1: Equacdes do mapa logistico. Fonte: Yabuki e Tsuchiya (2013).

E como forma de corroborar as suas afirmacdes Yabuki e Tsuchiya (2013) realizam a simu-
lagdo do mapa logistico para o modo double 64 bits usando os formatos (L1) e (L6) do mapa
logistico, e a partir disso compara as diferengas dos dois por meio da subtracao dos valores ob-
tidos para cada um dos formatos e plota isto em um grafico. O limites do pardmetro de controle
adotados s30 @i, = 3,0 € amee = 4,0, nimero de iteragdes M = 1000, e condi¢do inicial
xo = 0,1.

Para analisar o impacto do modo computacional o autor realiza 0 mesmo procedimento pro-
posto na simulacdo anterior, alterado apenas o modo de precisdo dupla de 64 bits para precisao
dupla estendida 80 bits, conforme visto na Fig. 2.1

A partir do que foi apresentado fica facil de compreender que pequenos detalhes podem
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Figura 2.1: (a) O diagrama de bifurcagdo para a expressdo (L1). (b) O diagrama para (L5). (c) O
diagrama para a diferenca entre (a)x,, e (b) y,. Obtidos usando 64 bits . Fonte: Yabuki e Tsuchiya
(2013)

)

a a a

Figura 2.2: (a) O diagrama de bifurcagdo para a expressdo (L1). (b) O diagrama para (L5). (c) O
diagrama para a diferenga entre (a)x,, e (b) y,. Obtidos usando 80 bits. Fonte: Yabuki e Tsuchiya
(2013)

prejudicar o resultado final de uma simulagdo numérica, logo é pertinente afirmar que o co-
nhecimento prévio dos procedimentos necessdrios e das ferramentas que serdo utilizadas na

simulagdo sdo necessarios.

2.3 Uma forma de aferir o erro em func¢oes recursivas

Em simulagdes de fungdes recursivas é comum que os pesquisadores optem por realizar
muitas iteragdes, na esperanca de que com estas “vdrias’” iteracdes o sistema chegue a con-
vergéncia. Contudo em Nepomuceno (2014) é possivel concluir que em algumas situacoes,
“muitas” iteracdes podem levar para uma resposta incorreta ao invés de levar a convergéncia,
pois a propagacao do erro foi tanta que este comprometeu a resposta final.

Visando contornar este problema Nepomuceno (2014) propds um teorema que possibilita
avaliar em simulagdo de fungdes recursivas até que ponto (nimero de iteragdes) o resultado €

confidvel. Além disso, fazendo uso da computagdo intervalar Nepomuceno (2014) apresenta
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uma definicdo que contempla a convergéncia de pontos fixos em computadores. A seguir a

defini¢do e o teorema propostos por Nepomuceno (2014) sdo apresentados.

Definiciio 2.3.1 (Nepomuceno, 2014). Se d(f,(Z*), fu—1(Z*)) > 6,+0,1, entdo Z* é um ponto
fixo, em que fn e fn_l sdo uma aproximacdo de f, de f,_; respectivamente, Z* aproximagao

de z*, §,, € 9,41 erro obtido devido as iteragdes n e n + 1.
Para qualquer f,, existe um erro 9,, associado. Adote ¢ tal que
€ > Kk =sup(d,) + sup(dn). (2.2)

Teorema 2.3.1. Se a sequéncia de fungdes {f,} definida sobre E converge uniformemente
sobre F/, entdo para todo & > k existe um inteiro N talquen > Nem > N,z € lex € J
implica em

k< d(fu(®), fm(2)) > & (2.3)

Para evidenciar as potencialidades do teorema Nepomuceno (2014) apresenta o seguinte

exemplo problema.

Dado o mapa logistico proposto por (May, 1976)

Tp1 = f(xn) = re, (1 —zy,). (2.4)

Adote r = 327/100 e a condi¢@o inicial zo = 100/327. Agora substitui-se na equagdo logistica

e obtém-se
27 1 1 27T —1 22

x1:37.00.<1_00):37 00 _ 227 2.5)

100 327 327 327 327

327 227 227 227 100 227
=— — |l === == - 2.6
27 100 327 ( 327) 100 327 327’ (26)
entdo ry = x9 = x3 = ... = x, = 227/327, logo conclui-se que Eq. (2.6) converge para apenas

um ponto fixo. Contudo aplicando o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 1

r < 327/100;

xo < 100/327;

N + 200;

for n<+ 0 to N do

| Tpy1 <=1 2p(1 — p);
end

AU A W -

Tabela 2.2: Algoritmo para simula¢ido do mapa logistico. Fonte: Nepomuceno (2014).

0.9
0.8

0.7

= 06
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0.4

1 50 100 150 200
n

Figura 2.3: Simulagéo de x,, em (1.1) com r = 327/100 e xp = 100/327. Fonte: Nepomuceno (2014).

A partir da Fig. (2.3) € possivel constatar que o resultado obtido para n ~ 140 é

Tn >~ 04887 e x,1 ~ 0,817

Portanto o resultado obtido pelo computador esté incorreto. Nepomuceno (2014), afirma que
o computador nao apresentou os mesmo resultados que os cdlculos analiticos, por que niao pode
representar precisamente os parametros e reproduzir fielmente os resultados das operagdes dos
ndmeros reais. Apds evidenciar que a resposta numérica obtida nao estd correta o mesmo aplica
o seu teorema na simulacdo numérica. Com isso chega-se a conclusao que para o problema em
questdo apds 4 iteracdes nao € possivel garantir a confiabilidade do resultado obtido, pois para
um nimero maior que este o erro comega se propagar ao ponto de, apds 140 iteracdes, obter um
resposta que nao € verdadeira.

Por meio do Teorema 2.3.1, tem-se na Tab. (2.2) o cdlculo apresentado por Nepomuceno
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(2014) para o ponto fixo que foi mostrado no exemplo problema, levando em consideracdo a
quantidade de interagcdes ideal para que ndo haja perda de informac¢do devido ao acumulo de

€IToSs.

Tabela 2.3: Simulacdo das 4 primeiras iteragdes quando se aplica o Teorema 3 proposto no trabalho de

Nepomuceno (2014).
i'\n d(f/ina ‘//E\n—l) 671
0,305810397553517 0 2,77555756156289 % 10-17

0,694189602446483 0,388379204892966 3,25197734863617 x 1016
0,694189602446483  2,22044604925031 x 1071¢  1,52284898079424 x 10~1°
0,694189602446483  3,33066907387547 x 1071% 543916855498739 x 10715

W = OB

2.4 Computacao intervalar aplicada ao mapa logistico

Em Rodrigues Jr. e Nepomuceno (2015) € aplicado a computagdo intervalar para chegar a
resposta correta. Para ser possivel realizar a computagdo intervalar Rodrigues Jr. e Nepomuceno

(2015) utilizam as fungdes,
system_dependent (' setround’,-Inf) e
system_dependent (' setround’, +Inf),

do Matlab. Uma visdo do algoritmo implementado por Rodrigues Jr. € Nepomuceno (2015) e
apresentado na Algoritmo 2.

A partir dos resultados obtidos por Rodrigues Jr. € Nepomuceno (2015) no Matlab com o
codigo que foi apresentado no Algoritmo 2 foi possivel constatar que apenas oito raizes puderam
ser perfeitamente armazenadas pelo computador que usa um sistema double ou de 64 bits. Estes
resultados sdo satisfatorios pois a resposta obtida estd em concordincia com a obtida analitica

em Nepomuceno (2014). Logo pode-se concluir que a computagdo intervalar € algo promissor.

2.5 Computacao intervalar aplicada ao mapa de Hénon

Em Galias (2013) ¢é reforcada a importancia da computacao intervalar, segundo o autor a
computacdo intervalar € dito como sendo o método de computagdo rigorosa. Esta afirmag¢do do

autor pode ser vista como vélida principalmente em simulacdes de sistemas ndo-lineares que
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Algoritmo 2

Xy « round(xg);

Xy < round™(zo);

para n < 0 até N faca
X1 —round™ (r- X, (1-X,));
X« roundt(r- X;F(1 - XN));
Xn = [Xo X;H];
se X, N X, # 0 entao
X, é ponto fixo

fim se

fim para

Tabela 2.4: Algoritmo para calculo do mapa logistico. Fonte: Rodrigues Jr. e Nepomuceno (2015).

possui comportamento cadtico, pois como dito por Ott (2002) pequenas mudangas na condi¢do
inicial implicam em resultados que diferem totalmente do esperado.

Como forma de evidenciar os erros de arrendondamento, Galias (2013) calcula a trajetdria
do mapa de Henén. Na simulacdo o erro inicial estd no nivel baixo (< 1071°), cresce rapi-
damente com um comportamento exponencial e apds aproximadamente 80 iteragdes 0 mesmo
estd proximo de 1.

Apesar de afirmar a potencialidade da computagdo intervalar o mesmo afirma que € neces-
séria técnicas robustas para analise da computacgdo intervalar, por que apds vdrias interagdes é
possivel obter uma superestimac¢ao do intervalo onde a reposta se encontra.Galias (2013) men-
ciona que uma resposta que se encontra entre mais infinito e menos infinito esta correta, contudo

ndo é viavel.

2.6 Conclusoes do capitulo

O interessante sobre o tépico imprecisdo numérica parecer atual 0 mesmo nao € por que
mesmo nao sendo diretamente atacado a preocupacao ja € citada por diversos trabalhos ha muito
tempo.

O presente capitulo apresentou uma revisdo sobre como o problema da imprecisao numérica
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Figura 2.4: Propagacdo dos erros de arredondamento durante a computacdo da trajetéria do mapa de
Hénon para uma condig¢do inicial (0,0); e, representa a distancia Euclidiana entre a solugdo obtido por
meio da precisdo dupla e a solucdo verdadeira. Fonte: Galias (2013).

se difundiu e discutiu alguns trabalhos na drea e as suas implicacdes. Em que quatro se des-
tacaram pela clareza das informacdes apresentadas, Yabuki e Tsuchiya (2013); Nepomuceno
(2014); Rodrigues Jr. e Nepomuceno (2015); Galias (2013).

Em Yabuki e Tsuchiya (2013), pode ser visto a influéncia do modo de precisao e da estrutura
das equacdes utilizadas na obten¢do do resultado final.

Em Galias (2013) € discutido as implica¢gdes da imprecisdo numérica na obtencao de rbitas,
pontos fixos, trajetdrias, dentre outros itens pertinentes a sistemas nao-lineares e também sao
apresentados métodos que segundo o autor sdo grandes facilitadores da analise intervalar, que
segundo ele € uma técnica que possibilita o cdlculo numérico rigoroso.

Em Nepomuceno (2014) fazendo uso de um exemplo numérico foi possivel motivar o leitor
sobre a necessidade de um método adequado para o tratamento dos erros obtidos a cada iteracao
de uma funcdo recursiva. Este método foi proposto e suas potencialidades foram apresentadas
por meio do célculo correto do ponto fixo do problema apresentado como motivacional.

Por dltimo em Rodrigues Jr. e Nepomuceno (2015) foi possivel observar por meio as impli-
cacgoes dos erros de arredondamento no resultado final e também uma técnica para investigar o

problema de imprecisdo, a computacao intervalar.
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CAPITULO 3

Fundamentacdo Teorica

“Revesti-vos de toda a armadura de Deus (...) para que possais resistir

no dia mau e, havendo feito tudo, ficar firmes.”

Efésios 6
3.1 Sistemas nao-lineares discretos
3.1.1 Caso unidimensional
Considere o mapa:

Uma 6rbita' é formada pelos pontos gerados pelas sucessivas aplicagdes de f, dada uma
condicdo inicial 7. Logo, essa sequéncia é formada pelos pontos xg, 1 = f(z), 2 = f(x1),
-, Zp, = f(zp—1). O ponto fixo * de um mapa é um ponto para o qual x,,,1 = x, = z7,
quando n tende ao infinito. Ou seja, partindo de 2, permanece-se em z*. Assim tem-se que =~

satisfaz a seguinte relagdo:

= f(z"). (3.2)

A estabilidade de x* € estudada analisando o comportamento das sucessivas iteragdes que

partem de um ponto x,, localizado na vizinhanca de =* (Monteiro, 2006). Se a sequéncia de

"Normalmente, usam-se os termos “6rbita” e “ponto fixo” para sistemas de tempo discreto e, respectivamente, “trajetéria”
e “ponto de equilibrio” para sistemas de tempo continuo (Monteiro, 2006).

23
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pontos obtida aproxima-se de x*, entdo esse ponto € assintoticamente estavel; se a sequéncia se
afasta, x* é instavel.
Adote que z,, € um ponto “préximo” de x*, portanto:

Tp =2 + Op, (3.3)

com §,, = x, — =¥, tal que |9,,| < 1. Se o ponto seguinte z,, 1

Tnr1 = f(x,) = f(x"+ dy), (3.4)
estd mais proximo de x*, portanto x* € assintoticamente estdvel; se estd mais distante, z* €
instavel. O ponto z,,41 pode ser denotado como:

Tpy1 =2 + Opgr. (3.5)

Assim, a estabilidade de z* é obtida por meio da comparacéo da distancia entre |0,,| € [0,,11]-

Se |5TL+1| < |5n

, implica entdo que z* € assintoticamente estivel e se o contrdrio ocorre tem-se
que z* € instavel.
Por exemplo, adote que a distancia |9, | seja infinitesimal. Expandindo f(x,) em torno de

x*, e tomando apenas até o termo linear nessa expansao, obtém-se:

df (x)
dx

flzn) = f(a" +0,) ~ f(z) + ( ) 0, +0(8,)% (3.6)

Considerando que f(z,) = x,11 = *+ 0,41 e que * = f(x*), a Eq. (3.6) pode ser escrita

por:

St = Ao, (3.7)

tendo como autovalor A\ dado por:

df (x)

A:
dx

(3.8)

r=x*

Logo, para |0,,11| < |0,], ocorre que —1 < A < 1, 0 que equivale a a estabilidade assintdética.

Se 0 < A < 1, as sucessivas iteragdes se aproximam de z* de forma monétona, isto €, a
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diferenca x,, — x* tem sempre o mesmo sinal. Todavia se —1 < A < 0, as sucessivas iteragdes
aproxima-se de x* de maneira oscilatdria; isto €, a diferenca z,, — x* troca de sinal a cada
iteragdo Monteiro (2006).

Resumindo:

» Para A > 1, as sucessivas iteracdes afastam-se de forma mondétona de x*;

» Para \ < —1, elas afastam-se de modo oscilatério;

» Se A = +1 ou A = —1, ndo se pode determinar a estabilidade de x* por esse método, caso
f(z) seja ndo-linear.

» Se —1 < A\ < 0, as sucessivas iteracdes aproxima-se de z* de maneira oscilatdria; isto €, a

diferenga x,, — x* troca de sinal a cada iteragdao

3.1.2 Orbita periédica

Em mapas, uma 6rbita periddica de periodo-k € composta por k pontos diferentes x1, zo, - - - , Ty
que se repetem periodicamente. Assim, de x; obtém-se x5 de x5 obtém-se x3, e assim por di-
ante, até que, de um determinado ponto xj, volta-se ao ponto de partida z;. Logo, o ciclo se

repete e os pontos que formam esse ciclo obedecem a:

T = f(ﬂfk—1) = f(f($k—2)) == f(k_l)($1)>
T = fan) = [(flaemr)) = - = [P (21) = a1,

a notagio " significa tomar a n-ésima iteragiio sucessiva a partir de z;.

Por exemplo, -1 e 0 formam uma 6rbita de periodo-2 no mapa z,,,; = (z,,)? — 1. Os pontos
que constituem esse ciclo sido ponto fixos de f®)(z); ou seja, eles sio solucdes da equagio
f@(x) = x. Portanto, estudar a estabilidade de uma 6rbita de periodo-2 equivale a estudar a
estabilidade dos pontos fixos de f?)(z).

A estabilidade de uma orbita de periodo-k € determinada da seguinte maneira. Considere
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que essa 6rbita seja formada pelos pontos z1*, z9*, - - - , 11", que sdo os ponto fixos de f*)(z).

O autovalor A associado ao ponto fixo x;* vale:

df®)
A= M (3.9)
dx r=x]
Aplicando a regra da cadeia no célculo de A, obtém-se:
df(z)|  df(x) df ()
_ e 1

A dr | _ . drv | _ . dr | _ .. (3.10)

-1 2 Yk

Isto €, o valor de A € dado pelo produto da derivada da funcdo f calculada em cada ponto que
pertence a Orbita periddica. Os autovalores associados aos demais pontos fixos xo*, x3*, - -+ , 21",
s@o dados por essa mesma expressao. Assim, todos os pontos que formam uma 6rbita periddica

tem a mesma estabilidade (Monteiro, 2006).

3.1.3 Teorema de Hartman-Grobman

Dado P um ponto fixo de um sistema ndo-linear e A a matriz jacobiana, do sistema linear
associado, calculado em P. Os autovalores de A podem ser separados em trés grupos: o., o; €
0., de acordo com o valor em moédulo dos autovalores. Os subscritos e, ¢ € ¢ sdo as iniciais de

estavel, instdvel e central, respectivamente. L.ogo:

A€o, se [N <1

A€o se |A>1

A€o, se [N =1

B

em que A € C. O sub-espago gerado pelos autovetores cujos autovalores pertencem a o,
¢ denotado como sub-espago estavel F.; aquele gerado pelos autovetores cujos autovalores
pertencem a o; € chamado de sub-espacgo instdvel F;, e aquele correspondente a o., de sub-

espago central £, (Monteiro, 2000).
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O teorema de Hartman-Grobman para mapas garante que a estabilidade de um ponto fixo P
hiperbdlico pode ser determinada analisando a versdo linearizada do sistema. Logo, o teorema
¢ vélido apenas quando F, € vazio. Se P revela-se nao-hiperbdlico, pode se tentar determinar a

sua estabilidade pelo método direto de Lyapunov.

3.1.4 Método direto de Lyapunov

Adote que um sistema de equagdes de diferengas do tipo:

Tpy1 = f(xna yn)a (311)
Ynt+1 = 9(Tn, Yn), (3.12)
com ponto fixo em (z*,y*) = (0,0). Geralmente, tenta-se determinar a estabilidade dessa

solu¢do de equilibrio através do calculo dos autovalores da matriz jacobiana A do sistema linear
associado. Esse procedimento € inconclusivo quando um ou mais autovalores possuem moédulo
igual a 1. Para casos como esses, pode-se tentar determinar a estabilidade do ponto fixo através
do método direto de Lyapunov.

Adote que V' (x,,, y,) uma func@o continua, definida em uma vizinhanga do ponto fixo (0,0).
Para um sistema um sistema de tempo discreto, V' (x,,, y,,) é considerada uma fun¢éo de Lyapu-
nov se ela é definida positiva numa bola B centrada na origem do espaco de fases e se, nessa
regido, AV = V(Zpi1, Ynt1) — V(2n, yn) < 0. Agora se AV > 0 para (z,,,y,) # (0,0) € B,
entdo (0,0) é um ponto fixo localmente estavel. Por dltimo se AV = 0 somente em (0,0), entdo
tal ponto fixo € localmente assintoticamente estdvel. Se B cobre todo espaco de fases, tem-se

estabilidade global.

3.2 Definicao de estabilidade

3.2.1 Pontos fixos estaveis

Um ponto fixo z* é chamado estdvel quando a seguinte afirmagdo € verdadeira: para toda
condi¢do inicial x( préxima de z*, o sistema ndo apenas permanece préximo de z* e sim z(¢) —

x* quando t — oo ou z(k) — x* quando k — oo em tempo discreto (Scheinerman, 1996).
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//}\\

Figura 3.1: Ponto fixo estdvel. Fonte: Scheinerman (1996).

3.2.2 Ponto fixo marginalmente estavel

Um ponto fixo z* € chamado marginalmente estdvel ou neutro se a seguinte afirmacao €
satisfeita: para toda condi¢do inicial xy préxima de x*, o sistema permanece proximo de x*,

mas nao converge para x* (Scheinerman, 1996).

Figura 3.2: Ponto fixo marginalmente estdvel. Fonte: Scheinerman (1996).

3.2.3 Ponto fixo instavel

Um ponto fixo * é chamado instdvel se ele ndo € estdvel e nem marginalmente estdvel.
Em outras palavras, existem condi¢des iniciais xy muito préximas de x* que divergem de z*

(Scheinerman, 1996).

Figura 3.3: Ponto fixo instdvel. Fonte: Scheinerman (1996).
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3.3 Ponto flutuante de acordo com a norma IEEE 754-2008

3.3.1 O padrao IEEE 754

O conceito de ponto flutuante estd presente nos computadores desde meados da década de
1950, entretanto, durante as duas décadas seguintes cada empresa tinha o seu padrdo de ponto
flutuante. Logo existiam problemas de incompatibilidade de software. Para solucionar este pro-
blema, um grupo de cientistas e engenheiros, liderados pelo Institute for Eletrical Engineering
and Electronics Engineers - IEEE, desenvolveu um padrio para a representagdo e aritmética de
ponto flutuante (Overton, 2001).

A IEEE 754-2008 é uma norma que define os critérios que devem ser seguidos por fabrican-
tes de computadores e consultores de software no tratamento da aritmética bindria para nimeros
de ponto flutuante relativo ao armazenamento, técnicas de arredondamento, underflow, overflow

e operacdes aritméticas bdsicas (Viana, 1999).

3.3.2 Notacio de nimeros no computador

Um ndmero real ¢ armazenado no computador como ponto flutuante, que ¢ um formato
de representacdo digital de nimeros reais usado nos computadores. O nome ponto flutuante
origina-se do movimento do ponto ou a virgula decimal do nimero para a posicao seguinte ao
primeiro digito ndo nulo (Campos e Lima, 2005). O niimero x tem a sua representacdo como

ponto flutuante da seguinte maneira:

r =4S B, (3.13)

sendo S e E denominados de significante (ou mantissa) e expoente. Para os computadores em
geral utiliza-se somente a base 2, também chamado de sistema de numeragdo bindrio (0 e 1)
(Weber, 2001). Para um nimero bindrio = a expansao da mantissa quando este ndo é zero e

dada por Overton (2001):

S = (boblbg .. ) com bo = 1. (314)

Os bits apds o ponto bindrio denominam-se parte fraciondria da mantissa e as equagdes 3.13

e 3.14 sdo chamadas representacdes normalizadas de = (Overton, 2001).
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3.3.3 Representacio dos niimero segundo a IEEE 754

Segundo a norma IEEE 754 os dois formatos bésicos para os computadores sdo: single, que
usa 32 bits e o double com 64 bits IEEE (2008). A distribui¢do dos bits tanto no formato single

como no double, pode ser conferido em Tab. (3.1).

Sistema Sinal (£) | Expoente (E) | Mantissa (S)
Single (32 bits) 1 bit 8 bits 23 bits
Double (64 bits) 1 bit 11 bits 52 bits

Tabela 3.1: Disposicao dos bits segundo padrido IEEE para sistemas de 32 e 64 bits. Fonte: Overton
(2001).

Para uma melhor compreensdo do processo de representacio serd descrito a seguir como
um ndmero € convertido no computador de acordo com a norma IEEE 754 quando o formato
adotado € o de 32 bits single.

Em Overton (2001) € possivel conferir a faixa de variacdo dos expoentes € da mantissa na
representacdo bindria de um nimero no computador através da tabela intitulada “IEEE Single
Format”. Nesta mesma tabela tem-se na primeira linha a representa¢do do nimero zero, que

pode ser conferido em (3.15) :

| &£ 00000000 | 00000000000000000000000 |. (3.15)

A norma 754 IEEE (2008), define que o primeiro bit da mantissa é sempre diferente de
zero em numeros normalizados. A esse primeiro bit da se o nome de bit escondido, pois o
computador nio usa sua memoria para armazend-lo. Com isso é assegurado a unicidade de
representacdo. Em funcdo disso, todas as linhas, exceto a do zero, comecam com um bit 1 (que
se trata do bit escondido).

Agora analisando o expoente tem-se a representacao deslocada, logo a representacdo bindria
do expoente é dado por E/ + 127. A faixa de E vai do nimero bindrio 1 a 254, o que equivale a
Enin = —126 € Eq, = 127.

Assim o menor nimero positivo normalizado € :

| 0 | 00000001 | 00000000000000000000000 |. (3.16)

Esse valor é denotado por:
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Nypin = (1,000 - --0)g x 27126 = 27126 & 1 2 x 10738, (3.17)
Enquanto que o maior ndmero positivo normalizado € :
| O | 11111110 | 11111111111111111111111 . (3.18)
Esse valor é denotado por:
(3.19)

Npaz = (1,111 - 1)y x 27 = (2 — 2%) x 217 ~ 3.4 x 10,

Para o formato double que utiliza 64 bits, tem-se que as defini¢cdes sdo semelhantes a do

formato single. Na Fig. (3.4) € possivel comparar os intervalos de variacdo dos formatos

apresentados.
Formato | Frin | Emaz Nocass G -
—126 127 el B V- s L i Sy s T
~ 21023 ~ 1,8 X 10308

Single
2—1022 ~ 22 X 10—308

Double

—1022 | 1023

Figura 3.4: Faixa dos formatos de ponto flutuante do IEEE

Enquanto que na Fig. (3.5) € possivel conferir a precisdo dos formatos single, double e

extended.
Formato | Precisao Epsilon da Maquina
Single p=24 E=9 Teul I 1P °
Double PRl | =S s
Extended | p=64 | e=2"%x~1,1x10"1°

Figura 3.5: Precisdo dos formatos de ponto flutuante do IEEE

Quanto a precisdo, em especial do padrao single, tem-se que para p = 24 correspondente a

aproximadamente 7 digitos decimais, ou de modo equivalente:

log1o(2%4) =~ 7. (3.20)

Uma observagdo importante quanto ao padrao extended é que apesar de possuir uma precisao

maior o mesmo ndo é amplamente utilizado, logo opta-se neste trabalho que o padrdo double é

a melhor opcdo visto que a grande maioria dos pesquisadores tem acesso a ele, enquanto que
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poucos, possui acesso a padrdes com precisao maior.

3.3.4 Numero normalizado e sub-normalizado segundo IEEE 754

O ntimero zero ndo pode ser normalizado e tem representacdo especial, com mantissa nula
e expoente menor possivel (Viana, 1999). A impossibilidade de se normalizar um numero
estende-se a outros nimeros, pois a normalizacdo resultaria em um expoente fora da faixa de
representacdo suportada pelo formato da méquina. Esses nimeros usam a combinac¢do de expo-
ente zero, parte fraciondria ndo zero e sdo chamados de nimeros sub-normalizados. Numeros
sub-normalizados apresentam precisdao reduzida a medida que o valor do expoente aumenta.
Overton (2001).

Sendo N,,in € Ny 0 menor e o maior valor positivo normalizado passivo de representagao,
tem-se que um ndmero real ndo € ponto flutuante se alguma das duas afirmativas é verdadeira

Overton (2001):

» x estd fora da faixa normalizada, ou seja, € maior do que N,,4,, menor do que — N4z,

esta entre 0 e V,,;,, ou ainda entre —V,,,;,, € 0.

* A expansdo bindria do ndmero requer mais do que os p bits disponiveis no formato em

uso.

Para as duas situacdes apresentadas € necessario aproximar x por um valor diferente do
numero real original, arredondando esse valor para o nimero flutuante mais préximo, em caso

de empate o valor mais préximo que possua o ultimo bit significativo igual a zero € escolhido.

Overflow, underflow e o erro de conversao dos niimeros para o computador

Em funcdo de uma maior quantidade de bits para armazenar dados, o sistema de 64 bits
apresenta uma maior precisdo e uma faixa maior de nimeros do que o de 32 bits. Os nimeros
que se encontram no intervalo entre zero e o menor valor sub-normalizado possivel de ser
representando pelo formato em questdo sdo ditos iguais a zero pelo computador, logo tem-se
um arredondamento chamado underflow. De forma equivalente para os nimeros maiores que o
maior nimero sub-normalizado possivel de ser representado pela maquina, representa-se como

infinito e a essa ocorréncia d4 se o nome de overflow Viana (1999).
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A imprecisdo obtida pelos dois processos de arredondamento citados ndo existe apenas para
numeros que ultrapassam os limites inferiores ou superiores da mdquina. Esta existe também
quando se tem um nimero que se encontra entre dois pontos flutuantes seguidos, logo para
poder representar este nimero é necessario um arredondamento. Para entender melhor isto é
necessdrio observar que para um ponto flutuante com precisdo p € expresso por:

z=2(1Lbiby ... by ob, 1), x 27, (3.21)

o menor ponto flutuante x maior que 1 é dado por:

x=(1,000...1), =1+2""71 (3.22)

a distancia entre esse numero e 1 é chamada de épsilon da maquina e

e = (0,000...01), =271, (3.23)

Portanto para um ponto flutuante dado, € possivel determinar a distancia dele para o préximo
numero que a maquina é capaz de armazenar (Rodrigues Jr. e Nepomuceno, 2015). A essa
distancia da se o nome de ulp (unit in the last place) ou unidade na ultima posicao, que € dada

por:

ulp(x) = e x 2%, (3.24)

Para uma melhor compreensdo um exemplo serd apresentado. A ulp do nimero (2);y que
em bindrio € igual a (10), ou ainda segundo a notagio de ponto flutuante como (1,0 x 2!),, no

sistema de 64 bits é:

ulp(2) = 27637 x 21 = 44409 x 10716

Nenhum dos niimeros existentes entre os nimeros normalizados = e y = x+ulp(x) pode ser

armazenado pelo computador com precisdo double, logo ocorre um arredondamento para um
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dos dois pontos flutuantes mais proximos. Uma observacao importante que pode ser extraida do
exemplo é que quanto maior o nimero, maior € a sua ulp, o que implica em um maior intervalo

de nimeros ndo representados pelo computador.

3.3.5 Arredondamento

O arredondamento € um processo necessario em computagdo, pois como pode ser conferido
na se¢o anterior, se o valor a ser representado x estd fora da faixa normalizada ou a expansao
bindria necessita de um quantidade maior de bits que a precisdo para ter uma representacao
exata ocorre entao, que nestes casos nao € possivel representar de forma fiel o nimero desejado,
logo em ambas as situagdes, € necessdrio aproximar x por uma representacao que deve ser o
mais proximo possivel da original.

Como os valores que estardo disponiveis no computador sdo aproximados, é necessario

primeiro definir os mesmos corretamente.

Definicao 3.3.1. Seja o nimero x_ o nimero flutuante mais préximo de x que € menor ou igual

a x. Seja r, o ndmero flutuante mais préximo de x que € maior ou igual a z.

Por exemplo, seja x representado por

Tr = (17b1b2 s bp_gbp_lbpbp+1 s )2 X 2E (325)

O ndmero flutuante mais proximo que € menor ou igual a = é:

r_ = (17b1b2 ce bp_gbp_l s )2 X 2E (326)

Assim o valor x_ € obtido pelo truncamento da expressdao bindrias da mantissa em que se
descartam b,bp, 1.

Agora um exemplo em que o ndmero x nao é um nimero flutuante, assim

wy = ((L,biby - - by_aby_1bpbyi1)a + (0,00 ---01)y) x 25. (3.27)

O intervaloentre z_ e v €

2= (1)  oF (3.28)
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O valor apresentado na Eq. (3.28) é igual a ulp(z_). E quanto ao valor de = tem-se que se
T > Npae €ntdo x_ = Ny € x4 = +00. Agora se x € positivo mas menor que V,,;, entdo
x_ € subnormal ou zero e x, € subnormal ou N,,;,. Caso x fosse negativo a situagcdo seria o
inverso.

A norma IEEE 754 define o valor arredondado correto de x, denotado por round(x). Se x
¢ um nidmero flutuante entdo round(xz) = x. Sendo, o valor depende do modo de arredonda-

mento:

* Arredondamento para baixo: round(x) = x_;
* Arredondamento para cima: round(z) = x4 ;
* Arredondamento em dire¢do a zero: round(z) = z_(x > 0) ou round(x) = x4 (z < 0);

* Arredondamento para o mais proximo: round(z) é tanto z_ ou x, dependendo de qual
for mais proximo de x. Se houver um empate, aquele com o ultimo bit significativo igual

a zero é escolhido.

Contudo o arredondamento para o mais proximo € o modo mais utilizado (Rodrigues Jr. e

Nepomuceno, 2015).

Erro absoluto e relativo de arredondamento

Seja x um nimero real. Define-se como erro absoluto de arredondamento

abserr(z) = |round(x) — z|. (3.29)

O erro absoluto de arredondamento é menor que o intervalo entre z_ e x. Entdo

abserr(x) = |round(x) — x| < 27P71 x 2F. (3.30)

Portanto isso significa que abserr é menor que uma ulp. Com o arredondamento para o

mais proximo, tem-se

abserr(x) = |round(z) — x| < 277 x 2F, (3.31)

ou metade de uma ulp.
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O erro de arredondamento relativo para um nimero x € definido por

round(x) — x

relerr(x) = |0] = | |. (3.32)
x
O erro relativo satisfaz o limite
round(z) —x, 27D x 2P
relerr(xz) = |0] = | . | < oE =27 =¢ (3.33)
Para o arredondamento para o mais préximo, tem-se
1
0] < =e. (3.34)
2
O numero de bits em acordo para o arredondamento para o0 mais proximo é:
— loga(relerr(z)) > p. (3.35)
O numero de digitos decimais em concordancia é
— logio(relerr(z)) > —logio(e). (3.36)

Para o formato single, round(x) e  concordam em pelo menos 7 casas decimais.

Teorema 1: Seja € R normalizado em um sistema bindrio de ponto flutuante com precisiao

p. Entao

round(x) = x(1 +9),

para um 0 que satisfaz

|5| < 2—(1)—1)7

ou para modo de arredondamento para o0 mais proximo

1
|5| < 56 = 2*}).
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3.3.6 Operacoes segundo a norma IEEE 754

Quando se trata de operacdes bdsicas como adi¢do, subtracdo, divisao e multiplicagdo, ope-
racdo de resto e raiz quadrada e conversao de formato tem-se que a norma busca o arredonda-
mento correto, que pode ser entendido como um arredondamento que se adequd ao resultado de
destino.

Um dos motivadores desta necessidade de um arredondamento correto reside no fato que o
resultado de uma operacdo entre dois pontos flutuantes nao € necessariamente um ponto flutu-
ante.

Para compreender melhor como sdo feitas as operagdes no computador deve-se observar as

seguintes equagoes

r@y=round(z+y)=(r+y)(1+9) (3.37)
rOy=round(x—y)=(r—y)(1+9) (3.38)
r®y=round(x xy) = (r xy)(1+9) (3.39)
r@y=round(z+y)=(r+y)(1+9) (3.40)
em que
1
8] < 5e. (3.41)

Um ponto interessante entre as operacoes e o arredondamento estd no fato que a disponibi-
lidade dos modos de arredondamento para baixo e para cima permite que o programador faca
qualquer computagdo duas vezes, em cada um dos modos. Os dois resultados definem um in-
tervalo em que o resultado exato deve estar contido. Essa metodologia da origem a computagao

por intervalos.

3.3.7 O conjunto dos nimeros representados no computador

O conjunto dos nimeros reais, denotado por R é um corpo ordenado completo (Lima, 2006).
Para ser um corpo, um conjunto deve respeitar os axiomas da adicdo e multiplicacdo. E segundo
IEEE (2008), o conjunto dos nimeros representados no computador, definido como D por Ne-

pomuceno (2014) ndo é um corpo. Logo propriedades bédsicas como: associativa, comutativa,
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inversos e distributiva ndo podem ser empregadas no computador. Um simples exemplo que
corrobora a afirmagfo anterior é que se z = 1 x 10, y = 1 x 10% e z = —1 x 10, a
soma (z + y) + z # = + (y + z), portanto a propriedade associativa ndo ¢ verificada. Ou-
tros axiomas também nao podem ser confirmados no computador porque as operacdes feitas na
madaquina envolvem processos de arredondamento em cada etapa e isso pode fazer com que re-
sultados errados surjam devido a pequenas modificagdes na estrutura da equacdo (Rodrigues Jr.

e Nepomuceno, 2015)

3.4 Aritmética intervalar

A aritmética intervalar € o mais simples e eficiente de todos os modelos numéricos validados
(Araujo, 2016; Moore, 1966). Também chamada de andlise intervalar, trata-se de um técnica de
computacdo numérica baseada em intervalos, onde cada valor real = é representado por um in-
tervalo X de valores na aritmética de ponto flutuante. Os intervalos sdo adicionados, subtraidos
e multiplicados, de tal modo que cada intervalo computado X contém o valor desconhecido da

correspondente quantidade real x (Figueiredo e Stolfi, 1997).

3.4.1 Conceitos basicos

Um intervalo fechado [a, b] equivale a um conjunto de valores reais definidos por:

[a,b] = {z € Rla < z < b}. (3.42)

Para que dois intervalos X = [X, X] e Y = [Y,Y] possam ser ditos iguais, é necessério
que X =Y e X =Y (Moore, 1966).
Um intervalo que possui o seu limite inferior igual ao superior recebe o nome de degenerado.

Dessa forma, um valor real z pode ser apresentado como um intervalo degenerado = = [x,z].

Intersecio, uniao e uniao Convexa

Dados X = [X, X]e Y = [V, Y], ainterse¢do destes intervalos e definida como:

XNY = [max{X, Y}, min{X,Y}]. (3.43)
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Entretanto, se Y < X ou X < Y, diz-se que a intersecdo entre os intervalos € vazia, ou

seja, ndo existem pontos em comum:

XNy = 0. (3.44)

A unido dos conjuntos X e Y pode ser definida por:

XUY =[min{X,Y}, max{X,Y}] para XNY #0. (3.45)

Usualmente, a unido de dois intervalos ndo se trata de um intervalo tnico (Araujo, 2016).
Todavia, pode-se usar em computacio por intervalo a unido convexa, que se trata do menor
intervalo que possui a unido dos intervalos, definido como:

XUY = [min{X, Y}, max{X,Y}]. (3.46)

E importante observar que para quaisquer intervalos X e Y, tem-se:

XUYCXUY. (3.47)

Ainda que as informacdes sejam perdidas com a utilizacdo da unido convexa para a repre-
sentacdo da unido de intervalos disjuntos, isto ndo € critico e apresenta-se Como a maneira mais

facil de trabalhar computacionalmente (Araujo, 2016).

Diametro, raio, ponto médio e valor absoluto de um intervalo

O didmetro de um intervalo X = [X, X] é definido como:

wX)=X - X. (3.48)

O raio de um intervalo X = [X, X] € definido como:

r(X) =3 (X - X) (3.49)

DN | —

o qual sera zero apenas se o intervalo € vazio ou degenerado.

O ponto médio de X € dado por:
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m(X) = (X + X). (3.50)

DN | —

Agora o valor absoluto de X consiste no valor maximo dos limites do intervalo que € dado

por:

| X| = maz{]X],|X]}. (3.51)

Operacoes basicas na aritmética intervalar

As quatro operagdes fundamentais entre intervalos sdao descritas da seguinte maneira (Mo-

ore, 1966):

XY ={z0ylre X,yeY}, (3.52)

em que © representa qualquer uma das quatro operagdes bdsicas (+, —, -, +), z € X significa
que X << Xeyc€YsignificaqueY <y <Y.
Considerando que as operagdes aritméticas entre intervalos utilizam X = [X, X]| e Y =

[Y, Y], tem-se que as mesmas podem ser realizadas da seguinte maneira:

* Adicao

X+Y=X+Y;X+Y] (3.53)

Por exemplo, X = [4,6] e Y = [3,5], entdo X +Y = [4+ 3;6 + 5] = [7; 11].
* Subtragdo
Inicialmente defini-se o inverso aditivo como:
- X =[-X;-X]. (3.54)

Por exemplo, se X = [—1,2] entdo —X = [-2; —(—1)] = [-2;1]. Com isso, a subtra¢do
pode ser definida como:

X-Y=[X-Y;X-Y]. (3.55)
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Por exemplo, se X = [—1,7]eY =[29],entdo X — Y = [-1—9;7 — 2] = [—10;5].

Neste ponto € importante ressaltar que X — X nao resulta em zero, uma vez que € calculado
o conjunto de todas as diferengas, quando z e y s@o independentes ao longo do intervalo

fechado X = [X, X].

Por exemplo, se X = [—1,3],entdo X — X = [—-1 —3;3 — (—1)] = [—4;4].
Multiplicagdo

XY = [Smin; Smaz], emque S={X Y. X -V, X Y, X -Y}. (3.56)
Por exemplo, se X = [—25] e Y = [3,6], entdo S = {—6,—12,15,30}. Portanto,
X Y = [Sopin: Smae] = [—12,30).
Divisao

Inicialmente, defini-se que 0 ¢ X, em seguida tem-se o inverso multiplicativo denotado

por:

X '= )1( = [1- ;] : (3.57)

X _x. (1) : (3.58)

Por exemplo, se X = [3,5] e Y = [2,4], entdo X/Y = X - (%) = [3,5] - [1 1]. Nesse
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ponto S = {3/4,3/2,5/4,5/2}. Portanto, X - (1/Y) = {Smin; Smaz; = [3/4;5/2].
Na solucgdo de equacdes do 1° grau, ax = b, em que os coeficientes a e b sdo conhecidos
dentro dos limites certos intervalos A e B, respectivamente, ndo se pode afirmar que

A-(8)=B.

3.4.2 Propriedades algébricas da aritmética intervalar

e Comutatividade e Associatividade
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As operagdes de adicao e multiplicagdo intervalares sdo comutativas e associativas para

quaisquer trés intervalos X, Y e Z:

X4+Y=Y+X (3.59)
X+(Y+2)=(X+Y)+2Z (3.60)
X-Y=Y X (3.61)
X(YZ)=(XY)Z (3.62)

* Elementos Neutros da Adi¢ao e da Multiplicacao

Os intervalos degenerados 0 e 1 sdo, o elemento neutro da adi¢cdo e da multiplicagdo,

respectivamente, nos sistemas intervalares para qualquer X, logo

0+X =X+0=X, (3.63)
1. X=X -1=X, (3.64)
0-X=X-0=0. (3.65)

¢ Flementos Inversos

Na aritmética intervalar ndo existem elementos inversos na adicao nem na multiplicacao,
exceto para intervalos degenerados. Contudo é possivel verificar que 0 € (X — X) e

1e(X/X)

X+ (=X)=[X, X]+[-X,-X], (3.66)
§ = [X/X,X/X] se 0 < X. (3.67)
= [X/X. X/X] se X <0 (3.68)

¢ Distributividade
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A distributiva ndo se aplica a aritmética intervalar, pois os resultados obtidos sdo diferen-

tes. Entretanto, a sub-distributividade € vélida, em que:

X(Y+2)C XY +XZ (3.69)

Caso x seja um real qualquer ou os sinais dos intervalos Y e Z sejam iguais torna-se

possivel aplicar a propriedade distributiva de forma completa:

(Y + 2)=aY + 27, (3.70)

XY +2Z)=XY +XZ desdeque YZ>0. (3.71)

¢ Cancelamento

Se tratando de adicdo intervalar, garante-se a lei de cancelamento, onde:

X+2Z=Y+Z—>X=Y, (3.72)

Para as demais operacdes nao se pode garantir a propriedade do cancelamento.

3.4.3 Intervalos simétricos

Um intervalo X = [X, X] € dito simétrico se X = —X, logo o ponto médio € igual a zero,

por exemplo: [—1, 1].

3.4.4 Funcoes intervalares

O célculo da fungdo f(z) = x? com = € R possui resultado diferente caso seja calculado
como z - x. Para X = [X, X] é evidente que o conjunto f(X) = {z?|x € X} pode ser expresso

por:

(22, 22) se 0<X<X
f(X) =1 (2% 2?) se X<X<0
(0,maz[z?, 2%]) se X <0< X

Paiva, B. P. O.



Capitulo 3. Fundamentacdo Tedrica 44

Por exemplo, se X = [—1,1], entdo X? = [—1,1]* = [0,1] (terceiro caso). Enquanto que,
X -X=[-11- [-11]=[-11].

Como pode ser conferido, ocorre uma superestimacdo para o segundo caso e isto deve-se
a dependéncia intervalar. Portanto, na definicdo de produto intervalar adota-se que os valores
variam de forma independente, mesmo que representem o mesmo intervalo (Araujo, 2016).
Logo esta dependéncia intervalar deve ser analisada de forma criteriosa, pois faixas de intervalos

podem ser muito amplas, fazendo com que os limites divirjam muito do valor real.

3.4.5 O problema da superestimacao dos intervalos

Segundo Figueiredo e Stolfi (1997), o principal problema da aritmética intervalar reside no
fato de seus resultados serem muitos conservadores, logo o intervalo calculado pode ser muito
amplo. Este problema € muito sério, quando os intervalos obtidos sdo utilizados em um pro-
ximo estdgio em cadeias de computagcdo. Pode-se atribuir como causa desse conservadorismo
o fato de que os valores desconhecidos dos argumentos pode variar de maneira independente
sobre um intervalo dado (Araujo, 2016). Um exemplo € que o intervalo X € R, subtraido por
ele mesmo nao resulta em [0,0] quando se utiliza a aritmética intervalar. O motivo disso ocor-
rer, deve-se a rotina de subtragdo que ndo considera que dois intervalos dados representam a
mesma quantidade, uma vez que podem denotar duas quantidades independentes com 0 mesmo
intervalo de variacao (Moore, 1966). Todavia essas consideragdes dependem de como foram
definidas as operacdes bdsicas, logo tal afirmagdo pode ser valida para uma certa situacao e para
outra nao.

Portanto uma forma de evitar a superestimacdo € minimizando o nimero de ocorréncias de
uma mesma varidvel em certa expressdo, com isso obtém-se estimativas mais estreitas para a

faixa.

3.5 Analise do mapa logistico

Dado o mapa logistico proposto por (May, 1976)

Tor1 = flxn) =r2,(1 — 1), (3.73)

emqueneNereR.
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De acordo com Monteiro (2006) quando adota-se xg € [0,1], tem-se que para 0 < r < 4, z,,
pertence ao intervalo [0,1] e para r > 4 € obtido, em alguma das interacdes um valor negativo,

o que indica que x,, — —o0.

3.5.1 Analise do mapa logistico

Quando analisa-se o mapa logistico considerando que o parametro de controle pertence ao
intervalo 0 < r < 4, calcula-se os pontos fixos em fung¢do de r fazendo f(z*) = z*. Assim, sdo
obtidos os pontos fixos 7 = 0 e x5 = 1 — (1/r) e os autovalores associados a z7 e x} valem,
respectivamente, \y =re\p =2 —r

Em Monteiro (2006) é dito que 7 = 0 serd assintoticamente estdvel para 0 < r < 1l e
instavel parar > 1. Agoraem r = 1 os pontos fixos trocam de estabilidade. Logo, em (z*,7) =
(0,1) ocorre uma bifurcagdo transcritica supercritica. Logo x5 = 1 — (1/r) é assintoticamente
estdvel paral < r < 3.

Dando continuidade a andlise tem-se que caso r = 3, o autovalor associado ao ponto fixo
x5 serd Ay = —1. Segundo Monteiro (2006) x5 sofre uma bifurcacio de duplicacao de periodo,
portanto, para r > 3 surge uma Orbita de periodo-2 formada pelos pontos z5 € x; que sdo

definidos da seguinte maneira.

xh = f(a3) = f(f(x}) = fP(a}), (3.74)

Para se obter a estabilidade da 6rbita de periodo-2, segundo Monteiro (2006) é necessério avaliar
a estabilidade dos pontos fixos 2% e ;. E sabido que a érbita é assintoticamente estavel se x5 e
% sdo pontos fixos assintoticamente estéveis de f(?). Logo calcula-se os autovalores associados

aos pontos fixos fazendo:

_ df®()
T dx r=x
-3
df®

Ay = M (3.75)

dr | _ .

4

obtém-se que:

A3 =M =—r"+2r+4. (3.76)
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Para que a orbita de periodo-2 seja assintoticamente estivel € necessario a defini¢io:

—1l<—r*4+2r+4<+1 (3.77)

portanto,
3<r<1+V6 = 3,449490 (3.78)
Para r = 1+ /6, tem-se que A\3 = Ay = —1 e a drbita de periodo-2 sofre uma bifurcagao de

duplicagio de periodo. Portanto para r = 1+ 1/6, segundo Monteiro (2006), os pontos fixos de
f® perdem sua estabilidade e se bifurcam, gerando uma 6rbita de periodo-4 assintoticamente
estdvel, cujos pontos sdo obtidos a partir de z* = f®)(z*).

Conforme se aumenta o valor do parametro de controle r, ocorrem sucessivas bifurcacdes

flip, gerando orbitas de periodos 8, 16, 32, 64 ...

3.5.2 Construcao do diagrama de bifurcacao

Segundo Monteiro (2006) para constru¢do do diagrama de bifurcacdo segue-se o seguinte

algoritmo:

1. escolhem-se um valor de 7 (que é a mesma coisa de ) € uma condicao inicial;

2. usando um programa de computador, itera-se o mapa “muitas” vezes (por exemplo, 10.000
vezes), na esperanca de que o sistema atinja seu comportamento assintético (iterando
“apenas” 10.000 vezes, ndo se obtém as Orbitas periddicas com periodo maior do que

10.000);

3. tenta-se eliminar o comportamento transiente do sistema, jogando fora os (5.000) “pri-
meiros” pontos, e assinalam-se no diagrama os (5.000) pontos restantes (ao se destacar os
5.000 primeiros pontos, elimina-se parte das 6rbitas fechadas cujo periodo € maior do que

5.000);

4. repete-se o procedimento para outro valor de r (por exemplo, 0,001 maior do que o ante-

rior).
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0.8

0.6

0.4

0.2

r

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacdo do mapa logistico segundo Monteiro (2006).

Os diagramas de bifurcacdo do mapa logistico normalmente encontrados na literatura se
assemelham ao apresentado por Monteiro (2006). E para estes tem-se que o Algoritmo 3 €

suficiente para sua obtencao.
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Algoritmo 1

ORISR W -

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

format long

X=[

T'min = 1;

Tmaz = 47

dr = 0.001;

n = (Tmaat - Tmin)/dr;
To = 06,

for r =1 dr : Thas
for i+ 0 to n do
| Tig1 < T I‘l(l — I‘l>,
end
X = [X;2(5001 : end)];
end
hold on
for i=1:n
| 7= Tmin +dr = (i — 1);
| x =X(@, :);
| plot(x.*0+r, x,’k.” );
end
hold off

Tabela 3.2: Algoritmo normalmente utilizado para obter o diagrama de bifurcacdo do mapa logistico.
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CAPITULO 4

Metodologia

“ Se ndo puder voar, corra. Se ndo puder correr, ande. Se ndo puder

andar; rasteje, mas continue em frente de QUALQUER JEITO.”

Martin Luther King

Nesta secdo serdo apresentadas as principais contribui¢des da pesquisa desenvolvida nos
ultimos dois anos. Investigou-se principalmente as implicacdes das limitagdes numéricas na
simulacao de sistemas discretos cadticos, tal como o mapa logistico. Como pode-se conferir a
seguir ficou clara a influéncia da condi¢do inicial, da técnica de arredondamento e do condicio-
namento da equacdo em simulacdes numéricas do mapa logistico. Além disso, € proposto uma
nova definicdo de estabilidade que acredita-se ser a mais pertinente quando se trabalha com

sistemas discretos.

4.1 A influéncia da condico inicial

Em concordancia com Monteiro (2006), € sabido que os varios comportamentos ndo-lineares
do mapa logistico ocorrem a medida que se varia o parametro r. Entretanto, surge uma duvida
a respeito do que poderia acontecer, caso a condicao inicial também depende-se do pardmetro
de controle, pois, na literatura ndo existe até entdo, nenhuma restri¢dao para a condicao inicial,

quando a mesma esté dentro do intervalo [0,1].

Para iniciar a busca por uma resposta foi definido primeiro o dominio:
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I={zeR0<x<1}, 4.1)

da equacao logistica e o conjunto das condicdes iniciais dependentes do parametro de controle
A, estando A C I, com:
A={a€l | a=1/r}, 4.2)

emquer > 1.

Aplicando entdo xy = a na Eq. (1.1), obtém-se que:

1 1 -1
x1 = f(a) =r— (1 — ) _ : 4.3)
r r r
r—1 r—1 r—1
v = ) = (o) (1- ) = (4.4)
r r r
€T =Ty = T3 =..= Ty, entdo d(fP(a),x*) — 0 quando p — co. Logo
-1
r=1_- 4.5)
r

€ um ponto fixo da Eq. 1.1, que pode ser estdvel ou instdvel.

4.2 Modos de arredondamento e sua influéncia no processo de convergén-
cia

Adotando como referencial a defini¢do de ponto fixo proposta por Nepomuceno (2014),

tem-se que:

Definiciio 4.2.1. Se d(f,(Z*), fu_1(Z*)) < 0, + 0, entdo Z* é um ponto fixo. Em que f, e
fn_l sdo uma aproximacao de f,, e f,,_1 respectivamente, z* € uma aproximacéao de x*, ,, € d,,

¢é o erro obtido através da iteracdo de n e m.

Logo se a distancia entre dois pontos consecutivos € menor que o erro acumulado, a si-
mulacdo deve ser interrompida. A partir da andlise da defini¢do de ponto fixo proposta por

Nepomuceno (2014) e também das técnicas utilizadas para se realizar a andlise intervalar em
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computadores, surgiu um questionamento quanto a influéncia do modo de arredondamento na
convergéncia e consequentemente no resultado final obtido.

Para buscar uma resposta a esta pergunta foi necessdrio primeiro investigar na literatura
quais eram as funcdes a serem utilizadas quando desejava-se variar o modo de arredondamento
em uma simula¢do numérica feita no software Matlab. Tais fun¢des ndo possuem um descricao
detalhada nem na literatura quanto menos no “help” do Matlab. Contudo em Rump (2005) essas
fungdes sdo empregadas e uma breve descricao das mesmas é fornecida.

A seguir os modos de arredondamento para o Matlab sdo apresentados com uma descri¢dao

da sua funcionalidade.

Modo de arredondamento para —oc:

system_dependent (' setround’, -Inf),

neste modo de arredondamento tem-se que quando o valor a ser representado x ndao é um ponto
flutuante € feito um arredondamento para o nimero z_ que é o ponto flutuante mais préximo

de x que é menor que x.

Modo de arredondamento para +o00

system_dependent (' setround’, +Inf),

neste modo de arredondamento tem-se que quando o valor a ser representado x ndo é um ponto
flutuante € feito um arredondamento para o nimero z que é o ponto flutuante mais préximo

de = que € maior que x.

Modo de arredondamento para o mais proximo:

system_dependent (' setround’,0.5),

neste modo de arredondamento tem-se que quando o valor a ser representado  nao € um ponto
flutuante é feito um arredondamento para o ponto flutuante mais proximo de z, que pode ser o

r_oux,.
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4.3 Estabilidade baseada em um conjunto de pontos fixos

Levando em consideragdo o que foi obtido nas Eq. (4.3) e (4.4), um fato curioso surge,
quando o ponto fixo € dito ser instdvel, pois um ponto fixo estdvel possui uma 6rbita que con-
verge para 0 mesmo, ou de uma forma mais simples, um conjunto de pontos que, quando alcan-
cados levam ao ponto fixo. Enquanto o ponto fixo instdvel ndo, pois de acordo com Wiggins
(2003) um ponto fixo instdvel é aquele que ndo € estavel.

Todavia, tem-se que um ponto fixo do tipo z* = % pode ser alcancado quando xy = 1/7,
portanto, mesmo um ponto fixo instdvel possui um ponto que converge para ele além dele

proprio. O seguinte procedimento € capaz de gerar esses pontos:

1. Obtém-se o ponto fixo z* quando =y = a;

2. Faz-se a fungdo inversa f~!(z)para x = z* e obtém-se duas solugdes que sdo y; =

[1/r,1—=1/r];
3. Dentre as duas raizes escolhe-se y; ; = 1/r e aplica-se a fun¢do inversa para z = y; 1;

4. A partir da segunda aplicacdo da fun¢do inversa surgem duas novas raizes. Para escolher

qual solugdo serd aplicada a fun¢do inversa nesta iteracdo e nas demais serd adotado que

Yn, = MAL[Sp1,5n2]-

Por meio da aplicacdo da metodologia citada anteriormente € possivel investigar possiveis
pontos que levam ao ponto fixo dito ser instavel. E no caso destes pontos existirem uma hipétese
sobre a estabilidade baseada em conjunto de pontos surge como uma proposta pertinente, pois
para tempo discreto a melhor opc¢ao de definicao de estabilidade deveria basear-se em conjuntos
de pontos e ndo em regido fechada como atualmente € usado apds a generalizagdo da definicdo

proposta para sistemas de tempo continuo.

4.3.1 Exemplo

Adote r = 4 e considere a sequéncia {y,} € Y com y; = 1/4. Adote que [\; 1,A1 2] s30 as
duas solugdes da equagdo f(x) — y; = 0 e yo = max[A11,\12]. O n-ésimo termo de y,, é dado

por y, = max|[\,1,\2]. Alguns dos cédlculos obtidos sdo apresentados abaixo:
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1
B = Z)
V342
Yo = 4 )
2—v3+2
Yys = 4 P
2 —1/2—3+2
Yg = 4 3

(4.6)

(4.7)

(4.8)

4.9)

se o cdlculo da funcdo inversa continuasse, seria possivel concluir que o valor de y, teria o

formato da Eq. 4.10.

\/...\/2—\/2—\/§+2
Yn = 4

(4.10)

A Fig. (4.1) apresenta a sequéncia {y, } para os 20 primeiros valores. A partir do que foi

obtido ¢ possivel escolher um N > 0 tal que d(yn, yn—2p) < € para todos os inteiros positivos

pee > 0,y, éconvergente. Neste caso, y, — 3/4 quando n — oo.

1 -
!
0.8 [\ A
A ‘\‘,/"“‘-f——-—0----0----0----0----0----o----0----o----0----0----0----0----0----0
\_‘l/
> 0.6
0.4~
é
0 20 I I ! 1
9 10 15 20

n

Figura 4.1: Sequéncia {y,, } para os 20 primeiros valores de y,, — 3/4 quando n — oc.

4.3.2 Definicao de estabilidade

Logo uma definicdo de estabilidade para pontos fixos baseada em conjunto de pontos se faz

necessdria e € apresentada a seguir:
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Definicdo 4.2: Adotee > 0,5 Cles € Stal que d(f?(s),x*) < e quando p — oco. O conjunto

S é chamado de conjunto estdvel do ponto fixo x*.

Algumas consequéncias da Defini¢ao 3.2

* Se fndo possui pontos fixos, entdo S = (;

Logo se a fun¢@o ndo possui pontos fixos tem-se que o conjunto S € vazio.

* Se § = {z*} entdo z* é instdvel,

Quando o conjunto S é formado apenas pelo ponto fixo em questdo pode-se enfim dizer

que o mesmo € instavel.
* SeS={zel|d(x*x)<d}entdoz* é localmente estivel,

* Se S = I entdo x* é globalmente estavel.

4.4 A influéncia do condicionamento da equacao logistica na simulacao

numeérica

Em Hammel et al. (1987) o seguinte teorema foi proposto para simulacdo da equacao logis-

tica quando r = 3,80 e xg = 0,4.

Teorema 3.1.1: Existe uma orbita verdadeira {z,,} do mapa logistico para qual p,, (p, repre-
senta 0 n-ésimo ponto obtido pelo computador Cray X-MP) estd a uma distancia de 107 de z,,

para 107 iteragdes (i.e., paran = 0,1,2,...,10")(Hammel et al., 1987).

Além da condicdo adotada para defini¢ao do teorema, Hammel et al. (1987) afirma que para
r = 3,6; 3,625; 3,65; 3,7; 3,75; 3,86; 3,91 e condi¢do inicial zy = 0,4 para todos os valores de
r descrito a conclus@o do teorema € verdadeira.

A partir da andlise do teorema proposto por Hammel et al. (1987), e tendo conhecimento dos
trabalho de Yabuki e Tsuchiya (2013) e Nepomuceno (2014). Surge uma davida quanto a vali-
dade do teorema apresentado frente a uma mudanca no condicionamento da equacio logistica

e também do modo de arredondamento.
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O condicionamento da equacgdo logistica a ser utilizado para comparar com o formato nor-

malmente empregado na literatura € apresentado na Eq. (4.11).

Tptl =0 Ty — Q- Ty * Tpy 4.11)

O motivo pela escolha deste condicionamento reside no fato de 0 mesmo ndo empregar ne-
nhuma dos axiomas bdsicos da multiplica¢do e divisdo e também por ndo envolver poténcia,
pois em alguns testes simples envolvendo comparagdo entre poténcias e as mesmas representa-
das como multiplicagdo foi possivel observar divergéncia em alguns casos.

Em todas as simula¢des a condi¢do inicial a ser utilizada serd a mesma proposta por Ham-
mel et al. (1987) o = 0,4. Em relacdo ao parametro de controle r os autores deste trabalho
escolherem 4 dos 8 valores para o qual o teorema se verifica segundo Hammel et al. (1987),

r = 3,65; 3,75; 3,80; 3,86.
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CAPITULO 5

Resultados

5.1 A influéncia da condicao inicial

Como se deseja analisar um ponto fixo instavel do mapa logistico, deve-se entdao escolher

um valor de r para o qual seja obtido o ponto desejado.

Analisando diagramas de bifurcacdo, como os propostos por (Monteiro, 2006; Ott, 2002)
pode-se afirmar que quando » = 4 o sistema possui diversos pontos fixos instaveis associados

as condig¢oes iniciais possiveis.

Contudo, para uma condic@o inicial xy = 1/4 pertencente ao conjunto A encontra-se um
ponto fixo x* = 3/4, que é dito instdvel quando se analisa o autovalor associado, que para este

ponto fixo:

P AC) I (5.1)
dx

r=3/4

Logo, para verificar se o ponto fixo instdvel obtido ndo possui um conjunto de pontos que
levam a ele, € aplicado o procedimento definido na metodologia. Alguns dos cdlculos feitos sdo

apresentados abaixo (Eq. 5.2)
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1
Yy = 1
V3 +2
Y2 = 1
Cy2—-V3+42
Ys = 1
2—4/2—+v3+2

Yy =

(5.2)

\/...\/2—\/2—\/§+2
Yn = 4

Na literatura, nio € apresentada nenhuma restricdo quanto a condicao inicial, desde que o
valor esteja no intervalo [0,1], logo, é pertinente plotar o diagrama de bifurcagio para zo = 1/r

el <r <4 (vejaFig. 5.1).

Contudo, a simulag@o apresenta um resultado errado, pois segundo a metodologia proposta,
para uma condig¢do inicial zy = 1/r o valor de z,, € igual ao ponto fixo 1—1/r. Logo, algo de er-
rado ocorreu no processo numérico de obtencdo da resposta, pois o resultado correto deveria ser
o apresentado na Fig. 5.2. Neste caso, o erro ocorre devido a imprecisdo numérica. Nepomu-
ceno (2014), apresentou uma metodologia, para evitar esse tipo de situagdo de um modo geral.
Observe, que isso pode ocorrer para infinitos pontos, uma vez que, os pontos fixos instaveis

possuem infinitas condi¢des iniciais que permitem que sejam levados a eles.

1r 1-

0.6} ) 06 ; '
& e . ¥ = e . Lo :‘5 . :
0. r . 0.4 RGP,
P
v
02 - 0.2 '
.

1 15 2 25 3 35 4 o 32 34 36 38 4

r r

S

(=]

Figura 5.1: Diagrama de bifurcagéo do mapa logistico quando a condigdo inicial é xy = 1/r, para
1 <r <4 (aesquerda)e 3 < r < 4 (adireita), obtidos numericamente.
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0.8

06

0.4+

Figura 5.2: Diagrama de bifurcagéo do mapa logistico quando a condi¢do inicial é xg = 1/r, para
1 < r < 4, obtido analiticamente.

5.2 Modos de arredondamento e sua influéncia no processo de convergén-
cia

Adote que » = 4 e uma condigdo inicial zo = 1/r. Através de andlise analitica para estes

valores predefinidos s@o obtidos os seguintes resultados:

1 1 4-1 3
— 1)) =4--(1-2) = =2 _
n=fm =1 (1-) = =4 53
3 3 4—-1 3
= 4 :4~— 1—— = = — .
2= 1(3/4) 4( 4) 14 54
er] =Ty =...= xp,logod(fP(1/4,2*) — 0quando p — oo. Em particular, d(f?(1/4),2*) =

0 quando p = 1. Assim pode-se dizer que z* = 3/4 € o ponto fixo de (5.3).

O Algoritmo 1 (veja Tab. 5.1) € usado para simular o mapa logistico quando o modo de
arredondamento para o mais proximo € o empregado. O resultado é apresentado na Figura 5.3.
A partir do que foi mostrado na Fig. 5.3 e por meio do expoente de Lyapunov, esta série €
facilmente identificada como cadtica.

Agora, € apresentado os resultados da simulac¢do utilizando o modo de arredondamento
para —oo e 400, como pode ser observado através do Algoritmo 2 (veja Tab. 5.2). A Fig.
(5.4) apresenta o arredondamento para —oco. As Tab. 5.3 até a 5.5 apresentam os primeiros

trés valores obtidos por meio da simulacdo numérica quando se emprega os trés modos de
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Algoritmo 1

r < 4;

xTo < 1/4;

N < 1500;

for n<+ 0 to N do

| Zpt1 <1 2p(l —xp);
end

A Nt A W N -

Tabela 5.1: Algoritmo para simula¢do do mapa logistico.

0.4

02

OO 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 5.3: Simulagdo do mapa logistico quando a condi¢do inicial é z¢o = 1/r, parar = 4 com
arredondamento para o mais préximo.

arredondamento disponiveis.

5.2.1 Discussao

E possivel constatar que apenas o modo de arredondamento para —oo apresenta o resultado
correto. Os resultados obtidos com os outros dois modos de arredondamento, apresentam erros
apods poucas iteracoes.

A partir do teorema proposto por Nepomuceno (2014) para simulacao de func¢des recursiva
em computadores € possivel calcular o erro a cada iteragdo, por exemplo, o erro acumulado
para obtengdo de z; € igual 3,053113317719181 - 10716 ¢ a cada iteragdo este erro aumenta ou
diminui, mas ndo deixa de existir.

Para sustentar que as simulacdes onde sdo empregados os modos de arredondamento para o

mais proximo e +oo devem ser interrompidas serdo observados os valores hexadecimal obtidos.
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Algoritmo 2

r < 4;
xTo < 1/4;
N + 1500;

A Ut A W N -

end

for n<+ 0 to N do
| Zpt1 < round(r - x,(1 — xy));

Tabela 5.2: Algoritmo para simula¢do do mapa logistico usando modo de arredondamento para
p=—oooup=-+00.

T, (decimal)

x,, (hexadecimal)

VN el =]

O O O O O

.250000000000000
.750000000000000
.750000000000000
.750000000000001
.749999999999999

3£d40000000000000
3fe8000000000002
3feTfffffffffffe
3£e8000000000006
3fe7fffffffffffe6

Tabela 5.3: Valores iniciais calculados para o arredondamento para +oo.

0.6¢

0.4

0.2

0 |

0 50

100 150

200

250 300

350

400

Figura 5.4: Simulagido do mapa logistico quando a condigdo inicial é 29 = 1/r, parar = 4, e 0 modo de
arredondamento € para —oo.

., (decimal)

x, (hexadecimal)

S w bR OB

O O O O o

.250000000000000
.750000000000000
.750000000000000
.750000000000001
.749999999999999

3£d40000000000000
3fe8000000000002
3fe7fffffffffffe
3fe8000000000006
3fe7Tffffffff£f£f£f6

Tabela 5.4: Valores iniciais calculados para o arredondamento para o mais proximo.
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T, (decimal) x,, (hexadecimal)
.250000000000000 3fd0000000000000
.750000000000000 3fe8000000000000
.750000000000000 3fe8000000000000
.750000000000000 3fe8000000000000
.750000000000000 3fe8000000000000

S N ol
O O O O O

Tabela 5.5: Valores iniciais calculados para o arredondamento para —oo.

A partir da Tab. 5.3 e 5.4 é possivel observar que os valores sdo diferentes. Contudo esta
diferenca € menor que a ulp (unidade na dltima posi¢cdo) que € igual a 2,2204460492503131 x
10716 para o padrio de 64-bit. Uma forma de confirmar a hipétese levantada € que se a diferenca
fosse maior do que a ulp em mddulo o valor decimal seria igual a 0,750000000000001 ou
0,749999999999999.

Quando o erro acumulado € maior do que a distancia entre x5 € z1, lembrando que o os erros
surgem a partir do calculo de x; e z2, € que nao sdo considerados aqui, deve-se entdo parar a

simulacao e adotar o valor obtido na terceira iteracdo como a reposta mais plausivel.

5.3 Estabilidade baseada em um conjunto de pontos fixos

Adotando r = 4, a partir da metodologia proposta neste trabalho tem-se que z* = 3/4. Esta
afirmagdo pode ser provada analiticamente, pois para xo = 1/4, tem-se que 1 = 1o = ... =

x, = z* = 3/4. Veja Eq. (5.5) e (5.6).

1 1 4—-1 3
3 3 4—-1 3

Entretanto, numericamente o resultado apresentado nas Eq. (5.5) e (5.6) é observado apenas
quando se utiliza o modo de arredondamento para o —oo, pois neste caso hd convergéncia (veja
Fig. 5.5), logo uma pessoa que ndo tem conhecimento das limitacdes numéricas chegaria a
conclusdo que tal ponto fixo € instdvel (veja Fig. 5.6), pois o modo de arredondamento padrao
da maiorias do softwares € para o mais préximo.

Como fica a situagdo em que o ponto fixo possui além dele mesmo mais dois pontos que con-

vergem para ele? Estes pontos podem ser obtidos através da func¢do inversa. Tal procedimento
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Figura 5.5: Simulag@o do mapa logistico quando a condi¢@o inicial é xg = 1/r parar = 4. Modo de
arredondamento para —oo.
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Figura 5.6: Simulag@o do mapa logistico quando a condi¢@o inicial é xg = 1/r parar = 4. Modo de
arredondamento para o mais proéximo.

foi apresentado na metodologia.

Utilizando um desses pontos como condi¢ao inicial, zg = @ tem-se a convergéncia para
1/4 e em seguida para 3/4 quando o modo de arredondamento é para —oo (veja Fig. 5.7 e
5.2), por que se outro modo de arredondamento for utilizados os resultados obtidos sdo os

apresentados na Fig.5.8, e este resultado nao estd de acordo com os resultados analiticos que
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foram apresentado na Eq. 5.7, 5.8 ¢ 5.9.

o :f<‘/§4+2) — 4. \/i” (1_ \/§4+2>

== (5.7)

xg—f(1/4):4-i<1—i>:4;1:i (5.8)

xng(3/4):4-i<1—i):‘i1:i (5.9)
.
0.81
0.6
0.4

%% 20 40 n 60 80 100

Figura 5.7: Simulac@o do mapa logistico quando a condi¢@o inicial € xy = @ paral <r <4,

5.4 A influéncia do condicionamento da equacao logistica na simulacao
numérica
A seguir serdo apresentados os resultados obtidos para os valores de r e x citados anteri-

ormente quando € utilizado o condicionamento usualmente empregado pela grande maioria dos

pesquisadores e o proposto aqui (veja Eq. 4.11).
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0.8

_ 06"
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Figura 5.8: Simulacdo do mapa logistico quando a condi¢@o inicial é xy = @ paral < r < 4. Este
resultado € igual para os modos de arredondamento para o mais préximo e +oo.
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Figura 5.9: Série Temporal da equacio logistica para r = 3,65 e o9 = 0,4. Modo de arredondamento
para o +o00.

Nas Figuras 5.9 e 5.10 € possivel observar o distanciamento das duas séries temporais que
sao matematicamente equivalentes. Estas duas séries temporais chegam a apresentar um distan-
cia entre siigual a 0,372609049.

Nas Figuras 5.11 e 5.12 é possivel observar o distanciamento das duas séries temporais

que sdo matematicamente equivalentes. Estas duas séries temporais chegam a apresentar um
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Figura 5.10: Série Temporal da equacdo logistica para r = 3,65 e o = 0,4. Modo de arredondamento
para 0 —oo.
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Figura 5.11: Série Temporal da equacgdo logistica para r = 3,75 e 9 = 0,4. Modo de arredondamento
para o +00.

distancia entre si igual a 0,648906133.

Nas Figuras 5.13 e 5.14 € possivel observar o distanciamento das duas séries temporais
que sdo matematicamente equivalentes. Estas duas séries temporais chegam a apresentar um

distancia entre si igual a 0,751201458.
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Figura 5.12: Série Temporal da equacao logistica para r = 3,75 e xg = 0,4. Modo de arredondamento

para 0 —oo.
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Figura 5.13: Série Temporal da equagdo logistica para r = 3,80 e x¢g = 0,4. Modo de arredondamento
para o +00.

Nas Figuras 5.15 e 5.16 é possivel observar o distanciamento das duas séries temporais
que sdo matematicamente equivalentes. Estas duas séries temporais chegam a apresentar um
distancia entre si igual a 0,803315553.

Avaliando as Figuras 5.15 e 5.16 pode-se supor que a influéncia dos modos de arredonda-

mento afetam de forma diferente. Como visto para outros parametros de controle, demostrados
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—&—x = 3.80x(1-x)
r ——x=3.80*x - 3.80*x*x
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Figura 5.14: Série Temporal da equagdo logistica para r = 3,80 e zg = 0,4. Modo de arredondamento
para o —oo.
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Figura 5.15: Série Temporal da equagdo logistica para r = 3,86 e x¢9 = 0,4. Modo de arredondamento
para o +0o0.

neste trabalho.
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Figura 5.16: Série Temporal da equagdo logistica para r = 3,86 e zg = 0,4. Modo de arredondamento
para o —oo.
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CAPITULO 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

A partir do que foi apresentado até entdo, sobre as implicagdes das limitacdes numéricas nas
simulacdes de sistemas cadticos, em especial o mapa logistico, pode-se concluir que a condi¢ao
inicial influencia na construcao do diagrama de bifurcacdo do mapa logistico, sendo que tal
situacdo se agrava ainda mais quando o diagrama € obtido numericamente. Tal constatacdo é
notdria, porque caso seja feita uma pesquisa na literatura, é possivel encontrar vérias simulacdes
que remetem a um mesmo diagrama, e que a condi¢do inicial ndo interfere no resultado desde
que esteja no intervalo [0,1]. Logo de acordo com o que foi definido na metodologia o diagrama
proposto nesta dissertacdo ndo estd coerente com os resultados esperados pela grande maioria

dos pesquisadores da drea, mas ele esta correto, por que foi obtido analiticamente.

Portanto, € pertinente dizer que, existe um erro na simulacao, conforme mostrado em Nepo-
muceno (2014). Portanto, uma hipdtese pode ser levantada, quando se leva em consideracao os
resultados apresentados por Nepomuceno (2014) sobre funcdes recursivas. Qual seria entdo o
motivo da existéncia desses dois diagramas (o encontrado na literatura e o apresentado aqui para
xo = 1/r visto como correto)? Seria entdo o problema devido a incapacidade do computador
em representar o conjunto dos nimeros reais? Fica evidente, a0 menos, que € necessario estabe-
lecer um procedimento mais rigoroso para a constru¢do de diagramas de bifurcagdo. Acredita-se
que este tipo de situagdo possa ocorrer também em outros mapas.

Outra observacdo importante apresentada foi a relevancia do método de arredondamento e

do condicionamento na obtenc¢do de resultados através de simulacdes numéricas, em especial as
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que sdo aplicadas ao mapa logistico, pois a maioria dos softwares normalmente utilizam o modo
de arredondamento para o mais préximo. Este modo pode ser compreendido como uma opg¢ao
vdlida quando se envolve apenas uma operagdo aritmética ou quando usado para armazenar um
nimero real. No entanto, esta aplicabilidade ndo se verifica para todas as situacdes em que
existem funcdes, recursivas por exemplo. Todavia ndo hd uma maneira ficil de estabelecer um
modo de arredondamento correto para todas as situagdes.

Além disso, foi possivel concluir que as intempéries numéricas e a atual definicdo de es-
tabilidade, que nada mais € que uma generalizacdo dos sistemas de tempo continuo, podem
interferir consideravelmente na anélise de um ponto fixo instavel. Logo, em funcdo desta reali-
dade foi proposta uma defini¢ao de estabilidade baseada em conjuntos de pontos para sistemas
discretos. Tal definicdo, além de retratar melhor a realidade dos sistemas discretos tem ao seu
favor alguns pontos fixos que sdo ditos instdveis pela definicdo atual, mas que podem ser visto
como estdveis pela definicdo proposta, por que os mesmo apresentam um conjunto finito de
pontos que convergem para ele, sem levar em consideracao ele préprio.

Por dltimo, tendo conhecimento sobre a sensibilidade as condi¢des iniciais para um sistema
cadtico, os impactos as limitacdes numéricas, a dependéncia dos computadores para estudos
de diversos sistemas, em especial os cadticos e a ndo aceitacdo universal da defini¢ao de caos,
ocorreu entdo a seguinte divida: “Dado, a influéncia dos computadores nos resultados surge a

possibilidade de ndo ser possivel observar corretamente caos nesses dispositivos?”

6.2 Trabalhos futuros

Como forma de avangar na andlise do comportamento do mapa logistico pretende-se, em
trabalhos futuros, investigar a fundo as potencialidades da definicao de estabilidade proposta
para sistemas discretos, tendo como ponto de partida a defini¢ao de sensibilidade as condicdes

iniciais que se encontram no entorno de um ponto fixo estavel.
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