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Resumo

A estabilizacao da classe de sistemas com atraso variante no tempo presente no
estado e atuadores limitados em amplitude vem ganhando grande destaque na lite-
ratura. Isso deve-se ao fato de que estas duas caracteristicas, atraso nos estados e
atuadores limitados em amplitude, sao inerentes & maioria dos sistemas reais. Assim,
neste trabalho é proposta uma nova abordagem de estabilizacao de sistemas discre-
tos no tempo com incertezas politopicas nas matrizes dinamicas, atraso variante no
tempo presente no estado e atuadores limitados em amplitude, sendo aplicadas leis
de controle por realimentagao estatica de estados. Tal abordagem utiliza a condicao
generalizada de setor aplicada a nao-linearidade de zona morta e a representacao do
sistema com atrasos por um sistema chaveado aumentado livre de atrasos. A carac-
terizacao da regiao de condigoes iniciais é feita em um espago aumentado, reduzindo
o convervadorismo das estimacoes normalmente encontradas na literatura. Embora
as condicoes de sintese propostas sejam do tipo dependente do atraso, trés tipos de
leis de controle independente do atraso sao investigadas: a primeira realimentando
apenas o estado atual, a segunda realimentando o estado atual e o estado mais atra-
sado e a ultima realimentando todos os estados, atual e atrasados. Os resultados
obtidos com as treés leis de controle sao comparados por meio de exemplos numéricos.
Adicionalmente, sao propostas condi¢bes convexas para tratar a variacdo maxima
do atraso entre duas amostragens consecutivas, o que é novo na literatura para essa
classe de sistemas. O desempenho do sistema pode ser especificado por meio do
indice de desempenho da A-contratividade. Para todos os casos, sao propostos pro-
cedimentos de otimizacao convexa para maximizagao da regiao de condicoes iniciais.
As condicoes propostas sao aplicadas e discutidas em varios exemplos, dentre eles
um exemplo escalar, facilitando a percepcao do leitor sobre as técnicas usadas.

Palavras-chave: Atraso no estado, atuadores limitados em amplitude, caracterizacao
de sistemas discretos, limitacao da variacao do atraso, A-contratividade.
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Abstract

The stabilization of discrete-time systems with time-varying state delay and satu-
rating actuators has been received great attention in the literature. This is due
to the fact that these two characteristics, state delay and saturating actuators, are
inherent in most real systems. Thus, in this work a new approach is proposed to
the stabilization of discrete-time systems with dynamic matrices under polytopic
uncertainty, time-varying delay in the state, and saturating actuators, by delay in-
dependent state feedback control laws. Such an approach uses the generalized sector
condition to handle dead zone non-linearity, and the representation of the system
with delays by an augmented delay switching system. The characterization of the
region of initial conditions is done in an augmented space, reducing the conservatism
of the estimates usually found in the literature. Although the proposed synthesis
conditions are of delay-dependent type, three types of delay independent control
laws are investigated: the first feeding back only the current state; the second by
feeding back the current state and the most delayed state; and the third control law
that feeds back all states: the current one and the delayed ones. The results obtai-
ned with the three control laws are compared by numerical examples. Additionally,
convex conditions to treat the maximum delay variation between two consecutive
samplings are proposed, which is new in the literature for this class of systems. The
closed-loop performance can be specified by the A-contractivity performance index.
For all cases, convex optimization procedures are proposed to maximize the region
of initial conditions. The proposed conditions are applied and discussed in several
examples, among them a scalar example, facilitating the reader’s perception of the
techniques used.

Keywords: State delay, saturating actuators, characterization of discrete systems,
limitation of delay variation, A-contractivity.
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Capitulo

Introducao

Neste capitulo é apresentada uma motivacao para o trabalho e sao estabelecidos os
problemas investigados. Em seguida, define-se os objetivos a serem atingidos, sendo disposta a

organizacao do texto.

1.1 Atuadores saturantes em sistemas com atrasos

Atrasos no estado podem advir da prépria dinamica do sistema, como consequéncia
indesejada da acao de realimentacao ou mesmo pela introdugao intencional de atrasos na lei de
controle (Gu, Kharitonov & Chen 2003).

Em geral, por estar associado ao tempo de transporte de massa, energia ou in-
formagao, o atraso estd presente em diversos sistemas fisicos, tais como processos bioldgicos,
economicos, quimicos, mecanicos, dentre outras (Michiels & Niculescu 2007). Sua presenca
pode ocasionar perda de desempenho ou até mesmo a instabilidade no processo. Para uma
visao geral sobre sistemas com atrasos veja (Gomes da Silva Jr. & Leite 2007) e em especial
para o caso discreto no tempo, veja (Leite, Castro, Caldeira, Miranda & Gongalves 2011).

As principais abordagens para tratar o problema de andlise de estabilidade usam
fungoes de Lyapunov-Krasovskii, como por exemplo (Mahmoud 2000, Fridman & Shaked 2005,
Montagner, Leite, Tarbouriech & Peres 2005, Miranda & Leite 2011) para abordagens que
tratam da estabilizacao de sistemas discretos no tempo com atrasos no estado. Uma abordagem
alternativa, feita por Hetel, Daafouz & Iung (2008), transforma o sistema com atrasos variantes
no estado em um sistema aumentado livre de atraso e chaveado pelo atraso.

Ja a saturacao nos atuadores esta presente em praticamente todos os sistemas fisicos,

haja vista nao haver sistema que disponha de energia infinita. Assim, sua presenga é tanto
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indesejavel quanto inevitavel, podendo levar o sistema a perda de desempenho ou até mesmo a
instabilidade. Por esse motivo, na pratica, os sistemas sao projetados para operar fora da regiao
de saturacao dos atuadores.

Para demonstrar os efeitos da saturacao nos atuadores em sistemas com atraso no
estado, considere o sistema escalar discreto no tempo e com atraso no estado dado por

T = Axy + Agxy_r + By,
yr = Cxy,

(1.1)

emque A=2 A;=—-0.1,B=1,C=1,7=1, 2} e yx € R sao, respectivamente, o estado e a
saida do sistema no instante k.

Para verificar a estabilidade do sistema (LLI]) em malha aberta, fagamos v, = 0 Vk >
0 e apliquemos a Transformada Z na equagao dinamica do referido sistema, ocasiao em que
obtemos

I —A— Azt =0,

ou ainda

I — Az — Ay = 0. (1.2)

Substituindo os valores de A e A, e resolvendo a equagao (L2)), obtemos as raizes p; = 0.0513 e
p2 = 1.9487. Assim, temos que o sistema (L)) possui um autovalor (py) fora do circulo unitério,
portanto, trata-se de um sistema instavel.

E considerada uma realimentacao estatica de estados, definida por

Assim, um ganho estdtico que garante a estabilidade do sistema em malha fechada
¢é dado por
K = —1.3675. (1.4)

Para implementar o controlador obtido, foram consideradas quatro condicoes iniciais
distintas, quais foram x_; = o = 3, 4, 5 e 6. A resposta temporal do sistema, bem como o
sinal do atuador, para as condigdes iniciais citadas acima é apresentada na Figura [[.1]

Pode-se observar que a resposta temporal do sistema converge para todas as condi-
¢oes iniciais dadas, sendo que o sinal de controle em cada amostragem ¢é tao maior quanto mais

distante for a condigao inicial da origem.
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Figura 1.1: Resposta temporal do sistema (L)) e sinal do atuador para as condicoes iniciais

1 =x0=3(0),4(A),5(x) eb (+).

Considere que o mesmo sistema esteja sujeito a uma saturagao do atuador, ou seja,

Tpr1 = Axy, + Agrg—r + Bsat(vg),

U = Cay (1.5)

em que
5, sevr>5H
sat(vg) = vk, se —H <, <5.
-5, sevp < —95

No intuito de investigar a influéncia da saturacao na resposta temporal do sistema, o
controlador obtido em ([L4]) foi implementado no sistema (L3 para as mesmas condigoes iniciais
x_1 =x9=3,4,5 e 6, sendo o resultado das evolucoes temporais apresentado na Figura

Note que a resposta temporal para a condigao inicial z_; = o = 3 () converge para
a origem sem atingir a saturacao do sinal do atuador. J& para as condicoes iniciais r_; = xg = 4
(A) e 5 (%), o sinal do atuador satura nas primeiras amostragens, entretanto, sem instabilizar o
sistema. Por fim, para a condigao inicial z_; = xy = 6 (4), o atuador satura a partir de k = 1
e o sistema fica instavel. Esse comportamento esta relacionado a limitagao do sinal de controle.
Para a condigao inicial x_; = xy = 6 essa limitagao foi tao significativa que impossibilitou o
controlador de levar o estado para a origem, instabilizando o sistema.

Neste trabalho, é proposta uma condicao de sintese para sistemas com atraso no es-

tado e saturacao de atuador que permita o sinal do atuador saturar sem, no entanto, instabilizar
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Figura 1.2: Resposta temporal do sistema (LI) e sinal do atuador para as condigoes iniciais
o1 =x9=3(0),4(A),5 (x) e 6 (+), e limite da saturagao do sinal do atuador (—).

o sistema.

1.2 O Problema

Seja o sistema {2 de dimensao n, com p sinais de entrada e ¢ sinais de saida, tal que

Q- { Tk+1 = A(a)xk + Ad(a)xk—’rk + B(a)sat(vk) (1 6)
em que C' € R?”" 7, é o atraso no instante k contido no conjunto {1,2,...,7}, zy € R ¢ o

vetor de estado no instante k e v, € RP*! é o vetor de sinal de controle no instante k.
As matrizes A(a) € R, Ayg(a) € R™™ e B(ar) € R™P sdo incertas e pertencentes
a um conjunto politépico dado pela combinagao convexa de N vértices conhecidos, de forma

que

N
(A AsB)(a) = ai(A,Au.Bi), a € E
=1

em que « é um vetor de parametros invariantes no tempo e = corresponde ao simplex unitario

N
Eé{OZERN:ZaizleQiZO,izl,...,N}. (1.7)

i=1

Considere também uma lei de controle linear que pode assumir trés configuracoes
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distintas, quais sejam

v = Koy, (1.8a)

Vi = K()ZL‘k + K;{Ek_; (18b)

v = Z Kz, (1.8¢)
i=0

A funcao saturacao vetorial descentralizada classica sat(v;) é dada de forma que

E(Z‘), Se Uk (i) > E(i)
sat(vk@)) = k() S€ ua) < vk S UG (1.9)
Uiy, S€ Vku) < U

em que u e u sao vetores de valores minimos e maximos, respectivamente, assumidos por cada

um dos p sinais de controle. Assim, temos que
uy < sat(vg)) < Up)

¢ verificada em todo k£ > 0, parai=1,...p.

A classe de sistemas com atraso nos estados é caracterizada por possuir um conjunto
de condicoes iniciais e nao uma unica condicao inicial, como ocorre com sistemas sem atraso,
ou seja, a dinamica do sistema depende do estado atual e dos estados atrasados. Assim, se ¢
¢ uma sequéncia de vetores, seu j-ésimo elemento é denotado por [p];. A sequéncia @q) € Ey,
com Ey = Fy X By X -+ x Eg1, E; CR™, tem como j-ésimo elemento [@qkl; = Trtj—(a+1) € B,
j=1,...,d+ 1. Portanto,

Pdk = {xk_d,xk,(d,l), ce ,l’k}. (1.10)

Com relagao a estabilidade do sistema, segue a definicdo adaptada de (Niculescu,

Dion & Dugard 1996).

Defini¢ao 1 (Estabilidade assintética global) O sistema (1.6) sob a¢do de uma das leis de
controle (1.8) € dito globalmente assintoticamente estdvel se para toda condi¢do inicial ||@z ol <
¢ < 00, em que ||@soll € a norma da sequéncia de condicées iniciais, as respectivas trajetorias

convergem para a origem, isto €, lim ¢s; = {0,...,0}.
k—o0 ’

Conforme sera discutido mais a frente, em sistemas com saturacao de atuadores, a
estabilidade assintética global somente pode ser alcancada caso o sistema em malha aberta seja

estdavel (Lin & Saberi 1993), ou seja, a matriz (A + BK) ser Schur estdvel nao necessariamente
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implica a estabilidade assintdtica global do sistema em malha fechada. Assim, surge a definicao

de estabilidade assintética local, enunciada a seguir.

Definigao 2 (Estabilidade assintética local) O sistema (1.8) sob a¢do de uma das leis de

controle (1.8) € dito localmente assintoticamente estdvel se para toda sequéncia de condi¢ao

iniciats pzo € Ly, as respectivas trajetorias convergem para a origem, isto €, klim Prp =
— 00

{0,...,0}.

O intuito deste trabalho é propor uma condicao de estabilizacao local que considere
tanto a saturagao do atuador (o sinal de controle pode saturar sem, no entanto, instabilizar o
sistema) quanto o atraso no estado (sintese de um controlador que realimente o estado atual e os
atrasados, ou seja, K = [KO K, ... K;] ). H& na literatura vérias técnicas que tratam essas
duas caracteristicas (saturagdo no sinal de controle e atraso no estado) isoladas em sistemas
discretos no tempo, entretanto, trabalhos que abordam as duas simultaneamente sao escassos.
Conforme sera visto mais adiante, a extensao de uma dessas técnicas para outras classes de
sistemas nao ¢ obvia.

Assim, os problemas investigados neste trabalho podem ser descritos como

Problema 1 (Estabilizagao local) Seja o sistema (1.8) sob a a¢do de uma das leis de con-
trole (1.8d)-(1.8d). Determine a matriz de ganho K que assequre a estabilidade assintdtica local

da malha fechada para wm conjunto de condigoes iniciais gz admissivel.

Problema 2 (Maximizar o Conjunto de Condigées Iniciais) Seja o sistema (I.4) sob a
acdo de uma das leis de controle (I.8d)-(1.8d). Determine a matriz de ganho K que mazimize
o conjunto das condigoes iniciais pzo admissiveis e assequre(m) a estabilidade assintdtica local

da malha fechada.

1.3 Objetivos

Como objetivo principal deste trabalho, podemos citar a proposta de uma condigao
de estabilizacao local para sintese de um ganho estatico K que assegure, para um conjunto
de condigoes iniciais admissiveis, a estabilidade assintdtica local em malha fechada de sistemas
discretos no tempo com saturacao de atuadores e atraso no estado. Além disso, espera-se estabe-

lecer um problema de otimizagao que maximize o conjunto de condigoes iniciais admissiveis. Por
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fim, este trabalho se propoe a apresentar algumas caracteristicas e particularidades de sistemas

discretos no tempo com saturacao de atuadores e atraso no estado.

1.4 Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2 ¢ feita uma revisao da literatura na qual sao apresentados os conceitos
fundamentais necessarios para desenvolvimento e compreensao do trabalho, dentre eles a satura-
¢ao nos atuadores (com e sem atraso no estado), incertezas politépicas, estabilidade no sentido
de Lyapunov e de Lyapunov-Krasovskii, além do indice de desempenho A-contratividade. Sao
apresentados também alguns problemas de sintese de controlador.

No Capitulo 3 é apresentado o resultado principal deste trabalho, o qual consiste
em uma condicao de estabilizagao de sistemas discretos no tempo, a parametros incertos, com
saturacao de atuadores e atraso no estado, considerando estruturas de controlador distintas.
O resultado principal é adaptado para tratar a limitacao na variacao do atraso, a sintese com
indice de desempenho A-contratividade e a simplificacao para o caso de sistemas precisamente
conhecidos. Por fim, a otimizagao da regiao de condicoes iniciais admissiveis é tratada.

O Capitulo 4 traz exemplos e estudos de caso que consolidam os resultados apresen-
tados neste trabalho. Um exemplo escalar precisamente conhecido é utilizado a fim de facilitar
a visualizacao da regiao de atracao pelo leitor. Em seguida, os parametros desse mesmo sistema
sao tratados como incertos e os resultados comparados com os obtidos para o caso precisamente
conhecido. Um exemplo de ordem 2 x 2 ¢ investigado com o intuito de melhor demonstrar as
peculariedades dessa classe de sistemas. Ao final, é investigado a sitese para um sistema livre
de atraso considerando a realimentacao dos estados passados. Tal exemplo é utilizado como
motivacao para as perspectivas deste trabalho.

No Capitulo 5, sao apresentados os comentarios sobre os resultados obtidos, tra-
balhos produzidos e algumas propostas de trabalhos futuros. O Apéndice A contém lemas

utilizados neste trabalho, bem como as respectivas provas.
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Capitulo

Revisao da Literatura

2.1 Revisao da Literatura

A classe de sistemas com atraso no estado e saturacao de atuadores tem sido tratada
para o caso continuo no tempo, por exemplo em (Cao, Lin & Hu 2002), no qual os autores utili-
zam uma fung¢ao de Lyapunov, do tipo independente de parametros, muito comum na literatura,
qual seja

V(z) = 2" Pu, (2.1)

com P simétrica e definida positiva. O trabalho apresenta duas condicoes de sintese, uma
dependente do atraso e outra independente deste. A lei de controle utilizada trata-se de uma
realimentacao estatica de estados que, diferente do que se proproe no presente trabalho, nao
realimentam os estados atrasados.

Entretanto, para a classe de sistemas discretos no tempo com atrasos no estado, a
saturacao de atuadores é pouco tratada. Ao existir uma limitacao na amplitude dos sinais do
atuador, torna-se necessario caracterizar a chamada regiao de atragao: sempre que as condicoes
iniciais do sistema com atraso iniciar em tal regiao, a convergéncia das trajetérias correspon-
dentes para a origem ¢ assegurada. As condigoes iniciais correspondem a uma sequéncia @z g
composta pelos vetores xp, xr_1, -+, Tr_=, em que T é o maior valor assumido pelo atraso.
Assim, a saturacao influencia o conjunto das condigoes iniciais necessarias a unicidade das so-
lugbes. Tais condigbes iniciais sdo caracterizadas pela sequéncia de vetores de estados (caso
discreto no tempo) definida sobre um intervalo (discreto) de tempo que vai do instante atual
até um determinado instante no passado, corresponde ao atraso maximo presente no sistema.

Podem ser mencionados os trabalhos (Ghiggi, Gomes da Silva Jr., Leite &

9
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Miranda 2008), (Xu, Feng, Zou & Huang 2012) e (Silva, Leite, Castelan & Klug 2014), em
que sao considerados atrasos variantes no tempo. No primeiro, os sistemas possuem incertezas
politépicas e a regiao de condicoes iniciais admissiveis é caracterizada por uma ponderagao entre
a norma da sequéncia inicial (||¢7||) e a norma de sua variagao temporal (||Agzl|). J& no
segundo sao tratados sistemas com incertezas do tipo limitada em norma e a regiao de condigoes
iniciais admissiveis é caracterizada por uma bola em torno da origem, dentro da qual devem
estar todos os vetores de estado, sendo utilizada uma funcao de Lyapunov do tipo indepen-
dente de parametros. Por fim, no tltimo trabalho citado, sao tratados sistemas fuzzy do tipo
Takagi-Sugeno com atraso no estado, nao sendo investigada a saturacao, mas sim a restricao das
trajetérias do sistema em malha fechada para uma regiao do espago. Por isso, faz-se necessario
caracterizar a regiao de atracao, a qual, nesse caso, ¢ feita por meio de uma regiao elipsoidal

para os vetores x; e uma bola para os demais elementos da sequéncia ¢z k.

No presente trabalho é proposta uma nova caracterizagao da regiao de atragao utili-
zando a abordagem introduzida em (Hetel et al. 2008). Sao propostas condi¢oes para a sintese de
leis de controle e, a partir dessas, pode-se calcular estimativas menos conservadoras das sequén-
cias de estados iniciais admissiveis que asseguram a convergéncia das trajetorias do sistema em

malha fechada para a origem.

Em (Haoussi & Tissir 2007), os autores estudam a classe de sistemas incertos con-
tinuos no tempo com atraso constante no estado e saturacao no sinal de controle. A funcao de
Lyapunov utilizada é do tipo independente de parametros e a lei de controle nao realimenta os
estados atrasados. Ja em (Bo, Jing & Hao 2014), os autores tratam um sistema continuo no
tempo com atraso variante no estado e saturacao no sinal de controle. Mais uma vez, o funcional
de Lyapunov adotado ¢ do tipo independente de parametros e a lei de controle utilizada nao
alimenta os estados atrasados. A funcao de Lyapunov utilizada no presente trabalho é do tipo
dependente de parametros e as leis de controle estudas podem ou nao realimentar os estados

atrasados.

A grande maioria dos trabalhos dispostos na literatura, como por exemplo (Fridman,
Seuret & Richard 2004), (Miranda & Leite 2011) e (Silva, Leite, Castelan & Klug 2012), utilizam
leis de controle dependentes do atraso. Tal abordagem, apesar de fornecer (na maioria das
vezes) resultados menos conservadores, apresenta a necessidade de se conhecer o atraso a cada

amostragem. Neste trabalho, embora as condigoes propostas sejam do tipo dependente do
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atraso, as leis de controle nao o sao (vide equacgoes ([L8al)-(L.8d)), facilitando a implementacao
dos controladores.

Todas as formulagoes propostas, incluindo o problema para maximizacao do ta-
manho da regiao de condigoes iniciais admissiveis, estao na forma de desigualdades matriciais

lineares (LMIs, do inglés linear matriz inequalities).

2.2 Saturacao nos atuadores

As restricoes em atuadores estdao presentes em todo sistema fisico, podendo ser
associadas aos limites fisicos de atuadores: amplitude ou taxa de variacdo. Essas limitagoes
restringem o desempenho do sistema em malha fechada, podendo leva-lo a pontos de equilibrio
diferentes do ponto de operacao (que em geral sao colocados na origem do espaco de estado) ou
mesmo instabilizando-o (Tarbouriech, Garcia, Gomes da Silva Jr. & Queinnec 2011).

Em sistemas controlados digitalmente, é natural a utilizagdo de modelos discretos
no tempo para a sintese de controladores estabilizantes. Para compreender um pouco melhor o
efeito da saturacao nos atuadores, considere o sistema discreto no tempo dado por

Tpy1 = Axy + Bsat(vg)

, 2.2
yr = Cy, (22)
em que A € R"™" B e R"™P e C' € R”" com uma lei de controle

Note que, embora o sistema (2.2]) em malha aberta seja linear, a presenca da saturacao sat(-)
no atuador insere uma nao-linearidade na malha fechada. Conforme citado no capitulo anterior,
tal saturacdo é uma fungao saturagao vetorial descentralizada cldssica definida em (L.9).

Um agravante no controle de sistemas com atuadores saturantes é o fato de que a
estabilidade assintotica global em malha fechada somente pode ser alcancada caso o sistema
em malha aberta seja estavel (Lin & Saberi 1993). Do contrério, a convergéncia das trajetérias
dos estados para a origem vai depender da condigao inicial do sistema, mesmo se (A + BK) for
Schur estavel. Assim, a sintese para essa classe de sistemas é baseada na estabilidade local, ou
seja, a estabilidade assintética da origem é garantida apenas para trajetorias originadas em um
conjunto de condigoes iniciais denominado Regiao de Atragao.

O Exemplo [I] retirado de (Tarbouriech et al. 2011) e discretizado com tempo de

amostragem 7' = 0.01s, ilustra esse comportamento.
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Exemplo 1 Seja o sistema (2.3) com

1.0001  0.0100 —0.0001 10 00
A= [0.0100 1.0001}  B= {—0.0100} O = {o 1} e D= {o 0} ’

sugeito a lei de controle [2.3.

A principio, podemos constatar que o sistema em questao € instavel em malha aberta

e que um possivel ganho estabilizante é dado por
K= [13 7].
Entretanto, se é considerada uma saturagao no sinal de controle do tipo
lug] <5, (2.4)

pode-se constatar que, para algumas condigoes iniciais fora da regiao de atragao, a trajetéria

dos estados nao converge para a origem, conforme ilustrado pela Figura 2.1

Figura 2.1: Trajetdria dos estados para o Exemplo[Il Condigoes iniciais (o) e Pontos de equilibrio

().
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A regiao de atracao consiste em um conjunto de condicGes iniciais para as quais a
convergencia da trajetéria dos estados para a origem é assegurada. Em geral, obter uma forma
analitica que caracterize tal regiao em sua totalidade é praticamente impossivel. A Figura
ilustra as condigdes iniciais (|z1| < 32 e |z3] < 32) para o sistema (2.2), sujeito a saturacao de

atuadores definida por (2.4]), para as quais a trajetoria dos estados convergem para a origem.

30

X
20 xx

XXX
XXXX
XXXX
XX XX
XXX XX
XXXXX
XX XXX
XXXXXX
XXXXXXX
XX XXX XX
XXXXXX XX
XXXX XXX XX
XX XXX XXX X
XXX XXX XXX
XXXX XXX XX
XXXXXXXXX
XXX XXX XXX
XXXX XXX XX
XXXXXXXXX
XXXXXX XXX
XXXX XXX XX
XX XXX XXX X
XXXXXX XXX
XXXX XXX XX
XXXX XXX X
XXXXXXX
XX XXX XX
XXXXXX
XX XXX
XXX XX
XXXXX
XXXX
XXXX
XXX X
XXX
XXX

)
(@
T

-10F+

_30 =

-30 -20 -10 0 10 20 30
T

Figura 2.2: Condigoes iniciais que asseguram a estabilidade do sistema.

Da Figura pode-se constatar o grau de complexidade dispendida para obtenc¢ao
de uma representacao analitica para esse conjunto de condigoes iniciais. Assim, o que se tem
feito é buscar estimativas a partir dos conjuntos de niveis associados a fungao de Lyapunov e,
indiretamente, otimizar a regiao de atracao para que esta seja a maior possivel. Para isso, varias
abordagens sao encontradas na literatura.

Em (Jungers & Castelan 2011) os autores tratam um sistema dependente de parame-
tros variantes no tempo e com saturagao nos atuadores, sendo utilizadas fungoes de Lyapunov
também dependente de parametros. Para a lei de controle é utilizado um ganho estatico de
saida.

Tarbouriech et al. (2011) consideram trés abordagens distintas para representar o
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sistema (2.2]) em malha fechada, quais sejam por modelos politépicos, por regides de saturagao
ou por nao-linearidades de setor. Tais abordagens, adaptadas para o caso discreto no tempo,
sao detalhadas mais a frente.

Tais abordagens também sao tratadas em (Paim 2003), no qual um sistema continuo
no tempo sem atraso no estado e com saturacao no sinal do atuador é investigado. Nesse
trabalho, a autora faz uso da teoria de Lyapunov combinado com o Lema de Finsler para
introduzir graus de liberdade adicionais as condicoes de estabilidade. O funcional de Lyapunov
utilizada ¢é do tipo independente de parametros.

Em todas as abordagens citadas, a determinacao da regiao de atracao, isto é, da
regiao em que as condicoes inciais geram solucoes cuja convergéncia para a origem ¢ garantida,
¢ uma tarefa dificil que quase sempre nao possui solucao analitica. Neste trabalho é considerada
a saturacao em amplitude no atuador, sendo ela modelada com auxilio da condicao de setor de

Lur’e (Khalil & Grizzle 1996).

2.2.1 Representacao por Modelos Politopicos

Essa abordagem consiste em reescrever a funcao saturagao, utilizando a lei de con-

trole (2.3), como
sat(Kxy) = I'(y(zg)) Ky,

em que I'(y(zy)) é uma matriz diagonal cujos elementos 7 ;) (z) sdo definidos como

U(i)
Ky’
Ve (2k) = 1 seu) < Kgw < g (2:5)

L(i) ) )
Koo 5¢ K@z <up

se K(i):L‘k > Uy

com o indice i = 1, ... p fazendo referéncia ao respectivo sinal de entrada e K; representando
a i-¢sima linha de K. Pela defini¢ao, podemos constatar que 0 < ;) < 1Vz, € R", i =1,...,p.

Dessa forma, temos que o sistema (2.2)) ¢ reescrito na forma

Tp1 = (A+ BU(y(xp)) K) xy.
Yo = Cy

Considere o vetor 7, cujos elementos satisfacam 0 < ;) < 1 para i = 1,...,p.

Dessa forma, podemos definir o conjunto poliedral

S(Ku,u,) ={r € R" 1 u, = Kz 27,}, (2.6)
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com
U (i) _ Uy .
Uiy = € Uy = ,i=1,....p.
70 Vi) 70 Vi)
Novamente pela definicao, temos que 0 < vy < vy (@) < 1, com i =1,... p, é verificada para

todo xp € S(K w1, ).
Associadas ao conjunto S(K,u.,T,), é possivel definir N = 27 matrizes diagonais
I'(y¢) cujos componentes diagonais assumirdo valor 1 ou 7;. Por exemplo, suponha que o

sistema (2.2)) possua p = 2 sinais de entrada. Dessa forma, teriamos

I'i(7e) = B ﬂ ;o Talv) = {%61) (1)} ;

5 0 1 0

Dessa forma, para cada valor de z € S(K,u,,U,), a funciao de saturacao sat(Kxy)
pode ser representada como uma combinagao convexa dos vetores I';(v) Kz, i = 1,...,2P, ou

seja, para N = 2P,

N
sat(Kuxy) = Z a;li(v)Kzg, a € 2, (2.7)
i=1
com
N
=L {QERN:Zaizleaizo,izl,...,N}.
i=1
Por conseguinte, a dinamica do sistema (2.2)), utilizando a lei de controle (2.3),
pode ser representada como a combinacao convexa de N = 2P vértices, aqui definidos por

Ai(v) = A+ BTi(y)K, i =1,...,2°, de forma que

N
Trer = Al y)ze = Y cihi(e)zs.
im1

Note que se A ou B possuem incertezas descritas por um politopo de k parametros

incertos, entao a formatacao apresentada resulta em uma representacao com 2% vértices.

2.2.2 Representagao por Regioes de Saturacgao

Outra abordagem utilizada para representar sistemas com saturacao de atuadores
consiste em dividir o espago de estado em subregioes denominadas regioes de saturagao, nas
quais o sinal do atuador se comporta de forma linear. Tais subregioes sao limitadas pelas

fronteiras Kz < d;) ou —K;)x), < d;), em que K(;) representa a i-ésima linha do controlador
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K. No caso do sistema (2.2)), havera 37 regioes de saturagao, sendo cada uma delas definidas

pelo seguinte conjunto poliedral
S(Rj,dj) = {l‘ e R": Rj.%' = dj}, (28)

em que d; ¢ um vetor definido pelas entradas u, —u, u e —u, e R; ¢ uma matriz formada a partir
das linhas de K e de —K. O Exemplo [2] facilitard a compreensao do emprego dessas matrizes.

Considere agora um vetor n € RP tal que cada elemento 7, ¢ = 1,...,p, pode
assumir os valores 1, 0 ou —1, de forma que

L, se Kz > U
ne = 0, seuy < Kgyrp < g - (2.9)
=1, se Kuzp < ug)

Associados a cada uma das 3P regides de saturacao S(R;,d;) havera um vetor n;, j =
1,...,3P, cada um deles representando uma combinagao entre os sinais saturados e nao-saturados
do atuador. Pode-se constatar que para n; = 0, a regiao de saturacao é a prépria regiao S(K,u,u)
definida em (2.6]). Para os demais vetores 7; havera pelo menos um sinal de controle saturado.

Logo, podemos reescrever a dinamica do sistema (2.2)), sujeito a lei de controle (2.3)),
da seguinte forma

Tpo1 = (A + Bdiag(l — |77j(i)|)K) xy, + Bu(n;), (2.10)
em que, para j =1,....3%7 et =1,...p,

Uey  senja =1
up(m) =4 0, senm=0 . (2.11)
Uy,  se N = —1

De forma genérica, se z;, € S(R;,d;), podemos reescrever a equagao (2.I0) como
Try1 = Ajzr + pj, (2.12)

em que A; = A+ Bdiag(l — | |)K e p; = Bu(n;), j =1,....3%.

Dessa forma, a trajetéria de estados a cada amostragem k pode ser descrita pelo
j-ésimo modelo local correspondente aquela regiao de saturagao, sendo que na fronteira entre
duas regioes de saturacao os modelos locais sao idénticos, podendo haver a comutacao entre eles
sem que haja saltos na trajetéria dos estados.

Para consolidar essa abordagem, considere o Exemplo Pl também retirado de

(Tarbouriech et al. 2011) e discretizado com tempo de amostragem 7' = 0.01s.
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Exemplo 2 Seja o sistema (23) em que

4 [ro010 —0.0010]  ,_ [o.0500 0 ]
=~ 10.0010 0.9704 | 1 0 0.0099]
o _ [07156 —0.0321] N
~ 1-0.0138 —1.3290]"’ U="4=19]"

Como o sistema possui p = 2 sinais de controle, serao definidas 3 = 9 regioes de
saturagdo. Entretanto, devido ao fato do conjunto poliedral S(R;,d;) ser simétrico (u = —u),
serd necessdrio analisar apenas 5 dessas regioes de saturagio (Rq, Ra, R3, R4 € Rs), sendo as
demais (R_2, R_3, R_4 € R_5) calculadas por meio da multiplicacdo das matrizes flj e RR; por

—1,j=1,...,3".

Regiao 1) 7, = 0 (Regiao de Linearidade)

- 0.9652 —0.0026 0]
A=A+ BE = [0.0008 0.9574}’ Pr= 1o
-
K 2
_2_
- 0
Regiao 2) n, = {_J
1. _ |0-9652 —0.0026] [ 0]
27 [0.0010 09704 | P27 |2
—0.7156 —0.0321 (5]
Ry=| 07156 0.0321 |; dy= |5
—0.0138 —1.3290 |2
- —1
Regiao 3) n; = {_J
4. _ 10010 —0.0010] 25
37100010 09704 |7 P37 | 2|
R [0-7156 —0.0321) -5
7 1-0.0138 —1.3290|° * |-2|"
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Regiao 4) ny = [_Ol}

1 _ [10010 —0.0010] 257
47 10.0008 09574 |7 PrT ] o |V

—0.7156  —0.0321 -5
Ry= [—0.0138 —1.3290|; dy= | 2
0.0138  1.3290 2
< 1
Regiao 5) 75 = [_1}
4. — 10010 —0.0010] [25]
57 10.0010 09704 |7 P27 2]
po— [07156 —0.0321] [—5]
° T |-0.0138 —1.3290| " ° T |-2|°

A Figura (2.3) descreve as cinco regioes supracitadas.

15
10f Rs Ro Rs .
51 ]
Q or R_4 Rl R4 ]
st ]
-10} R_3 R_, Rs A
-15 | | 1 1 |
-15 -10 -5 0 5 10 15
T

Figura 2.3:

Regioes de Saturacao para o Exemplo
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2.2.3 Representacao por Nao-Linearidades de Setor

Uma dltima abordagem citada por Tarbouriech et al. (2011) se baseia em tratar o
sistema (2.2) como um problema de Lur’e. Para isso, detalhemos a fungao saturagao vetorial

descentralizada classica, definida por

ﬂ(i), S€ V(i)k > ﬂ(i)
sat(Vepk) = § Yk S UG < Vek < UG (2.13)
Uy, S€ Vi) < W)

com i = 1,...,p, em que os indices (7) indicam a qual atuador se refere o sinal de controle,
enquanto u e u representam, respectivamente, os valores minimo e maximo desse sinal.

Um ponto importante é destacar a diferenca entre uy, que é o sinal de controle real
aplicado ao sistema pelo atuador (com saturacao: uguy < ukr@) < Ua)), € Vg, que é o sinal de
controle calculado pelo controlador (sem saturagao).

Outro conceito muito utilizado na saturacao do sinal de controle é o da funcao Zona

Morta, enunciada a seguir.

Defini¢ao 3 (Zona Morta, W(vg) ) A Zona Morta de um sinal saturado € definida por
: T
U(vy,) = v — sat(vg), ou seja, U(vg) = [w(vk(l)) @Z)(vk(p))] , em que

Uk(i) = U(i); S€ Uk(i) > U(s)
Y(vk)) = 0, se u) < Ukey < Uy
Uk(i) — U(i), S€ Uk(i) < U)

parai=1,....p.

A Figura[2.4(a)|ilustra a funcao de saturacao do sinal de controle, enquanto a Figura
2.4(b)|ilustra a respectiva Zona Morta. Por meio do segmento de reta PGy VK@) (—*) temos que
Ui
1= pa)

Ui)

Py =
L = pa)

L0

e u’u =

comi=1,...p.

Langando mao novamente da lei de controle (2.3]), podemos estabelecer um novo
conjunto poliedral que ird definir a nao linearidade para o setor py) € [0,1], 7 = 1,...,p, qual
seja

S(Kuluf)={x e R": v’ < Kx < u"}. (2.14)
Note que para p(;) = 0 esse conjunto poliedral corresponde a regiao de linearidade da funcao de

saturacao.
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sat(vy(i)) V(i)
U P(i)Vk (i)
Ui) wae o UG
Ui Uk (i) Uiy  uPuy Uk
Us)
(a) Funcdo de saturago. (b) Zona Morta.

Figura 2.4: Funcao de saturacao e Zona Morta.

Uma forma matematica de se testar se uma funcao pertence ao setor definido por

S(K,uf,uf) é a condigao classica de setor, enunciada a seguir.

Definigao 4 (Condigao Classica de Setor) Para todo x € S(K.u”u”), a ndo linearidade

¥(vy) satisfaz a sequinte condi¢ao
(ve) T (P (vg) — AKxy) <0,

para alguma matriz T € RP*P diagonal definida positiva e A diagonal com Ay = puy, @ =

1,....p.

Em (Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech 2005) é proposto um aprimoramento da
condicao classica de setor denominada condigao generalizada de setor, a qual é enunciada a

seguir.

Lema 1 (Condicao Generalizada de Setor) Para todo x), € S(K — Gu’,u”) = {x € R" :

u” = (G — K)x 2 u”}, a nao linearidade 1 (vy) satisfaz a sequinte condi¢ao
(o) T (W (vx) — Gay) <0,
para alguma matriz T € RP*P diagonal definida positiva e uma matriz G € RP*™,

Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech (2005) utilizam um funcional de Lyapunov inde-

pendente de parametros tradicionalmente utilizado na literatura, qual seja

V(x(t)) = x(t)" Pa(t),
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com P simétrica e definida positiva. Tal contribuicao possibilitou tratar casos em que se permite
a saturacao no sinal de controle, a qual é levada em conta de forma explicita na etapa de sintese

do controlador.

2.2.4 Saturacao nos atuadores e Atraso no estado

No caso de sistemas com atraso no estado e saturacao nos atuadores, a extensao
das abordagens citadas na Subsecao nao ¢ 6bvia, pois uma diferenca fundamental esta na
caracterizagao das condigoes iniciais que envolvem estados atrasados. Essa dificuldade obriga
uma caracterizagao mais geral do espaco de condigoes iniciais, aumentando a complexidade dos
problemas de andlise de estabilidade e de projeto de controladores.

Como visto no inicio deste capitulo, ha poucos trabalhos sobre saturagao em sistemas
discretos no tempo com atraso no estado. Pode-se citar (Xu et al. 2012), no qual é investigada
a estabilizacao robusta de sistemas discretos no tempo com atraso no estado e saturagao no
atuador. A funcgao de Lyapunov utilizado também é do tipo apresentado em (2.1]), ou seja,
independente de parametros. Mais uma vez ¢ utilizada a realimentagao estatica de estados a
qual realimenta apenas o estado atual.

Outro ponto importante abordado no presente trabalho ¢ a limitacao da taxa de
variagao do atraso. Nessa abordagem, considera-se que o atraso possui uma variacao maxima

de até Amyax entre duas amostragens consecutivas, ou seja,
|7—k+1 - Tk;| S ATmax-

Na literatura é possivel encontrar trabalhos que abordem a faixa de variacao do
atraso para sistemas discreto no tempo, entretanto, condigoes que levam em conta uma taxa de

variacao limitada para o atraso nao foram localizadas nas buscas realizadas.

2.3 Incertezas

Quando se modela um sistema fisico, muitos dos parametros nao sao conhecidas de
maneira exata ou entao nao sao fixos durante todo o periodo de funcionamento do sistema.
Assim, faz-se necessario utilizar técnicas de controle robusto, ou seja, tratar as incertezas do
modelo relacionado ao sistema real. A titulo de exemplificacao, considere o seguinte sistema,

adaptado de (de Oliveira 2015).
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Tl = A.’L’k, (215)

| TiEn a5 R EsW
=[] a= 3 3] en= o]

Durante o levantamento do modelo desse sistema, foram verificados varios valores

em que

distintos para a e b, de forma que a < a < @ e b < b < b. Portanto, a matriz A do sistema
(2.10) é incerta e pode ser representada por uma combinagao convexa de N = 2% vértices, em
que p é o numero de parametros incertos independentes. A essa combinagao convexa é dado
o nome de Politopo, cuja defini¢do, retirada de (Boyd, Ghaoui, Feron & Balakrishnan 1994), é

apresentada a seguir.

Definigao 5 (Politopo) E wma intersecio de subespacos, formando um conjunto convexo li-

mitado por seus vértices.

Como a matriz A possui 2 parametros incertos a e b, tem-se que o politopo serd
composto por N = 22 = 4 vértices. Assim, a matriz A passard a ser representada por A(a), em
que a € Z, conforme equacao (7).

Desta forma, pode-se escrever

Ala) = Ajag + Asan + Azas + Agay,

a S _la 5 _la 5 _la 5
Sl R e H R )

2.4 Estabilidade

em que

O conceito de estabilidade esta diretamente relacionado a energia do sistema.
Quando a energia do sistema decai assintoticamente, a trajetéria do estado converge assin-
toticamente para a origem.

A principio, considere a classe de sistemas livres de atrasos dada por

Tpq1 = Axy,
2.16

yr = Cy. (2.16)

Uma metodologia muito utilizada para se avaliar a estabilidade assintotica do sis-

tema (2.16) é o Segundo Método de Lyapunov, apresentado no teorema a seguir e que foi

adaptado de (de Oliveira 2015).
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Teorema 1 (Teorema de Lyapunov) O sistema (216) é dito globalmente assintoticamente es-

tavel se e somente se existir uma fungdo real V(xy), denominada fungdo de Lyapunov, tal que:
i) V(zg) >0Vep #0 e V(zg) =0 24, =0,
ii) V(zx) — oo quando ||zg|| — oo, €

iii) AV(zg) = V(xgy) — V(xg) <0V, #£0 e AV(z,) =0 < 4 = 0.

Uma interpretacao para a funcao de Lyapunov V (zy) é que ela representa o quanti-
tativo de energia do sistema em relacao a seu ponto de equilibrio, sendo que nesse ponto a fungao
de energia V' (z}) assume valor nulo. A estabilidade do sistema estéd associada ao decaimento de
V() ao longo do tempo. Assim, com o decaimento assintético de V(xy), as varidveis de estado
convergem, também de forma assintética, para um ponto de equilibrio. Uma escolha possivel

para a fun¢ao de Lyapunov é dada por
V(xy) = ) Pay, (2.17)

com P=PT >0e P cR™, oque atende aos dois primeiros requisitos citados no Teorema [Il

O ultimo requisito desse teorema é satisfeito se

Substituindo x4 da equagao (2.10) na equacao ([Z.I7), temos

AV (zy) = (Azp)TP(Azy) — xf Pz, < 0
=2} ATPAz), — ] Pxy, < 0
=zl [ATPA — Pl < 0.

Logo, para garantir a estabilidade do sistema, temos que
ATPA—P <0, com P > 0.
Manipulando a equacao acima, temos
P—ATPP'PA>0. (2.19)

Aplicando o Complemento de Schur (Vide Apéndice[Al) & inequacao (Z.19), chegamos
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P ATP
* P

] > 0. (2.20)

Dessa forma, podemos reescrever o Teorema [T, para o caso de sistemas discretos no

tempo, da seguinte forma:

Teorema 2 (Teorema de Lyapunov - Caso discreto no tempo) O sistema linear e discreto no
tempo (216) é dito globalmente assintoticamente estdvel se e somente se existir uma matriz

P = PT >0 tal que a desigualdade matricial (Z20) € satisfeita.

Considere agora que o sistema ([2.16]) esteja sujeito ao atraso 75 incerto, ou seja

Tpg1 = Az + AgT—ry (2.21)
yr = Cy,

com 1 <7, <7 e a sequéncia de condigoes iniciais dada por ¢z0 = {x_7,2_741,...,20}. Uma

abordagem muito comum na literatura para andlise da estabilidade dessa classe sistemas ¢

o método de Lyapunov-Krasovskii, enunciado no teorema a seguir, adaptado de (Stojanovic,

Debeljkovic & Mladenovic 2007).

Teorema 3 (Teorema de Lyapunov-Krasovskii) O sistema (2.21) € dito globalmente assintoti-
camente estdvel se existir uma fungao real V(zy), denominada fun¢ao de Lyapunov-Krasovskii,
e fungoes nao-decrescentes s e w : RT™ — R™, com s(0) = w(0) =0, s(k) >0 ew(k) > 0VEk >0,

tal que:

i) 0 < V(xg) < s(||zkllp) Vor 0 e V(xg) =0 2, =0, e

il) AV (zg) = V(zgs1) — V(zg) < —w(||zg|lp) Vor #0 e AV (zg) =0 <z, =0,
Vz, € D, sendo D o espaco de funcoes que mapeam um intervalo discreto em R™.

Assim, uma condicao suficiente (mas nao necessaria) para a estabilidade do sistema
pode ser obtida independentemente do valor do atraso 7. Para tanto, considere a seguinte

candidata a func@o de Lyapunov-Krasovskii (L-K) (de Oliveira 2015)

-7

V(zy) = 2} Poy + Z foSxkﬂ-.

j=—1

Logo, temos que o sistema ([2.10]) serd estavel se existir P > 0 e S > 0 tal que

AV(zy) = V(zpt1) — V(zg) <0,
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ou ainda,

AV (zx) = v Pryr — 2f_-Swy—s + 2 (S — P)ay < 0. (2.22)

Utilizando o Lema de Finsler (Vide Apéndice [A]), a verificagao de ([2.22) sujeito a

[2.16) ¢ equivalente a condigao i) do lema de Finsler. Com wy, Q(«) e B(«) escolhidos como:

Tht1 P 0 0
W = Tk ,Q: * S—P 0 eB:[—IAAd],
- * * )

temos que a afirmativa i) do Lema de Finsler satisfaz AV (xy) < 0 (descrita pela equacao (2.22]))
para o sistema ([2.16]). Sendo assim, da afirmativa iv) do mesmo lema, caso exista uma matriz

X a qual pode ser reescrita como

F
X=|G | eR™™
H

o sistema serd estavel. Uma condi¢ao suficiente independente do atraso (e portanto conserva-

dora) para a estabilidade do sistema, pode ser dada por

P—F—FT FA-GT FA;— HT
X S—P+GA+ATGT  GA,+ ATHT | <o, (2.23)
* * HAd+A§HT—S

Essa condicao garante a estabilidade do sistema para qualquer valor finito de atraso
invariante no tempo.

Conforme ja dito, neste trabalho propoe-se obter uma condicao de andlise para
sistemas com atraso variante no tempo, ou seja, sistemas em que 75 assume um valor distinto a
cada amostra k, e que esteja sujeito a saturacao de atuador.

Outra questao inerente a estabilidade sao as condigoes iniciais do sistema. Niculescu
et al. (1996) afirmam que um sistema ¢é dito globalmente assintoticamente estdvel se para toda
condicao inicial as respectivas trajetérias convergem para a origem. Nesse contexto, surgem
duas vertentes: a estabilidade global e a estabilidade local. A estabilidade global abrange
toda e qualquer condicdo inicial z(0) € R™, enquanto a estabilidade local é assegurada para
um subconjundo de R™ que contenha a origem, caracterizando o conjunto de estados iniciais
admissiveis. Aqui, esse conjunto pode ser caracterizado por uma sequéncia @z .

Conforme ja citado na subsegao 2.2 para o caso de sistemas com saturacdo nos

atuadores a estabilidade global somente é possivel se o sistema em malha aberta for estavel.
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Caso contrério, deve-se investigar a estabilidade local para um conjunto de condigoes iniciais

w7k Em geral, deseja-se que esse conjunto seja o maior possivel.

2.5 Desempenho

O desempenho do sistema pode ser otimizado por meio de indices de desempenho,
tais como Ho, Hoo, TAE, dentre outros. Neste trabalho é utilizada a A-contratividade como
indice de desempenho temporal.

A A-contratividade é um indice de desempenho relacionado ao decaimento da funcao
de energia do sistema, ou seja, a variagao da func¢ao de energia V' (zy) é limitada por um fator

A € ]0,1]. Assim, segue a defini¢ao adaptada de (Corso 2009).

Definigao 6 (\-contratividade) O sistema (2.18) € dito A\-contrativo, com relagcdo as traje-

torias do sistema, se existir uma fun¢ao de Lyapunov V(xy) que verifique
A)\V(l'k) = V(karl) — )\V(.’L’k) < O, (224)

para A € ]0,1].

Note que AV (zy), dada pela equacao (ZI8), é um caso particular de A\V (zx) no
qual A = 1. Assim, uma condicao de estabilidade para sistemas livres de atraso mais geral do
que a proposta na equagao (2.20) é dada por

[ AP ATP }
> 0,

. (2.25)

em que 1 — A\, com A € |0,1], é a taxa de decaimento minima assegurada entre as amostragens,
ou seja, a taxa de decaimento minima assegurada serd tao maior quanto menor for o fator A.

Da equagao ([2.24), pode-se evidenciar a restrigdo que a A-contratividade impoe ao
decaimento da fungao de energia, qual seja

V(Trs1)

<A (2.26)

Corso, Castelan, Moreno & De Pieri (2009) demonstram que o volume da regiao de

condigoes iniciais admissiveis (¢; ) é reduzido a medida em que se diminui o fator A.
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2.6 Problemas de Sintese de Controlador

Considere o sistema a seguir

Tpg1 = Axy + Agxp_r, + By,

. o (2.27)

com7 <71, <T.

A lei de controle v, pode ser projetada de varias maneiras, seja por realimentacao
dindmica, por realimentacao estética de saida (vy; = Kyi) ou por realimentagao estatica de
estado (vx = Kxy), sendo esta ultima utilizada neste trabalho.

Leite & Miranda (2008) utilizam uma lei de controle por realimentacao estatica de

estados do tipo
Vi = K[L‘k + dek—frk' (228)

Utilizando essa lei de controle, temos que a equagao dindmica do sistema (2.27)) pode

ser reescrita como

Tl = A(L’k -+ Adl'k,m, (229)

em que

A=A+ BK e Ay = A; + BK,.

Note que a equagao ([2.29) possue a mesma estrutura da equagao dinamica do sistema
(221)) discutido na Se¢ao 24l Os autores utilizam, ainda, uma candidata a fungao de L-K dada

por

em que

Vi(zy) = x;;Fka,

k-1
T
Vo(ax) = E x; Srj, e
J=k—Tg
T k-l
Vs(zg) = E E xSz,
3 k 7 J°
=27 jmkt—1

Dessa forma, é proposta uma condigao independente do atraso que garante a esta-

bilidade do sistema para qualquer atraso 7 € [1,7].
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Apesar da condigao proposta em (Leite & Miranda 2008) ser independente do atraso,
tal abordagem exige o conhecimento prévio do atraso a cada amostragem, ou seja, em tempo
real, o que representa uma exigéncia a mais para o controle de determinados sistemas.

Neste trabalho sao propostas leis de controle independentes do atraso que sao obtidas

a partir de condicoes dependentes do atraso.

2.7 Comentarios Finais

Neste capitulo foi feita uma revisao bibliografica abordando os principais problemas
investigados neste trabalho. Foi discutida a dificuldade em se aplicar as técnicas utilizadas em
sistemas com saturacao nos atuadores em sistemas com atraso no estado, ocasiao em que é

proposta uma nova abordagem do problema para sistemas dessa classe.



Capitulo

Saturacao de atuador em sistemas com atrasos

Neste capitulo é apresentado um estudo para tratar a saturagao em sistemas com
atrasos. O sistema com atraso é representado por um sistema chaveado pelo atraso. A funcao
de saturacao é descrita a partir da zona morta e a condicao de setor é utilizada para tratar a
sintese de controladores que assegurem a estabilidade local. Sao tratados os casos precisamente
conhecidos e com incertezas politdpicas nas matrizes dinamicas do sistema. Uma nova carac-
terizagao da regiao de atragao ¢ proposta, sendo discutido, também, o problema de otimizacao

utilizado.

3.1 Sistemas com Atraso e Saturacgao

Seja o sistema discreto no tempo sujeito a atraso nos estados e saturagao no sinal

de controle dado por:

|z = Al@)zy, + Ad(o)zg—r, + B(a)sat(vy)
Q: , (3.1)
yr = Cla)zy
sujeito a condigdo inicial vz = {z_7,2_741,...,20}. Nesse sistema, x; € R" é o vetor de estado

no instante k, v, é o sinal de controle no instante k, sat(vy) é uma fungao saturacao vetorial
descentralizada cléssica, conforme descrita em ([2.13)), e 7, é o atraso no instante k contido no
conjunto {1,2,...,7}. Asmatrizes A(a) € R™" Ay4(a) € R™™, B(a) € R™P e C(a) € R?*" sao
incertas e pertencentes a um conjunto politopico dado pela combinagao convexa de N vértices

conhecidos, de forma que

N
(A,A4,B.Ci)(a) = oi(Ai A, Bi,Cy), (3.2)

=1

29
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em que « ¢ um vetor de parametros invariantes no tempo e pertencente ao simplex unitario

N
Eé{QERN:Zaizle(xizo,izl,...,N}. (3.3)

i=1

Conforme mencionado na Se¢ao 2.2) o termo sat(vy) insere uma nao-linearidade no

sistema (B.1]), podendo levé-lo a instabilidade. Portanto, a sintese da lei de controle por meio
de técnicas convencionais (lineares) coloca em risco o desempenho do sistema. Neste trabalho
sao investigadas trés leis de controle distintas, todas por realimentacao estatica de estados e

independentes do atraso, quais sejam:

v, = Koxy, (3.4a)
V = Ko.’L'k -+ K{-.’L’]g,; (34b)
Vr = Z Kixk,i, (34C)
i=0
com K; € RP*" 3 =1,...,7. Essas leis de controle, as quais independem do conhecimento prévio

do valor do atraso a cada instante, podem ser reescritas como
Vi = K[Z‘k, (35)

em que K € RP*(T+Dn & 4 matriz de ganho estédtico que assume, respectivamente, as estruturas

K=[Ky 0 --- 0] (3.6a)
K=[Ky 0 -+ K| (3.6D)
K = [KO K, - K;} , (3.6¢)
e o vetor aumentado de estado, 7, € RTtD" & dado por
Ty = [af ol - :c;f_?}T. (3.7)

3.2 O Problema

Devido a saturagao do atuador, a estabilidade assintdtica global do sistema em ma-
lha fechada somente pode ser alcangada caso o sistema em malha aberta seja estavel (Lin &
Saberi 1993). Do contrério, é necessario investigar a estabilidade local, ou seja, a estabilidade
assintotica do sistema ¢ garantida apenas para trajetorias originadas em um conjunto de con-

digdes iniciais que inclui a origem. Nesse caso, é necessario que a sequéncia (ou seus elementos)
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=0 pertenga a um conjunto de condigoes inciais admissiveis, o que é proposto no Problema [Il
Em geral, deseja-se que esse conjunto de condigoes iniciais seja o maior possivel, ocasiao em que
se apresenta o Problema [2]

Conforme proposto por Hetel et al. (2008), o sistema com atrasos variantes no tempo
BJ) pode ser descrito como um sistema aumentado livre de atrasos e chaveado pelo valor do

atraso com auxilio do vetor aumentado de estados (8.1):

Trp1 = NMo,m)Tr + B(a)sat(vy), (3.8)
em que
Ala) (o) -+ Yroq(a,7g) ‘ Y (i)
Aa,mi) = L. o | (3.9)
com
Ayla), 1=m1 ,. _
Yilaym) = { ij(n) i TZ Vi=1,...,T,
e

B(a) = {B (O‘>] . (3.10)

Oy

Note que, devido a saturagao do sinal de controle vy, o sinal u; = sat(vy) efetiva-
mente aplicado ao sistema (B.1]) pertence, a cada instante de tempo, a um conjunto poliedral
S(u,u) dado por

S(u,u) = {ur € R? : ugy <upy < gy, Vi=1,...,p}, (3.11)

em que U € U correspondem aos valores minimos e maximos para cada uma das entradas
1=1,...,p.

Assim, o conjunto de estados para os quais os sinais de controle u;, nao saturam ¢é
chamado de regiao linear do modelo e pode ser definido pelo conjunto poliedral Sy, (K,u,u) dado
por

SL(K,Q,T_L) = {Ek e R . Uiy < K(i)fk < U, Vi=1,... ,p}, (3.12)

em que K(;) representa a i-ésima linha de K. Nesse conjunto poliedral Sy, o sistema (3.8) admite

um modelo local linear. Com isso, se zy € S;(K,u,u), entdo Ty pode ser calculado por

.f'kJrl = A(Q,Tk)i'k -+ B(a)vk. (313)
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Entretanto, o fato de z; € S;(K,u,u) ndo assegura que Ty, também estard nesse
conjunto. Portanto, ainda que ([B.I3) seja schur-estavel, sdo necessarias condigoes adicionais
para garantir que a trajetoria de estados iniciada em Sy (K,u,u) convirja para a origem.

Considere a lei de controle ([B.5)-(B.6]) aplicada ao sistema (B.8), de forma que
Trpr1 = NMa,) T + B(o)sat(Kzy).
Somando e subtraindo B(«)Kz; no segundo termo da equagao acima, tem-se
Trr1 = Mo, 7)T, + B(a)sat(Kzy) + B(a)Kzy, — B(a)Kzy,

ou ainda

ZTry1 = (Aa,7) + B(a)K)Zp — B(a)(Kzy — sat(Kzy)). (3.14)
Utilizando o conceito de zona morta, descrito na Defini¢ao [ (Vide Subsecao [2.2.3)), temos que
U(vy) = V(Kzy) = Kz — sat(Kzy),
o qual, substituido em (B.14]), resulta em
Tr1 = (A(a,m) + B(@)K)Z — B(a)V(Kzy,).

Para simplificar a notacao, facamos

Aa,mp) = Aa,mi) + B(a)K, (3.15)

ficando o sistema (3.8) em malha fechada com (3.35)-(3.6) expresso como

.f'kJrl = A(OJ,Tk)i'k — B(OJ)\D(ka) (316)

A condigao generalizada de setor, proposta em (Gomes da Silva Jr. & Tarbouriech
2005) e enunciada no Lema [Tl é utilizada para a obtengao dos resultados principais deste tra-

balho. Assim, se Ty € S, com
S & {.’fk e R+ . }(K(g) — G(g)).’fk’ < Uo(g)}, (317)
Uy = =V = o) >0,1=1,....p, e G € R+ entio a relacio

U(KyZr) " TV (K Zx) — GoyZy) <0 (3.18)
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¢ verificada para qualquer T diagonal e definida positiva. O indice ¢ indica a qual atuador o
sinal se refere e J(y) representa a (-ésima linha da matriz J.

Em (Hetel et al. 2008), os autores utilizam uma candidata a funcdo de Lyapunov-
Krasovskii (L-K) V(s ,7) > 0 para o sistema (B.I) assumindo que ndo exista incerteza nas

matrizes, isto é, A(a) = A, Ag(a) = Ay, B(a) = B, e C(«a) = C, dada por
V(erems) = Y Y _ap Piixy_, (3.19)
i=0 j=0

. T . . . . _ . N -
em que Pr" = P2t e R"" 4, j =0,...,7. De acordo com os autores, a candidata a fungao
L-K (B.19) representa a forma mais geral dessas fungoes.

Note que pode-se reescrever as matrizes simétricas P, nao necessariamente de-

finidas positivas, na forma aumentada ®(7,) = ®(7)" > 0, cujos blocos [®(7)];; = P,
1,7 =0,...,T, ou seja,
PO’O PO,l .. PO,T—
Tk Tk Tk
* Pl’l . Pl,T
O(1) = _ o ol >0 (3.20)
* * ... PTT

Assim, a candidata a funcao de L-K dada em (3.I9) pode ser reescrita, em funcao
de ®(7) e de Ty, na forma

V(prpe,m) = T D(7k) Ty (3.21)

Para o caso de sistemas dependente de parametros, investigado neste trabalho, nao
é possivel utilizar a candidata a fungao de L-K descrita em (3.21), pois ®(«,7%), necessaria para
a estimativa da regiao de atragao, seria calculada pela inversa de uma combinacao convexa de

dimensao infinita em «, ou seja,

N

O(a,m,) = [Z aiwi(m)] :

i=1
nao sendo possivel o seu computo. Assim, a principio, serd utilizada neste trabalho a candidata
a funcao de L-K dada por

V(prha,mi) = T3 W (a,mi) ' 2, (3.22)

em que
N

W(a,m) = Z%VVi(Tk), a € =, (3.23)

=1
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Olam) =Y o [Wim)] " ac

i=1

[

Note que

[Z aivvim)] + Zai (Wi(r)] ",

e que a necessidade de se estimar a regiao de atracao, caracteristica da classe de sistemas
com saturacao, implicou a utilizagdo da candidata a funcdo de L-K (3.22)) e ndo uma extensao
direta de (8:21)), como poderia ser feito para o caso de sistemas sem saturacao. Mais adiante a
candidata a fungao de L-K (3.2]]) sera utilizada na condi¢ao proposta para sistemas precisamente
conhecidos (Segao B.0).

Segundo o Teorema de Lyapunov-Krasosvskii (Stojanovic et al. 2007), a fungao

[B22)) ¢ dita ser uma fungao L-K se V(o7 ,a,7) > 0 e
AV (@7 g0, 1) = V(07 k+1,0,Tkt1) — V(@7 p,0,71) < 0. (3.24)

Logo, a estabilidade assintética do sistema (B.8)) para K dado é assegurada quando a desigualdade
([3:24)) ¢ verificada junto com a positividade de W (a,7)!, Va € =.

Note que os valore de 7y tais que V(@7 x,c,7) é constante definem uma superficie
de Lyapunov ou superficie de nivel. Logo, se Ty esta na fronteira da superficie de nivel, entao
AV (s k,a,1) < 0 garante que Ty pertence ao interior do conjunto denominado superficie de
nivel. Esse conjunto é dito, portanto, contrativo. Por essa razao, a estabilidade e estabilizagao

do sistema (B.1]) é feita com o auxilio de um conjunto de nivel, conforme definido a seguir.

Definicao 7 (Conjunto de nivel, Ly) Se (323) é uma funcao L-K, entao o conjunto de
nivel Ly associado € definido como a interseccao dos conjuntos elipsoidais dados pelas matrizes

W(a,m) ™ = ®(a,1), VaeZ e, € {1,...,7}.

Conforme apresentado por Jungers & Castelan (2011), o conjunto Ly pode ser calculado como

indicado no lema a seguir.

Lema 2 Assuma uma fungio L-K dada por (3.23). O conjunto de nivel Ly associado a essa

funcao € dado por

Ly = N EW(ar) ™) = N EWi(r)™), (3.25)
re{l,...,7} re{l,....7}
a €= i € I[1,N]



3.3. Caracterizagao das Regices de Atragao 35

em que E(W;(1)"1)sdo conjuntos definidos por

EWi(r)™) = {m € R 2fWi(r) 'z, < 1} (3.26)

A prova desse lema é encontrada em (Jungers & Castelan 2011).
Destaca-se que neste capitulo, o conjunto Ly é utilizado para representar o conjunto

de condigoes inicias seguras e, portanto, tem-se que Ty € Ly C S.

3.3 Caracterizacao das Regioes de Atracao

A caracterizacao exata da regiao de atracao nao é uma tarefa facil nem mesmo para
sistemas livre de atraso (Tarbouriech et al. 2011). Para sistemas com atraso no estado essa
tarefa se muito dificil, pois ha uma infinidade de sequéncias que o vetor de condigoes iniciais
¢ 0 pode assumir (Silva 2016). Portanto, o que se pode fazer é caracterizar um subconjunto da
regiao de atracao, o maior possivel, de forma que se possua uma estrutura analitica definida.

Uma caracterizacao comumente encontrada na literatura trata apenas a norma da
sequéncia ¢(7,0), conhecida como caracterizagao da bola (Xu et al. 2012). Nessa abordagem, a

sequéncia de condicoes inicias admissiveis é limitada por um escalar positivo ¢, de forma que
lp(T0)[| < e, VT =1,....7. (3.27)

Pode-se constatar que essa caracterizacao se mostra muito conservadora, tendo em vista que
a regiao obtida serd limitada pela menor distancia possivel da origem que um elemento da
sequéncia ¢z pode estar..

Uma outra caracterizacao encontrada na literatura consiste em considerar um con-
junto para a norma de ¢(7,0) e outro para a norma de Ap(7,0) (Ghiggi et al. 2008). Dessa forma,
tanto sequéncia de condigoes inicias admissiveis quanto a taxa de variacao dessa sequéncia sao

limitadas de modo que
51”90(7_-70)" + ﬁ2|’A90(7_-70)” < 1? VT = 1? Ty (3'28)

em que 31 e B2 sao escalares positivos.
Outro forma de caracterizar a regiao de estabilidade, proposta em (Silva 2016)con-

siste em utilizar o conjunto descrito em ([3.29) com ®(«,7;) definido por

vam) = %G 7).
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em que Q(«a,7;) € R™™ e R € R"™*7. Nesta forma de caracterizagao, os termos nulos presentes
na matriz ®(a,7;) promovem um desacoplamento das condicoes iniciais atuais (no instante
k = 0) com as condigbes iniciais atrasadas. Tal abordagem foi testada utilizando um tratamento
similar ao utilizado neste trabalho, em que o sistema com atrasos ¢é representado como um
sistema chaveado sem atrasos, porém sem considerar incertezas. Além disso, o sistema analisado
era variante no tempo: um modelo fuzzy de Takagi-Sugeno. A seguir o leitor podera constatar
que essa caracterizacao ¢ um caso particular da caracterizacao aqui tratada.

Neste trabalho, a caracterizagao da regiao de estabilidade Ly é dada por

Lv= () EW(am)™), (3.29)
T€{l,...,7},0€E
em que E(W(a,m)7Y), 7 €1,...,7, sdo os conjuntos

S(W(Oéﬂ-k)il) = {«’Z’k S R(%Jrl)n; .TZW(OJ,T]{)il.’Z'k < 1}

e W(a,m;)~! é definido conforme descrito em (B3.23)).

3.4 Contribuicao Principal

Nesta secao sao apresentados e discutidos os resultados principais deste trabalho.

Os exemplos e estudos de casos que consolidam tais resultados sao abordados no Capitulo 4.

3.4.1 Estabilizacao

Considere a candidata a funcao L-K, definida ([3.22), de forma que

V(pr o) = B W (a,m,) " 2 > 0, (3.30)

AV (o7 ,007k) = V(@7 kt1,0,Tkr1) — V(07 g,0,7) < 0. (3.31)

Da Definigao [ (Vide Subse¢ao 2:2.3)), temos que
V(Kzp) T (p(Kzy) — Gzy) < 0 (3.32)
para todo 7 € S(K — G,v,0), em que

S(K — Gou,i) = {7 € RED™ .y < (K — G)Zp, < 1} (3.33)
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Das equagoes (B.31]) e (8.32)), podemos garantir a estabilidade do sistema (B.]) fa-

zendo

AV (s p,0,71) < Y(KZp) T (0(KTy) — GTy) (3.34)

a0 mesmo tempo em que asseguramos uy no conjunto S(K — G,u,u).
Partindo da inequagao (3.34]) e visando incluir a regiao de estabilidade Ly, definida
em (B.29), no conjunto poliedral S(K — G,u,u), podemos enunciar o seguinte teorema, o qual

proporciona uma solucao para o Problema [I

Teorema 4 Se existirem matrizes 0 < W (a,7) = W(a,r)T € REFUXETHI - com o € = ([33)
er =1,....7, matriz diagonal 0 < S € RP*P| e matrizes U € ROTUnxT+hn 1y ¢ Rpx(T+hn o

Z € RP<THOn tais que

—W(a,7") Ala,7)U +B(a)Y —B(a)S

* W(a,r)—U—-UT zZT <0, (3.35)
* * —25
e
w ~ Ut —-U (Y — Zp)T
() Yo =Z0)] < g (3.36)
sejam satisfeitas para todo o € Z, 7, 77 = 1,....7 e L = 1,...,p, entao a matriz da lei de
controle (3.3), calculada a partir de
K=YU!, (3.37)

¢ tal que o sistema (31) em malha fechada € localmente assintoticamente estdvel para qualquer

sequéncia de condicoes iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

Prova 1 : Se (3.33) € verificada, entdo a positividade de V(7 k,,7) dada em (3.22) € asse-

gurada. Substituindo-se Y e Z por KU e GU, respectivamente, obtém-se

—W(a,77) Ao, 7)U +B()KU —B(a)S
* W(a,r)—U-U"  (GU)T | <0 (3.38)
* * —25

Usando o fato —UTW (a,7)7U < W (a,7)=UT U, veja (Geromel, Korogui & Bernussou 2007),
pode-se obter
—W(a,m") Ala,m)U +B(o) KU —B(«)S

O(a,7) = * ~U™W(a,7) U (GU)T | <O. (3.39)
* * -2
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Da regularidade de U e aplicando a transformada de congruéncia ©(o,7) = TTO(a, )T, com

I O 0
T=10 U o |,
o o St
temos que
—W(a,7) Ala,7) +B(ao)K —B(«)
O(a,T) = * ~W(a,r)™t GTSTH| <.
* * -28-T

Fazendo A(a,7) = A(a,7) + B(a)K e aplicando o complemento de Schur, obtém-se

O(a,r) = _W(i‘”)_l ?;5_;] +{f§§‘(;§;} W(a,r") " [Aa,r) —B(a)] <0.  (3.40)

Pré- e pés-multiplicando [3.40) por X} e X}, respectivamente, em que

A= {q’(g$k)] ’

temos
ot wiap] |0 S;;Fg—_;] {\I/(]%xk)]
[T w(KaT)] {f%‘(;m W(ar*) ! [Aayr) —B(a)] [\D(%@J <o,

— W (a,7) '3y, + 20 (Kz) T ST Gay, — 20 (Kz) ' ST U (Kay,)
+ [#T A7) — U(Rz])B(a)] W(a,r™) " [A(e,7) 7, — B(a)¥(Kzy)] < O.

Se 2\I/(Kf[7k)TS TG?L’k — 2111( T )TS T\II(KZL‘k) = —Z\I/(Ki’k)Tsz(\I/(Ki’k) — Gi’k),
entio podemos substituir A(a, 7)), — B(a)V(KZ;) por Try1, veja (B18), e reagrupar a equagio

acima na forma
N = 2L W () T — 2 W) oy — 20(Kay) 'S (U (Kay) — Goy) < 0. (3.41)
Sendo ST =T e AV (o5 ,a,7) = ffHW(oz,TkH)*lka — ZEW (a,13,) "z, veja

(322) - (5-Z4), entao temos que

AV (05 j,0,71) — 29 (Kz, )T T(0(Kzy) — GZp) < Qp < 0. (3.42)

Portanto, conclui-se que a factibilidade de (3.38) assequra a negatividade de
AV (pzx,,7) e verifica a condi¢do generalizada de setor (Vide Defini¢aold na Subse¢aol2.2.3).
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Assim, a partir do teorema de Lyapunov-Krasovskii (Stojanovic et al. 2007), é assequrada a
estabilidade local do sistema linear discreto no tempo com atraso de tempo variante no estado
e saturagao do sinal de controle (3.1) em malha fechada sob a lei de controle (3.0) com ganho
dado por (3.37) sempre que a trajetoria de estado evoluirem no interior do conjunto S.
Assuma que além de (3.33), o conjunto de LMIs (3.36) também seja verificado.
Como —UTW (a,7)7'U < W(a,7)—UT = U, substitui-se —UTW (a,7) U por W(a,7)—-UT —U
em (338), pré e pés-multiplicando o resultado por diag{U~T 1}, para obter um minorante de

(3.30) dado por
~W(ar)™ (Ky —Gp)”
2

*

] <0. (3.43)
~Yoce)

Aplicando o complemento de Schur em (3.43) e pré- e pds-multiplicando o resultado por T} e

Ty, respectivamente, obtém-se
— W a,m) ™ T + v (Ko — Go))" (K — Go)) Tk < 0. (3.44)

Isso implica que o conjunto elipsoidal ﬂ EW (a,m)™ "), que pelo Lema [2
re{l,...7},0€E
é dado por {z, € ROV ZTW (a,7,) '), < 1}, estd contido em S. Portanto, verificando as

LMIs (3.30), garante-se que Ly C S e qualquer trajetoria do sistema em malha fechada iniciando

em Ly permanece em S.

Note que o Teorema M é uma condicao de dimensao infinita em « € Z, portanto,
torna-se invidvel numericamente. Entretanto, explorando a estrutura de A(a,7;), dada em (B3.9)

com ([B.2)-B.3)), de B(a), dada em ([B.I0) com B.2)-(B.3)), e a estrutura de W («,7x), dada em
B23) com [B.2)-([33)), pode-se obter o seguinte corolario

Corolario 1 Se existirem matrizes 0 < W, . = W e REFUnxHn 7 — 1 7 i=1_... N,

matriz diagonal 0 < S € RP*P_ e matrizes U € RETIxTHn 1y ¢ Rex(FHn o 7 ¢ Rpx (71,

tais que
Wi+ ANU+BY  —BS
* W,,—U-U" ZT | <0, (3.45)
* * —-25
e
Wi,r -Ur-U ()/Eé) _2Z(£))T <0, (346)
* —Uo)
sejam satisfeitas para 7, 77 =1,....7, L =1,...,p ei = 1,....N, entao a matriz da lei de

controle (33), calculada a partir de
K=YyU, (3.47)
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¢ tal que o sistema (31)-(33) em malha fechada com a lei de controle (3.3) € localmente
assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condigoes iniciais pentencentes ao conjunto

Ly CS.

A prova do Corolario [I] segue-se a semelhanca da prova do Teorema Ml explorando
a formacao convexa das matrizes envolvidas.

Conforme ja mencionado, a matriz K, na lei de controle (8.5)), pode assumir as trés
estruturas apresentadas em (3.6a))-([B3.6d). Em (B.6d), na qual se realimenta todos os vetores de
estado, nenhuma restrigdo é feita sobre as matrizes U e Y. Para os ganhos dados em (B.6al)
(realimenta-se somente o estado atual) e (B.6D]) (realimenta-se o estado atual e o estado com

maximo atraso) é necessario impor certas restrigoes para as matrizes Y e U, quais sejam:

U 0 --- 0
* U2 0

Uem = VEm = | ;- ;| (348
A

Y(m): [Yi 0O --- 0 , € (349)
Ygep = [ 0 -+ 0 Yau], (3.50)
comU; e R ¢=1,...,7+1, Y, e Y211 € RP*" sendo que os indices das matrizes indicam a

qual estrutura se referem.

3.4.2 Limitando a taxa de variagao do atraso, A7,y

Um desdobramento imediato da formulacao aqui proposta estd no tratamento de
taxas limitadas para a variacao do atraso. Esse problema ainda nao foi tratado na literatura no
ambito dos sistemas discretos no tempo com atrasos no estado. Em muitos casos, o atraso nao
varia do seu valor minimo ao seu valor maximo em apenas uma iteracao, sendo essa variacao
limitada por um valor Ar,... Ou seja, a variagdo do atraso em duas amostras consecutivas é
limitada por

‘TkJrl - Tk| < ATmauxa (351)

em que AT < 7. Ao limitar a taxa de variacao do atraso, espera-se, por exemplo, obter uma
maior regiao de atracao £(P(+)).

Para isso, considere o conjunto C,+(7), definido por

Cor (1) = {77 €L, : max(1,7 — ATiax) < 77 < min(7,7 + ATiax) } (3.52)
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no qual estarao contidos todos os valores de 71, citado no Teorema [, que agora estarao re-
lacionados a 7. A titulo de compreensao, a Figura [3.] ilustra as possiveis combinacoes entre
*t € C+(7) e 7, considerando um atraso méximo 7 = 10, para duas limitag¢oes na variagao do

atraso: ATmax = 2 ([J) € ATyax = 5 ().

100 * * * ® ® ®
ol * * * ® ® ® ®
sl * * * ® ® ® ® ®
7k * * * % % % ® ® *
6 * * * ® ® ® ® ® * *

foosF * * ® * ® ® ® * * *
s * ® ® ® ® ® * * *
3F ® ® ® % ® * * *
2k ® ® ® ® * * *
1t ® ® ® * * *

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T

Figura 3.1: Combinagoes possiveis entre 77 € C.+(7) e 7 para ATax = 2 () € ATax = 5 (%),
considerando 7 = 10.

Nessa figura pode-se verificar alguns casos particulares do conjunto C,+ (7). Por

exemplo, para a limitacao na variacao do atraso dada por Am,.c = 2, temos que

C7-+(1) - {17273};
CT+(2) - {1727374};

~+(3) ={1,2,3,4,5};
+(4) ={2,3,4,5,6};
o (5) = {3,4,5,6,7};
'+ (6) = {4,5,6,7,8};
'+ (7) = {5,6,7,8,9};
(8) {6,7,8,9,10}:
(9) — {789 10}; e

+(10) = {8,9,10}.

Dessa forma, um novo teorema é enunciado a seguir considerando uma limitacao

ATnax Na taxa de variacao do atraso.
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Teorema 5 Se existirem matrizes 0 < W(a,7) = W(a,7)T € REFInXEH - com o € = ([3.3)
et =1,...7, matriz diagonal 0 < S € RP*P, ¢ matrizes U € RTHIxT+n 1y ¢ Rpx(T+in
e Z € ReXT+0n qais que (3.38) e (338) sejam satisfeitas para todo o € Z, 7 = 1,....7,
77 € Co+(7) dado em (353), e { = 1,...,p, entao a matriz da lei de controle (3.3), calculada
a partir de(3.37), € tal que o sistema (3.1) em malha fechada € localmente assintoticamente

estavel para qualquer sequéncia de condigoes iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

Prova 2 : A prova deste teorema seque-se a semelhanga da prova do Teoremalll, considerando-

se 0s valores de transicdo possiveis para o valor do atraso dados em (3.53).

Mais uma vez, o teorema enunciado apresenta dimensao infinida em « € Z. Assim,
explorando novamente a estrutura de A(a,7;), dada em ([B.9) com (3.2)-(B.3)), de B(«), dada em
BI0) com B.2)-(B3), e a estrutura de W(a,7x), dada em ([3.23) com (B.2)-(B.3)), enunciamos

um novo corolario, a partir do Teorema [, a seguir.

Coroldrio 2 Se existirem matrizes 0 < W;, = WL e ROTUnxtn 7 — 7 7 i =1,... N,
matriz diagonal 0 < S € RP*P| e matrizes U € R T+n y ¢ Rex(t+l)n o 7 ¢ Rex(T+1)n,
tais que (349) e (3408) sejam satisfeitas para 7 = 1,...7 e 7t € Cr+(7) dado em (352),
(=1,....pei=1,...,N indicando o vértice de cada politopo, entdo a matriz da lei de controle

(33), calculada a partir de (347) € tal que o sistema (3.1)-(3.3) em malha fechada é localmente

assintoticamente estdvel para qualquer sequéncia de condigoes iniciais pentencentes ao conjunto

Ly CS.

Novamente, a prova do Corolério [2] segue-se a semelhanga da prova do Teorema [
considerando-se a convexidade da construcao das matrizes do sistema e dos valores de transicao

possiveis para o valor do atraso dados em (3.52)).

3.4.3 M\—contratividade

Conforme ja mencionado, a propriedade de A—contratividade é utilizada como indice

de desempenho para a resposta do sistema. Segue uma variagao da Defini¢ao [0l

Definicao 8 (A-contratividade - Sistema incerto) O sistema incerto (31)-(3.3) € dito \-

contrativo, com relacao as trajetorias do sistema, se Va € Z verifica-se

ANV (07,0, T) = V(07 k11,00Tk1) — AV (07 ,0075) < 0, (3.53)
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para o0 € Ly, 7o € {1,...,7} e A € ]0,1].

A partir dessa definicao, pode-se formular um novo teorema, enunciado a seguir.
Teorema 6 Dado A € |0,1], considere que existam matrizes 0 < W(a,7) = W(a,r)! €
REFDmEHIn - com o € 2 ([33) e 7 = 1,...,7, matriz diagonal 0 < S € RP*P ¢ matrizes

U e REHOnx(T+n y ¢ Rpx(FHn o 7 ¢ RPXTHD tais que
—W(a,m")  Ala,7)U +B(a)Y  —B(a)S

N AN Wlar)—U—U" 2T | <o, (3.54)
* * —-25
e (3.30) sejam satisfeitas para T, 77 =1,....7 el =1,...,p. Entdo, a matriz da lei de controle

(33), calculada a partir de (3.37), € tal que o sistema (31) em malha fechada € localmente
assintoticamente estdvel, com indice de convergéncia A, para qualquer sequéncia de condi¢oes

iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

Prova 3 : A prova deste teorema seque-se idéntica a do Teorema [, exceto pelo termo

AV (7,011, descrito pelas equagoes (3.22)-(3.24), que € substituido pelo termo mais geral
AV (s k0,18 ), descrito pela equagao (F53).

Explorando novamente a estrutura de A(a,7;), dada em (B3.9) com B.2)-B.3), de
B(«), dada em ([B.10) com (3.2)-(B.3), e a estrutura de W(a,7;), dada em (8.23)) com (3.2)-(3.3),

pode-se enunciar um novo corolario a partir do Teorema [6], dado por

Corolario 3 Dado X € ]0,1], considere que existam matrizes 0 < W; . = W[ € RE+H)nx(F+n

com i =1,...,N indicando o vértice de cada politopo, T = 1,....7, matriz diagonal 0 < S €
RPXP ¢ matrizes U € REHInx@T+n y ¢ Rpx(THhn o 7 ¢ RPXTHD 445 que
—WZ‘77—+ Ai,TU + BZY —BZS
AN, —U-UT ZT | <o, (3.55)
* * —-25
e (5.40) sejam satisfeitas para T, 77 =1,....7 el =1,...,p. Entdo, a matriz da lei de controle

(33), calculada a partir de (3.37), € tal que o sistema (31) em malha fechada € localmente
assintoticamente estdvel, com indice de convergéncia A, para qualquer sequéncia de condi¢oes

iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

A prova deste corolario segue-se idéntica a prova do Teorema [0, explorando a for-
macao convexa das matrizes envolvidas.
Conforme feito no Corolario 2, o resultado do Corolario [3] pode ser reescrito para o

caso de limitacao da taxa de variacao do atraso.
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3.5 Simplificacao para o caso Precisamente Conhecido

O problema de otimizagao descrito em (B.64) pode ser simplificado para o caso de
sistemas precisamente conhecido. Para tanto, basta considerar o € = com N = 1, ou seja, um
politopo com um tnico vértice.

Conforme ja mencionado, para o caso precisamente conhecido, foi utilizada a can-
didata a fungao de L-K (8.19)), proposta por (Hetel et al. 2008), com ®(7;) definida em (3.20).

Assim, as novas condigoes de estabilidade e inclusao sao apresentadas no seguinte corolario.

Corolario 4 Se ezistirem matrizes 0 < W(r) = W(r)T € REHIXEHIn - com 7 = 1,... 7,

matriz diagonal 0 < S € RP*P e matrizes U € RETIXE+n y ¢ Rex(FHn o 7 ¢ Rpx(T+)n,

tais que
-W(rt) A(MU+BY —-BS
« W) —U—-UT 77| <o, (3.56)
* * —-25
U U (Yo — Zi))"
sejam satisfeitas para T, 7V =1,...,7 el = 1,....p, entao a matriz da lei de controle (3.1),
calculada a partir de
K=YU™, (3.58)

é tal que o sistema (31) em malha fechada € localmente assintoticamente estdvel para qualquer

sequéncia de condigoes iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

Note que no caso das condigoes do Corolario [ serem satisfeitas, a funcao de Lya-

punov que assegura a estabilidade ¢ dada por

V(prp,mi) = 24 (1) T,

para 7, =1,....T.
Ainda para a classe de sistemas precisamente conhecidos, para especificar o desem-

penho do controlador por meio do indice A € ]0,1], é proposto outro coroldrio, qual seja

Corolério 5 Dado A € ]0,1], considere que existam matrizes 0 < W, = WT ¢ R+Unx(T+n,
com T =1,...,7, matriz diagonal 0 < S € RP*P ¢ matrizes U € ROTDx(T+hn 1y Rpx(7+1)n
e Z € RP¥THI tais que

—W(r™) A(T)U +BY —-BS
* N Wy -uv-U0t ZT | <o, (3.59)
* * —28
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e
W(r)—=UT" —U (Y — Zu)"

) Yo = Z0)"| <, (3.60)

sejam satisfeitas para 7, 7 = 1,...,7 e { = 1,...,p. Entdo, a matriz da lei de controle

(33), calculada a partir de (358), € tal que o sistema (31) em malha fechada € localmente
assintoticamente estdvel, com indice de convergéncia A, para qualquer sequéncia de condigcoes

iniciais pentencentes ao conjunto Ly C S.

Mais uma vez, conforme feito no Corolario 2 o resultado dos corolérios [ e B pode

ser reescrito para o caso de limitacao da taxa de variacao do atraso.

3.6 Problema de Otimizacao

Um objetivo de interesse na aplicacao do Teorema ] é o de maximizar a regiao de
condigoes iniciais seguras, ou seja, obter Ly C S o maior possivel. Isso pode ser obtido por meio
de uma terceira LMI que ird4 promover o aumento do conjunto Ly .

Corso (2009) utiliza um conjunto modelo poliedral I' £ {v, € R, r = 1,...,n,.}, no
qual v, sao os vetores das direcoes nas quais se pretende maximizar a regiao de atragao, e um

fator escalar [ para o problema de otimizacao, sendo incluida a condicao de relaxacao dada por

T
1 >2020=1,... =1,....,7,r=1,... .
L}T VViJ >04i=1,....N,7=1,....,7,r=1,...,n,, (3.61)
em que p = % A desigualdade acima é equivalente a <#v?> W(a,r)™! <#vr> < 1, para
cada valor de oy, 7 e r, garantindo, assim, a inclusao ﬁlﬂ C Ly. Portanto, o problema de

otimizacao utilizado pelo autor se resume em minimizar g sujeito as condicoes de relaxagao
[B:67)), de estabilidade e de inlcusao.

Neste trabalho sera abordada outra alternativa, a qual consiste em maximizar
D(H) = {7, € R": 0 < 7 Hxy < 1}, (3.62)

que esta incluso em Ly . Tal inclusao é assegurada a partir de
H 1
> =1,...,7. .
[I Wi,T:| >0, 7=1,...,T (3.63)
Portanto, o procedimento de otimizacao convexa utilizado neste trabalho, o qual se propoe a

solucionar o Problema (2)), é dado por

min trago(H)
Pecs { sujeito a  (B.39]), (3.36]) e (3.63]). (3.64)
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Para se especificar o desempenho do controlador, por meio do indice de desempenho

A € ]0,1], aplica-se o seguinte problema de otimizagao:

sujeito a  (3.57), (B.46)) e (3.63).

Para o caso de sistemas precisamente conhecido, a relaxacao da regiao de atragao ¢é

Pox { min trago(H) (3.65)

obtida por meio da seguinte condicao:

ﬁ WI(T)] >0, (3.66)

Assim, o problema de otimizagao a seguir se propde a solucionar o Problema (2))

para o caso de sistemas precisamente conhecido.

(3.67)

min trago(H)
S sujeito a  (350), B57) e (3.60).

Ainda para sistemas do tipo precisamente conhecido, caso deseja-se especificar o
indice de desempenho A-contratividade, aplica-se o problema de otimizagao apresentado a seguir.

min trago(H)
P { sujeito a  (3.59), (3.60) e (3.66), (3.68)

3.7 Custo Computacional

As condigoes apresentadas nos corolarios [IHDl testadas com o solver LMILab, apre-

sentam custo computacional da ordem de
0=K7L, (3.69)

em que K é o numero de variaveis escalares e £ o nimero de linhas nas LMIs. A Tabela [3.1]

apresenta os valores de K e L para cada condigao aqui proposta.

Tabela 3.1: Valores de K (varidveis escalares) e £ (linhas de LMIs) para as condigdes propostas.
K| L
Corolario | I; | £
Corolario 3 | IC; | £
Corolario Ki | Ly
Corolariold] | ICy | L3
Corolario Ko | L3
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em que

Ki=n%(7+1)*+ (N + 1) + p(nT + n + p),

Ko =n*(7+1)*+ (7+ 1)+ p(n7 +n+p),

L= 2n(F+1)+p)N72+[(F+ 1)n+ 1]pN7,

Lo=N_2n(T 4+ 1)+ p][7? = 2(T — ATipax — D!+ [(T+ D)n + 1pNT], VAT pax <7 — 1
L3=1[2n(T+1)+p|[7? — 2(T — ATmax — D!+ [(F+ 1)n + 1|pT], VATmax < 7 — 1.

Conforme ja mencionado, o Coroldario [l corresponde ao Teorema [l aplicado apenas
aos vértices do politopo. Das variaveis citadas acima, temos que n é a ordem do sistema, p é o
nimero de entradas do sistema, 7 é o atraso maximo, N é o nimero de vértices do politopo e
ATnax € a taxa de variacao maxima entre atrasos de amostragens consecutivas.

Na sequéncia, sio calculados trés valores de custo: O; = K3L;, que é relacionado ao
custo computacional para o computo dos corolarios T, Ble 2 Oy = K3L,, relacionado ao esforgo
computacional para o computo do Corolario @t e O3 = K3L3, vinculado ao custo computacional
associado com computo dos coroldrios [4] e

A Figura ilustra o custo computacional @ = K3L£ em funcao da ordem n do
sistema considerando alguns valores para N (N = 1 ou sistema precisamente conhecido (—A),
N=2(—x), N=4(—o) e N =06 (—0)). Para isso, considerou-se p=1,7 =2 € ATyax = 1.

Pode-se constatar que o custo computacional O3 apresentou a mesma curva para
todos os valores de V. Isso deve-se ao fato desse custo referir-se aos corolarios [ e Bl que tratam
de sistemas precisamente conhecidos, sendo, portanto, considerado N = 1 para todas as curvas.

J4 a Figura 3.3 ilustra o custo computacional @ = K3£ em funcio da ordem n
do sistema considerando alguns valores 7 (T = 1 (=A), 7 =2 (—%), T = 3 (—o) e T = 4
(—0)). Para isso, considerou-se p = 1, N = 1 (sistemas precisamente conhecidos) e, novamente,
ATmax = 1.

Nessa figura pode-se constatar que as curvas dos custos computacionais O, e Os
sao semelhantes. Isso deve-se ao fato de que L, se diferncia de L3 apenas pelo fator N que é

multiplicado. Como N =1, £, = L£3. O mesmo ocorre entre Ky e ICs.

3.8 Comentarios Finais

Neste capitulo foi formalizado o problema a ser investigado, bem como apresentada
a forma de caracterizacao da regiao de atracao utilizada. Foram apresentados os resultados
alcangados, assim como o problema de otimizacao empregado. Por fim, discutiu-se o custo

computacional das condigoes apresentadas.



48 Capitulo 3. Saturacao de atuador em sistemas com atrasos

x 10 x 10

15 b

101 b

O,

n

Figura 3.2: Custo computacional O = K3£ em funcao da ordem n do sistema, com p = 1, 7 = 2
e ATpax = I, para N=1 (=A), N=2 (—*), N=4 (—o) e N =6 (-0).
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Figura 3.3: Custo computacional O = K3£ em funcido da ordem n do sistema, com p = 1,
N=1leAnu=1,parat=1(=A),7T=2(—%),7=3(—0) e T =4 (-0O).
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Capitulo

Exemplos e Estudo de Casos

Neste capitulo as condicoes desenvolvidas e discutidas no Capitulo 3 sao aplicadas
em exemplos e estudos de casos. Para facilitar a visualizacao da regiao caracterizada pelas
condigoes desenvolvidas no Capitulo 3, estas sao inicialmente aplicadas a um sistema escalar
precisamente conhecido com atraso maximo 7 = 2, sendo em seguida consideradas incertezas
politépicas nos coeficientes do sistema. Na sequéncia, as condigoes sao aplicadas a um sistema de
ordem n = 2, desta vez visando ilustrar as particularidades da condicao. Ao final, é investigado
a sintese para um sistema livre de atraso considerando a realimentacao dos estados passados.

Tal exemplo é utilizado como motivacao para as perspectivas deste trabalho.

4.1 Caso Escalar Precisamente Conhecido

Por simplicidade e para permitir ao leitor uma melhor visualizagao dos resultados,

considere o sistema (3.I) como um sistema escalar precisamente conhecido, ou seja,

Q. { Tpp1 = Axy, + Agri—r, + Bsat(vg) ’ (4.1)

yr = Cay,

cujas matrizes sao dadas por

A=2 A;=-01,B=1eC=1,

com um atraso maximo 7 = 2 e saturacao do atuador dada por |ux| < uy = 0.7. Conforme
observado adiante, esta escolha permite ao leitor uma melhor percepcao das condigoes propostas
neste trabalho.

Para verificar a estabilidade do sistema (41]) em malha aberta, cosiderou-se v;, =

51
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0 Vk > 0 e, a principio, um atraso constante e unitario, isto é, 7, = 1 Vk > 0. Foi aplicada a

Transformada Z na equagao dinamica do sistema (4.1]), ocasiao em que obtemos
I — A— Azt =0,

ou ainda

12— Az — Ay = 0. (4.2)

Substituindo os valores de A e Ay e resolvendo a equacao (4.2)), obtém-se as raizes p; = 0.0513
e po = 1.9487. Note que para um atraso fixo 7 = 1 o sistema (A1) possui um autovalor (ps)
fora do circulo unitario, portanto, trata-se de um sistema instavel.

Voltando ao sistema original, com 1 < 7, < 2, e no intuito de se obter a maior
regiao de atragao possivel, foi aplicado o problema de otimizagao dado em (B.67]), sendo obtido
o seguinte ganho estatico

K = [-1.9401 0.0713 0.05], (4.3)

ou seja, vy = —1.9401x; + 0.0713x_1 + 0.052,_» estabiliza o sistema (4J]). Do problema de

otimizacao (3.67) também foram obtidas as seguintes matrizes:

0.6131 1.6139 2.0088 0.6131 1.6084 2.0122]

W(1l) = |1.6139 19.8391 20.1681|, W(2)= |1.6084 19.7553 20.1146] ,
2.0088 20.1681 37.8271 2.0122 20.1146 37.8784
0.6141 1.6255 2.0292 2.1101  —0.1258 —0.0450]

U= [1.6250 19.9831 20.3894|, H = |-0.1258 0.1180 —0.0561]
2.0277 20.3816 38.1676 —0.0450 —0.0561 0.0589 |

Y =[-09741 —0.7083 —0.5727], Z =[-04769 —0.4614 —0.4516],

G = [-0.9276 0.0311 0.0209] .

A Figura [4.1] ilustra a estimativa da regiao de atracao, obtida por meio da interse-
¢ao dos elipsdides, e, a titulo de comparacao, a correspondente bola comumente utilizada na
literatura para caracterizar a regiao das condigoes iniciais. O raio da caracterizacao da bola é

obtido por meio da equacao

4 1
ralo = ﬂ —,
i=1 V pmaX(W(Z)i )
em que pPmax(+) indica maximo autovalor de uma matriz. J& na Figura|d.1(b)|sao apresentados os

cortes das regioes de atracao definidas pela proposta deste trabalho (+) e pela norma méxima da
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sequencia de condigdes iniciais (—) da sequéncia de condigoes iniciais (caracterizacao da bola)
nos trés planos do espaco.

Utilizando uma grade de pontos igualmente espacados em R?, pode-se avaliar a pro-
porcao dos volumes da bola, aqui denotado By, e do elipséide. Neste caso, constatou-se que o
volume do elipsdide é 3952.5% maior que o volume da bola. Portanto, verifica-se uma signifi-
cativa reducao de conservadorismo na estimacgao da regiao de condigoes iniciais. Foi verificado
também que essa proporc¢ao é reduzida na medida em que a norma de A, se aproxima da norma

de A, o que é explicitado, mais a frente, e ilustrado na Figura [£.4]

Lk—2

1 -1 0 1 -5 0 5

Lk Tk—1

(a) Visualizac@o espacial. (b) Cortes nos planos: Regiao de Atragao (-) e Ca-
racterizagao da norma méxima (—).

Figura 4.1: Regiao de Atracao e Caracterizagdo da norma maxima.

A Figura apresenta os cortes da regiao de atracao juntamente com o limiar
da saturagao do sinal de controle, ou seja, os valores das condigbes iniciais que fazem |ug| > ug.
A Figura ¢ uma expansao da Figura , na qual é possivel visualizar os limiares de
saturacao no corte xy_1 X xp_o. Assim, é possivel determinar em qual porcao dessa regiao o
sinal de controle vai saturar.

Visando avaliar a saturagao do sinal de controle, o controlador (£.3)) foi implemen-
tado considerando a condicao inicial x5 = z_; = 0 e 2y = 0.6885, que esta localizada na
superficie do elipséide mostrado na Figura A correspondente resposta temporal é apre-
sentada na Figura[d.3, na qual pode-se constatar a saturacao do atuador nas primeiras amostras
e também a estabilizacao do sistema.

Considere entao que no sistema (1)) A; é multiplicada por um fator §, de forma
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Figura 4.2: Regiao de Atragao (-) e Limiares de Saturacao (—).

Sistema em Malha Fechada
0.8 T T T

0.6 Ny

04 *

0.2 ]

Sinal de Controle

e O O 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

-0.5 o o Uk
o o © o mi sat (Uk)

-15 I I I I I I I I |
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 4.3: Resposta do sistema (1)) para condi¢ao inicial x_o = z_1 = 0 e zo = 0.6885, sinal
de controle sem saturacao (o) e sinal do atuador (OJ).

que

Tp1 = 225 — 0.162,_,, + sat(vg). (4.4)

Variou-se o valor de 0 entre 1 e 9, sendo que para cada valor foi resolvido o problema de
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otimizagao (B.67)) para as trés estruras de ganho descritas em (B.6]), sendo calculados, por meio
de uma grade de pontos igualmente espacados em R?, os volumes dos elipséides obtidos. O
elipséide de maior volume corresponde a estrutura (3.6d), e o menor a estrutura (B.6al).

Sao apresentadas na Figura L4 as razoes dos volumes, na parte superior,
V(EEH)/V(BEEJ) (0, V(IEED/V(BE) (o), V(BE)/V(IEED (%) e, na parte inferior, V(m/Bo
(A), em que os subindices referem-se aos nimeros das equagoes que definem as estruturas dos
ganhos utilizados e By representa o volume obtido com a caracterizacao da norma maxima das

condicoes iniciais.

50
*
40
0
Q
o]
%% 30+
= =
20+
e
A .
10+ o] i *
*
s 8 % 7
A ® B & O O o o o @ o @ 1 J
1 2 3 4 5 6 7 8 9
o
18
A
16
14
g s
glzk A
10
e A
A~ gl A
A A
A A
6 ALAppn b S
4 | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9
o
Figura 4.4: Razao dos volumes V (0) eV (o) em relacdo ao volume V(BEED’ do
volume V em relagao ao volume VGEED (*) e do volume V(m em relacao ao volume B

(A), todos em funcao de 6.

Note que, quanto maior a norma de A; em relacao a norma de A, mais relevante
passa a ser a realimentagao dos estados atrasados. Conforme ja mensionado, a proporcao entre
os volumes V(m e By diminui a medida em que a norma de Ay se aproxima da norma de
A. Isso pode ser verificado na Figura 4] parte inferior, em que a razao V(m/ By diminui

com o aumento de §. Entretanto, nota-se nessa mesma figura que para valores de § superiores
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a 6 a razao V(m /Bo, que até entdo diminuia, volta a aumentar a medida em que ¢ (e,
consequentemente, a norma de Ay) cresce. Para explicar esse comportamento, note que o
elipséide apresentado na Figura (obtido para 6 = 1) estd mais distribuido ao londo dos
eixos xx_1 € Tx_o do que ao longo do eixo x;. Quando se varia o valor de § é como se essa
maior distribuicao fosse transferida, de forma progressiva, de um eixo para outro. Assim, o
elipsdide vai se aproximando de uma esfera até que, em certo ponto (§ = 6), volta a crescer em
determinada diregao.

Com relacao as estruturas do controlador, para K(m, o valor maximo pelo qual
se pode multiplicar a matriz Ay, para 7 = 2, sem impossibilitar a estabilizacao do sistema em
malha fechada foi de 6 = 19.9. J4 os limites encontrados para as estruturas de controlador
Km) e K(m) foram, respectivamente, 0 = 7 e § = 8, conforme apresentado na Figura 4.4

Em particular, para 6 = 7 foram obtidos os ganhos K(m =
[1.4998 0.4789 03497, Kgpgy = [-1.9934 0 0], Kggp = [-1.6534 0 0.2422].

Também foram obtidos as seguintes matrizes

3.8175 5.1279  5.5948 3.8109 5.1124  5.5895
TOEE T S mes]EE T 25 s 06sn)

3.8191 5.1305 5.6032 1.8561 —0.9237 —0.2404
YD a0 107 O | Zoi0d o4iss 05703 |

Y@og) = [-13130 —0.8558 —0.6062], Zzgg = [-0.6008 —0.4676 —0.4006],

G@Epa) = [F0-5864 0.1846 0.1235],

[ 0.1394  0.0075 —0.0150 0.1395 0.0070 —0.0152

MO | o oot oo | |00 oo oorss |
0.1443 0 0 7.2402  —0.4097 0.4192

B T e D ey
Y@ = [-0-2877 0 0], Z@ga) = [00252 —0.0172 —0.0665] ,

G@ga) = [~0-1749 —0.1127 —0.2225],
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0.1878 0.0514 0.0194 0.1880 0.0504 0.0198

W(l)(m = 10.0514 0.2323 0.0961] , W(Q)(m = 10.0504 0.2367 0.0938] ,
0.0194 0.0961 0.7167 0.0198 0.0938 0.7171
0.1879 0 0 5.6686 —1.2611 0.0157

Um) = 0 0.2291 0 , Hm) = |—-12611 4.8390 —-0.6145],
0 0 0.6090 0.0157 —0.6145 1.4786

Y(m = [—0.3106 0 0.1475] , Z(IEED = [—0.0211 —0.0304 —0.0270] ,

G(IEED = [—0.1122 —0.1327 —0.0444] .

Cada um desses ganhos gera uma regiao formada pela intersecao de dois elipsdi-
des (pois T = 2), regides estas denotadas, respectivamente, por & (Wm), E (W(m) e
E (W(m)) Essas regioes tém suas intersecoes com os planos do espaco de estado apresentados
na Figura[£5 Conforme esperado, a menor regiao, marcada com %, corresponde a realimenta-
¢ao definida por ([B.6al) e a maior, marcada com -, a realimentagao completa do estado atrasado,
B.6d).

Utilizando novamente uma grade de pontos igualmente espacados em R?, constatam-

se as seguintes relagoes aproximadas de volume, V(-): V(IEED ~ 2.238V(m, V(BE) ~

16.8917(&&10 e V(B..ﬁd) ~ 37.80V(m. O maior volume obtido no elipséide £ (W(BE)) é
explicado pela estrutura de Km) que realimenta todo o estado atrasado do sistema.

Outra investigacao, conforme discutido na subsegao B.4.2 é feita considerando dife-
rentes taxas de varia¢do no atraso 7. Para isso, o problema de otimizagao ([B.67) foi aplicado ao
sistema (4.I]) sujeito a restricao ([B.51]) para valores de atraso maximo na lista 7 € {3,4,5,6,7},
ou seja, fazendo 7 =1,...,7 e 77 = max(1,7 — ATmax), - - -, MIn(7,7 + ATppax)-

Na Figura sao mostrados os aumentos percentuais na regiao de atracao em rela-
¢ao ao caso com maior taxa possivel de variacao do atraso, isto é, |A7g|max = T— 1. Por questoes
de escala e visualizacao, nao foi incluido nessa figura o aumento da regiao de atracao proporcio-
nado para o caso de atraso incerto e invariante no tempo, isto é, pela limitagao |A7|yna = 0. Tal
limitacao representou os maiores aumentos na regiao de atracao, que foram de 32.92%, 69.76%,
141.03%, 279.76% e 534.25% para T =3, 7T =4, T =5, 7 =6 e T = 7, respectivamente. Em
todos os casos, observa-se que ao reduzir a variacao maxima do atraso, o volume da regiao de
condicoes iniciais aumenta.

Por fim, o desempenho do controlador obtido pela condi¢cao do Corolaio [Al foi posto

a prova, sendo aplicado o problema de otimizagao ([B.68)) ao sistema (1] para A =0.5e A = 1.
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Figura 4.6: Aumento percentual da Regiao de Atragao, em funcao da limitacao da taxa de
variagao do atraso, para 7 =3 (), 7=4 (x), 7T=5(0),7=6 (x) e T =7 (A).

Conforme discutido na Subsecgao [3.4.3] tal problema de otimizacao promove a estabilizagao do

sistema com a restricao

ANV (or ki) = V(@7 k41,Tor1) — AV (07 5,7) <0,

ou seja, a taxa de decaimento da funcao de energia deve ser limitada a um fator A, de forma
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que

F(V()) = V(“/P(T;::Sl) <A (4.5)

A Figura ilustra os valores de F(V(-)) para A = 0.5 e A = 1. Nesta fi-
gura pode-se constatar que, para A = 0.5, F(V(-)) ndo ultrapassa o limite da linha tracejada,
verificando a condigao (A1) para todas as amostras, e que 0 mesmo nao ocorre para A = 1.

Ja na Figura (4.7(b)|) sdo apresentadas a estimativa da regiao de atragao (-), obtida
com A = 1, e a regiao de desempenho (o), obtida com A = 0.5. Note que uma redugao no fator
A acarreta uma reducao no volume da regiao, o que, a principio, sugere que a condigao seja
conservadora. Entretanto, o leitor deve se ater ao fato de que aqui é feita uma comparacao entre
a estimativa da regiao de atracao e a regiao de desempenho. Assim, ganha-se em desempenho

ao custo de uma redugao na regiao de estabilidade.

1
0.9

0.8

litiE il WTTT At

10 15 20 25 30

—80

(a) Taxa de decaimento da funcdo de energia (b) Estimativa da regido de atragdo (-), A =1, e
V(g7 k,7k) para A =1 (0) e A = 0.5 (o). regido de desempenho (o), A = 0.5.

Figura 4.7: Sintese com A-contratividade.

4.2 Caso Escalar com Incertezas politépicas

Assuma o sistema (@) sujeito a um parametro incerto |£] < 0.3, tal que A(§) =
(1+6A, Ag(&) = (1+&)As e B(€) = (1 +€&)B, em que os valores nominais A =2, A; = —0.1
e B =1 sao os mesmos utilizados na Secao Portanto, os N = 2 vértices desse politopo sao

definidos pelos seguintes valores de matrizes

A =(1—-03)A=07A, Ay = (14 0.3)A = 1.34,
Adl - (1 - O3)Ad - 0.7Ad, Adg - (1 + O3)Ad - 1.3Ad,
By =(1-03)B=0.7B e By,=(1+0.3)B=1.3B.
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Considere novamente um atraso maximo 7 = 2 e uma saturacao do sinal de controle dada por
lug| < v =0.7.

Foi aplicado o problema de otimizacao ([B.64]) ao sistema supracitado, sendo obtido
o controlador

K= [—1.9570 0.0657 0.0500} . (4.6)

Portanto, a lei de controle (3.5), com o controlador dado em (4.0), garante a estabilidade do

sistema. Além disso, foram obtidos os seguintes valores para as demais matrizes

[0.3866  0.9959  1.3976 | [0.3859 0.9901 1.3815 |
Wi(1) = |0.9959 13.3036 13.8152|, Wy(2) = [0.9901 13.2907 13.6218|,
1.3976  13.8152 30.3381 1.3815 13.6218 30.0159
[0.3753  0.8949 1.1234 | [0.3753  0.8941 1.1246 |
Wy(1) = |0.8949 11.8676 12.0802|, W,(2) = [0.8941 11.8544 12.0767|,
1.1234  12.0802 22.7629 1.1246 12.0767 22.7841
0.3755 0.8985  1.1292 3.2956 —0.1802 —0.0670
U= 108979 11.9114 12.1450] , H = [—-0.1802 0.1933 —0.0936]| ,
1.1286 12.1470 22.8726 —0.0670 —0.0936  0.0970

Y =[-0.6195 —0.3690 —0.2687], Z =[-0.2258 —0.2200 —0.2154],

G = [-0.6899 0.0184 0.0149],

sendo que em W;(j), o indice ¢ indica o i-ésimo vértice do politopo e j corresponde ao valor do
atraso considerado.

A Figura [4.8 apresenta os cortes nos planos da estimativa da regiao de atragao
obtida. A titulo de comparagao, essa figura ilustra também os cortes nos planos da estimativa
da regiao de atragao obtida para o caso precisamente conhecido na Se¢ao , ou seja, para A; =
A=A, Ay = Ap = Age By = By, =B.

Utilizando uma grade de pontos igualmente espacados em R?, constatou-se a se-
guinte relacao aproximada de volume, V(:): V(Ep) = 2.1012V(Ep(q)), em que Ep e Ep(q) sao,
respectivamente, as regioes de atracao obtidas para o sistema precisamente conhecido e para o
sistema incerto.

Considerando a combinacao convexa dos vértices
{A,Ad,B}(Oz) = 0.2222{A1,Ad1,31} + 0.7778{A2,Ad2,Bg},

ou seja, utilizando um « = 0.2222 fixo, o controlador K obtido foi implementado com a condigao
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Figura 4.8: Regiao de Atragao: Sistema Precisamente Conhecido (-) e Sistema Incerto (o).

inicial z_5 = 0.0113, z_; = 0.0302 e zy = —0.5477, sendo a resposta do sistema apresentada na
Figura (£.9).

Pode-se constatar da figura que o sinal de controle satura nas duas primeiras amos-
tragens sem, no entanto, instabilizar o sistema.

Considere novamente o sistema (B.1), em que a matrix A; é multiplicada por um
fator §, ou seja

Tpp1 = Aa)xy, + Ag(@)dzi—r, + B(a)sat(vg). (4.7)

Variou-se o valor de 0 entre 1 e 9, sendo que para cada valor foi resolvido o problema de
otimizagao (B.64]) para as trés estruras de ganho descritas em (3.6]), sendo calculados os volumes
dos elipséides obtidos. Mais uma vez, a regiao de maior volume corresponde a estrutura (3.6d),
e a de menor a estrutura (B.6al), conforme esperado.

Sao apresentadas na Figura as razoes dos volumes V(m / V(m) (0O),
V(m) / V(BEED (o) e V(BZ)ED / V(IEEI) (A), em que os subindices referem-se aos nimeros das
equagoes que definem as estruturas dos ganhos utilizados.

Note que, quanto maior a norma de A; em relacao a norma de A, mais relevante
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Sistema em Malha Fechada
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Figura 4.9: Resposta do sistema para condicao inicial z_5 = 0.0113, z_; = 0.0302 e ¢ =
—0.5477, sinal de controle sem saturacao (o) e sinal do atuador (OJ).
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Figura 4.10: Razao dos volumes V(m (O) e V(IEED (o) em relagao ao volume V(m e do
volume Vm em relagdo ao volume Vm (A), todos em fungao de .

passa a ser a realimentacao dos estados atrasados. Para uma estrutura de controlador K(m,
o valor maximo pelo qual se pode multiplicar a matriz A; sem impossibilitar a estabilidade do
sistema em malha fechada foi de = 14.5. Ja os limites para as estruturas de controlador K(m

e K(m) foram, respectivamente, 6 = 5.5 e 6 = 6, conforme apresentado na Figura 410, Se
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comparado com os resultados apresentados na Figura [£.4] (sistemas precisamente conhecidos),
podemos constatar que os limites de §, para os quais a estabilizacao do sistema é possivel, foram

reduzidos.

Em particular, para 6 = 5 foram obtidos K(m = [—1.7262 0.3084 0.2447],
K@gp) = [-1.7796 0 0.1707) e Kggy = [~1.9240 0 0]. Além disso, foram obtidos os

seguintes valores para as demais matrizes

[0.7635 1.2199 1.5671] (07289 1.1544 1.4174]
B T e R I e
[0.6898 1.0792 1.2489] [0.6897 1.0786 1.2488]
R vt ) R e el
0.6902 1.0802 1.2505 3.8081 —1.1391 —0.3179
O s 2o cas) O |Coarre e o77as |
Ygog = (705523 —0.2844 —0.1651],  Z@Fgg = [-0.1517 —0.1343 —0.1220],
G@pa) = [~0:3856 0.0518 0.0468] ,
[0.1602  0.0129  0.0046 | [0.1600  0.0124  0.0028 |
e e oo oos | T [yonas oooss oo |
[ 0.1585  0.0170 —0.0080] [ 0.1586  0.0167 —0.0079]
e B ey R B Ry v el
0.1619 0 0 6.3806 —0.5949  0.1735
B T Y ) L B v g |

Y@og) = [-0-3116 0 0],

G@ga) = [-0-2015 —0.1072 —0.1935] ,

Z@5a) = 00326 —0.0208 —0.0729] ,
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[0.1820 0.0339 0.0394] [0.1823 0.0311 0.0408]
Wi(1) @) = [0-0339 0.3104 0.0264), Wi(2)@Egp) = |0.0311 0.3283 0.0098]
0.0394 0.0264 0.9451 | 0.0408 0.0098 0.9505 |
[0.1788  0.0459 0.0176] [0.1788 0.0456 0.0176]
Wa(1) ggp) = 00459 0.2595 0.1050| ,  Wa(2)@gp) = |0-0456 0.2609 0.1043
0.0176  0.1050 0.7974] 0.0176  0.1043 0.7967 |
0.1785 0 0 5.8617 —1.0397 0.0073
Uggm) = | 0 02512 0 |, Hggy = 10397 42558 —0.5370|,
0 0  0.6836 0.0073 —0.5370 1.3264
Yo = [-0:3176 0 0.1167] Z(@gn) = [~0-0304 —0.0369 —0.0331],

G @pp) = [0-1701 —0.1468 —0.0485] ,

sendo que em W;(j), o indice ¢ indica o i-ésimo vértice do politopo e j corresponde ao valor do
atraso considerado.

Cada um desses ganhos gera uma regiao formada pela intersecao de 7N = 4 elipsdi-
des, regides estas denotadas, respectivamente, por £ (W(m), E (W(m) e& (W(IEED) Tais
regides tém suas intersecoes com os planos do espaco de estado apresentados na Figura 111
Conforme esperado, a menor regiao, marcada com %, corresponde a realimentagao definida por
(36a)) e a maior, marcada com -, a realimentagao completa do estado atrasado, (B.6d).

Utilizando novamente uma grade de pontos igualmente espacados em R3, constatam-
se as seguintes relagbes aproximadas de volume, V(-): Vm) ~ 1.748]/(@5]), V(m ~
5.462V(m) e Vm) ~ 9'548V(EEED‘ Novamente, o maior volume obtido no elipséide Em
¢é explicado pela estrutura de K(m que realimenta todo o estado atrasado do sistema.

No intuido de se investigar os efeitos da limitagao da taxa de variacao do atraso,
conforme discutido na subsecao B.4.2] foi aplicado o problema de otimizacao ([B.64]) ao sistema
B)) sujeito a restricao ([B.5I]) para valores de atraso maximo na lista 7 € {3,4,5,6,7}, ou seja,
fazendo 7 =1,...,7 e 77 = max(1,7 — ATmax); - - -, MIn(7,7 + ATppax)-

Na Figura sao mostrados os aumentos percentuais na regiao de atracao em
relagdo ao caso com maior taxa possivel de variagdo do atraso, isto é, |ATk|max = 7 — 1. Note
que a diferenga entre os resultados apresentados nessa figura e os apresentados na Figura (4.6])
¢ bem sutil. Novamente, por questoes de escala e visualizacao, nao foi incluido nessa figura
o aumento da regiao de atragao proporcionado para o caso de atraso incerto e invariante no

tempo, isto é, pela limitagao |A7|nax = 0. Tal limitagao representou os maiores aumentos na
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Figura 4.11: Corte nas trés dimensoes das Regioes de Atracao:
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Figura 4.12: Aumento percentual da Regiao de Atragao, em funcao da limitacao da taxa de
variacao do atraso, para 7 =3 (), T =4 (X), 7T=5(0), T=6 (x) e T =T ().

regiao de atracao, que foram de 23.79%, 59.27%, 124.26%, 242.68% e 481.99% para T = 3,

T=4,7=5,7T=06e7T =7, respectivamente. Em todos os casos, observa-se que ao reduzir a

variagao maxima do atraso, o volume da regiao de condigoes iniciais aumenta.

Com o propésito de testar o desempenho do controlador obtido pela condigao pro-

posta, foi aplicado o problema de otimizacao ([B.63]) ao sistema ([B.1]) para A = 0.5e A =1, de
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forma semelhante ao que foi feito no final da Segao Conforme discutido na Subsecao [B.4.3]

tal problema de otimizacao promove a estabilizacao do sistema com a restricao

DAV (07 k,0,T1) = V(07 k41,0,Thy1) — AV (07 150,71) <0,
ou seja, a taxa de decaimento da funcao de energia deve ser limitada a um fator A\, de forma

que
V(7 k11,0, Tk 1)
FV() =
V((;D’T',kyaka)
A Figura (4.13(a))) ilustra os valores de F(V(+)) para A = 0.5 e A = 1, na qual pode-
se constatar que, para A = 0.5, a inequagao (48] ¢é verificada em todas as amostras, o que nao

ocorre para A = 1. Ja na Figura (4.13(b)|) sdo apresentadas a estimativa da regiao de atragao

(+), obtida com A = 1, e regiao de desempenho (o), obtida com A = 0.5. Novamente pode-se

<A\ (4.8)

constatar que uma reducao no fator A acarretou uma reducao no volume da regiao encontrada,

evidenciando, mais uma vez, a relacao entre desempenho e volume da regiao de estabilidade.

1r 250 3
0.9F 2t BENCNCRONCIN at -
081 15f £ 000000 - 3t e
o e —
.. 000000 —
0.7+ i+ 2000 ECNCNCRCNCRONOCRNN 2F EEEER—
e
. L-©0000 BONONCRONORONONCEN L
6 05 129200 CRCRCRCRORONORO) 1 G
>0_5 —————— T © Ooocoooo . 00000 eE006 4 Of e
S @@@@@@@@--& 8 i —
I~L‘0.47 05t 00000000 -« - 00O 00 - -  -1p - E—
- e
03F BNONCNONORCNORN 2F e
Q Q <D
02 o o 50 cOPOOOO - - 3 —D
Q [0] oL pr—
o | § 2[.c00000 -
" i TT TT T TT I | R 1~
L7188 T i L e ‘ o ‘ S ‘
0 5 0 15 2 30 35 40 45 ~0.5 ZLQ 05 -05 lg) 05 -5 T o 5

0 k 25
(a) Taxa de decaimento da fungdo de energia
V(es k) para A =1 () e A =0.5 (o).

atracao (), A =1, e

(b) Estimativa da regiao de
=0.5.

regido de desempenho (o), A

Figura 4.13: Sintese com A-contratividade.

4.3 Exemplo 2 x 2

Considere o sistema (A1) com

1.1 0.15] A= [0

0.03 0.8 0 0

T er=]

A=
com um atraso maximo 7 = 1 e uma saturagao do sinal de controle dada por |ug| < ug = 15.

Essas matrizes correspondem a discretizagao, com tempo de amostragem 75 = 0.1s, do exemplo
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retirado de (Tarbouriech & Gomes da Silva Jr. 2000). A fim de se analisar a resposta temporal

-1

Aplicando o problema de otimizacao ([B.67) foi obtido o ganho estatico, bem como

do sistema, considere

as demais matrizes, apresentadas a seguir.

K= [—0.6516 —0.1342 0.0001 0.0666},

0.1835 —0.0492 0.1577 0.0651 (—1.0837]"
—0.0492  0.4406 —0.0129 0.2202 —0.1602
_ 5 _ 4
w(l)=10 0.1577 —0.0129 1.1070 0.0091| Y =10 —0.0001|
0.0651  0.2202  0.0091 1.0341 | 0.1528 |
[ 1.8305 —0.3972 0.0001 0.4636 —9.0015]"
17 — 10¢ —0.6375 4.2060 —0.0001 0.0762 7 — 10° —1.3644
- 1.5772 —0.1288 7.3479 0.0914|’ - —0.0001|
| 0.3528  2.1801  0.0001  6.9808 | 1.3648 |
[ 0.7140  0.1059 —0.0814 —0.0636 —0.542117
H - 10~ 0.1059  0.2877 —0.0086 —0.0586 o —0.1131
- —0.0814 —0.0086 0.1435  0.0056 |’ ~ | 0.0001
| —0.0636  —0.0586  0.0056  0.1437 0.0568

A Figura [A.14] ilustra a regiao de atracao obtida para o exemplo acima.

Note que cada um desses conjuntos representa a intersecao da regiao de atragao com
o seu respectivo plano (zj ou xp_1). Assim, podem ser interpretados com sendo as condigoes
iniciais admissiveis quando os estados nos demais planos permanecem na origem. Por exemplo, o
conjunto no plano sy X x5 da Figurad. 14 representa as condicoes iniciais adimissiveis quando
T1,—1 = Tg -1 = 0.

Suponha agora uma condicao inicial fixa e fora da origem no plano de estado atrasado
xr_1 dessa regiao de atracao dada por x_; = [xl,_l ZL‘27_1}T = [—100 150}T e indicada por
() na Figura[14l Assim, podemos encontrar uma regiao de atracdo no plano de estado atual
T para as quais a estabilidade do sistema é garantida. A Figura indica essa regiao (—)
juntamente com a regido obtida para z_; = [0 O]T (-—). J& a Figura apresenta as
trajetérias dos estados para diversas condicoes iniciais localizadas no limite dessa regiao.

Da Figura[4.15(a)] podemos perceber que a regido formada no plano de estado atual
xp, a partir de uma condicao inicial fixa no plano de estado atrasado x,_; diminui & medida que

x_; se afasta da origem. J& da Figura |4.15(b), podemos constatar que, para algumas codigoes
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Figura 4.14: Regido de Atracao. Condigao Inicial 211 = —100 e 25 _1 = 150 (x).
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(a) Regido de atracdo no plano de estado atual xy (b) Trajetéria dos estados no plano de estado atual
para xri,—1 = —100 ez 1 = 150 (—) e para Ti,—1 = xi da regiao de atracao: condigoes iniciais (o) e pon-
x2,—1 = 0 (-—). Condicgdo inicial 19 = —109 e tos de convergéncia (O).
2.0 = 76 (D)
Figura 4.15: Regiao de atragao para determinada condicao inicial em zj_1: 21,1 = —100 e

Lo -1 = 150 (—) c ZL‘17_1 == ZL‘27_1 =0 (—)

iniciais, a trajetoria dos estados sai do corte da regiao de atracao em questao e em seguida

. C . T
converge para a origem. Note que nesse caso as trajetorias deixa o corte r_; = [:vl,_l :702,_1] =
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[—100 15O]T, mas nao deixa a regiao de atracao.

Visando avaliar a saturacao do sinal de controle, o controlador K foi implemen-
tado considerando a sequéncia de condigoes iniciais x_; = [x1,,1 l’27,1}T = [—100 150]T
e xp = [T10 :17270]T = [-109 76}T, sendo esta ultima indicada na Figura (0). A

correspondente resposta temporal é apresentada na Figura [4.16l

Sistema em Malha Fechada

150 : ‘ ‘
100} —a x| -
— X2
50 } .
=2 { [ I I 1 1 b [] 3 . . . 2 A A
> 0 i L A A m
ST %
-100F A A .
_150 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Sinal de Controle
80
© o o (o] Vg
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o
(o]
o
40+ o
o
(o]
20+ o
B O B m} B O m} O ] O B m} o]
0 o I I I I I I ° QO o 0o
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
k
Figura 4.16: Resposta do sistema para a sequéncia de condigoes iniciais @1 y—1 = —100, T2 41 =
150, z1 -1 = —109 e 29,1 = 0, sinal de controle sem saturagao (o) e sinal do atuador (OJ).

Percebe-se que, embora o sinal do atuador sature nas amostras de k =2 a k = 13,
os estados convergem para a origem, permanecendo o sistema estavel.

Por fim, considere nesse sistema um novo valor para o atraso maximo dado por
7 = 5. Aplicando novamente o problema de otimizacao (3.67) para esse novo valor de 7, foi

obtido o seguinte ganho estatico

K = [-0.8655 —0.2276 0.0481 0.0739 0.0297 0.0623

0.0187 0.0506 0.0101 0.0361 0.0004 0.0185].

Devido & dimensao do sistema aumentado (n(7 + 1) = 12), as demais matrizes foram aqui
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suprimidas.

A Figura 17 apresenta os cortes dos elipdides obtidos (cinco no total, pois 7 = 5)

no seis planos xy, Tr_1, Trp_2, Tr_3, Tp_4 € Tp_5. Mais uma vez, a regiao de atracao é estimada

por meio da intersecao desses elipséides.

150 200 200
TN /TN
100 } /
/ \ 100 / \,\ 100
50t/ \ / \
~ \ | ' | |
- < Y
| 8 \\ | 8
=501 \ | '
\ /.f -100 \ / -100
ol N / \
-150 -200 -200 =
~100 0 100 -500 0 500 -500 0 500
L1k T1,k—1 T1,k—2
300 300 500
—_ T
200 - 200 2 N
// \\ 5/ b A
100t/ 100 / \
> | \ 3 ’ e \
< 0 i < 0 { ! =~ 0 )
~ \ ) ~ | ] \
& \ [ S | S \ /\\
-100f / -100 \ /
\
\ y
-200 \\; / -200 \\ 7
-300 -300 -500
-500 0 500 -500 0 500 -500 0 500
T1,k—-3 T1,k—4 L1,k—5

Figura 4.17: Cortes dos elipsdides obtidos para 7, = 1,...,5.

4.4 Sistema livre de atraso

Considere agora o sistema discreto no tempo e livre de atrasos dado por

.|

Ty = Axy + Bsat(vg)

Ui = Ca , (4.9)

cujas matrizes sao dadas por

11 0.15 1 10
A= {0.03 0.8]’3_ {0.1} eC= [o 1]’

e saturagao do atuador dada por |ug| < ug = 15.
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Serao consideradas duas condigoes de sintese por realimentagao de estados: uma
realimentado apenas o estado atual, utilizando um controlador K;, e outra realimentando o
estado atual e o estado passado (zj_1), por meio de um controlador K. A fim de facilitar
a compreensao, tal controlador é reescrito como Ky = [Kga Kgb], em que Ky, realimenta os
componentes do estado atual e Ky, os componentes do estado passado.

Para encontrar K, foi aplicado o problema de otimizacao (3.67) com W(r") =
W(r)=WeA(r) = AVr,7t, B = B e demais matrizes com as dimensoes apropriadas. Assim,

foram obtidas as seguintes matrizes

Ky = [-0.5135 —0.2214]

Wy =10 [_2326221 _415?%)1 , Y1 =10°[-7.4415 —2.3561] ,
Uy = 10* {_119?58710 _313%2‘;8} , Zy=10°[-5.8261 —1.7457],

0.6437 0.2340

— —4
=10 l0.234o 0.3147

} . Gy =[-03999 —0.1698] .

J& o controlador Ky, o qual realimenta o estado atual e o estado passado, foi obtido
aplicando o problema de otimizacao ([B.67) com 7 =1 e A; = 0. Da mesma forma feita para Ky,
reescrevemos as matrizes como Yoy = [Yga ng}, oy = [Zga Zgb} e Gy = [Gga GQb]. Assim,

foram obtidas as seguintes matrizes
Ky = [Kga Kgb] , com Ky, = [—0.6699 —0.3015] e Ky =107° [—0.0205 —0.1447] ,

0.2131 —0.1477 0.1710 —0.0542
—0.1477 0.3889 —0.0826 0.1824

_ 5
Wz =10 0.1710 —0.0826 1.1185 —0.0420]
—0.0542 0.1824 —0.0420 1.0125
2.0682 —1.2847 —0.0001 —0.0001
U — 104 —1.3884 3.7057  0.0001  0.0001
2 1.7100 —0.8261 7.3692 —0.0001|’
—0.5416 1.8236 —0.4199 6.8395
0.7542  0.2642 —0.0781 —0.0105
Ho— 104 0.2642  0.3958 —0.0111 —0.0494
, =

—0.0781 —0.0111 0.1381  0.0023 |’
—0.0105 —0.0494 0.0023  0.1345
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Yo = Yoo Ya|, com Ya, = 10% [-9.6688 —2.5664] e Yy, = 1072 [—0.3887 —0.8328],
Zy = |Zsa Zy), com Zo, =10° [-8.0305 —2.0932] e Zy = 1072 [-0.3351 —0.8618],

Gy = [Gaa Ga), com Gy, = [—0.5554 —0.2490] e Go, = 1076 [-0.0207 —0.1450] .

Note que, em geral, os termos que realimentam o estado passado sao menores, em
modulo, do que aqueles que realimentam o estado atual. A Figura 41§ apresenta os cortes das
regioes de atracao obtida. Nessa figura, pode-se constatar que a regiao de atracao para o caso
em que a lei de controle realimenta apenas o estado atual (-—) é constituida apenas por um
conjunto no plano xj, enquanto que para o caso em que a lei de controle realimenta o estado

atual e o estado passado (—) possui cortes tanto no plano x; quanto no plano zy_;.

250 400
200
300
150 -
200
100 -
100 -
50
Al
~ I
[ ~2 [
é? 0 = 0
8
_50 -
-100 -
-100
-200
=150
-300
-200
_250 Il Il Il J — 0 L Il Il Il J
-200 -100 0 100 200 -400 -200 0 200 400
Tk T1k-1

Figura 4.18: Cortes das regides de atragdo: K; realimenta apenas o estado atual (-—) e Ky
realimenta o estado atual e o estado passado (—).

Pode-se constatar da Figura [4.18 que a regiao de atragao para o caso em que a lei
de controle realimenta apenas o estado atual (-—) é ligeiramente maior do que o corte da regiao
de atracao para o caso em que a lei de controle realimenta o estado atual e o estado passado

(—) no plano xy.
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No intuito de otimizar o decaimento da funcao de energia, foi avaliado o menor valor
possivel para A de acordo com o indice de desempenho A-contratividade. Assim, para encontrar
Kj, foi aplicado o problema de otimizagao ([B.68), com W (71) =W (r) =W e A(1) = AVr,7T,
B = B e demais matrizes com as dimensoes apropriadas. Nesse caso, além do traco de H, foi
utilizado com funcao objetivo de otimizacao o fator A. Assim, ficou constatado que o menor
valor de A que torna a condigao factivel é A = 0.59. Foram obtidas as seguintes matrizes

Ky = [-1.0150 3.5412],

Wy = 10° ng;g 8'33?3} , Y1 =10%[-1.1921 —0.1592],

U, = 10° [ggggg 8'3222] . 7y =[-346.8194 —35.3448] ,

0.0076  —0.0483

J& para o caso em que realimentam-se o estado atual e o estado passado, aplicou-se
o problema de otimizacao (B.68)) com 7 = 1 e A; = 0, novamente sendo utilizado como fungao
objetivo de otimizagao o traco de H e o fator A\. Observou-se que o menor valor de A para o

qual a condigao é factivel é dado por A = 0.51. Foram obtidas as seguintes matrizes

Ko = [Kaw Ko, com Ko, = [—4.9952 38.1410] e Ky = 107" [0.1823 —11.6455],

0.0107 0.0012 0.0147 0.0017
0.0012 0.0001 0.0016 0.0002

—10°
We =10 0.0147 0.0016 5.2427 0.0715|°

0.0017 0.0002 0.0715 1.0544

0.0183 0.0021 0.0028 0.0001

U, — 10° 0.0020 0.0002 0.0003 0.0000
T 0.0250 0.0028 5.4024 0.0000 |’

0.0029 0.0003 0.1375 1.3682

114.8015  —1021.7639 —0.0040 —0.0012

7, — 10-3 —1021.7639  9169.9990  0.0143  0.0001
2 —0.0040 0.0143 0.0184 —0.0001
—0.0012 —0.0001  —0.0001 0.0257,

Yy = [-1.3502 —0.1444 —0.3484 —0.0330],
Zy = [-596.0282 —60.7419 43.9533 5.2892] ,

Go = [3.7980 31.1001 0.0005 0.0001].
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Note que, ao realimentar o estado passado, foi possivel reduzir o valor de A de 0.59
para 0.51.

Dessa forma, constatou-se que, para um sistema livre de atraso, realimentar nao sé
o estado atual mas também o estado passado pode melhorar o desempenho do sistema, apesar
de, a principio, reduzir a regiao de atracao. Novas investigacoes sao propostas no Capitulo 5

para sistemas livres de atraso utilizando essa abordagem.

4.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foram empregados varios exemplos de sistemas utilizando os resulta-
dos apresentados no Capitulo 3. A titulo de praticidade de compreensao da regiao de atragao, foi
investigado um sistema escalar primeiramente para o caso precisamente conhecido e depois para
o caso com incertezas politopicas. Um exemplo de sistema de ordem 2 x 2 também foi estudado
para demonstrar algumas peculiaridades das condi¢oes propostas. Por fim, a um sistema livre
de atrasos foi aplicada uma lei de controle que realimenta nao sé o estado atual, mas também

o estado passado. Esse iltimo exemplo é utlizado como motivacao para trabalhos futuros.



Capitulo

Conclusao

5.1 Resultados

Neste trabalho foram investigadas condigoes de sintese para sistemas discretos no
tempo dependente de parametros, com atraso no estado e saturacao de atuadores. No Capitulo
3 sao apresentados os resultados alcancados.

As leis de controle sao obtidas por meio da realimentacao estatica do estado, sendo
consideradas trés estruturas distintas, as quais sdo apresentadas em (B.4al)-([3.4d). A escolha
dessas estruturas se d4 por meio das restricoes impostas as estruturas das varidveis U e Y,
descritas em (5.3)-(3.50).

A principio, é proposta uma condicao de sintese para sistemas discretos no tempo
dependente de parametros, com atraso no estado e saturacao de atuadores, a qual é apresentada
no Corolario [l Em seguida, é considerada, para essa mesma classe de sistemas, uma limitagao

na taxa de variacao do atraso dada por
|Thg1 = Tl < ATmax, (5.1)

em que ATy < 7. Uma condigao de sintese que considera tal limitacao é apresentada no Coro-
lario 2l Por fim, é proposta uma condicao de sintese para essa classe de sistemas considerando
o indice de desempenho A-contratividade. Tal condicao esta descrita no Teorema [6l

Uma simplificacao da condigao de sintese para o caso de sistemas discretos no tempo
precisamente conhecido é apresentada no Corolario dl Da mesma forma, uma condi¢ao para

essa classe de sisemas que trata o indice de desempenho A-contratividade é dada no Corolario

Bl

1)



76 Capitulo 5. Conclusao

Vale ressaltar que os resultados aqui obtidos sao menos conservadores do que os
métodos usualmente adotados na literatura. Isso pode ser constatado no Capitulo 4, no qual
exemplos numéricos sao utilizados para comparar as regioes de atragao aqui obtidas com outras
encontradas por meio de uma técnica comumente utilizada: a caracterizagdo da bola (Vide
Secao [A.2]).

Entretanto, as condig¢oes aqui propostas possuem como desvantagem um alto custo
computacional envolvido, conforme discutido na Se¢ao 3.7l Assim, para sistemas de ordem mais

elevada, sua aplicabilidade estara restrita ao desempenho computacional disponivel.

5.1.1 Trabalhos produzidos

e J. V. Valle Silva, V. J. S. Leite e L. F. P. Silva, Controle de Sistemas Discretos no Tempo
com Saturagao de Atuadores e Atraso nos Estados, in: Anais do X X I Congresso Brasileiro

de Automaética, Vitéria, ES, Brasil.

e Robust local stabilization of discrete time systems under actuator sasturation. - Em

preparacao.

5.2 Perspectivas

Como perspectivas de trabalhos futuros cita-se o caso de sistemas livres de atraso
realimentados nao so pelo estado atual, mas também pelo estado passado. Esse caso foi estu-
dado na Secao 4.4 em que ficou constatado que essa abordagem pode trazer melhorias para o
desempenho do sistema.

Outra abordagem a ser investigada é a programacao das condicoes aqui apresentadas
em linguagem Python. Tal linguagem, por ser mais simples, apresenta um tempo de processa-
mente mais reduzido com relacao ao MatLab. Assim, espera-se tornar vidvel a aplicacao das
condicoes aqui propostas em sistemas de ordem elevada.

Uma outra investigacao a ser feita teria como objetivo reduzir o conservadorismo da
condigdo proposta para as estruturas do controlador K dadas em (B.6al) e (B.6h). Note que as
restrigoes impostas a U em (5.3]) sdo muito conservadoras e poderiam ser relaxadas assumindo-se

as estruturas

U 0} (5.2)

U(BEEJ):[* Uy
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e
U, 0 0
U(m = | % U3 0 s (53)
* * U4

em que U e Uy € RV, Uy, € R¥*" s € RMT-Dx27-1) ¢ 0 é uma matriz nula de dimensdes
adequadas. Dessa forma, e mantendo as restri¢goes impostas a Y em (3.49) e (8.50), espera-se
reduzir o conservadorismo da condicao de sintese para as estruturas de K dadas.

Além disso, espera-se também aplicar as condicoes de sintese aqui tratadas a outros
indices de desempenho, além da A-contratividade. Outros indices possiveis seriam Hy, Hoo,
[AE, dentre outros.

Por fim, outros métodos de otimizacao podem ser aplicados em conjunto com as

condigoes de sintese propostas neste trabalho. Dentre eles, destaca-se o utilizado por (Deaecton

& Geromel 2015).
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Apéndice l \

Ferramentas

A.1 Complemento de Schur

Seja a matriz S dada por

[ S5y
el

Assim, temos que

S>0< 5, >0eS;— 5,587 > 0;

S>0& 9 >0eS5, —SI'S;1S, >0

S@Sl>0,SZO@S3—SQSfISgZO;

S€S3>0,SZO@31—553513220.

Prova: A prova aqui demonstrada foi adaptada de (de Oliveira 2015).

Considere que exista S;'. Seja a transformacio de congruéncia dada por

s ST e[S 0
X_{ ]_71 0 S3—S,87tST T

Sy S5
com
_ [T ostsy
=l )
Como 7; é uma matriz nao singular, temos que
S, ST Sh 0
{SQ S, >0 <= 0 Sy— S5 1T > 0.
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Considere agora que exista S5 '. Seja a transformacio de congruéncia dada por

O[Sy ST (S —STStS, 0

com
I 0
EZE%QJ

Mais uma vez, como T3 é uma matriz nao singular, temos que

Flg S;— STS;1S, 0

S, 53] >0 < { 0 SJ > 0. (A.4)

A.2 Lema de Finsler

Sejam as matrizes wy € R", Q(a) = Q(a)T € R™" e B(a) € R™", tal que B(«)

tenha posto menor do que n. Entao, as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:
i) wiQ(a)wp < 0wy, # 0 : B(a)wy, = 0;

i) B(2)"Q(a)BH () < 0;

ifi) Ju(a) € R : Q(a) — u(a)B(a) Bla) < 0;

iv) 3X e R™™: Q(a) + X(a)B(a) + B(a)" X ()T < 0;

em que B*(a) denota uma base para o espaco nulo de B(«a).
Prova: A prova aqui demonstrada foi adaptada de (Leite 2005).

A principio, podemos verificar que i) < i), pois todo wy, tal que B(a)wy = 0 pode
ser escrito como wy = B (a)y, ocasido em que i) = y! Bt (a)TQ(a)B(a)y < 0, que, para
todo y # 0, implica B(a)"Q(a)B(a)t < 0. Assumindo agora que ii) é verificada, pré e
p6s-multiplique o lado esquerdo dessa condigao por y # 0 e yT, respectivamente, para obter 7).

Pré e pés-multiplicando as condigoes iii) ou vi) por BX(a)? e B*(«), respectiva-
mente, obtemos a condicao ii). Por outro lado, considerando que i7) é verificada, a condicao i)
é recuperada fatorando B(«) em um produto de matrizes de posto completo B(a) = By(«)B,(«)

e aplicando a transformagao de congruéncia

L] (@) = ua)Bla)Ba)) W(e) 5a)]



81

em que W(a) = B, ()T (BT(a)BT(a)T)_l (Bg(a)TBg(a))0'5. Como o bloco (2,2) de ([A.T) &, por
hipétese, definido negativo, conclui-se que existe pu(a) € R, suficientemente grande tal que a

condigao iii) seja verificada. Para mostrar que 4ii) < iv), basta ecolher X' (a) = —pu(a)B(a)T /2.
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