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A B S T R AC T

This work investigates the event-based control problem for discrete-time linear systems,
encompassing precisely known systems and systems with time-varying parameters (Linear
Parameter-Varying, LPV, systems). In network-controlled systems, it is desirable to save
network resources. Thus, event-based control emerges as a strategy to reduce the transmission
of control signals and avoid network overload. For precisely known systems, the design was
performed through emulation with conditions formulated as Linear Matrix Inequalities (LMIs)
and pre-determined control law. Different strategies were employed to trigger the control law
to optimize the number of events. Optimization conditions were proposed to maximize the
time interval between events. In the case of LPV systems, a potential issue arises in the need
to periodically transmit the state vector along with the time-varying parameters that will be
utilized by the controller. This periodic procedure can lead to an excess of data transmission,
which, in turn, may cause inefficiencies in the process. An alternative approach was suggested
by modifying the polynomial degree of the Lyapunov function and the controller, where a more
robust controller tends to reduce event occurrences. Furthermore, the proposed emulation design
for LPV systems used two different control laws obtained in the literature. Numerical simulations
demonstrate the effectiveness of this approach in providing system stabilization conditions and
event reduction.

Keywords: Event-based control, LPV systems, Control Design, Lyapunov Theory.
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R E S U M O

Este trabalho investiga o problema de controle baseado em eventos para sistemas lineares
discretos no tempo, abrangendo tanto sistemas precisamente conhecidos quanto sistemas com
parâmetros variantes no tempo (Sistema LPV, do inglês Linear Parameter-Varying). Em
sistemas de controle via rede, é interessante economizar os recursos de rede. Dessa forma, o
controle baseado em eventos surge como uma boa estratégia para diminuir o envio de sinais
de controle e evitar a sobrecarga da rede. No caso dos sistemas precisamente conhecidos, o
projeto foi realizado por emulação com condições na forma de desigualdades matriciais lineares
(LMIs, do inglês Linear Matrix Inequalities), e com a lei de controle pré-determinada. Nesse caso,
diferentes estratégias foram empregadas para o acionamento da lei de controle, a fim de otimizar
o número de eventos. Foram propostas condições de otimização visando maximizar o intervalo
de tempo entre eventos. No caso dos sistemas LPV, um possível problema surge na necessidade
de enviar periodicamente o vetor de estados, juntamente com os parâmetros variantes no tempo
que serão utilizados no controlador. Esse procedimento periódico pode resultar em um excesso
de envio de dados, o que, por sua vez, pode causar ineficiência no processo. Uma alternativa
proposta foi a modificação do grau polinomial da função de Lyapunov e do controlador, em que
um controlador mais robusto tende a reduzir a ocorrência de eventos. Além disso, o projeto
por emulação para sistemas LPV foi realizado com duas diferentes leis de controle presentes na
literatura. Simulações numéricas comprovam a eficácia dessa abordagem em fornecer condições
de estabilização do sistema e redução de eventos.

Palavras Chave: Controle baseado em eventos, Sistemas LPV, Projeto de Controladores,
Teoria de Lyapunov.
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1
I N T RO D U Ç ÃO

A comunicação é essencial para o funcionamento eficiente e seguro dos sistemas de controle
conectados em rede (NCS, do inglês Networked Control Systems). Antes dos NCS, a comunicação
entre dispositivos era limitada e ineficiente. Os sistemas de comunicação eram isolados, inflexíveis
e baseados em conexões ponto a ponto, onde os dispositivos eram conectados diretamente por
meio de cabos. Isso limitava a escalabilidade e a capacidade de gerenciar de forma centralizada
esses sistemas distribuídos [1], resultando em uma troca restrita de informações e dificultando
a implementação de estratégias avançadas de controle e monitoramento. Como consequência, a
eficiência operacional e a capacidade de resposta dos sistemas eram comprometidas.

Com o avanço da tecnologia, surgiu a necessidade de estabelecer sistemas de comunicação
mais robustos e flexíveis. A transição para a comunicação em NCS foi um marco significativo
nessa evolução, permitindo a interconexão de dispositivos, como sensores, atuadores e
controladores, proporcionando uma comunicação bidirecional e em tempo real [2, 3]. Essa
transição revolucionou a maneira como os sistemas são projetados, operados e controlados.

Os NCS fornecem uma infraestrutura comum que permite a integração de dispositivos
heterogêneos em um ambiente industrial. Essas redes são projetadas para atender às necessidades
específicas dos sistemas de controle, fornecendo recursos como comunicação assíncrona, alta
velocidade de transmissão e segurança [4]. Com a adoção de NCS, os sistemas se tornaram mais
flexíveis, escaláveis e capazes de lidar com as demandas crescentes de comunicação e controle
[5].

Embora NCS tenham oferecido uma série de benefícios, a comunicação em rede também
trouxe consigo desafios e problemas exclusivos. A natureza dinâmica e complexa dos ambientes
industriais pode levar a retardos no tempo, interferências, perda de pacotes e outros problemas
de comunicação que podem comprometer a eficiência e a confiabilidade dos sistemas [5]. Esses
problemas podem ser ainda mais acentuados em aplicações de controle em tempo real, onde a
latência e a sincronização são críticas e, dessa forma, podem afetar diretamente o desempenho
dos sistemas de controle e monitoramento, levando a atrasos na tomada de decisões e à redução
da eficiência operacional [6].

Um dos problemas específicos que pode ocorrer em sistemas de controle é o envio excessivo
de sinais pelos controladores. Em muitos casos, os controladores enviam sinais em intervalos
fixos, mesmo quando não ocorrem mudanças significativas no processo controlado. Esse
comportamento gera um tráfego desnecessário na rede, consumindo largura de banda e recursos
computacionais, além de sobrecarregar a rede, prejudicando a capacidade de resposta do sistema
de controle, sem fornecer benefícios reais para o controle do sistema [3, 6, 7]. Dessa forma, uma
grande parte da energia consumida em NCS é devida à transmissão de dados, e o controle
baseado em eventos [8–11] pode contribuir para melhorar a eficiência energética do sistema,
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2 introdução

reduzir o tráfego de rede e diminuir a latência. Além disso, essa técnica também ajuda a tratar
sistemas que consideram a fadiga do atuador [6, 12].

1.1 revisão de literatura

O controle baseado em eventos é uma abordagem que prioriza a comunicação e a computação
do sinal de controle somente quando ocorre uma mudança significativa no sistema ou quando
uma condição específica é satisfeita [13, 14]. Essa abordagem se baseia na detecção de eventos e
na transmissão seletiva de informações, reduzindo o tráfego desnecessário na rede e otimizando
a utilização dos recursos computacionais.

O controle baseado em eventos se baseia em um paradigma assíncrono de comunicação, onde
os dispositivos de controle permanecem inativos até que uma condição específica seja atendida
[15]. Essa condição pode ser a ocorrência de um evento relevante, como uma mudança nos valores
dos sensores ou uma solicitação de controle. A partir da detecção do evento, o dispositivo de
controle é ativado e envia apenas as informações necessárias para responder ao evento.

O projeto da lei de controle baseado em eventos, também conhecido como emulação e co-design
[13], é uma abordagem avançada que visa melhorar a eficiência e o desempenho dos sistemas de
controle. Nessa abordagem, a lei de controle é projetada levando em consideração a natureza
dos eventos que ocorrem no sistema, em vez de seguir uma abordagem tradicional baseada em
tempo fixo.

A emulação [16, 17] refere-se ao projeto do mecanismo de disparo para um controlador já
projetado para um sistema com transmissão periódica, permitindo que o vetor de estados seja
enviado pela rede apenas quando ocorrem eventos relevantes para o controle. Isso é alcançado
por meio da detecção e monitoramento contínuo dos estados do sistema e da resposta a eventos
específicos com ações de controle apropriadas. Com esse objetivo, se supõe uma lei de controle
projetada anteriormente e então uma amostragem de controle baseada em eventos é considerada
[16]. A emulação é particularmente útil em sistemas complexos nos quais os eventos podem
ocorrer de forma imprevisível ou em intervalos irregulares.

O co-design [18–20], por sua vez, envolve o projeto simultâneo do mecanismo de disparo e o
controlador com base nas características e requisitos do sistema. Nessa abordagem, é essencial
entender profundamente o comportamento do sistema, identificar os eventos críticos e projetar
a lei de controle de forma adaptativa e responsiva a esses eventos. O co-design permite a criação
de estratégias de controle otimizadas que levam em consideração as particularidades do sistema
e as restrições operacionais.

Essa abordagem de controle baseado em eventos, com ênfase na emulação ou no co-design, tem
sido amplamente estudada e aplicada em diversos domínios [21], como sistemas de energia [22],
manufatura avançada [23] e robótica [24]. Os resultados de pesquisa mostram que o controle
baseado em eventos pode oferecer benefícios significativos, incluindo redução do consumo de
recursos, melhoria da eficiência energética ao reduzir o número de transmissões via rede [6],
aumento da capacidade de resposta do sistema e melhor adaptabilidade a mudanças nas
condições operacionais.



1.2 objetivos 3

O controle baseado em eventos é particularmente eficaz em sistemas com parâmetros
invariantes no tempo, ou seja, sistemas cujo comportamento não muda ao longo do tempo.
Esses sistemas podem se beneficiar da detecção precisa de eventos relevantes e da redução do
tráfego de rede, resultando em melhorias significativas na eficiência e na capacidade de resposta
do controle.

Em sistemas precisamente conhecidos, o controle baseado em eventos pode ser implementado
de forma mais direta e simples. A detecção de eventos relevantes é baseada em comparações de
estados ou valores, sem a necessidade de realizar cálculos complexos ou estimativas. Isso permite
uma resposta mais rápida do controle, uma vez que os dispositivos são ativados apenas quando
necessário, reduzindo a latência e otimizando o uso dos recursos disponíveis [16, 25].

No entanto, a aplicação do controle baseado em eventos em sistemas com parâmetros
variantes no tempo [20, 26, 27], ou seja, sistemas cujo comportamento pode mudar ao longo do
tempo devido a variações operacionais, apresenta desafios adicionais. Nesses casos, é necessário
desenvolver estratégias adaptativas que possam lidar com as mudanças nos parâmetros do
sistema e ajustar os critérios de detecção de eventos, permitindo uma comunicação eficiente
e confiável mesmo diante de alterações nas condições operacionais, garantindo a capacidade de
resposta e a estabilidade do sistema de controle.

Um dos fatores que influenciam a quantidade de eventos em sistemas com parâmetros variantes
no tempo é o grau polinomial da função de Lyapunov e do controlador utilizados [28]. A Teoria
de Lyapunov é uma ferramenta fundamental para analisar a estabilidade de sistemas dinâmicos,
e seu grau polinomial tem um impacto direto na dinâmica do sistema. Da mesma forma, o grau
polinomial do controlador afeta a resposta temporal do sistema, influenciando sua capacidade
de evitar ou minimizar eventos indesejados. Portanto, compreender o efeito do aumento do
grau polinomial da função de Lyapunov e do controlador em relação à existência de eventos é
essencial para o projeto adequado de controladores que tendem a tornar os sistemas estáveis
com parâmetros variantes no tempo.

1.2 objetivos

Este trabalho tem como objetivo explorar o controle baseado em eventos como uma abordagem
promissora para melhorar a comunicação em NCS, investigando seus benefícios, desafios e
aplicabilidade em sistemas com parâmetros invariantes e variantes no tempo. Além disso, visa
desenvolver técnicas capazes de reduzir a ocorrência de eventos na resposta temporal de sistemas
discretos no tempo. Logo, serão exploradas técnicas envolvendo controle baseado em eventos,
permitindo que o controlador atue apenas quando necessário, em momentos críticos, reduzindo
assim a necessidade de uma atuação contínua. Para alcançar esse objetivo, serão realizados
projetos de controle por emulação, nos quais o ganho do controlador será determinado a priori,
levando em consideração as características do sistema, e projetos de otimização para encontrar
os parâmetros da lei de ativação de eventos que minimiza a ocorrência de eventos indesejados.
Como resultado, um novo método baseado em condições na forma de LMI será apresentado,
possibilitando a redução significativa de eventos na resposta temporal de sistemas discretos no
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tempo, melhorando seu desempenho e estabilidade. Esse estudo contribuirá para o avanço do
conhecimento e o aprimoramento dos sistemas de controle em rede acionados por eventos.

1.3 contribuições

Esse trabalho apresenta novas condições de estabilização de sistemas discretos, de forma a reduzir
o envio de sinais de controladores. As principais contribuições são listadas a seguir:

• A proposição de novas condições de análise baseadas em LMI para sistemas precisamente
conhecidos. Essas condições utilizam técnicas de otimização visando reduzir o envio de
sinais de controle, resultando na diminuição da existência de eventos no sistema. Dessa
forma, o trabalho apresenta um avanço na eficiência do controle, proporcionando uma
resposta temporal estável.

• A introdução de novas condições de análise baseadas em LMI específicas para sistemas
com parâmetros variantes no tempo. Essas condições são desenvolvidas com o objetivo
de reduzir a ocorrência de eventos nesse tipo de sistema. Além disso, o estudo analisa
o impacto do aumento do grau polinomial das funções de Lyapunov e do controlador
em relação ao número de eventos observados. Essa análise fornece insights valiosos sobre
como ajustar e adaptar o controlador para minimizar a presença de eventos indesejados em
sistemas com parâmetros variantes no tempo. Como resultado, a dissertação contribui para
a compreensão do controle de sistemas dinâmicos complexos e oferece diretrizes práticas
para melhorar seu desempenho e estabilidade.

1.4 estrutura do trabalho

O trabalho é estruturado da seguinte forma:

• Capítulo 2: apresenta as principais premissas a serem utilizadas no controle baseado em
eventos. Desde LMIs, Complemento de Schur a Teoria de Lyapunov, Lema de Finsler,
sistemas com parâmetros variantes no tempo e estrutura polinomial da função de Lyapunov
de grau arbitrário.

• Capítulo 3: apresenta as propostas de controle baseado em eventos por emulação (ganho
do controlador dado a priori), sendo elas com e sem a utilização do Lema de Finsler. Além
disso, problemas de otimização são propostos com o objetivo de minimizar ainda mais o
envio dos valores do vetor de estados. Exemplos númericos são fornecidos para ilustrar o
desempenho do método proposto para diferentes cenários.

• Capítulo 4: De forma análoga ao Capítulo 3, apresenta as propostas de controle baseado em
eventos por emulação para sistemas sujeitos a parâmetros variantes no tempo. Além disso,
a análise por emulação foi realizada com controladores obtidos por dois projetos diferentes
presentes na literatura e o impacto do grau polinomial das funções de Lyapunov e do
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controlador foi analisado. Exemplos númericos são fornecidos para ilustrar a performance
do método proposto para diferentes cenários.

• Capítulo 5: apresenta as conclusões e trabalhos futuros.





2
C O N C E I T O S P R E L I M I N A R E S

Neste capítulo, as premissas necessárias para o desenvolvimento das condições propostas nos
próximos capítulos são abordadas.

2.1 lmi - desigualdades matriciais lineares

A Teoria de Lyapunov permitiu que problemas de análise e síntese para sistemas de controle
fossem escritos na forma de LMIs. Nas últimas décadas, vários avanços na área de controle foram
realizados com a ajuda das LMIs [29]. As LMIs são amplamente utilizadas na análise e síntese de
sistemas de controle, permitindo resolver problemas de otimização e controle de forma eficiente
numericamente. O Lema a seguir apresenta a definição de LMI.

Lema 2.1

Seja x ∈ Rm um vetor de variáveis e Fi ∈ Rn×n matrizes simétricas. Então, uma LMI pode
ser escrita da forma [29]:

F (x) = F0 +
m∑

i=1
xiFi > 0. (2.1)

A LMI (2.1) é uma restrição convexa em relação a x, o que significa que o conjunto x|F (x) > 0
é um conjunto convexo. Embora a LMI (2.1) possa aparentar ter uma forma especializada,
ela pode representar uma ampla variedade de restrições convexas em x. Em particular, é
possível expressar desigualdades lineares, desigualdades quadráticas (convexas), desigualdades
de norma de matriz e restrições que surgem na teoria de controle, como desigualdades matriciais
quadráticas de Lyapunov e desigualdades matriciais convexas, todas na forma de uma LMI.
Além disso, a existência de pacotes computacionais como o YALMIP [30], permite estruturar de
forma simples, problemas em formato de LMIs.

2.2 complemento de schur

É uma ferramenta utilizada para converter desigualdades matriciais não lineares em LMI’s
equivalentes, que podem ser tratadas por métodos computacionais existentes. O Lema 2.2
enuncia o Complemento de Schur [29].

7
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Lema 2.2

Para qualquer matriz simétrica, T , da forma

T =

 Q S

S⊤ R

 > 0,

se R é invertível então as propriedades a seguir são verdadeiras:

• T > 0 se e somente se R > 0 e Q− SR−1S⊤ > 0;

• Se R > 0, então T ≥ 0 se e somente se Q− SR−1S⊤ ≥ 0.

Por outro lado, se Q é invertível, tem-se as seguintes propriedades:

• T > 0 se e somente se Q > 0 e R− S⊤Q−1S > 0;

• Se Q > 0, então T ≥ 0 se e somente se R− S⊤Q−1S ≥ 0.

2.3 teoria de lyapunov

A Teoria de Lyapunov é uma ferramenta poderosa na área de controle, que permite obter
condições para certificar a estabilidade e realizar a síntese de controladores para diversos tipos
de sistemas.

A estabilidade de um sistema em relação ao seu ponto de equilíbrio pode ser caracterizada
pela sua energia interna. Se a energia do ponto de equilíbrio do sistema tende a zero quando o
tempo se aproxima do infinito, então diz-se que o sistema é assintoticamente estável. O método
de Lyapunov utiliza uma função escalar que representa a quantidade de energia no sistema em
relação ao seu ponto de equilíbrio [31].

O procedimento para certificar a estabilidade assintótica de um sistema linear de tempo
discreto, utilizando a Teoria de Lyapunov, é descrito a seguir. Considere o sistema discreto
no tempo:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (2.2)

em que x(k) é o vetor de estados. O sistema (2.2) com entrada u(k) = Kx(k) pode ser reescrito
como

x(k + 1) = A x(k), (2.3)

em que A = A + BK.
O Lema 2.3 apresenta condição de estabilidade para o sistema descrito em (2.3).
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Lema 2.3

O sistema discreto no tempo (2.3) é assintoticamente estável se, e somente se, existir uma
matriz simétrica P definida positiva que satisfaça

A ⊤PA − P < 0. (2.4)

Prova. Multiplicando (2.4) por x(k)⊤ na esquerda e x(k) na direita

x(k)⊤(A ⊤PA − P )x(k) < 0. (2.5)

Reescrevendo a desigualdade (2.5)

x(k)⊤A ⊤PA x(k)− x(k)⊤Px(k) < 0. (2.6)

Substituindo (2.3) em (2.6)

x(k + 1)⊤Px(k + 1)− x(k)⊤Px(k) < 0. (2.7)

Seja a função candidata de Lyapunov V (x(k)) = x(k)⊤Px(k), então (2.7) pode ser reescrito
como

V (x(k + 1))− V (x(k)) < 0. (2.8)

Sendo P definida positiva
V (x(k)) > 0, ∀x(k) ̸= 0. (2.9)

Por fim, tem-se V (0) = 0. □

2.4 lema de finsler

O Lema de Finsler [32] é utilizado para expressar condições de estabilidade por meio de
desigualdades matriciais lineares. Neste trabalho, o objetivo de empregar o Lema de Finsler,
é explorar possíveis vantagens devido a adição de variáveis de folga X às condições de projeto.
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Lema 2.4

Considere w ∈ Rn, Q ∈ Rn×n e β ∈ Rm×n e β⊥ uma base para espaço nulo de β, ou seja,
ββ⊥ = 0, então as seguintes condições são equivalentes:

• w⊤Qw < 0, βw = 0 : ∀w ̸= 0,

• β⊥⊤
Qβ⊥ < 0,

• ∃µ ∈ R : Q− µβ⊤β < 0,

• ∃X ∈ Rn×m : Q + Xβ + β⊤X⊤ < 0.

A prova das equivalências pode ser encontrada em [32].

2.5 sistemas com parâmetros variantes no tempo - LPV

Nos últimos anos, tem havido um extenso avanço na pesquisa sobre sistemas lineares com
parâmetros variantes no tempo na comunidade de controle [33]. Esse tipo de modelo é capaz de
descrever a dinâmica de sistemas lineares que são afetados por parâmetros variantes no tempo,
e também pode ser utilizado para representar sistemas não lineares por meio de uma família de
modelos LPV [34]. As primeiras abordagens de programação de ganhos no contexto de sistemas
LPV foram propostas por [35] em 1988. Desde então, ao longo dos últimos 30 anos, a teoria de
sistemas LPV tem sido amplamente aplicada em diversas áreas de engenharia para o projeto de
controladores, abrangendo aplicações em sistemas robóticos [36], controle tolerante a falhas [37],
sistemas de geração de energia [38] e sistemas de turbinas eólicas [39].

Considere o sistema LPV discreto no tempo a seguir

x(k + 1) = A(αk)x(k) + B(αk)u(k), (2.10)

sendo x(k) ∈ Rn o vetor de estados, u(k) ∈ Rnu o vetor de controle do sinal. O vetor de
parâmetros variantes no tempo αk ∈ ΛZ , ∀k ≥ 0. O simplex unitário ΛN é definido como

ΛN
∆
= {αk = [αk,1 . . . αk,N ]⊤ ∈ Rn :

N∑
i=1

αk,i = 1,∀ αk,i ≥ 0}. (2.11)

As matrizes do sistema A(αk) ∈ Rn×n e B(αk) ∈ Rn×nu dependem linearmente do vetor αk.
Além disso, as matrizes do sistema podem ser escritas na forma politópica com a combinação
convexa de N vértices

A(αk) =
Z∑

i=1
αki

Ai, ∀αk ∈ ΛZ . (2.12)

A principal vantagem de considerar sistemas LPV na forma politópica é que, com base na
teoria de estabilidade de Lyapunov [40], as condições para análise de estabilidade e projeto de
controladores podem ser formuladas como problemas de otimização convexa, representados por
LMI.
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Em [41] foi apresentado uma nova condição de estabilização em tempo discreto para sistemas
LPV politópicos por meio de LMI. De forma diferente de outros métodos, a condição proposta
permite o tratamento de representações de espaço de estados com parâmetros variantes no tempo
em todas as matrizes, proporcionando resultados menos conservadores do que os encontrados em
[42]. Considerando os resultados obtidos para a condição de estabilização em tempo discreto, os
mesmos autores estenderam essa contribuição para o problema de controle de realimentação de
estados H∞ em tempo discreto em [43]. Outra abordagem baseada em funções de Lyapunov com
termos não monotônicos foi apresentada em [44], com novas condições de análise e de projeto
para a síntese de controle por realimentação de estados, e realimentação de saída para sistemas
LPV politópicos em tempo discreto.

2.6 estrutura polinomial da função de lyapunov de grau arbitrário

A estrutura polinomial será de grande importância nas análises realizadas no Capítulo 4.
Portanto, definindo uma matriz de Lyapunov conforme apresentado em [28] tal que

Pg(α) =
∑

k∈κ(g)

αk1
1 . . . αkN

N Pk, (2.13)

sendo α ∈ ΛN , ki ∈ Z+, i = 1, . . . , N são os monômios. Os coeficientes da função são dados
por Pk ∈ Rn×n. κ(g) é o conjunto de todas as combinações de todos os inteiros positivos e
k1 + k2 + . . . + kN = g. O número de elementos em κ(g) é dado por

J(N , g) =
(N + g− 1)!
g!(N − 1)! . (2.14)

Em [28] um exemplo de aplicação de uma função com grau g = 4 e N = 2 variáveis (vértices)
é apresentado. Dessa forma, a partir da definição e aplicação de (2.14), tem-se que

κ(4) = 04, 13, 22, 31, 40, J(4) = 5.

E, a função de Lyapunov utilizando (2.13) de grau 4 é

P4(α) = a4
2P04 + a1a3

2P13 + a2
1a2

2P22 + a3
1a2P31 + a4

1P40.

Uma outra forma de exemplificar a aplicação de uma estrutura polinomial de grau arbitrário
é considerando o Lema 2.3 para sistemas LPV. Portanto

A(αk)
⊤P (αk)A(αk)− P (αk) < 0. (2.15)

Ou de forma equivalente

P (αk)−A(αk)
⊤P (αk)A(αk) > 0. (2.16)
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Aplicando complemento de Schur em (2.16)
 P (αk) A(αk)

⊤P (αk)

P (αk)A(αk) P (αk)

 > 0. (2.17)

Por meio de (2.13) e (2.14) e considerando grau g = 1 e número de vértices N = 2, tem-se
que:

A(αk) = α1A1 + α2A2, P (αk) = α1P1 + α2P2. (2.18)

Substituindo (2.18) em (2.17) resulta em

P (αk)A(αk) = α2
1P1A1 + α1α2(P2A1 + P1A2) + α2

2P2A2. (2.19)

Reorganizando algebricamente

α2
1

 P1 A⊤
1 P1

P1A1 P1

 + α1α2

 (P1 + P2) (A⊤
1 P2 + A⊤

2 P1)

(P2A1 + P1A2) (P1 + P2)

 + α2
2

 P2 A⊤
2 P2

P2A2 P2

 > 0.

(2.20)
É importante destacar que para obter (2.20), foi preciso realizar uma manipulação de

homogeneização, baseada na definição do simplex unitário que garante α1 + α2 = 1:

P (αk)(α1 + α2) = α2
1P1 + α1α2(P1 + P2) + α2

2P2. (2.21)

Portanto, para assegurar a estabilidade de Lyapunov com o polinômio de grau aumentado
desse exemplo, conclui-se que: P1 A⊤

1 P1

P1A1 P1

 > 0,

 (P1 + P2) (A⊤
1 P2 + A⊤

2 P1)

(P2A1 + P1A2) (P1 + P2)

 > 0,

 P2 A⊤
2 P2

P2A2 P2

 > 0. (2.22)



3
C O N T RO L E B A S E A D O E M E V E N T O S PA R A S I S T E M A S
P R E C I S A M E N T E C O N H E C I D O S

Os NCS são áreas de grande concentração de estudo na última década. Esses sistemas
proporcionam flexibilidade e custo reduzido em sistemas distribuídos espacialmente, o que
tem levado ao aumento do uso de dispositivos em sensoriamento, comunicação e módulos de
controle. No entanto, o uso desses dispositivos com amostragem periódica resulta em um consumo
desnecessário de recursos de comunicação. Como solução, a técnica de controle baseado em
eventos surgiu com o objetivo de reduzir o uso de recursos de comunicação em comparação com
o controle periódico [7, 16, 20]. As condições de disparo de um evento são, geralmente, baseadas
no valor atual do estado da planta [45].

O conceito principal é o uso de geradores de eventos para determinar os instantes de tempo
ki, nos quais as informações sobre x(k) serão enviadas ao controlador. O objetivo é reduzir a
quantidade de informações enviadas entre controladores e atuadores. A formulação do problema
é apresentada a seguir.

3.1 formulação do problema

Considere o seguinte sistema linear precisamente conhecido discreto no tempo

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (3.1)

em que x(k) ∈ Rnx é o vetor de estados e u(k) ∈ Rnu a entrada de controle. Com uma lei de
realimentação de estados dada por:

u(k) = Kx(ki). (3.2)

Então o sistema em malha fechada pode ser reescrito, substituindo o valor de (3.2) em (3.1),
como:

x(k + 1) = Ax(k) + BKx(ki). (3.3)

Definindo o erro de medição no intervalo [ki, ki+1) como:

e(k) = x(ki)− x(k),

então, o sistema em malha fechada pode ser reeescrito como:

x(k + 1) = A x(k) + ν(k), (3.4)

13



14 controle baseado em eventos para sistemas precisamente conhecidos

em que
ν(k) = BKe(k), A = A + BK.

Desta forma, a cada instante k, uma decisão deve ser tomada em relação ao envio do sinal
do estado da planta. Essa decisão é baseada em uma função de disparo f(e(k), x(k)) > 0.
Portanto, a comunicação entre a planta e o controlador não é periódica. Isso pode ser observado
na Figura 3.1, em que x(ki) recebe os valores de x(k) somente quando um novo evento ocorre.
Com esse objetivo, é utilizado um segurador de ordem zero (ZOH, do inglês zero-order hold) para
manter o sinal de saída constante entre os instantes de amostragem. Nesse cenário, a formulação
do problema tem como base a comunicação entre a planta e o controlador. O Algoritmo 1 [16]
define a estratégia discutida para o controle baseado em eventos, em que i é um contador de
eventos.

Sistema Sensor
Mecanismo

de
disparo

Controlador ZOH

x(k)

x(ki)u(k)

Figura 3.1: Mecanismo de controle baseado em eventos para sistemas precisamente conhecidos.

Algoritmo 1 Estratégia de controle baseado em eventos
se k = 0 então

u(0)← Kx(0)
i← 1
ki ← 0

senão
se f(e(k), x(k)) > 0 então

u(k)← Kx(k)
i← i + 1
ki ← k

senão
u(k)← u(ki)

fim se
k ← k + 1

fim se
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3.2 principais resultados

Nesta seção, são apresentados projetos de emulação (ganho do controlador pré-determinado). O
Lema 3.1 apresenta o projeto de acordo com [16]. O Teorema 3.1 é uma adaptação da abordagem
descrita em [20], e a função de disparo é definida por ν(k) e x(k). Por outro lado, o Teorema 3.2
é uma adaptação de [46], e a função de disparo depende de e(k), x(k), um escalar θ, e da própria
função de Lyapunov. Por fim, o Teorema 3.3 é uma condição que utiliza Finsler, e a função de
disparo é definida da mesma forma que no Teorema 3.2.

3.2.1 Condição de análise 1

Lema 3.1

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P , Qσ e Qδ tais queA ⊤PA − P + Qσ A ⊤PBK

∗ (BK)⊤PBK −Qδ

 < 0, (3.5)

então o sistema em malha fechada (3.4) é assintoticamente estável sob a estratégia baseada
em eventos, onde a função de disparo é definida por

f(e(k), x(k)) = e(k)⊤Qδe(k)− x(k)⊤Qσx(k). (3.6)

Prova. A partir do sistema
x(k + 1) = A x(k) + BKe(k), (3.7)

considere a seguinte função de Lyapunov associada ao sistema (3.7):

V (x(k)) = x(k)⊤Px(k). (3.8)

Como P > 0, a função de Lyapunov é definida positiva. Calculando ∆V (x) = V (x(k + 1))−
V (x(k)), tem-se:

∆V (x) = x(k + 1)⊤Px(k + 1)− x(k)⊤Px(k). (3.9)

Substituindo (3.7) em (3.9)

∆V (x) = x(k)⊤A ⊤PA x(k)− x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤A ⊤PBKe(k)

+ e(k)⊤K⊤B⊤PA x(k) + e(k)⊤K⊤B⊤PBKe(k). (3.10)

A partir do vetor
ξ0 =

[
x(k)⊤ e(k)⊤

]
, (3.11)



16 controle baseado em eventos para sistemas precisamente conhecidos

(3.10) pode ser reescrita como

∆V (x) = ξ0

A ⊤PA − P A ⊤PBK

∗ (BK)⊤PBK

 ξ⊤
0 . (3.12)

Para garantir ∆V (x) < 0, a função de disparo será utilizada. Visto que f(e(k), x(k) deve ser
negativa para que o mecanismo de disparo não seja acionado, tem-se que

∆V (x(k)) < f(e(k), x(k)). (3.13)

Note que, sempre que f(e(k), x(k)) > 0, um disparo será realizado. Portanto,

∆V (x(k))− e(k)⊤Qδe(k) + x(k)⊤Qσx(k) < 0. (3.14)

Observe que (3.14) pode ser reescrito como

ξ⊤
0 Ψ0ξ0 < 0, (3.15)

com

Ψ0 =

A ⊤PA − P + Qσ A ⊤PBK

∗ (BK)⊤PBK −Qδ

 , (3.16)

concluindo a prova. □

Ao considerar f(e(k), x(k)) > 0 (condição para ocorrência de eventos) com f(e(k), x(k))

descrita em (3.6) resulta em:

e(k)⊤Qδe(k)− x(k)⊤Qσx(k) > 0, (3.17)

que pode ser reescrita como:
e(k)⊤Qδe(k)

x(k)⊤Qσx(k)
> 1. (3.18)

Portanto, a função de disparo foi escolhida conforme (3.6) para verificar a ocorrência de eventos,
comparando o erro normalizado pelo próprio vetor de estados.

3.2.2 Condição análise 2
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Teorema 3.1

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P ∈ Rnx×nx , Qσ ∈ Rnx×nx , Qδ ∈
Rnx×nx , e matriz X ∈ R3nx×3nx tais que

Q + Xβ + β⊤X⊤ < 0, (3.19)

sendo

Q =


−P + Qσ 0 0

0 P 0

0 0 −Qδ

 , β =
[
A −I I

]
,

então o sistema em malha fechada (3.4) é assintoticamente estável sob a estratégia baseada
em eventos, onde a função de disparo é definida por

f(ν(k), x(k)) = ν(k)⊤Qδν(k)− x(k)⊤Qσx(k).

Prova. Usando o Lema de Finsler, note que:

ββ⊥ = 0,

em que

β⊥ =


I 0

A I

0 I

 . (3.20)

Multiplicando (3.19) na direita por (3.20) e na esquerda pelo seu transposto, resulta em:
−P + Qσ +A ⊤PA A ⊤P

PA P −Qδ

 < 0. (3.21)

Multiplicando (3.21) na esquerda por
[
x(k)⊤ v(k)⊤

]
e na direita pelo seu transposto

x(k)⊤(−P + Qσ +A ⊤PA )x(k) + x(k)⊤A ⊤Pν(k) + ν(k)⊤PA x(k)

+ ν(k)⊤Pν(k)− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.

Reorganizando algebricamente

− x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k) + x(k)⊤(A ⊤PA x(k) + x(k)⊤A ⊤Pν(k)

+ ν(k)⊤PA x(k) + ν(k)⊤Pν(k))− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.
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Que pode ser reescrito como:

−x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k) + (A x(k) + ν(k))⊤P (A x(k) + ν(k))− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.
(3.22)

Substituindo o valor de (3.4) em (3.22), tem-se que

−x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k) + x(k + 1)⊤Px(k + 1)− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.

Considerando a função de Lyapunov V (x(k)) = x(k)⊤Px(k), definida positiva, uma vez que
P > 0, pode-se escrever

V (x(k + 1))− V (x(k)) < ν(k)⊤Qδν(k)− x(k)⊤Qσx(k) < 0,

pois ao garantir que V (x(k + 1)) − V (x(k)) < f(ν(k), x(k)), pela Teoria de Lyapunov,
certifica-se que o sistema é assintóticamente para f(ν(k), x(k)) < 0, concluindo a prova. □

3.2.3 Condição de análise com θ

Teorema 3.2

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P ∈ Rnx×nx , Qσ ∈ Rnx×nx e Qδ ∈
Rnx×nx , e um escalar θ ∈ [0, 1[ tais que

(1− θ)A ⊤PA − P + θP + Qσ (1− θ)A ⊤PBK + θP

(1− θ)K⊤B⊤PA + θP (1− θ)K⊤B⊤PBK + θP −Qδ

 < 0. (3.23)

então o sistema em malha fechada (3.4) é assintoticamente estável sob a estratégia baseada
em eventos, onde a função de disparo é definida por

f(e(k), x(k)) = −x(k)⊤Qσx(k) + e(k)⊤Qδe(k) + θ(V (x(k + 1)))− V (x(ki))). (3.24)

Prova.
Considere a seguinte função candidata de Lyapunov associada ao sistema (3.7):

V (x(k)) = x(k)⊤Px(k). (3.25)

Como P > 0, a função é definida positiva. Para garantir ∆V (x) < 0 tem-se

∆V (x) = V (x(k + 1))− V (x(k)) < f(e(k), x(k)) < 0. (3.26)

Substituindo o valor de f(e(k), x(k)) em (3.26):

V (x(k + 1))− V (x(k)) < −x(k)⊤Qσx(k) + e(k)⊤Qδe(k) + θ(V (x(k + 1)))− V (x(ki))).
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Reorganizando algebricamente, tem-se que:

(1− θ)V (x(k + 1)) + θV (x(ki))− V (x(k)) + x(k)⊤Qσx(k)− e(k)⊤Qδe(k) < 0. (3.27)

Substituindo (3.25) em (3.27) e usando as relações e(k) + x(k) = x(ki),

V (x(k + 1)) = ((x(k)⊤A ⊤) + ν(k)⊤)P (A x(k) + ν(k)), (3.28)

V (x(ki)) = x(ki)
⊤Px(ki), (3.29)

resulta em

(1− θ)x(k + 1)⊤Px(k + 1) + θ(e(k) + x(k))⊤P (e(k) + x(k))− x(k)⊤Px(k)

+ x(k)⊤Qσx(k)− e(k)⊤Qδe(k) < 0. (3.30)

Utilizando (3.7) em (3.30), obtém-se que

(1− θ) (A x(k) + BKe(k))⊤ P (A xk + BKek) + θ(e(k) + x(k))⊤P (e(k) + x(k))

− x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k)− e(k)⊤Qδe(k) < 0. (3.31)

Reescrevendo a equação (3.31)

(1− θ)x(k)⊤A ⊤PA x(k) + θx(k)⊤Px(k)− x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k)

+ (1− θ)e(k)⊤K⊤B⊤PBKe(k)− e(k)⊤Qδe(k) + θe(k)⊤Pe(k)

+ (1− θ)x(k)⊤A ⊤PBKe(k) + θx(k)⊤Pe(k)

+ (1− θ)e(k)⊤K⊤B⊤PA x(k) + θe(k)⊤Px(k) < 0. (3.32)

Por fim, (3.32) pode ser apresentada como

x(k)

e(k)

⊤ (1− θ)A ⊤PA − P + θP + Qσ (1− θ)A ⊤PBK + θP

(1− θ)K⊤B⊤PA + θP (1− θ)K⊤B⊤PBK + θP −Qδ

 x(k)

e(k)

 < 0.

(3.33)
Portanto, retorna a (3.23), concluindo a prova. □

Ao analisar a função de disparo dada na Equação (3.24), percebe-se que foi adicionada uma
parcela negativa referente à derivada da função candidata de Lyapunov. Dessa forma, a função
de disparo fica mais negativa, tendendo a reduzir o número de eventos. O escalar θ, que atua
como peso, não pode ser igual a 1, pois (3.23) com θ = 1, resulta em Qσ < 0, o que não é
possível.
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3.2.4 Condição de análise θ com Finsler

Teorema 3.3

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P ∈ Rnx×nx , Qσ ∈ Rnx×nx , Qδ ∈
Rnx×nx , matriz X ∈ R3nx×nx e um escalar θ ∈ [0, 1[ tais que

Q + Xβ + β⊤X⊤ < 0, (3.34)

sendo

Q =


θP − P + Qσ 0 θP

0 (1− θ)P 0

θP 0 −Qδ + θP

 , β =
[
A −I BK

]
,

então o sistema em malha fechada (3.7) é assintoticamente estável sob a estratégia baseada
em eventos, em que a função de disparo é definida por

f(e(k), x(k)) = −x(k)⊤Qσx(k) + e(k)⊤Qδe(k) + θ(V (x(k + 1)))− V (x(ki)))

.

Prova. Considere a seguinte função de Lyapunov associada ao sistema (3.7):

V (x(k)) = x(k)⊤Px(k), (3.35)

com
∆V (x) = V (x(k + 1))− V (x(k)) < f(e(k), x(k)). (3.36)

Substituindo o valor de f(e(k), x(k)) em (3.36):

V (x(k + 1))− V (x(k)) < −x(k)⊤Qσx(k) + e(k)⊤Qδe(k) + θ(V (x(k + 1)))− V (x(ki))).

Reorganizando algebricamente, tem-se que:

(1− θ)V (x(k + 1)) + θV (x(ki))− V (x(k)) + x(k)⊤Qσx(k)− e(k)⊤Qδe(k) < 0. (3.37)

Substituindo (3.35) em (3.37) e usando a relação e(k) + x(k) = x(ki), resulta em

(1− θ)x(k + 1)⊤Px(k + 1) + θ(e(k) + x(k))⊤P (e(k) + x(k))− x(k)⊤Px(k)

+ x(k)⊤Qσx(k)− e(k)⊤Qδe(k) < 0. (3.38)

Reescrevendo a equação (3.38)

(1− θ)x(k + 1)⊤Px(k + 1) + θx(k)⊤Px(k)− x(k)⊤Px(k) + x(k)⊤Qσx(k)

− e(k)⊤Qδe(k) + θe(k)⊤Pe(k) + θx(k)⊤Pe(k) + θe(k)⊤Px(k) < 0. (3.39)
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Pode ser reescrito como:
w⊤Qw < 0, (3.40)

com

w⊤ =
[
x(k)⊤ x(k + 1)⊤ e(k)⊤

]
, Q =


θP − P + Qσ 0 θP

0 (1− θ)P 0

θP 0 −Qδ + θP

 . (3.41)

Note que, por meio da utilização do Lema de Finsler:

βw = 0, ββ⊥ = 0, (3.42)

sendo

β =
[
A −I BK

]
, β⊥ =


I 0

A BK

0 I

 . (3.43)

Portanto, multiplicando Q na direita por β⊥ e na esquerda pelo seu transposto, tem-se que(1− θ)A ⊤PA − P + θP + Qσ (1− θ)A ⊤PBK + θP

(1− θ)K⊤B⊤PA + θP (1− θ)K⊤B⊤PBK + θP −Qδ

 < 0, (3.44)

retomando assim a condição (3.23). □

3.3 problemas de otimização propostos

A redução do envio de informações entre o sensor e o atuador, e a consequente redução do uso da
rede, é uma das principais vantagens do controle baseado em eventos. Para alcançar este objetivo,
é necessário empregar problemas de otimização em conjunto com as condições apresentadas na
seção anterior.

Um novo evento ocorre sempre que a função de disparo é definida positiva, ou seja

f(δ(k), x(k)) > 0,

em que δ(k) pode ser definido como e(k) ou ν(k) a depender do teorema a ser aplicado.
Considerando a função de disparo

f(δ(k), x(k)) = δ(k)⊤Qδδ(k)− x(k)⊤Qσx(k). (3.45)
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deve-se garantir que

δ(k)⊤Qδδ(k)− x(k)⊤Qσx(k) ≤ δ(k)⊤δ(k)λmax(Qδ)− x(k)⊤x(k)λmin(Qσ) ≤ 0. (3.46)

Para reduzir a quantidade de eventos, idealmente no pior caso, a seguinte condição deve ser
respeitada de acordo com (3.46)

δ(k)⊤δ(k)λmax(Qδ)− x(k)⊤x(k)λmin(Qσ) ≤ 0. (3.47)

Somando x(k)⊤x(k)λmin(Qσ) em ambos os lados de (3.47)

δ(k)⊤δ(k)λmax(Qδ) ≤ x(k)⊤x(k)λmin(Qσ), (3.48)

e multiplicando ambos os lados de (3.48) por (x(k)⊤x(k)λmin(Qσ))−1

δ(k)⊤δ(k)λmax(Qδ)

x(k)⊤x(k)λmin(Qσ)
≤ 1. (3.49)

Portanto, deve-se min
[
λmax(Qδ)

]
e max

[
λmin(Qσ)

]
para que o sistema demore para violar

a restrição.
A seguir, quatro condições de otimização serão apresentadas, sendo que as três primeiras

foram retiradas de [16].

3.3.1 Otimização 1

minimizar −σ

sujeito a: (3.5), (3.19), (3.23) ou (3.34).

Se Qδ = I e Qσ = σI em (3.49)

δ(k)⊤δ(k)

x(k)⊤x(k)λmin(Qσ)
≤ 1,

então
δ(k)⊤δ(k)λmax(Q−1

σ )

x(k)⊤x(k)
≤ 1.

Por fim, tem-se que minimizar
[
λmax(Q−1

σ )
]
. Dado que

Q−1
σ =

I

σ
,

o interesse é maximizar σ, ou seja, minimizar −σ. Dessa forma encontrará um valor maior de σ

que diminui o autovalor de Q−1
σ [16].
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3.3.2 Otimização 2

minimizar −traço(Qσ)

sujeito a: (3.5), (3.19), (3.23) ou (3.34), Qσ ≥ σ0I

Esse método considera o valor de σ computado no método anterior como o menor valor
admissível de Qσ, ou seja, o valor de σ0 no problema de otimização atual. Além disso, essa
otimização visa maximizar o traço de Qσ, o que permite que alguns estados desviem mais do
que no caso anterior e, consequentemente, reduzindo o número de transmissões [16].

Embora esses dois métodos anteriores sejam mais simples e intuitivos, eles são conservadores,
pois os valores de Qσ e Qδ são fixos na Otimização 1, e apenas Qδ é fixado na Otimização 2.
Uma abordagem mais genérica é permitir que tanto Qσ e Qδ sejam matrizes definidas positivas
que possam assumir valores em um determinado intervalo, reduzindo o conservadorismo. Dessa
forma, uma nova abordagem é introduzida na Otimização 3.

3.3.3 Otimização 3

minimizar traço(Qδ −Qσ)

sujeito a: (3.5), (3.19), (3.23) ou (3.34), Qσ ≥ σ0I, Qδ ≤ I

Esse método abrange os resultados das duas otimizações anteriores, uma vez que Otimização 1
e Otimização 2 são casos particulares de Otimização 3, com o objetivo de reduzir o número de
transmissões de dados. No entanto, o esforço computacional da Otimização 3 é maior, pois a
cada instante é necessário calcular as formas quadráticas δ(k)⊤Qδδ(k) e x(k)⊤Qσx(k). Portanto,
nesse caso, há uma relação direta entre a redução no número de transmissões de dados e o
aumento do esforço computacional [16].

3.3.4 Otimização 4

minimizar σ

sujeito a: (3.5), (3.19), (3.23) ou (3.34),X −Qδ I

I Qσ

 ≥ 0, traço(X) < σ, Qδ > 0, Qσ > 0.

Considere a função de disparo

f(δ(k), x(k)) = δ(k)⊤Qδδ(k)− x(k)⊤Qσx(k).

Para diminuir a ocorrência de eventos, é necessário reduzir Qδ e aumentar Qσ. Portanto, o
seguinte problema de otimização pode ser aplicado, considerando uma matriz simétrica X ∈
Rnx×nx :

traço(Qδ + Q−1
σ ) ≤ traço(X). (3.50)
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A partir do conceito de traço de uma matriz, que é a soma dos elementos da diagonal principal
de uma matriz quadrada, (3.50) pode ser reescrita da seguinte forma:

Qδ + Q−1
σ ≤ X. (3.51)

Reorganizando algebricamente, obtém-se:

X −Qδ −Q−1
σ ≥ 0. (3.52)

Aplicando o Complemento de Schur em (3.52), resulta em:
X −Qδ I

I Qσ

 ≥ 0, (3.53)

com
traço(X) < σ, Qσ > 0, Qδ > 0,

de forma que σ seja o menor escalar positivo que satisfaça essas condições.

3.4 exemplo numérico

Considere o seguinte sistema instável em malha aberta discreto no tempo apresentado em [16]

A =

1, 0050 0, 0501

0, 2003 1, 0050

 , B =

0, 0501

0, 0050

 , K =
[
−6 −3

]
. (3.54)

Para analisar o desempenho dos diferentes métodos de otimização projetados, o sistema em
malha fechada foi simulado com as seguintes condições iniciais

x(0) =

−1, 125

2, 75

 . (3.55)

A seguir, esse sistema será utilizado com os Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3, com o auxílio do YALMIP
[30] no MATLAB e o SEDUMI [47].

3.4.1 Aplicação no Teorema 3.1

O Teorema 3.1 foi aplicado nos quatro cenários de otimização e os seguintes valores foram
encontrados para σ, Qσ e Qδ:

• Otimização 1: σ = 0, 003251.

• Otimização 2: Qσ =

0, 04479 0, 01026

0, 01026 0, 00579

.
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• Otimização 3: Qσ =

0, 00326 0, 00000

0, 00000 0, 00326

, Qδ =

0, 26784 0, 38153

0, 38153 0, 80013

.

• Otimização 4: Qσ =

0, 25489 0, 05941

0, 05941 0, 07438

, Qδ =

7, 26569 6, 11529

6, 11529 14, 06854

, σ = 42, 67466.

Além disso, os valores de σ, Qσ e Qδ também foram encontrados para o Lema 3.1:

• Otimização 1: σ = 0, 0888.

• Otimização 2: Qσ =

0, 42854 0, 00000

0, 00000 0, 08880

.

• Otimização 3: Qσ =

0, 42854 0, 00000

0, 00000 0, 08880

, Qδ =

0, 80000 0, 40000

0, 40000 0, 20000

.

• Otimização 4: Qσ =

 1, 61801 −0, 00006

−0, 00006 0, 32632

, Qδ =

2, 95016 1, 47494

1, 47494 0, 73775

, σ = 7, 37065.

A Tabela 3.1 apresenta o número de eventos ocorridos durante o intervalo de tempo da
simulação para cada método. Observa-se que, em um intervalo de 201 instantes de tempo, os
métodos de otimização propostos foram capazes de reduzir a quantidade de eventos, resultando
em 23 eventos na Otimização 4 e o Teorema 3.1, enquanto o resultado do Lema 3.1 apresentou
27 eventos.

Um outro teste realizado foi considerar que a função de disparo não vai criar um evento
apenas quando f(k) > 0, mas sim quando round(f(k)× 1016)/1016 > 0. Isso ocorre porque o
MATLAB tem 16 dígitos de precisão e a função round é utilizada para arredondar e levar em
conta a precisão do MATLAB. No caso da Otimização 4, ao considerar essa função de ativação,
o número de eventos reduziu de 23 para 21.

Tabela 3.1: Comparativo de número de eventos de acordo com o Teorema 3.1 e o problema de Otimização
utilizado para sistemas precisamente conhecidos.

Otimização Lema 3.1 Teorema 3.1

1 67 27
2 50 26
3 27 24
4 27 23

As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam a evolução do estado x1 e x2, respectivamente, para o Teorema
3.1. Enquanto a Figura 3.4 apresenta a evolução do sinal de controle para cada método. É possível
observar algumas diferenças na resposta temporal entre os métodos, porém, em todos eles, os
estados x1 e x2 tendem a zero após aproximadamente 60 instantes de tempo. Isso comprova a
efetividade do controle baseado em eventos proposto, pois mesmo que um novo sinal de controle
seja enviado apenas após a ocorrência de um evento, o sinal de controle contendo o vetor de
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estados enviado anteriormente é capaz de estabilizar o sistema. A curva da Otimização 4 não
está presente nas Figuras, pois ela segue uma trajetória muito próxima da Otimização 3.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

Otimização 1

Otimização 2

Otimização 3

Figura 3.2: Evolução do estado x1.

A Figura 3.5 mostra o intervalo de tempo entre eventos, onde cada ponto representa um evento
e o eixo y representa o tempo entre os eventos. Essa ilustração combinada com a Figura 3.4, é
útil para analisar a relação entre existência de eventos e a transição do sinal de controle. Como
esperado, a Otimização 4 proporciona um maior intervalo entre eventos. Percebe-se que ocorrem
eventos mesmo quando os estados estão em regime permanente. Isso ocorre porque, em sistemas
de controle baseados em eventos, os estados se aproximam de zero, mas ainda existe um valor
residual, o qual é suficiente para acionar a função de disparo e desencadear um evento.

3.4.2 Aplicação no Teorema 3.2

A seguir, o sistema descrito pelos parâmetros em (3.54) será utilizado para aplicar o Teorema
3.2 em diferentes cenários de otimização: 1, 2, 3 e 4. Os resultados mostram a aplicabilidade do
método.

3.4.2.1 Otimização 1

A Figura 3.6 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os
resultados indicaram que os valores de θ igual a 0, 12, 0, 13 e 0, 15 resultaram no menor número
de eventos, totalizando 32 ocorrências.
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Figura 3.3: Evolução do estado x2.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Otimização 1

Otimização 2

Otimização 3

Figura 3.4: Evolução do sinal de controle u.
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(b) Otimização 2
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(c) Otimização 3
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(d) Otimização 4

Figura 3.5: Tempo entre eventos de acordo com o Teorema 3.1
.

A Figura 3.7 apresenta a evolução dos estados x(k) em relação aos instantes de tempo k.
Várias curvas estão plotadas no gráfico para representar a evolução dos estados em diferentes
valores de θ. Os resultados mostram que, independentemente do valor de θ, os estados convergem
para zero, indicando que o sistema é assintoticamente estável.

3.4.2.2 Otimização 2

A Figura 3.6 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ para a Otimização 2, bem
como Otimização 1, Otimização 3 e 4. Os resultados indicaram que os valores de θ igual a 0, 12,
0, 13 e 0, 15 resultaram no menor número de eventos, totalizando 32 ocorrências. Além disso, os
resultados desse caso diferem-se dos resultados da Otimização 1 apenas para θ = 0, quando os
eventos reduziram de 67 para 50.
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Figura 3.6: Comparativo de número de eventos de acordo com θ, usando Teorema 3.2 e os diferentes tipos
de Otimização.

3.4.2.3 Otimização 3

A Figura 3.6 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os resultados
indicaram que o valor de θ igual a 0, 02 resultou no menor número de eventos, totalizando
29 ocorrências. Além disso, a condição não foi capaz de encontrar a solução para θ = 0 e
θ ∈ [0, 95, 0, 99].

3.4.2.4 Otimização 4

A Figura 3.6 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os resultados
indicaram que o valor de θ igual a 0, 01 resultou no menor número de eventos, totalizando 25
ocorrências. Além disso, a condição não foi capaz de encontrar a solução para θ = 0, 99.

3.4.3 Aplicação no Teorema 3.3

A seguir, o sistema descrito pelas matrizes dadas em (3.54) será utilizado para aplicar o
Teorema 3.3 em diferentes cenários de otimização: 1, 2, 3 e 4. Os resultados mostram a
aplicabilidade do método.
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Figura 3.7: Evolução da resposta temporal do estado x(k) para diferentes θ, usando Teorema 3.2 e
Otimização 1.

3.4.3.1 Otimização 1 com Finsler

A Tabela 3.2 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os
resultados indicaram que os valores de θ ∈ [0, 16, 0, 19] resultaram no menor número de eventos,
totalizando 35 ocorrências. Uma possível aplicação de um método que visa otimizar a escolha do
escalar θ não foi implementada. Portanto, o melhor valor para θ foi selecionado por meio de um
método iterativo. As dificuldades relacionadas à implementação desse método estão refletidas
na condição LMI do Teorema 3.3, uma vez que a condição envolve o produto entre θ e P .

3.4.3.2 Otimização 2 com Finsler

A Tabela 3.3 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os
resultados indicaram que o valor de θ igual a 0, 12 resultou no menor número de eventos,
totalizando 32 ocorrências. Além disso, a condição não foi capaz de encontrar a solução para
θ ∈ [0, 52, 0, 99].

3.4.3.3 Otimização 3 com Finsler

A Tabela 3.4 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os
resultados indicaram que o valor de θ igual a 0, 01 resultou no menor número de eventos,
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Tabela 3.2: Comparativo de número de eventos de acordo com o valor de θ e Teorema 3.3 aplicado na
Otimização 1 com Finsler.

θ Número de eventos θ Número de eventos θ Número de eventos

0 67 0,14 41 0,28 51
0,01 67 0,15 41 0,29 a 0,36 67
0,02 67 0,16 35 0,37 99
0,03 67 0,17 35 0,38 a 0,45 100
0,04 51 0,18 35 0,48 a 0,52 101
0,05 51 0,19 35 0,53 183
0,06 51 0,20 41 0,54 196
0,07 50 0,21 41 0,55 197
0,08 50 0,22 41 0,56 198
0,09 50 0,23 41 0,57 198
0,10 50 0,24 50 0,58 199
0,11 41 0,25 50 0,59 199
0,12 41 0,26 51 0,60 a 0,63 200
0,13 41 0,27 51 0,64 a 0,99 201

Tabela 3.3: Comparativo de número de eventos de acordo com o valor de θ e Teorema 3.3 aplicado na
Otimização 2 com Finsler.

θ Número de eventos θ Número de eventos

0 50 0,12 32
0,01 50 0,13 67
0,02 50 0,14 a 0,20 51
0,03 50 0,21 a 0,38 67
0,04 50 0,39 98
0,05 41 0,40 99
0,06 41 0,41 100
0,07 41 0,42 100
0,08 41 0,43 100
0,09 35 0,44 100
0,10 35 0,45 a 0,51 101
0,11 34 0,52 a 0,99 -

totalizando 28 ocorrências. Além disso, a condição não foi capaz de encontrar a solução para
θ = 0 e θ ∈ [0, 13, 0, 99].

3.4.3.4 Otimização 4 com Finsler

A Tabela 3.5 mostra o número de eventos em função do parâmetro θ, onde θ ∈ [0, 1[. Os
resultados indicaram que o valor de θ igual a 0.01 resultou no menor número de eventos,
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Tabela 3.4: Comparativo de número de eventos de acordo com o valor de θ e Teorema 3.3 aplicado na
Otimização 3 com Finsler.

θ Número de eventos θ Número de eventos

0 - 0,07 30
0,01 28 0,08 31
0,02 33 0,09 44
0,03 32 0,10 46
0,04 31 0,11 32
0,05 30 0,12 32
0,06 33 0,13 a 0,99 -

totalizando 25 ocorrências. Além disso, a condição não foi capaz de encontrar a solução para
θ ∈ [0.33, 0.99].

Tabela 3.5: Comparativo de número de eventos de acordo com o valor de θ e Teorema 3.3 aplicado na
Otimização 4 com Finsler.

θ Número de eventos θ Número de eventos

0 27 0,13 31
0,01 25 0,14 32
0,02 30 0,15 32
0,03 32 0,16 33
0,04 34 0,17 a 0,18 34
0,05 33 0,20 e 0,21 35
0,06 32 0,22 36
0,07 29 0,23 a 0,28 41
0,08 29 0,29 a 0,32 50

0,09 e 0,10 33 0,33 a 0,99 -
0,11 e 0,12 32 - -

3.5 comentários finais

Este capítulo discutiu as condições de emulação (ganho do controlador dado a priori) do
controle baseado em eventos para sistemas discretos no tempo por realimentação de estados.
Foram introduzidas três novas condições com o objetivo de reduzir a quantidade de eventos em
comparação com outros métodos descritos na literatura. A primeira condição, apresentada no
Teorema 3.1, baseia-se na aplicação do Lema de Finsler e nas condições apresentadas em [16,
20]. A segunda condição, do Teorema 3.2, é baseada na aplicação de uma função de disparo
dependente da própria função de Lyapunov, conforme apresentado em [16, 20, 46]. Por fim, o
Teorema 3.3 utiliza a mesma função de disparo do Teorema 3.2, mas também faz uso do Lema
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de Finsler. Além disso, foram propostos métodos de otimização com o objetivo de reduzir ainda
mais as transmissões do sinal de controle. As vantagens do método proposto foram ilustradas
por meio de exemplo numérico retirado da literatura. Dessa forma, o Teorema 3.1, associado
às Otimizações 3 e 4, obteve melhores resultados do que as Otimizações 1 e 2. Os resultados
demonstraram que o Teorema 3.2 obteve melhores resultados para o parâmetro θ com valores
menores. Essa observação pode parecer contraditória inicialmente, já que isso tenderia a anular
a parcela adicionada à função de disparo. No entanto, o ajuste do parâmetro θ na LMI faz com
que as parcelas que envolvem o ganho do controlador também tendam a zero conforme θ se
aproxima de 1, o que não é favorável para a análise de estabilidade.





4
C O N T RO L E B A S E A D O E M E V E N T O S PA R A S I S T E M A S C O M
PA R Â M E T RO S VA R I A N T E S N O T E M P O S

Sistemas com parâmetros variantes no tempo apresentam desafios significativos para o projeto
de controladores tradicionais, uma vez que suas características dinâmicas mudam ao longo do
tempo, impactando diretamente no desempenho do sistema.

Neste capítulo, será abordado o desenvolvimento de controladores para sistemas com
parâmetros variantes no tempo, utilizando o controle baseado em eventos. Portanto, uma nova
metodologia para a análise da estabilidade do sistema de controle baseado em eventos por
emulação será desenvolvida, considerando a variabilidade dos parâmetros do sistema ao longo do
tempo, com o objetivo de otimizar o desempenho do sistema em diferentes condições operacionais.
A seguir, será apresentada a formulação do problema.

4.1 formulação do problema

Considere a abordagem descrita em [16, 20], onde existe o seguinte sistema linear em tempo
discreto:

x(k + 1) = A(αk)x(k) + B(αk)u(k), (4.1)

sendo x(k) ∈ Rnx o vetor de estados e u(k) ∈ Rnu é a entrada de controle.
A lei de controle de realimentação de estados sujeito a condição de disparo é

u(k) = K(αki
)x(ki), k ∈ [ki, ki+1). (4.2)

Portanto, substituindo (4.2) em (4.1), tem-se que o sistema em malha fechada pode ser escrito
como

x(k + 1) = A(αk)x(k) + B(αk)K(αki
)x(ki). (4.3)

O principal conceito envolvendo controle baseado em eventos é que o sinal do vetor de estados
só será enviado para o controlador quando acontecer uma violação de uma condição de disparo.
Dessa forma, a comunicação entre a planta e o controlador não é periódica. Isso pode ser
observado na Figura 4.1, onde αki

e x(ki) recebem os valores de αk e x(k) somente quando
um novo evento acontece.

O erro de medição de estados é dado por:

e(k) = x(ki)− x(k).

O sistema em malha fechada pode ser reeescrito como:

x(k + 1) = A (αk)x(k) + ν(k), (4.4)

35
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Sistema
LPV Sensor

Mecanismo
de

disparo

Controlador ZOH

x(k), αk

x(ki), αkiu(k)

Figura 4.1: Mecanismo de controle baseado em eventos para sistemas LPV.

sendo

ν(k) = B(αk)K(αk)e(k) + B(αk)∆K(αki
, αk)x(ki),

A (αk) = A(αk) + B(αk)K(αk), ∆K(αki
, αk) = K(αki

)−K(αk). (4.5)

O Algoritmo 2 define a estratégia discutida para o controle baseado em eventos para sistemas
com parâmetros variantes no tempo, em que i é um contador de eventos.

Algoritmo 2 Estratégia de controle baseado em eventos para sistemas LPV
se k = 0 então

i← 1
ki ← 0
K(αki

)← K(αk)
u(0)← K(αki

)x(0)
senão

se f(e(k), x(k)) > 0 então
i← i + 1
ki ← k
K(αki

)← K(αk)
u(ki)← K(αki

)x(ki)
senão

u(k)← u(ki)
fim se
k ← k + 1

fim se

4.2 principais resultados

Nesta seção, são apresentados projetos de emulação para sistemas com parâmetros variantes no
tempo. Os Lemas 4.1 e 4.2 descrevem o projeto de acordo com a referência [48]. Posteriormente,
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os resultados obtidos nesses lemas serão aplicados no Teorema 4.1, que é uma adaptação do
Teorema 3.1 para sistemas LPV.

4.2.1 Projeto de controle 1

Lema 4.1

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P (αk) ∈ Rn×n, matrizes X(αk) ∈ Rn×n,
Z(αk) ∈ Rnu×n, Y (αk+1) ∈ Rm×n, L(αk+1) ∈ Rnu×nu tal que


X(αk) + X(αk)

⊤ − P (αk) X(αk)
⊤A(αk)

⊤ −Z(αk)
⊤

∗ P (αk)−R(αk, αk+1) B(αk)L(αk+1)− Y (αk+1)
⊤

∗ ∗ L(αk+1) + L(αk+1)
⊤

 > 0,

(4.6)
com R(αk, αk+1) = B(αk)Y (αk+1) + Y (αk+1)

⊤B(αk)
⊤. Então o controlador dependente

de parâmetros é dado por
K(αk) = Z(αk)X(αk)

−1. (4.7)

Prova. Substituindo (4.7) em (4.6) e usando a relação (P (αk) −X(αk))
⊤P (αk)

−1(P (αk) −
X(αk)) ≥ 0⇒ X(αk)

⊤P (αk)
−1X(αk) ≥ X(αk)

⊤ + X(αk)− P (αk), tem-se que


X(αk)

⊤P (αk)
−1X(αk) X(αk)

⊤A(αk)
⊤ −X(αk)

⊤K(αk)
⊤

∗ P (αk)−R(αk, αk+1) B(αk)L(αk+1)− Y (αk+1)
⊤

∗ ∗ L(αk+1) + L(αk+1)
⊤

 > 0. (4.8)

Multiplicando (4.8) a esquerda por


X(αk)

−⊤ 0 0

0 I 0

0 0 I

 , (4.9)

e à direita pelo transposto, resulta em


P (αk)
−1 A(αk)

⊤ −K(αk)
⊤

∗ P (αk)−R(αk, αk+1) B(αk)L(αk+1)− Y (αk+1)
⊤

∗ ∗ L(αk+1) + L(αk+1)
⊤

 > 0. (4.10)
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Considerando H(αk) = L(αk)
−⊤ e F (αk) = P (αk)

−1Y (αk)H(αk), tem-se que


P (αk)

−1 A(αk)
⊤ −K(αk)

⊤

∗ P (αk)−R(αk, αk+1) B(αk)H(αk+1)
−⊤ − P (αk+1)F (αk+1)H(αk+1)

−1

∗ ∗ H(αk+1)
−1 + H(αk+1)

−⊤

 > 0.

(4.11)
Pré e pós multiplicando (4.11) por


I 0 0

0 0 H(αk+1)

0 P (αk+1)
−1 F (αk+1)

 (4.12)

e seu transposto, respectivamente, resulta em


P (αk)
−1 −K(αk)

⊤H(αk+1)
⊤ A(αk)

⊤P (αk+1)
−1 −K(αk)

⊤F (αk+1)
⊤

∗ H(αk+1) + H(αk+1)
⊤ B(αk)

⊤P (αk+1)
−1 + F (αk+1)

⊤

∗ ∗ P (αk+1)
−1

 > 0. (4.13)

Multiplicando (4.13) a esquerda por
0 0 P (αk+1)

I K(αk)
⊤ 0

 (4.14)

e à direita pelo seu transposto, obtémP (αk+1) A (αk)

A (αk)
⊤ P (αk)

−1

 > 0. (4.15)

Aplicando o Complemento de Schur e multiplicando a esquerda por x⊤
k e à direita pelo

transposto, resulta em

x⊤
k+1P (αk+1)

−1xk+1 − x⊤
k P (αk)

−1xk < 0. (4.16)

Por fim, considerando uma equação de Lyapunov como V (xk, αk) = x⊤
k P (αk)

−1xk, (4.16)
pode ser reescrita como ∆V (xk, αk) < 0. □

4.2.2 Projeto de controle 2
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Lema 4.2

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P (αk) ∈ Rn×n, matrizes X(αk) ∈ Rn×n,
Z(αk) ∈ Rnu×n, tal que

P (αk+1) A(αk)X(αk) + B(αk)Z(αk)

∗ −P (αk)
⊤ + X(αk) + X(αk)

⊤

 > 0. (4.17)

Então o controlador dependente de parâmetros é dado por K(αk) = Z(αk)X(αk)
−1.

Prova. Substituindo (4.7) em (4.17) e usando a relação (P (αk)−X(αk))
⊤P (αk)

−1(P (αk)−
X(αk)) ≥ 0⇒ X(αk)

⊤P (αk)
−1X(αk) ≥ X(αk)

⊤ + X(αk)− P (αk) em (4.17), tem-se que
P (αk+1) A(αk)X(αk) + B(αk)K(αk)X(αk)

∗ X(αk)
⊤P (αk)

−1X(αk)

 > 0. (4.18)

Multiplicando (4.18) a esquerda por
I 0

0 X(αk)
−1

 (4.19)

e à direita pelo seu transposto, resulta emP (αk+1) A(αk) + B(αk)K(αk)

∗ P (αk)
−1

 > 0. (4.20)

Aplicando o Complemento de Schur e multiplicando a esquerda por x⊤
k e à direita por xk,

obtém-se (4.16) e, portanto, conclui-se a prova. □

4.2.3 Condição análise LPV
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Teorema 4.1

Se existirem matrizes P (αk) ∈ Rnx×nx , X ∈ R3nx×3nx , Qσ ∈ Rnx×nx definida positiva e
Qδ ∈ Rnx×nx , tal que

Q + Xβ + β⊤X⊤ < 0, (4.21)

sendo

Q =


−P (αk) + Qσ 0 0

0 P (αk+1) 0

0 0 −Qδ

 , β =
[
A (αk) −I I

]
,

então o sistema em malha fechada (4.1) é assintoticamente estável e σ é uma lei de geração
de eventos quando há a violação de f(ν(k), x(k)) = ν(k)⊤Qδν(k)− x(k)⊤Qσx(k).

Prova. Usando o Lema de Finsler, note que:

ββ⊥ = 0,

em que

β⊥ =


I 0

A (αk) I

0 I

 . (4.22)

Multiplicando (4.21) na direita por (4.22) e na esquerda pelo seu transposto, resulta em:
−P (αk) + Qσ +A (αk)

⊤P (αk+1)A (αk) A (αk)
⊤P (αk+1)

P (αk+1)A (αk) P (αk+1)−Qδ

 < 0. (4.23)

Multiplicando (4.23) na esquerda por
[
x(k)⊤ v(k)⊤

]
e na direita pelo seu transposto

x(k)⊤(−P (αk) + Qσ +A (αk)
⊤P (αk+1)A (αk))x(k) + x(k)⊤A (αk)

⊤P (αk+1)ν(k)

+ ν(k)⊤P (αk+1)A (αk)x(k) + ν(k)⊤P (αk+1)ν(k)− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.

Reorganizando algebricamente

− x(k)⊤P (αk)x(k) + x(k)⊤Qσx(k) + x(k)⊤A (αk)
⊤P (αk+1)A (αk)x(k)+

x(k)⊤A (αk)
⊤P (αk+1)ν(k)+ ν(k)⊤P (αk+1)A (αk)x(k)+ ν(k)⊤P (αk+1)ν(k)−ν(k)⊤Qδν(k) < 0.

Que pode ser reescrito como:

− x(k)⊤P (αk)x(k) + x(k)⊤Qσx(k)

+ (A (αk)x(k) + ν(k))⊤P (αk+1)(A (αk)x(k) + ν(k))− ν(k)⊤Qδν(k) < 0. (4.24)
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Substituindo o valor de (4.4) em (4.24), tem-se que

−x(k)⊤P (αk)x(k) + x(k)⊤Qσx(k) + x(k + 1)⊤P (αk+1)x(k + 1)− ν(k)⊤Qδν(k) < 0.

□

4.3 exemplos numéricos

As rotinas para exemplos numéricos serão desenvolvidas com o auxílio do YALMIP [30] no
MATLAB e o SEDUMI [47]. Além disso, foi utilizado o ROLMIP [49] para tratar condições
LMI dependentes de parâmetros variantes no tempo.

4.3.1 Exemplo 1:

Considere o sistema (4.1) escolhido para análise apresentado em [50], onde

A1 =

 0, 9520 0, 0936

−0, 9358 0, 8584

 , A2 = λ

 0, 9996 0, 0824

−0, 0082 0, 6699

 , B1 =

1

0

 , B2 =

0

1

 . (4.25)

De acordo com [50], o valor máximo de λ para o qual o sistema em malha aberta é estável é
de 1, 00245 .

A seguir, serão apresentados alguns casos em que os Lemas 4.1 e 4.2 foram utilizados como
projetos de controlador, juntamente com a análise realizada no Teorema 4.1 para o caso de
Otimização 1 proposto no Capítulo 3, onde Qσ = σI e Qδ = I. Para ilustrar a efetividade do
método, o sistema em malha fechada foi simulado com as seguintes condições iniciais.

x(0) =

−0, 20

1, 93

 . (4.26)

4.3.1.1 Caso λ = 1, 0025 - K constante

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, KCLM4.1 e KCLM4.2.

KCLM4.1 =
[
−0, 60045 −0, 05942

]
, (4.27)

KCLM4.2 =
[
−0, 64805 −0, 11959

]
. (4.28)

Aplicando os valores de (4.27) e (4.28) no Teorema 4.1, foram obtidos os valores de σ de acordo
com o grau de X(αk) e P (αk). Esses valores estão apresentados na Tabela 4.1, juntamente com
os números de eventos para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média
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Figura 4.2: Intervalo entre eventos para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 0.

de 500 iterações para diferentes valores de αk, escolhidos aleatoriamente, em um intervalo de
201 instantes.

Tabela 4.1: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 1 com
λ = 1, 0025 e K constante.

grau σ (4.27) σ (4.28) Número de eventos (4.27) Número de eventos (4.28)

0 0,000125 0,000270 181 165
1 0,001472 0,001624 150 138
2 0,001604 0,001833 148 135
3 0,001604 0,001833 148 135

A análise da Tabela 4.1 permite concluir que a combinação do Lema 4.2, para o projeto do
controlador sem considerar a teoria de eventos, e o Teorema 4.1 para o projeto por emulação
baseado em eventos, resultou em valores maiores de σ e, consequentemente, na redução do
número de eventos em comparação com o Lema 4.1 e o Teorema 4.1. Além disso, aumentar o
grau da estrutura polinomial das matrizes X(αk) e P (αk) diminui o conservadorismo e contribui
para a redução de eventos.

A Figura 4.2 mostra o intervalo entre eventos para o caso de grau 0 da Tabela 4.1, onde o
número de eventos foi 165. É importante ressaltar que essa figura foi um resultado obtido para
essa condição com parâmetros (αk) aleatórios. Nota-se que o maior intervalo entre eventos foi de
4 instantes de tempo. Enquanto na Figura 4.3, o número de eventos foi 135, obtidos para o caso
de grau 3. Percebe-se que a Figura 4.3 possui um intervalo maior entre os eventos, indicando
assim uma redução na presença dos mesmos.

Para ilustrar a eficiência do método, as Figuras 4.4 e 4.5 apresentam, respectivamente, a
evolução dos estados x1 e x2 para o caso utilizando o Lema 4.2 e o grau 3 das matrizes P (αk)

e X(αk) para diferentes valores de αk. Enquanto a Figura 4.6 mostra a evolução do sinal de
controle. Nota-se que o sistema, que possui em sua resposta temporal 135 eventos, consegue
estabilizar satisfatoriamente o sistema em torno de 20 instantes de tempo, mesmo não enviando
o sinal do vetor de estados a todo instante.
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Figura 4.3: Intervalo entre eventos para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3.

Figura 4.4: Evolução do estado x1 para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com grau 0.
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Figura 4.5: Evolução do estado x2 para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com grau 0.

Figura 4.6: Evolução do sinal de controle u para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com grau
0.
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4.3.1.2 Caso λ = 1, 0025 e K grau 1

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, K(αk)CLM4.1 e K(αk)CLM4.2.

K(αk)CLM4.1 = α1
[
−0, 81589 −0, 03256

]
+ α2

[
−0, 51269 −0, 20255

]
. (4.29)

K(αk)CLM4.2 = α1
[
−0, 78477 −0, 13676

]
+ α2

[
−0, 72810 −0, 20365

]
. (4.30)

Aplicando os valores de (4.29) e (4.30) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.2, juntamente com os números de eventos
para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média de 500 iterações para
diferentes αk em um intervalo de 201 instantes.

Tabela 4.2: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 1 com
λ = 1, 0025 e K grau 1.

grau σ (4.29) σ (4.30) Número de eventos (4.29) Número de eventos (4.30)

0 0,000012 0,000298 198 178
1 0,001200 0,001804 170 145
2 0,001891 0,002250 162 139
3 0,002120 0,002309 160 139

Conclusões semelhantes podem ser extraídas da seção 4.3.1.1; no entanto, neste caso, há a
presença de K dependente de parâmetros. A robustez do controlador nesse cenário resultou em
um aumento no número de eventos, o que pode parecer paradoxal. No entanto, uma análise
de (4.5) permite concluir que a presença de ∆K(αki

, αk) aumenta o valor de ν(k) quando K é
dependente de parâmetros. Além disso, por meio da função geradora de eventos, um aumento
em ν(k) resulta em um aumento no número de eventos.

De forma semelhante ao caso anterior, para ilustrar a eficiência do método, as Figuras 4.7 e 4.8
apresentam, respectivamente, a evolução dos estados x1 e x2 para o caso utilizando o Lema 4.2 e o
grau 3 das matrizes P (αk) e X(αk) para diferentes αk. Enquanto a Figura 4.9 mostra a evolução
do sinal de controle. Nota-se que o sistema, que possui em sua resposta temporal 139 eventos,
consegue estabilizar satisfatoriamente o sistema em torno de 20 instantes de tempo, mesmo não
enviando o sinal de controle a todo instante. Além disso, os valores de x1 e x2 nas Figuras 4.7
e 4.8 atingem valores próximos a zero mais rapidamente do que os valores apresentados pelas
Figuras 4.4 e 4.5.
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Figura 4.7: Evolução do estado x1 para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com grau 1.

Figura 4.8: Evolução do estado x2 para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com grau 1.
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Figura 4.9: Evolução do sinal de controle u para o Exemplo 1 utilizando Lema 4.2 e grau 3 e K com
grau 1.

4.3.1.3 Caso λ = 1, 0025 e K grau 2

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, K(αk)CLM4.1 e K(αk)CLM4.2.

K(αk)CLM4.1 = α2
1

[
−0, 85997 −0, 02757

]
+ α1α2

[
−1, 27290 −0, 24820

]
+

α2
2

[
−0, 55050 −0, 22618

]
. (4.31)

K(αk)CLM4.2 = α2
1

[
−0, 83663 −0, 13870

]
+ α1α2

[
−1, 74110 −0, 42424

]
+

α2
2

[
−0, 72810 −0, 24582

]
. (4.32)

Aplicando os valores de (4.31) e (4.32) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.3, juntamente com os números de eventos
para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média de 500 iterações para
diferentes valores de αk em um intervalo de 201 instantes.

Nesse caso, o grau da estrutura polinomial do controlador é maior e, em geral, o número de
eventos foi maior em comparação com o cenário do controlador de grau 1. No entanto, houve
uma exceção para o Lema 4.2, nos casos em que o grau era 2 e 3 para as estruturas de X(αk) e
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Tabela 4.3: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 1 com
λ = 1, 0025 e K grau 2.

grau σ (4.31) σ (4.32) Número de eventos (4.31) Número de eventos (4.32)

0 0,000003 0,000290 200 179
1 0,001198 0,001810 172 146
2 0,002025 0,002408 164 138
3 0,002246 0,002527 162 137

P (αk), em que houve uma redução e mecanismo de disparo obteve maior sucesso na diminuição
de eventos. A diferença entre os dois casos foi pequena, o que pode ser explicado também pelo
número de iterações realizadas, que poderia ter sido maior para realizar uma média e reduzir
erros. No entanto, mesmo assim, isso indica a eficiência do método.

4.3.1.4 Caso λ = 1, 3 K grau 1

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, K(αk)CLM4.1 e K(αk)CLM4.2.

K(αk)CLM4.1 = α1
[
−1, 11880 −0, 20090

]
+ α2

[
−2, 91090− 0, 60519

]
. (4.33)

K(αk)CLM4.2 = α1
[
−0, 83008 −0, 20457

]
+ α2

[
−2, 88810 −0, 56926

]
. (4.34)

Aplicando o valor de (4.33) e (4.34) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.4. O número de eventos foi analisado em
uma média de 500 iterações para diferentes valores de αk em um intervalo de 201 instantes.

Tabela 4.4: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 1 com
λ = 1, 3 e K grau 1.

grau σ (4.33) σ (4.34) Número de eventos (4.33) Número de eventos (4.34)

0 - 0,000019 - 184
1 0,000129 0,000127 185 160
2 0,000157 0,000129 183 159
3 0,000161 0,000129 183 159

A diferença desse exemplo está presente no parâmetro λ. Na seção 4.3.1, foi apresentado que
o valor máximo de λ para garantir a estabilidade do sistema em malha aberta é de 1, 00245.
Portanto, aumentar o valor de λ torna o sistema mais instável e, consequentemente, aumenta o
número de eventos em comparação com o caso da seção 4.3.1.2. No entanto, é importante notar
que, mesmo assim, o número de eventos é reduzido quando aumenta o grau das matrizes X(αk)

e P (αk).
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4.3.2 Exemplo 2

Considere o sistema (4.1) escolhido para análise apresentado em [48], onde

A =


0, 8 −0, 25 0 1

1 0 0 0

−0, 8w 0, 5w 0, 2 0, 03−w

0 0 1 0


, B =


β

0

1− β

0


, w > 0, 0 ≤ β ≥ 1. (4.35)

A seguir, serão apresentados alguns casos em que os Lemas 4.1 e 4.2 foram utilizados como
projetos de controlador, juntamente com a análise realizada no Teorema 4.1. Para ilustrar a
efetividade do método, o sistema em malha fechada foi simulado com as seguintes condições
iniciais.

x(0) =


−0, 45968

−0, 25378

2, 01656

1, 02011


. (4.36)

4.3.2.1 Caso w = 0, 55 e K grau 0

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, KCLM4.1 e KCLM4.2.

KCLM4.1 =
[
−0, 0398 0, 0072 −0, 6233 −0, 2154

]
. (4.37)

KCLM4.2 =
[
−0, 0182 −0, 0324 −0, 3529 −0, 0906

]
. (4.38)

Aplicando os valores de (4.37) e (4.38) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.5, juntamente com os números de eventos
para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média de 500 iterações para
diferentes valores de αk em um intervalo de 201 instantes.

Tabela 4.5: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 2 com
w = 0, 55 e K constante.

grau σ (4.37) σ (4.38) Número de eventos (4.37) Número de eventos (4.38)

0 - 0,000001 - 199
1 0,000022 0,000214 198 177
2 0,000022 0,000214 198 177
3 - - - -

Semelhante ao Exemplo 1, os resultados são mais satisfatórios para a combinação do Lema
4.2 e do Teorema 4.1. Além disso, o número de eventos é reduzido quando P (αk) e X(αk) são
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consideradas dependendentes de parâmetros. Por fim, para esse exemplo, o Teorema 4.1 não
apresentou resultados factíveis para o grau 3.

4.3.2.2 Caso w = 0, 55 e K grau 1

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, K(αk)CLM4.1 e K(αk)CLM4.2.

K(αk)CLM4.1 = α1
[
−0, 10907 0, 06443 −0, 54072 −0, 28199

]
+

α2
[
−0, 27705 0, 13655 −0, 58574 −0, 55287

]
+

α3
[
0, 15802 −0, 12028 −0, 58422 0, 04305

]
+

α4
[
−0, 19214 0, 07475 −0, 65178 −0, 46696

]
. (4.39)

K(αk)CLM4.2 = α1
[
−0, 30062 0, 08909 −0, 47535 −0, 43479

]
+

α2
[
−0, 35280 0, 09463 −0, 6560 −0, 55634

]
+

α3
[
−0, 02323 −0, 05841 −0, 36498 −0, 08949

]
+

α4
[
−0, 05188 −0, 04003 −0, 40448 −0, 14939

]
. (4.40)

Aplicando os valores de (4.39) e (4.40) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.6, juntamente com os números de eventos
para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média de 500 iterações para
diferentes valores de αk em um intervalo de 201 instantes.

Tabela 4.6: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 2 com
w = 0, 55 e K grau 1.

grau σ (4.39) σ (4.40) Número de eventos (4.39) Número de eventos (4.40)

0 - 0,000011 - 197
1 0,000126 0,000345 194 179
2 0,000287 0,000346 190 179
3 - - - -

As conclusões são semelhantes aos exemplos anteriores, no entanto, neste caso, o Lema 4.1
mostrou-se capaz de reduzir o número de eventos quando aumentou o grau das matrizes X(αk)

e P (αk).
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4.3.2.3 Caso w = 0, 55 e K grau 2

Nesse caso, os valores dos controladores encontrados para cada Lema 4.1 e 4.2 são,
respectivamente, K(αk)CLM4.1 e K(αk)CLM4.2.

K(αk)CLM4.1 = α2
1

[
−0, 09819 0, 06041 −0, 54298 −0, 26689

]
+

α1α2
[
−0, 38489 0, 20476 −1, 23610 −0, 86648

]
+

α1α3
[
0, 07370 −0, 06736 −1, 14330 −0, 21092

]
+

α1α4
[
−0, 20220 0, 07791 −1, 28450 −0, 65473

]
+

α2
2

[
−0, 27525 0, 13510 −0, 58858 −0, 54896

]
+

α2α3
[
−0, 17852 0, 06211 −1, 2830 −0, 61663

]
+

α2α4
[
−0, 50354 0, 22450 −1, 22940 −1, 06050

]
+

α2
3

[
0, 16449 −0, 12633 −0, 60140 0, 04368

]
+

α3α4
[
−0, 00723 −0, 05544 −1, 35040 −0, 42553

]
+

α2
4

[
−0, 19619 0, 07667 −0, 65893 −0, 47767

]
. (4.41)

K(αk)CLM4.2 = α2
1

[
−0, 30961 0, 10396 −0, 45344 −0, 45113

]
+

α1α2
[
−0, 85680 0, 30637 −1, 23580 −1, 30850

]
+

α1α3
[
−0, 23755 −0, 04405 −0, 95923 −0, 39493

]
+

α1α4
[
−0, 45400 0, 04195 −1, 2910 −0, 82436

]
+

α2
2

[
−0, 53801 0, 18917 −0, 76943 −0, 84029

]
+

α2α3
[
−0, 28606 −0, 02949 −1, 07270 −0, 55508

]
+

α2α4
[
−0, 56741 0, 09217 −1, 46010 −1, 06990

]
+

α2
3

[
0, 00606 −0, 07838 −0, 38612 −0, 06103

]
+

α3α4
[
−0, 05917 −0, 10314 −0, 78560 −0, 22726

]
+

α2
4

[
−0, 06843 −0, 03381 −0, 42128 −0, 17345

]
. (4.42)

Aplicando os valores de (4.41) e (4.42) no Teorema 4.1, o valor de σ encontrado de acordo com
o grau de X(αk) e P (αk) é apresentado na Tabela 4.7, juntamente com o os números de eventos
para cada controlador. O número de eventos foi analisado em uma média de 500 iterações para
diferentes valores de αk em um intervalo de 201 instantes.

Esse último exemplo reforça o que foi observado na maioria dos casos analisados: o Lema 4.2 é
mais eficiente do que o Lema 4.1 na redução de eventos, o aumento do grau das matrizes P (αk) e
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Tabela 4.7: Número de eventos de acordo com a condição proposta para sistemas LPV - Exemplo 2 com
w = 0, 55 e K grau 2.

grau σ (4.41) σ (4.42) Número de eventos (4.41) Número de eventos (4.42)

0 - 0,000015 - 197
1 0,000117 0,000380 195 183
2 0,000297 0,000435 191 181
3 - - - -

X(αk) contribui para a diminuição da ocorrência de eventos. No entanto, neste caso específico, o
aumento do grau da estrutura polinomial do controlador não foi suficiente para reduzir o número
de eventos em comparação com controladores de graus menores, conforme mencionado na seção
4.3.1.2.

4.4 comentários finais

Este capítulo discutiu as condições de emulação (lei de controle dada a priori) para o controle
baseado em eventos por realimentação de estados em sistemas LPV discretos no tempo. Uma
nova condição foi introduzida, a qual é capaz de reduzir a quantidade de eventos mesmo com
a presença de parâmetros variantes no tempo. A redução poderia ser mais significativa com
a utilização das Otimizações 3 e 4. Essa condição, apresentada no Teorema 4.1, permite a
implementação do controle baseado em eventos por meio do projeto de controle por emulação,
representando uma adaptação do Teorema 3.1 para sistemas LPV. Os controladores obtidos
nos Lemas 4.1 e 4.2 foram utilizados nessa emulação. As vantagens do método proposto foram
ilustradas por meio de exemplos numéricos encontrados na literatura.



5
C O N C L U S Õ E S E P O S S Í V E I S T R A B A L H O S F U T U RO S

Neste trabalho, foram abordados diversos temas relacionados ao controle baseado em eventos,
com foco no projeto por emulação para sistemas precisamente conhecido e sistemas com
parâmetros variantes no tempo. O objetivo principal foi propor condições de projeto por
emulação para tais sistemas, visando a redução do número de eventos. O conceito de grau
polinomial da função de Lyapunov e do controlador foi introduzido nas análises, visando
maximizar o tempo entre eventos.

No Capítulo 1, foi introduzido o controle baseado em eventos, abordando desde a criação de
sistemas conectados em redes até o envio de sinais de controladores. Foi destacada a necessidade
de redução no envio de informações e apresentada a estratégia de controle baseado em eventos.
Também foram discutidos o projeto por emulação e co-design, ressaltando a importância da
redução de eventos. Além disso, foi mencionada a presença de parâmetros variantes no tempo,
enfatizando a necessidade de considerá-los no projeto do controlador. Foi abordada a importância
da teoria de Lyapunov para garantir a estabilidade do sistema e a influência do grau da estrutura
polinomial no controle, destacando como o aumento desse grau pode afetar o desempenho e a
redução de eventos.

No Capítulo 2, foram apresentados os conceitos preliminares necessários para o
desenvolvimento do trabalho, incluindo as LMIs (Linear Matrix Inequalities), o complemento de
Schur, a teoria de Lyapunov, o lema de Finsler, os sistemas LPV (Linear Parameter-Varying) e
a estrutura polinomial de grau arbitrário.

O Capítulo 3 apresentou a proposta de controle baseado em eventos para sistemas com
parâmetros precisamente conhecidos. Foram apresentados projetos de emulação com o ganho
do controlador definido a priori. Destaca-se o Lema 3.1, que apresenta o projeto de acordo com
método já existente na literatura. O Teorema 3.1 é uma adaptação da abordagem descrita em
[20], e a função de disparo é definida por ν(k) e x(k). Por outro lado, o Teorema 3.2 é uma
adaptação de [46], e a função de disparo depende de e(k), x(k), um escalar θ, e da própria
função de Lyapunov. Por fim, o Teorema 3.3 é uma condição que utiliza Finsler, e a função de
disparo é definida da mesma forma que no Teorema 3.2. Além disso, foram propostas quatro
condições de otimização para aumentar a eficiência do método. Os resultados demonstraram
que a Otimização 4 resultou em um menor número de eventos, seguida pelas Otimização 3, 2
e 1, respectivamente. Comparado com resultados de exemplos da literatura, o método proposto
obteve resultados ainda melhores em termos de redução de eventos.

No Capítulo 4, foram abordadas as condições de controle por emulação baseado em eventos
para sistemas LPV. Para realizar a emulação, foram empregados dois métodos presentes na
literatura: Lema 4.1 e Lema 4.2, que desconsideram a existência de eventos. Em seguida, o
teorema apresentado no Capítulo 3 foi adaptado para aplicar a emulação em sistemas LPV.
Dois exemplos foram utilizados para ilustrar a eficiência do projeto. Em ambos os casos, foi
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constatado que o Lema 4.2 contribuiu para uma redução no número de eventos, e o aumento
do grau das funções X(θk) e P (θk) também contribuiu para a redução de eventos. No entanto,
verificou-se que o aumento do grau do controlador nem sempre resultou em uma redução de
eventos. Isso pode ser explicado pela presença do termo ∆(K) na função ν(k), que faz parte da
função geradora de eventos. Assim, um aumento em ν(k) contribui para o aumento do número
de eventos, o que explica a falta de eficiência na redução do número de eventos ao aumentar o
grau do controlador.

De forma geral, este trabalho contribuiu com a proposição de condições de projeto por
emulação para sistemas precisamente conhecidos e sistemas com parâmetros variantes no
tempo baseados em eventos. A eficiência das condições propostas foi ilustrada por meio de
exemplos e comparada com resultados da literatura. O controle baseado em eventos por
emulação demonstrou-se promissor na redução do número de eventos em ambos os tipos de
sistemas abordados, sendo que para sistemas com parâmetros variantes no tempo são possíveis
alternativas de aplicação para melhorar ainda mais o desempenho.

5.1 trabalhos futuros

• Projeto de controle baseado em eventos por co-design: A estratégia aplicada neste
trabalho, para reduzir o envio de sinal de controle, pode ser adaptada futuramente para
o desenvolvimento de um projeto de controle baseado em eventos, tanto para sistemas
precisamente conhecidos quanto para sistemas com parâmetros variantes no tempo.

• Problemas de comunicação: considerar a possibilidade de os sistemas enfrentarem
problemas de comunicação ou ataques, como a perda de pacotes ou o ataque de repetição,
e verificar a eficiência da estratégia de controle baseado em eventos diante dessas
circunstâncias.

• Saturação do atuador: fazer uma extensão dos resultados obtidos nesse trabalho para
sistemas sujeitos a saturação do atuador.

• Observador de estados: Utilizar a estratégia de observador de estados no controle
baseado em eventos para o caso em que os estados da planta não são diretamente acessíveis.

5.2 publicações

Artigo em preparação:

• J. F. V. D. Moreira, M. J. Lacerda, “Event-based control for discrete-time linear systems:
exploring strategies in the design by emulation.”

Artigo relacionado:

• J. F. V. D. Moreira, M. J. Lacerda, "State-Feedback Control for Cyber-Physical
Discrete-Time Systems under Replay Attacks: An LMI Approach", In Mathematical
Problems, (2022). https://doi.org/10.1155/2022/7946710.
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