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RESUMO:

Neste trabalho, apresentamos um ensaio sobre a relagdo de Goldberger-Treiman no contexto do
modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) empregando um procedimento que preserva suas simetrias funda-
mentais. Para isso, apresentamos explicitamente a constru¢do da Lagrangiana bosonizada do modelo de
NIJL e o mecanismo de obtencao dos observdveis fisicos a partir dessa Lagrangiana. A partir dela, obtemos
as expressoes explicitas para a auto-energia do méson pi e para a constante de decaimento fraco do pion,
as duas quantidades fisicas envolvidas na relagdo de Goldberger-Treiman. Finalmente, calculamos estas
quantidades explicitamente utilizando a invariancia da Lagrangiana efetiva em relacdo a transformagdo de
Chan para eliminar quantidades ambiguas (ndo fisicas) que surgem devido as divergéncias presentes nas

amplitudes, mostrando que a relagdao de Goldberger-Treiman € satisfeita nesse contexto.

PALAVRAS-CHAVE: QCD, Goldberger-Treiman, NJL, Transforma¢des de Chan, Méson 7.



ABSTRACT:

In this work, we present an essay on the Goldberger-Treiman relation in the context of the
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) model, employing a symmetry-preserving procedure (referred to as Chan’s
transformation). For this purpose, we explicitly present the construction of the bosonized Lagrangian of
the NJL model and the mechanism for obtaining the physical observables from this Lagrangian. From it,
we obtain the explicit expressions for the self-energy of the pion and for the pion weak decay constant, the
two physical quantities involved in the Goldberger-Treiman relation. Finally, we explicitly calculate these
quantities using the invariance of the effective Lagrangian relative to Chan’s transformation to eliminate
ambiguous (non-physical) quantities that arise due to the divergences present in the amplitudes, showing

that the Goldberger-Treiman relation is satisfied in this context.

KEY-WORDS: QCD, Goldberger-Treiman, NJL, Chan’s transformation, Meson 7.
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1 INTRODUCAO

Neste quadro de beleza

A gente vé com certeza

Que a musga da natureza

Tem riqueza de incantd.

Do campo até na floresta

As ave se manifesta
Compondo a sagrada orquesta
Desta festa naturd.

’»

(A Festa da Natureza, Patativa do Assaré)

Assuntos acerca de simetrias na Natureza sao vastos desde as histérias mais antigas, ainda
que na tentativa de restri¢ao ao contexto cientifico esse conceito envolve ampla interagdo com
o desenvolvimento na Filosofia e nas Artes. Na beleza da harmonia Pitagdrica, as propor¢des
de Fibonacci nas artes plésticas, o Barroco na arquitetura, na estética da poesia ou na beleza
matematica defendida por fisicos como Paul Dirac (1902-1984) os conceitos se interagem !.
Além de interpretar eventos do cotidiano, a matematica na descri¢cao da Natureza possibilita
criar argumentos no contexto de simetrias para estimar fendmenos ainda ndo observados em
situagdes andlogas ao que ocorreu com os mésons de H. Yukawa (1907-1981), mais tarde
identificados como pions em experimentos por um grupo de cientistas (Lattes C. M. et al, 1947)
essas particulas sao atualmente interpretadas pelo Modelo Padrao como hadrons constituidos
por quarks e se apresentam em trés possibilidades de estados: 7° = %(uﬁ —dd),n" =1ud e
7t = ud (Nilton A. J.,Caruso F., 2018).

A maneira como o uso de simetrias para previsdes se desenvolveu também pode induzir
crencas em padrdes equivocados ja que a prépria palavra carrega arbitrariedades > (Weyl H.,
1952), apesar do sucesso com o Campo Eletrofraco, Teorias de Grande Unificagdo ou Teorias
Supersimétricas ainda ndo sao amplamente satisfatorias. A assimetria também € uma caracteris-

tica da Natureza, como exemplo da assimetria matéria e antimatéria, dualidade onda-particula,

' Consequéncia de feitos como o de Eratéstes (276 a.C-194a.C) com registros do sec II a.C que obteve boa

estimativa para o didmetro da Terra com a geometria da projecdo de sombras, ou o de Galileu (1564-1642) que
registrou descri¢cdes do comportamento de sombras na Lua assim como as formadas na Terra, sdo tendéncia no
contexto de regras trigonométricas e carater universal para as leis da fisica sob justificativas de simetrias.

O modelo esférico para o planeta Terra dos Gregos (entre 6 a.C e 5 a.C) prevé tal forma por questdes de simetria
na idealizagc@o da esfera como objeto perfeitamente simétrico relacionando aspectos como a equidistincia entre
quaisquer dois pontos na superficie conectados pelo didmetro. Mesmo que agora possamos construir ferramentas
para ver com os proprios olhos seu formato similar a de uma esfera, isso se distingue da maneira em que a
matematica € utilizada nos principios de simetria para Natureza Fisica, ndo apenas pelo real formato de esfera
imperfeita do planeta, principalmente por néo se tratar de uma teoria com formulagdo cientifica.
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entre outras, a quebra de simetria quiral na fisica de particulas estd associada com a estrutura
dos mésons 7 (Miranski V. A., 1993).

No uso da matematica para descricdes fisicas, Legendre (1752-1833) apresenta temas
sobre a simetria geométrica entre sélidos comparados sob projecao em um "reflexo de espelho”,
o plano do espelho separa os dois corpos em esquerda e direita com a ideia de lateralidade
(Figura 1.1). Diferente das ideias de Ptolomeu (100 d.C) ou de Newton (1643-1727) em que o
reflexo era uma "ilusao"ou artificial, ambos os corpos no caso de Legendre sdo considerados
"reais"com aspectos comuns as ideias de Kant (1724-1804) (HON G., GOLDSTEIN B. R, 2008).

N
AN A
VA RV,
Rotagdo em sentido Hordrio Rotagdo em sentido Anti-Hordrio

Figura 1.1 — Projecdo na Simetria Quiral.

Essa comparagao de lateralidade na ciéncia recebe o nome de "Quiral"(do Grego "khéir", significa
"mdo") aquele que a imagem de reflexo ndo pode ser sobreposta, em teorias sobre a Origem da
Vida a homogquiralidade, ou unilateralidade, ¢ uma propriedade exibida por proteinas (Barron
L. D., 2008). Na fisica de particulas a comparagdo estd relacionada ao efeito de operagdes
com transformagdes de Lorentz (Impulso (boost) e Rotagdo) nas equagdes de movimento
representadas pelos grupos de simetrias com presenga da matriz ¥> que atua na projecio (Segio
2.1e2.5).

Para particulas de spin 1/2 e massa de repouso nula a guiralidade e helicidade sao
equivalentes, assim a simetria quiral pode ser representada em decomposi¢do de esquerda e
direita com espinores relativisticos em um modelo algébrico que funciona bem para dinamica de
mésons leves. Nos registros de Fresnel (1788-1827) a rotagdo 6ptica da reflexdao de polarizacdes
com circulagdes distintas, para direita ou para esquerda, representam helicidade de direita
ou esquerda associada a um movimento dextrogiro ou sinistrogiro. A helicidade em fisica de
particulas € definida como a projecdo do spin na direcao do momento linear, particulas sem
massa com spin na dire¢do do momento linear e sentido oposto possui helicidade negativa, ja
uma antiparticula sem massa com spin na dire¢io do momento linear e mesmo sentido possui
helicidade positiva3.

Noether (1882-1935) introduz um teorema em que a simetria representa invariancia sob
operagdes de transformagdes na agdo efetiva, na Lagrangiana ou no Hamiltoniano, questdes

matematicas abstratas de carater algébrico diferente da simetria em objetos concretos, sendo

3 Helicidade é a projecio do spin na dire¢ao do momento linear da particula

h=J7p=(L+5 -p=5p pois L-p=(%p)-p
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essas simetrias correspondentes a correntes conservadas relacionadas com parametros mensu-
raveis (Srednicki M., 2007). Nessas correntes as quantidades sdo caracterizadas por particulas
elementares sob andlise de esséncias (singularidades, ou cargas elementares), por exemplo, o
elétron como unidade de carga eletromagnética ou os quarks com carga cor. Diferente da carga
elétrica que tem valor convertido em multiplos de Coulomb onde os quarks apresentam uma
fracdo em comparagdo com o elétron, no campo de cor as particulas ou antiparticulas podem
assumir estados distintos ndo correlacionados e com a mesma intensidade de carga cor (Secao
2.1). Com a construgdo dos principios de simetria a Fisica desenvolveu formulagdes para descri-
cdo da Natureza em escalas subatdomicas com grande €xito, fendmenos em velocidade préxima
ao limite da luz a Mecanica Newtoniana da lugar a Relatividade, que a principio aplicada em
grandes escalas agora pode ser praticada em pequenas dimensdes na Mecanica Quantica com a
Teoria Quantica de Campos (TQC). No Modelo Padrao, Tabela 1: a antimatéria se diferencia por
exibir anticarga; Particulas com spin de valor inteiro sdo chamadas de Bésons em homenagem
a Satyendra Nath Bose (1894-1974), ja as particulas com spin semi-inteiro sdo chamados de

Férmions em homenagem a Enrico Férmi (1901-1954).

Tabela 1.1 — Particulas Elementares no Modelo Padrao

CLASSIFICACAO Férmions Bdsons
Quarks Leves u d s y
massaa MeV up down strange foton
Quarks Pesados t b c g
massa o GeV top bottom charm glion
Léptons 2 H L z
elétron mition tau
T w
Neutrino Léptdonico Ve Vu Ve H
Higgs

Particulas Mediadoras de Interacao:

Campo Eletromagnético — Fotons;
Campo Forte — Gluions;

Campo Fraco — Bésons: W e Z™.

Na TQC as particulas sao interpretadas como campos gerados por densidades de cargas
(campos sdo representados por fung¢des definidas em todos os pontos do espago, um tinico campo
abrange infinito graus de liberdade) onde os elementos da Natureza se interagem pelos campos de
acdo (ou forga), as particulas "virtuais"mediadoras de interagdes sdo intermedidrias nos diagramas
de Feynman enquanto que as particulas reais "massivas"sao as observadas nos estados inicial
e final dos processos em experimentos. A Lagrangiana (ou densidade Lagrangiana) na TQC
descreve a dinamica dessas particulas com simetrias expressas na invariancia desses campos sob
transformacgdo de Lorentz Local (ou simetrias de Calibre Exata) e por transformacgao de Lorentz

Global (por exemplo, Nimero Baridnico e Isospin), podendo passar por mudancas de Calibre e
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Globais sem afetar as descri¢des dindmicas do fendmeno (Se¢des 2.1 e 2.5). Dessas operacoes,
dois vetores que estdo paralelos em um primeiro referencial inercial continuam paralelos em
todo referencial inercial resultado de transformacdes Globais. J4 numa transformacao Local, por
depender de coordenadas da posic@o de cada vetor, para garantir que no sistema resultante os
vetores continuem paralelos € necessario adotar "campos de transporte paralelo”, ou campos de
calibre I'y;, independentes de qualquer caracteristica do sistema de referencial. Disso obtém-se
a "derivada covariante Dy, a qual tem o seguinte significado fisico: aquela que faz v(4) se
transformar realmente como um vetor"(Anselmino M. et al,2013, p.139).1

Na Eletrodinamica a invariincia Global de carga elétrica indica que o conjunto das cargas
de um sistema se conserva nao importando a posi¢ao de cada carga nesse meio, como também
pode ser demonstrado invariancia Local onde as cargas que mudam de posi¢do se deslocam
com transformacoes relativisticas (ndo simplesmente desaparecendo de um ponto e surgindo
em outro, diferente da atracdo instantanea na Gravitacdo Newtoniana). Modelos consagrados
para campos cldssicos possuem concordancia com principios de conservacio de carga expressos
pelo Teorema de Noether, sua correspondente na Teoria Quantica de Campos sdo as Identidades
de Ward-Takahash (IWT)(Secdo 2.2) em que os modelos de interacdes podem ser obtidos da
invariancia de Calibre (Gauge), essa invariancia na acdo qudntica implica nas IWT para funcdes
de Green que descrevem os estados. Para Eletrodindmica Quantica (QED), representada por
campos abelianos ja que as particulas que transportam informacao (f6tons) ndo interagem entre
si, na conservagdo das Correntes Vetorial e Axial as simetrias expressas por IWT representam
conservacao de carga elétrica e transversalidade do campo eletromagnético no movimento da
particula. Ambiguidades que surgem na interpretacdo dos fendmenos podem ser eliminadas dos
calculos com métodos de regularizacdo e renormalizacdo em diversas estratégias bem sucedidas
(Dias W. E., 2008).

Ja no caso da QCD, descrita por grupos ndo abelianos pois os gluons interagem entre
si na liberdade assintotica (interacdo entre glions para pequenas distancias com baixo valor
de acoplamento quark-glion), a simetria Local estd associada com a conservagdo de carga cor
enquanto que a Global se relaciona a outros numeros quanticos (Ipercarga). Em altas energias
(momento elevado) as particulas que constituem os hddrons sdo interpretados como os tnicos
graus de liberdade, a interagd@o entre quarks expressa pela constante de acoplamento atinge valores
insuficientes para afetar de forma significativa os resultados extraidos da Lagrangiana nesses
regimes sendo possivel utilizar tratamentos perturbativos para QCD semelhante aos métodos
convencionais da QED. Para baixas energias (longas distancias), também conhecido como regime

quiral quando a massa das particulas tendem a ser nulas, a constante de acoplamento exibe

' Algebra envolvendo um vetor v* paralelo a outro vetor vﬁ‘:

VA +dA) = V(A +dA) = vE(A) +dA v (A) —v*(A) +d/l“l“ﬁ’ﬁvﬁ(l) =dAM(dy —Ty)v(A)
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valores que impossibilitam o tratamento perturbativo mas existem estratégias que se mostram
promissoras para contornar algumas dessas dificuldades.

As transformacdes quirais incluem matrizes 7° e se associam com o niimero quintico
de helicidade de particulas com massa nula, essas chamadas transformagdes Axiais alteram a
paridade do estado da particula, a invariancia sob transformacio quiral implica a existéncia para
cada multipleto de isospin particulas "correspondentes na proje¢do de um espelho"com paridade
oposta, entretanto, particulas com caracteristicas correspondentes nas interagdes Fortes nunca
foram encontradas na Natureza e isso indica que a simetria quiral ndo deve ser conservada na
QCD. Na hipétese de conservacao parcial das correntes (PCAC- Partial Conservation of Axial
Current) a quebra de simetria quiral justifica parametros fisicos como a massa dos pions, estados
com quebra dindmica de simetria Global estdo relacionados a existéncia de particulas sem massa
e sem spin, essa quebra por nao obter resultado nulo para o valor médio do campo no estado
de vacuo ocorre devido uma mudanga relativistica sobre os campos descritos nas equagdes de
movimento do processo de criagc@o e aniquilacdo de pares com a massa interpretada no conjunto
de mésons que sdo considerados /eves dentro do quadro dos héddrons, ou seja, a geracdo da
massa dindmica ocorre na quebra da simetria quiral em particulas identificadas como bdsons de
Nambu-Goldstone (Secao 2.2).

Simetrias presentes na Lagrangiana do modelo podem ndo se apresentar na descri¢do do
estado fisico, processos que envolvem QED e QCD para baixas energias, como nos representados
por diagramas triangulares, geralmente os resultados para as intera¢des carregam ambiguidades
por ndo satisfazer conservagao simultanea das correntes Vetorial e Axial na Anomalia Quiral
(Adler, 1969; Bell J., Jackiw R.,1969;), como exemplo do decaimento do pion neutro em dois
fétons (1° — vy) ou o decaimento radiativo do pion (1~ — yV.e~). O ndo simétrico as vezes
também € chamado de "andmalo", os indicios de ter mais matéria em relacdo a antimatéria
no Universo, dualidade onda-particula, entre outras, sdo anomalias, mas diferente de cada um
desses casos o ndo simétrico da Anomalia Quiral se associa a capacidade da teoria em descrever
a natureza e ndo ao que aparentemente observamos nela. Esse fendmeno causa ambiguidades
ao que ocorre no nivel quantico que ndo reflete resultados tedricos antes observados no cendrio
cldssico e isso torna o tratamento da teoria dependente da escala de energia abordada (Secao
2.3).

Modelos efetivos em faixas de energia do regime quiral podem apresentar alternativas para
esses casos seguindo principios de restringir-se aos parametros de interesse com a justificativa
da baixa influéncia dos demais descartados na causa do fenomeno, ja que as simetrias existentes
na Lagrangiana estdo relacionadas aos parametros fisicos das particulas envolvidas no processo.
O Modelo de Nambu-Jona-Lasinio inicialmente desenvolvido como uma teoria para niicleons
(Nambu Y., Lasinio G., 1961;1961) passou por reformulacdes a fim de adequa-lo ao conceito
de quarks como grau de liberdade, o que possibilita construir uma Lagrangiana para interagdes
Fortes selecionando simetrias da QCD com os observaveis desejados, das relacdes de simetria
quiral é possivel extrair interpretacdes para hadrons leves. Transformacoes de Lorentz Locais

indicam o modelo das interacdes, ainda que a Lagrangiana de NJL ndo apresente grau de
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liberdade relacionado aos glions e ndo seja invariante sob transformacgdo Local, o que nio aborda
o confinamento de quarks, processos entre hadrons em escalas de baixas energias sem a presenca
de quarks livres tem pouca influéncia das causas do confinamento de quarks. Ja as simetrias
Globais todas expressas pela QCD estao presentes no modelo de NJL (Klevansky S. P., 1992),
inclusive a simetria de cor nesse contexto (Griffiths D., 1987).

No modelo de NJL o procedimento de bosoniza¢do usando a expansao derivativa permite
extrair a Lagrangiana efetiva no grau de liberdade mesdnico (Secdo 2.4 ; 2.5 e 2.6) com o pion
interpretado em uma interacao entre quarks, divergéncias surgem da interacdo de particulas
puntuais e por ser um modelo efetivo com a necessidade de limitar a escala de energia nao
abrange o confinamento de quarks. Termos interpretados como ambiguidades que ocorrem no
célculo perturbativo ndo afetam a renormalizagcdo pois argumentos da simetria quiral permitem
extrair seu valor, para constante de decaimento fraco (obtida dos elementos de matriz da corrente
axial no processo de transi¢do do vacuo para o estado do pion) pelo esquema de Regularizacao
Implicita as ambiguidades podem ser separadas antes de tomado seu valor numérico, de forma
que os resultados sdo organizados permitindo fixar tais termos com valor nulo em SU(2) utili-
zando da relacao de Goldberger-Treiman (1958), mas esse procedimento parece comprometer
a interpretacdo da constante de decaimento fraco do kdon em SU(3)(Dias. E W., 2004). A
relacdo de Goldberger-Treiman vincula a constante de decaimento do méson com a constante
de acoplamento entre méson-quarks e a massa (fzgrqq = m), esse resultado deve ser satisfeito
para qualquer modelo que deseja interpretar fendmenos envolvendo interacdes Fortes em baixas
energias e € independente do esquema de regularizacao aplicado, estabelecendo consequéncias
da quebra de simetria quiral e da hipdtese de conservagao parcial da corrente axial (PCAC).

Surgem ainda outras parcelas indesejadas na regulariza¢do do NJL vinculado a escolha
dos momentos internos em diagramas que contem loop induzindo comportamentos nao fisicos
(Mota A. L., 1999), as "Transformacdes de Chan"apresentam um método para avaliacdo da
expansao derivativa aplicada para perturbacao de primeira ordem em loop da acdo efetiva de
bésons e férmions relacionado ao roteamento arbitrdrio dos momentos internos nos diagramas
afim de eliminar tais termos sem significado fisico (Chan L. H., 1986; 1988; 1997). O objetivo
neste trabalho com NJL € obter a constante de decaimento fraco com a anulagdo de ambiguidades
utilizando-se dos recursos nas Transformacgdes de Chan e o efeito desse resultado na relagao
de Goldberger-Treiman (1958)(Secdo 3). Para Lagrangiana de NJL no modelo SU(2) de sabor
fixando a massa experimental do pion (m) e a densidade do condensado de quarks (< Yy >),
com a obteng@o da massa corrente (m) e a constante de acoplamento (gr4,), €speramos que
a constante de decaimento fraco do pion (fy) possa ser obtida dependente do esquema de
regularizagcdo na escala de energia (A) mas livre de ambiguidades relativa aos termos de superficie
que surgem da operagao de translacdo nos momentos de integracao das amplitudes em processos

fisicos.
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2 MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO PARA INTERACOES FORTES

As informacdes sobre um processo representado por TQC estdo contidas num funcional
gerador em que as fungdes de Green das amplitudes de cada processo sdao determinadas pela
"Acdo Quantica", os sucessos da QED e a variedade recorrente de experimentos acerca das inte-
racdes fundamentais incentivaram a descri¢cdo do campo Forte que obteve éxito nas formulagdes
da QCD de forma semelhante, entretanto, ha atuais dificuldades no tratamento de processos com
regime de baixas energias como na Anomalia Quiral. Explorando rela¢des de simetria no modelo
alternativo de NJL, inspirado na identificagdo dos parametros fisicos de interesse apresentados
na Lagrangiana do modelo original que possam ser tratados de forma individual, € possivel obter
bons resultados para dinamica de mésons leves.

Interacdes no campo Forte dependem da simetria de cor apresentada na invariancia de
Calibre da QCD, o acoplamento forte é responsavel pelo confinamento dos quarks no interior
dos hadrons, o acoplamento quark-glion-quark fica menos intenso com a aproximacao dos
quarks (Gross et al., 1973) em altas energias podendo ser interpretados como particulas livres
com liberdade assintotica, efeito de blindagem no campo de cor dos glions (Halzen F., Martin
A., 2011). Em distancias proximas ao limite quiral, baixas energias, o acoplamento € intenso
ocasionando o confinamento (ndo observacdo de quarks livres) o que dificulta o tratamento
perturbativo. Embora a Lagrangiana no NJL ndo apresente simetria Local, na correspondéncia
do modelo com a QCD acerca da quebra dindmica na simetria quiral envolve parametros fisicos
associados a geracdo de massa nos bésons de Nambu-Goldstone com o condensados de quarks
estabelecendo a estrutura perturbativa do vicuo. Em um primeiro momento descrevendo campos
de férmions as funcdes de onda na Lagrangiana de NJL em SU(2) podem ser ressignificadas em

campos para bdsons nos processos envolvendo o méson 7.

2.1 ASPECTOS DA CROMODINAMICA QUANTICA (QCD)

Na interpretacdo dos hadrons a Cromodindmica Quéantica (QCD) é uma teoria desen-
volvida para descrever interagdes Fortes, o nome "Cromodinamica"se associa a Espectroscopia
Hadrdnica que introduz o conceito de carga cor para os quarks constituintes dos hadrons com
o modelo de interagdo expresso na invariancia do grupo SU(3) de cor mediada por glions
(Anselmino A., et al, 2013).
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4R

qy M

q
h
qG dc qB

Figura 2.1 — Carga dos Quarks e Antiquarks (Diagrama de Venn).

Composicao de hadrons (4) e anti-hadrons (h) em que os mésons (m) sdo formados por pa-

res quark (g) e antiquark (g), e os barions (b) por trés quarks ou trés antiquarks:

m = RR+BB+GG ;
b = RGB ;
b =R G B

Nas simetrias de sabores dos quarks a dindmica dos hddrons pode ser descrita em grupos SU(N)

com N representando a quantidade de quarks envolvidos:

Um quark possui spin 1/2 e massa constituinte (my) (6 uma matriz no espago de sabores,
independente da caracteristica de cor), na representacdo da equagdo livre de Dirac para férmions

cada sabor ”f” de quark pode se manifestar em trés diferentes cores i = 1,2,3 (azul, verde e

vermelho),
(ihy*dy —myec)yr=0 (2.1)
onde, na equagdo (2.1), cada componente l//]‘} ¢ um espinor de Dirac
vy
vi=| v
V7

Para transformacéo Local no grupo SU(3) com densidade de Lagrangiana Livre (sem o termo de

interacao dos glions) e ¢ = 1:
Lo=Y V(i —mp)yy . (22)
f

Lagrangiana de massa:

6
L=~ Zlle meVWre - (2.3)
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A massa dos quaks (m ) ndo pode ser medida de forma isolada (confinamento de quarks), com
técnicas na dlgebra de correntes € possivel estimar a massa corrente dos quarks nas interagdes
entre hadrons, o conceito de massa corrente € diferente da massa de estrutura dos quarks
constituintes dos hadrons. O grupo SU(3) de cor tem um caréter ndo abeliano (Apéndice 5.1),

na transformacao SU(3).
Y= Wi =% Ty (x) | com (a=12,..8), 2.4)

onde o sdo os parAmetros do grupo, A, sdo as matrizes de Gell-Mann e g, caracteriza a
intensidade das interagdes fortes entre os quarks. Na invaridncia da Lagrangiana (¥ = .¢’)
define-se a derivada covariante 2,
A‘a
Ou — Dy =9y + igSTAZ , (2.5)
nos Campos de Calibre (a=1,2,3,...,8) que correspondem aos 8 glions com spin 1 e massa nula.
Da relagdo de comutagio [A%, A?] = i2 f,;,.A¢, o termo f%¢ representa as constantes de estrutura

para SU (3). na propriedade ndo abeliana do grupo. A Lagrangiana

L = Y VinuDy—mp)yy
f

. ' o Aa o la
= Xf:wf(lmu —myg) Yy +gs2f:wf7w\ﬁ vy =% +gs2f:wf7mAﬁ vy (2.6)
com a derivada covariante € invariante sob transformacdes infinitesimais,

i i . A¢ a ]
Vi — Wy = Yy tigs (7) (Sa")ys (2.7)

ij
com transformagdes de Calibre para os campos Aj;:

A — A"y =AY —0u(Sal)AG (2.8)

Das relagdes anteriores, na parte cinética
i = Y VliyuDy —mp)yy
f
_ _ A
= [v,— igsq/fTSa“]
A b b
x o [iYuldu+ igST(AZ —duoa — g f o0 Afl)] —my]

a

Al
x [y +igs5-Sayy]

— AT
= Vi (Ou+igs - AY) —mylyy

= Zein - (2.9)
2
4 ‘ R
a[J - 8u [elgxad% Wf(x)] — elgxaa%au wf_|_ wfa”elgsaaT
i A
gty [Ou +igs0u 0y Ea] Yy ; onde oy = Ay
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Para transformacdes de fase globais (¢, sdo constantes e a transformacao do grupo ndo abeliano

SU(3). ocorre como uma transformagao do Grupo abeliano U(1), a Lagrangiana permanece

invariante . = ¢’ 3.

Na Lagrangiana da QCD com o termo de interacdo dos glions,

. 1 . 1
Locp = Y, V(iY' Dy —mg)y — S TrlGuvGH] = Y V(v Dy —my)y —
q q

para os campos de glions,

Gl =GHTY - G* =UGrUT — Loruut
8s

a derivada covariante pode ser definida como:

Dyy = (du —igsGu)y
O termo cinético dos gluons € representado pelo tensor campo de forga,

GHV = GZVTCa :a“Gv—avGu+lgs[Gu,Gv] s
com transformag¢do unitéria,
G" - UGHMUT
De forma mais explicita,
—1 a a
.,?QCD - T(Q“AV - 8VA“) +

+ Y U (iYuOu —myp)yy+
S

a

a el A j
- sAL YV h (—2 ) vi+
7 ij
8
+ TS — VAL ARA +

8s rab de 4 b d
& e e gl A a

,(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Nessa expressao, a primeira parcela representa um termo cinético para os gldons, o segundo um

termo cinético e de massa para os quarks, o terceiro termo a interacdo quark-glion, o quarto

termo a interacao entre 3 glions, o ultimo termo a interacdo entre 4 glions.

3 No Grupo U(1):
U=e®
Duas transformacdes sucessivas:

U] Uz = ei91 eiﬂz = ei(9‘+92) = U2U1
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No caso das transformagdes no grupo de sabores (Apéndice 5.2), para as respectivas

transformacoes Vetorial e Axial,

—at(x)T*

vy = e v

voy = e—ﬁ”(x)T“st
no caso da transformacgdo quiral define-se o operador de paridade (Berltmann R. A., 1996),
Pi:%(li—}g) ) (2.16)
onde Y5 = iYY17%2)3. Atuando nos campos,

VLR=VY+=Pry (2.17)

com "quiralidade"1.
Essa operacdo envolvendo a matriz 5 corresponde a uma transformacao Axial de sabor alterando

a propriedade de paridade dos campos

VsWr =ty . (2.18)

Para particulas massivas: a helicidade se conserva no tempo e ndo € invariante sob transformagdes
de Lorentz; a quiralidade nao se conserva no tempo e € invariante sob transformada de Lorentz.
No limite em que a massa € nula a quiralidade e helicidade sao equivalentes, das equacdes de

movimento temos que

(id —m+iV +idys)y =0 (2.19)

F
Y(id +m—iV —ifys) =0 (2.20)

com as correntes associadas ao Teorema de Noether (Apéndice 5.2):
Vetorial: jj; =y Ty .

Axial: j3¢ =Py Ty .

Pseudoscalar: P = yysTyy .

Na divergéncia dessas correntes:
Duj“ =0;
Dy j°* = 2imP ;

quando m = 0 as correntes axial e vetorial sdo conservadas. Para baixas energias a sime-

tria vetorial SUy(N) X Uy(N) permanece inalterada e satisfaz-se a igualdade: SU4(N) =
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[SUL(N) X SUR(N)]/SUy (N). Das relagdes classicas para as correntes de esquerda (L) e di-
reita (R) (Apéndice 5.2):

Ji=al it s
. 1/ - . . . 1/ - . .
=500+t s =308

Sa _ La _ iRa .
J ya =J “a —J ua ’
de maneira que o divergente das correntes:

Dy, j"* — Df = 2imP (2.21)
—D}y jf* =D j* = imP (2.22)

no caso em que m=0,
Dy =Dy j* =0 . (2.23)

Nesse conjunto de simetrias, para QCD na parte vetorial SUy (2) representa a conservacgdo de
Isospin e Uy (1) representa conservagdo do nimero Baridnico. Como consequéncia da simetria
SU4(2) a teoria indica para cada multipleto de isospin a existéncia de particulas correspondentes
num "reflexo de espelho"com paridade oposta, no entanto, particulas que apresentam essas
caracteristicas nunca foram observadas, na quebra dessa simetria sao identificados bdsons pseu-
doescalares com isospin de uma unidade (I=1) e com massa no quadro dos mésons leves, os
pions. No caso da simetria U4 (1) indica a existéncia de mésons pseudoscalares com isospin nulo
(I=0) e massa semelhante a dos pions, o que também nao foi observado, discussdes acerca dessa
simetria podem ser encontradas na literatura (t" Hooft, 1976a; 1976b). Nesse trabalho o foco estd
em efeitos na violagdo da simetria SU4 (2) com a formagdo dos bésons de Nambu-Goldstone os

quais serdo apresentados na se¢do seguinte.

2.2 BOSONS DE NAMBU-GOLDSTONE

A conservacao de uma carga (Q) na simetria continua pode ser representada pelo comuta-
dor com o Hamiltoniano (H), [H,0]=0 (Zee A.,2010). O vécuo, estado fundamental da

Mecanica Quantica, denotado por 10>, quando realizado uma transformagao do tipo:

H — H + constante (2.24)

H0>=0 ; (2.25)



22

90>=10> ; (2.26)
de outro modo,
0[0>=0 |, (2.27)

supor que a simetria € quebrada espontaneamente significa que o vicuo nao € invariante sob uma
transformacdo de simetria Q|0 >#0 .

Da relagdo de energia, HQ|0>=[H,Q]|0 >=0, significa que hd um outro estado Q|0 > com
a mesma energia que |0 > , o que representa os estados degenerados na Mecanica Quéntica.
Em Teoria Quantica de Campos:

0= / POz 1) (2.28)
com estado s>,

s >= / dPxe EPOF 0> | (2.29)

para Qs >—0e z|s >— (0 a energia se anula, na teoria da relatividade isso significa que Is>
representa uma particula sem massa. A quebra espontianea de simetria em fisica da matéria
condensada representa a supercondutividade, inspirado no desenvolvimento das teorias de
Barden-Cooper-Schrieffer (BCS) a quebra dinamica de simetria quiral em fisica de particulas
descrita por Nambu Y. (1960) apresenta a geracdo de massa dos férmions no formalismo
nao-relativistico, posteriormente Nambu e Jona-Lasinio (1961) desenvolveram um modelo
relativistico em TQC. No processo de transi¢do de fase quiral para outra em que a simetria nao
se conserva implica na transi¢do de um meio ndo massivo para outro com presenca de massa,
o Teorema de Goldstone (1961) indica um tripleto de pions na quebra espontanea da simetria
quiral na QCD?, da massa corrente dos pions pode ser extraido a massa corrente dos quarks no
limite quiral. Na conservagdo parcial de simetria quiral, os mésons considerados leves dentro
do quadro dos hadrons ( 70: ﬂi;ko;ﬁ),ki;n) compostos pela familia de trés quarks (u, d, s)
sao descritos aproximadamente como bdsons de Nambu-Goldstone (Miranski V. A, 1993). A
quantidade de bésons de Nambu-Goldstone € equivalente ao nimero de cargas conservadas que
ndo levam a invariancia do véacuo, ou seja, que nao aniquila o estado [0>.

Simetrias continuas no caso classico do Teorema de Noether sdo descritas pela conserva-
¢do das correntes (Srednicki, 1996; p.132; Hung, Bizot, 2016,p.28), com y,(x) na representacdo

de um campo escalar e a densidade Lagrangiana por

L(x) = L(Ya(x), O Wu(x))

o efeitos de um deslocamento infinitesimal pode ser representado nos campos como
[Wa(x) = Wu(x) + Oy,(x)] , entdo para Lagrangiana [L(x) — £.(x) + §L(x)] com
dL dL
= —O0Y,(x)+ == 0y, (x
3%(36) IV( ) a(a,ul,l/a(x)) u l/j( )

Entre as contribui¢cdes da obra de Jorge André Swieca (1936-1980) foi a demonstragdo rigorosa do chamado
“Teorema de Goldstone” (Marino E.C.,2015).

SL(x) (2.30)

4
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Na Equacao de Euler Lagrange (ou Equacao de Campo):

oS
% o | 231
v (231

onde s = [d*yL(y) é a Agdo e Sy, (x) é um funcional derivativo,

8S _ OL) 5 ILK)

= — 2.32
SVa)  ava) I Ouval) =
e
B dL(x) oS
6L(x) = dy <m5%(x)) + W&lfa(x) : (2.33)
dai define-se as Correntes de Noether
, dL(x)
Hix) = =—=———2—0y, , 2.34
com o divergente
B () = SL(Y) — = Syx) | (2.35)
S Wa(x)

onde j°(x) é a densidade de carga e j(x) é a densidade de corrente.
O Teorema de Noether conecta a simetria Global continua da dindmica de um sistema
como uma quantidade conservada, que s@o as constantes de movimento. Para uma Lagrangiana

dependente de n campos independentes ®; e suas derivadas parciais de primeira ordem d,, ®;,
L =2(P;,0uP;)) comi=1..n,

€ possivel obter n equagdes de movimento das Equacdes de Euler-Lagrange,

0L 0.7
— —dy=——-—=0 . 2.36
95, 90, (2-36)
Os campos P; se transformam com uma variagdo infinitesimal :

D;(x) — Pl(x) = D;(x) + 8DP;(x) = B;(x) +ig, (x) Fyi[@(x)] (2.37)
®(x) denota todos os campos P;(x) juntos. A variacdo da Lagrangiana sob transformagio Local:

onde as equacdes representam

A
o .
i =i5 % iFm (2.39)
€
aJa“:i—a Fa,-+i—a OuFui - (2.40)
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Entdo, nas defini¢cdes de correntes,

JH = —% (2.41)
nxi
e
oJH = — 885 f , (2.42)
temos que
a'uga - 0,
portanto

o que significa que a corrente J é conservada e que a quantidade de carga é independente do

tempo (Qa(t) = Qo)
Q4(1) = / d>xJ0(1,%) . (2.43)

Para Teoria Quantica de Campos, de forma semelhante, as Identidades de Ward-Takahash (IWT)
indicam simetrias expressas pelos estados. Discussdes com mais detalhes incluindo a forma
diagramdtica para as IWT podem ser encontradas amplamente na literatura (Peskin, 1995, p.238;
AZee, 2010). As IWT para funcdes de Green sdo equivalentes a invariancia de Calibre na agdo
qudntica, em uma fun¢do com n pontos em um campo ndo abeliano (Bertlmann A., 1996)
QuThb 2 b (x, %0, .. %) = i ift btk LX) 0(x—xj) (2.44)

aay...an aaj “a...b...ay

Jj=1

no funcional gerador das func¢des de Grenn

Z[Ay) = Vi (2.45)
com
Ay =AyTe (2.46)
para uma variacdo da acdo qudntica
OW[AL =W[Ay| =W[AL+8A,] —WI[A,]=0 (2.47)
as transformacodes infinitesimais
0Ay = DyA (2.48)
iOW[Ay] = iW[Ay+DuA] —iW[A,] (2.49)

representam na invariancia de Calibre (6W = 0) a Identidade de Ward-Takahash
0=0 < 0|Tj*(x)War (x1)... Wun(x,)]|0 > +

i Y <OITyar(x1)...8Waj(x)8* (x = Xjoe. Wan (32))[0 > . (2.50)
j=0
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Em uma aplicacdo dessas identidades na transicao do estddo de vacuo para o de um pion

no calculo da taxa de decaimento,

— A . Cigx
< 0|Ab|7%(q) >=< OIWWSTWM (q) >= ifnque "% (2.51)

pelo Teorema de Noether aplicado na conservagdo da corrente Axial, o produto de parametros

fisicos do pion (massa my e constante de decaimento f7) deve ser nulo,
< 0|9* AL |n%(q) >= im? fre 4% (2.52)
portanto
mifr=0 . (2.53)

As solucgdes triviais, my ou fr com valor nulo, ndo correspondem aos dados experimentais. Nos
bésons de Goldstone a principio s@o previstas particulas sem massa, resultado da quebra de
simetria os pions estdo nesse contexto pelo valor de massa no quadro de hadrons leves e que no
chamado limite quiral pode ser interpretado com massa nula, assim essa corrente € interpretada

como parcialmente conservada (Conservagao Parcial da Corrente Axial-PCAC).

2.3 ANOMALIAS ASSOCIADAS A QUEBRA DE SIMETRIA

Uma simetria pode estar presente na Lagrangiana do modelo mas ndo se apresentar no
estado da particula, no caso da quebra de simetria em diagramas triangulares o decaimento
do pion neutro em dois fétons (7° — yY) ocorre o que ficou conhecido como "Anomalia
Quiral"(Adler, 1969; Bell and Jackiw, 1969).

»
ta

-

’

Figura 2.2 — Decaimento Andmalo do Pion Neutro (7° — 7).

As Identidades de Ward-Takahash na fun¢do de Green para esse diagrama (Berltmann,
1996, p. 190) satisfazem na parte Axial (AWI)
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e para Vetorial (VWI)
KTy = kY Tyvp =0,
sendo que para parcela Axial

surge um termo inesperado (Anomalia) que ndo se anula para (m = 0),

1
Ay = — 5 €uvapKPKS (2.54)

2 2

que pode também ser verificada na divergencia da corrente axial,

oM ji, = 2imP + A (2.55)
A= 167r2 B (2.56)
2N

Em um caso semelhante envolvendo a corrente axial ha alternativas com o modelo de NJL
para eliminar termos que causam ambiguidades indesejadas no decaimento do pion elétricamente
carregado (m* — I* +V,+), onde [T representa o elétron para particula negativa ou o mion para
positiva, e V;+ seus respectivos antineutrinos. A taxa em que esse processo ocorre, constante de
decaimento (fr), pode ser extraida dos elementos da matriz axial no processo de transi¢ao do

vacuo para o estado de um pion (Klevansky, 1992)
<05, |lm >=ipufr - (2.58)

Para satisfazer as relagdes de simetria quiral no modelo NJL e também a relagdo de Goldberger-

Treiman ( f,%g,zrqq = m?) é necessdrio exigir valor nulo para ambiguidade que surge nesse cilculo,
fr = —dignggmNe[ilipg +Z0(m%)] (2.59)
da condi¢do de renormaliza¢do do campo pionico

1
o ~4AN,(Iog(m*) +4) (2.60)
T

1
T = 8™ <g% —4N.[20(m2) +m%ZO’(m%)]>

8raq = 8x- — N[Z0(m3) +mzZ0 (m3)]
no Limite Quiral (m; = 0): g,rqq i 2 com o resultado

fr=

+4iNcgrggmA (2.61)
8mqq
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a ambiguidade deve ser fixada com valor nulo
A=0 . (2.62)

Ainda que a renormaliza¢ido no modelo NJL SU(2) seja independente do valor das ambiguidades,
as relagdes de simetria indicam o anulamento, isso ndo ocorre na versao SU(3) para a constante
de decaimento fraco do kdon de forma que a presenca de anomalias afetam a interpretacao
fenomenoldgica dos procesos envolvidos (Dias E. W., 2004). Nesse trabalho a proposta é que
essa ambiguidade seja eliminada usando das Transformacdes de Chan no modelo de NJL com
os termos de superficie que surgem de uma translagdo na variavel de integragdo, momento das
particulas no estado inicial e final dos processos, interpretados no ajuste dos resultados em

comparacao aos dados experimentais.

2.4 MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO (NJL)

Com conhecimentos acerca de supercondutores, Nambu e Jona-Lasinio criaram uma
proposta para descrever propriedades da massa gerada na auto intera¢do de férmions (Nambu Y.,
Lasinio J., 1960; 1961), ainda em exploracao o modelo de NJL possibilita adequagdes a fim de
estudar a dinamica de quarks (Klevansky, 1992). Nao € uma teoria renormalizavel, a interagao
de quatro férmions em um mesmo ponto, interacdo puntual entre quarks, gera um termo de
segunda ordem no acoplamento (G — 1/a?) e a integral no potencial cresce indefinidamente
no limite superior (+o0) devendo ser regularizado com um corte no parametro que define a
escala de energia em que a teoria € valida, a depéndencia do esquema de regularizacdo surge da
caracteristica do modelo ja que a formulacdo na Lagrangiana resulta da regularizacdo aplicada
nos propagadores. Em modelos renormalizédveis os parametros adicionados na regularizagdo sdo
eliminados com as possiveis divergéncias em reparametrizacao das amplitudes de probabilidade.
Nos nao renormalizdveis o tratamento depende de cada caso especifico pois ocorre com a adi¢@o
de constantes de acoplamento extras na Lagrangiana a fim de obter amplitudes independentes do
esquema de regularizacgdo, diferentes esquemas de regularizacdo podem gerar resultados distintos
para as integrais divergentes limitando a interpretacdo dos resultados. Na interacao Local de
quarks o modelo de NJL nao descreve o confinamento, entretanto, para processos de interacao
entre hadrons que ndo envolvem quarks livres o confinamento ndo € importante. Com algumas
das simetrias que expressam parametros fisicos em comum com a QCD, em particular a simetria
quiral permite extrair observaveis associados aos haddrons na geracdo da massa dinadmica de
férmions com a quebra dindmica dessa simetria, constituintes dos bésons de Nambu-Goldstone.
A Lagrangiana de NJL pode ser construida com simetria SUy (2)xSU4 (2)xUy (1)xUx (1) e depois
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desprezado Uy (1) em vista dos dados experimentais (Klevansky S. P., 1992) e principalmente
pelo intesse do trabalho que estd em SU,4 (2).
Na Lagrangiana de NJL para SU(2)y,

& =Y () (id —m)y () +Gl(Fx)y(x)* + (FR)inty(x)?] | (2.63)

0s termos representam:

u(x
Campos de quarks, y(x) = d ;
X

Matriz s,

1 O
— . 2.64
Y5 (O _1> (2.64)

No modelo NJL a interagdo entre quarks e anti-quarks que ocorre num campo com os glions
como particulas de acdo e com acoplamento forte constante € atrativa (G = %), isso conduz ao
chamado condensado formado por um par quark e anti-quark inseridos em um véacuo que quebra
a simetria quiral ocasionando nos modos de Goldstone. Nesse sentido sao assumidos apenas 0s
quarks como graus de liberdade, os glions sdo congelados, assim a Lagrangiana com o modelo
de NJL representa apenas a interagdo entre quatro férmions. E suposto que os gltions adquirem
massa dindmica conduzindo a interacao efetiva entre os quarks ocasionando problemas com
divergencias que conduzem a necessidade de um esquema de regulariza¢do, como o Sharp-Cutoff

que especifica o limite de energia valido para o momento linear nessa aproximacao.

2.5 SIMETRIA QUIRAL NO MODELO DE NJL

Transformagdes Quirais, ou Axiais, representadas nos Grupos SU4(2) e U4 (1) alteram a

paridade do estado operados com matriz s, a fun¢do de onda passa por uma mudanga do tipo

v — exp(ib-Ty)y (2.65)
v = q/Tyo—>[exp(ié-?ys)]TyozwTexp(—ié-?}g) . (2.66)
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O termo da transformacgdo pode ser expandido em Série de Taylor:

04 - TY5)2
(i07-TY5) n

exp(iBn-Tys) = 1+i0A-Tys + 51

onde (7-7)? = n? +n3 +n3 = 1, temos com essa identidade para a translagdo
. 6>  6° ~ 6°
exp(i0i-Tys) = 1—5—1—?—1—...—17-1%)/5 (9—?—1—...)
= cos(0)+ii-Tyssen(0) . (2.67)

De forma semelhante [exp(—iB7i-TYs) = cos(0) —ifi - Tyssen(0)], da propriedade de anticomu-

tacdo {70, %5} = 0 e com os resultados anteriores é possivel extrair a relacao
exp(—iOh-Tys) Y = Yexp(i0A-Tys)
com essas operagdes podemos escrever a transformacgdo quiral do spinor
VY — Yexp(iOi-Tys) . (2.68)

Para os termos da Lagrangiana de NJL construida com a simetria quiral (eq. 2.63), apds as

transformacoes

Wdy — iexp(iOi-Tys)dexp(i0i - Tys)
= Yexp(iOi-Ty5) Y exp(iOii-Tys)dy ¥
= iyyiouy
= iy | (2.69)

Ty eapliOh TR)exp(i0n- Tr)y
= VYlcos(20)ifi - Tyssen(20)|y
= Yycos(20)+iyys(ii-T)ysen(20) (2.70)

Viysty —  iWexp(iBA-Tys)ysTiexp(i0A-Tys)y
= iY[cos(20)iA - Tyssen(20)]ysTi[cos(20)in - Tyssen(20)]y ,  (2.71)

das identidades

[T, ] = 264
il %Ti = anTkTi = an<26ki — TiTk) =2n; — Ti(fl . %)
k k

podemos reescrever para parcela de interagdo na (eq. 2.71)

iW[cos(0)ysT; + ivesen(0)(2n; — ti(A - T)][cos(0) + ivs (i - T)sen(0)|y =
- i[mw+ insen(20)YWy — 2n;(Wysh - %w)senz(e)]%))] .
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Assim como o0s termos presentes na Lagrangiana, sdo necessarias expressoes quadraticas nas

interacoes,

(Vexp(ibi-Tys)exp(ibi-Tp)w)? = (V) cos’(26) — (Wh- Tysy) sen’(26) +
+ 2i(wy)(yysi-Tysw)cos(20)sen(20)  (2.72)

e para o outro termo de interacdo com prese¢a da matriz s

[i(Wexp(i0a - Tys) ysTiexp(i0a - Tys)p)* = iz{ (FrsTy)* — sen®(20)(Yy)* +
+  4(yysi-Ty)sen(0) +
+ 2isen(20)(Wysi-Ty) +

— 4sen®(6)(Yysh-Ty)” —
- 4isen(2e)sen2(9)(w5ﬁ~%y/)} . (273)

Com algumas simplificacdes no ultimo resultado, para uma parcela

2isen(20)(Yysi - Ty) — disen(20)sen’(0)(Wysi - Ty) =

= (Wi - Ty) (Yy)[2isen(26)(1 —2sen’(6))]*
= (Vi - Ty) (YY) (2isen(26)cos(20)

€ para outra

A(gysih- Ty) sen* (8) — dsen®(0)(Wysh-Ty)> = 4sen’(0)(sen’(0) — 1)(Wysit- Ty)?)
— (i TY))sen’(26)

que substituidas na (eq. 2.73)

[(i(Fexp(i6i - Tys) s Tiexp(i0a - Ty5) y)]* =
= P{(WpsT) sen’ (20)(Yy)* — sen®(20) (Yysi - Ty)* +
+2isen(20)cos(20)(yy)(Yysi-Ty)} . (2.74)

Somando os resultados para as interacoes (eq. 2.72) e (eq. 2.74)

(P + (stw)] = (w)cos?(20) — (- o5y sen(20) +
+ 2i(Yy)’cos®(260) — (Fysh - TY)cos(26)sen(20) + (Fysi - Ty) +
+  5en®(20)(Wy)* +sen’(20)(Wysi - Ty)* +
— 2isen(20)cos(20)(Wy)(yysi-Ty)
= [(Wy)*+ (Wph-Ty)’] (2.75)

(2
7

vemos a invariancia da Lagrangiana sob essas transformacdes (¢ = .¢). Na simetria quiral do

modelo, com a equacao livre de Dirac

(iy"9y —m)y =0 (2.76)



J— . %
Y(iYu d u+m)=0
obtemos
Youy = —imy
—us .
yrtoy = imy

Consequéncia do Teorema de Noether,

= 522 oY
H d(duy) sak ’

com as correntes de esquerda (L) e direita(R)

V()Y y(x)

Vr(x) 7" yr(x)
@L:% —0

e das correspondentes correntes Vetorial e Axial

VE(X) = w(0)r'w(x)
AR(x) = TOrsyl)

temos as relacoes

T = 5V () F A (o)
JuVH (x) = JuAR (x) = 0

A Lagrangiana possui a simetria SUy (2)xSU4 (2)xUy (1), invariante nas transformagdes

SUy(2):y — vy = e‘ié'%y/(x)
SUA(2) 1y — ¥/ = e 0Ty (x)

Uy(1):y =y =ePylx) |

com correntes de Noether associadas

SUv(2) : jy(x) = W(x) ¥ty (x)
SUA(2) : j§, (%) = W(x) Py 7w (x)
Uv(1): ju(x) = w(x) v w(x)

O modelo também apresenta a quebra de simetria para (m # 0),

(") = uwr'r'v]

= VI Y v+ Y [0 v]

)
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(2.77)

(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)
(2.82)
(2.83)

(2.84)
(2.85)

(2.86)
(2.87)

(2.88)
(2.89)
(2.90)

(2.91)
(2.92)
(2.93)

(2.94)
(2.95)



32

{y*,7°} = 0, portanto

(") = ImPYy+imyyy (2.96)
= 2imyyy (2.97)

o divergente da corrente Axial se anula apenas para m = 0.

2.6 IDENTIFICACAO DE OBSERVAVEIS NA BOSONIZACAO DO NJL

Na renormalizacdo da versdao bosonizada do modelo NJL SU(2) com expansao perturba-
tiva até a primeira ordem em loops, aproximagdo de campo médio, seguimos o formalismo de
integrais de caminho de Feynman (Herbert, D., Reinhardt H., 1986;) para obter parametros fisicos

na estrutura do méson 7 com a expansao da acdo efetiva partindo da Lagrangiana fermidnica,

& = (x)(id — i)y (x) + G(F(x)y(x))* + (F)ity())?] (2.98)

e do funcional gerador da acdo efetiva com fontes (1 e 1) de campos fermidnicos (Y e V),

/Dw/Dwexp[/d“ (V- v)+vn+7v)| . (2.99)

Substituindo os graus de liberdade fermidnicos por graus bosdnicos que representam mésons, es-
ses novos campos auxiliares ndo afetam as equagdes de movimento (Equacdo de Euler-Lagrange)

e serdo introduzidos com o formalismo das integrais de caminho de Feynman (Das A., 1997)

/ Doexp [ / d'x <2G Wj)zﬂ — e (2.100)
/Dn /d4 _
exp |\ 55 GViysty)? || =2 (2.101)

que sdo termos constantes. Na nova Lagrangiana bosonizada

Lo L = TR - my() + GITOVE) + Tty ()]
— s5lo - GRS ln - GuintyP 2.102)
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das equacgdes de movimento obtemos os vinculos para os campos escalar e pseudo-escalar, o
e 7 respectivamente, chamadas de quantidades nuas do modelo que estdo relacionados com o

surgimento de divergéncias,

0.7 0.7 0.7 0.7
com
c=Gyy e nw=IiGyTBy . (2.104)

Podemos reescrever

L = Y)(id —m)wx) + (V) y ()’ + (FE)inty )]

1 _ 1 . o
= 55l0° —20GYY + G (Wy)?| - [ - 22GYips Ty + G (Virsty)’]

ou apos cancelar os termos excedentes
— . N . = 1 2 2
le//(lc}—m—f—o—f—m%f)w—ﬁ(G +7r) (2.105)
< 0|c|0 >= s causa a quebra espontinea de simetria, a fim de preservar a invaridncia define-se
um campo auxiliar 6 = 6’ +s. Pela proximidade no valor de massa dos quarks vamos usar um
termo escalar (m) no lugar da matriz de massa (),

N 1
¥ = V(i(]—m+(6’+s)+i7t}’51)llf—ﬁ((6/+s)2+”2)

- W(ia—m-l—(o"—l—s)—i-im/ﬁ)l//—%((6/2+s2+26's)+7r2) . (2.106)

Dessa expressao podemos definir um termo de massa constituinte dos quarks M = m — s, de

modo que a Lagrangiana pode ser reescrita na forma

L =V(id —M+0)+inyT)y— %((c’2 +52+20's)+n?) . (2.107)

Para obten¢ao da acdo efetiva reescrevemos o funcional gerador, nesse ponto fazemos uma

mudanca de varidveis (6’ — o) para simplificar as nota¢des

1 S
ZIn,m] = N/Dn/DG/Dt[//DWexp[i/d“x(W(iJ—M+G+i7ry51:)1//
1
—5g(0 +t ) +ym+y)] (2.108)

¢ conveniente separar os termos para os campos no produto de dois funcionais (Z[n, 1] = ZpZF)
onde uma parcela é dependente apenas dos campos para bdsons (Zp) e outra somente com

campos fermidnicos (Zf), no caso dessa ultima

Zr = /Dl///DWexp[i/d%(lT/(iJ—M+G+i7ry5?)lll+ﬁn +7Nvy)] (2.109)
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ou para o campo de Dirac

Zr = Zoexp |:—l/d4 /d4 x)Sp(x—y)n(x )]} . (2.110)
Com a defini¢do do propagador na fungdo de dois pontos
< 0Ty ) F(2)[0 >= - <—i 0 )(l 0 )Z[ﬁ n]‘ @.111)
AR Zo\ m(x1)) \ 87M(x2) " mn=0 '
de modo que
i8*(x—y)
Sp(x—y) = 2.112
R A Ny yEw—E: (G2
o funcional gerador dos férmions fica na forma
ZF = Zpexp [—i / d*x / dy[WSy 'y +n +ﬁv/]] : (2.113)

Usando a seguinte propriedade da Algebra de Grassman (Das, A., 2006):
/ []d6;d6exp [i / d*x(6:M;;6;+ 67C; +C; 9,-)} — N'detM;jexp {—i / d4x(C;le-;1Cj)} ,
i,J
identificando os parametros para a epressao equivalente no funcional gerador (Zf),
6=V , My=S"(x-y) , 6=y , Ci=n e G=7] ,
podemos reescrever a (eq. 2.113) na forma
Zr = N'det[S; " exp {—i / d4x[ﬁ(x)5pn(x)]} : (2.114)
que usando uma identidade das relacdes no calculo do traco
In[det(S7")] = Trin(Syh)] — det(S7") = Trlin(Sx)
temos para o campos de férmions
Zp = N'exp [Tr [In(S —z/d4 x)Sen( )]1 : (2.115)

Substituindo esse resultado, o funcional gerador (eq.2.109) em termos da agdo efeitiva

1
/Dﬂ:/DGexp (lSef—l/d x[n la M—i—G—l—m}/STn(X)]) (2.116)

com

1 1 o
S = —/d4x{%(62+n2+s2)+60s}—iTr[ln(iJ—M—FG—Hﬂ}gr)}

| 1 o
_ —/d4x{ﬁ(62+n2+s2)+50s}—iTr[ln(l—i—%)} L(2.117)
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Expandindo essa expressdo para até quarta ordem (os termos de ordem superior sdo equivalentes

ao de quarta ordem) com a identidade de expansdo em série de Taylor

X

I 4x)=x—— b .
In(l1+x)=x 2+3

para

_ O+inysT
Cid—-M

0s termo na expansao representam um diagrama de Feynman para cada parcela S,y = S1 + .5, +
S3+...+S,, cada um deles pode ser interpretado na amplitude de probabilidade de transicio com
os coeficientes de cada poténcia dos campos uma nova Lagrangiana efetiva para os parametros

mensuraveis no modelo de NJL.

- Linear
1 ) o+inyT
Slz—(/d4x56s+zTr {ﬁ]) : 2.118)
- Quadratico
1 i o +inyt) >
Sy =— [d*x—(c?>+ 1 +52)+=-Tr || ——2= : 2.119
) / sz(G +7°+s )+2 r T—M ( )
- Cubico
. . — 3
i O +InYsT
Sy =—=T _— ; 2.120
3 317 ( iT—M > ] ( )
- Quartico
i o+inyt)*
S =+-T _— . 2.121
4 +4 r ( iF—M ) ] ( )

A massa constituinte e a massa corrente dos quarks estio relacionadas com o condensado de
quarks na equacdo de Gap obtida na minimizacdo da agdo efetiva em primeira ordem nos campos

(com oo = 0, 7),

aSef o

Sr=0 . (2.122)

Para o campo 7

. 5 |
iTr [iJ—M] =0 . (2.123)
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Para o campo o

i atE i L
l/de lTrLa_M} 0o . (2.124)

Nessa tltima expressao as duas parcelas devem ser nulas, entdo

—s:iGTr{ ] =M-m . (2.125)

1
id —M
A diferenca entre a massa constituinte (M) e a massa corrente dos quarks (m) é a massa dinamica

(s). Na definicdo da equacdo de Gap,
M-—m=-G<yy> | (2.126)

o condensado de quarks representa

_ . 1 (o 1
<yy> = —ilr|- :—lTr/a’ x < x|- x>
id —M id —M
= —lTr/d4x<x|/ 1k ><Kk| P M/ |k/>< K'|x >
4 4y
. 1 )
= —lTI"/d4 / d k (C;ﬂk) lkx<k|_a—|k/>€_lkx
d*k d4k’ /
= —iT " i(k—k")x K>
’ r/(27t)4/(27r) L vl
, d*k [ d*K 4l 1
_ —zTr/W/(zn)4( 7484 (k — k’)k <K >
k1
SR ) S — 2.127
’ r/(Zn)“ik—M (2.127)

Podemos reescrever com o frago aplicado no espago de cores, sabores e matrizes de Dirac
(Apéndice)

d*k 1 F+M
QCr)tf-ME+M

<Vw> — 4NNTrp /

d* 1
= 4iN.N;M / Eree (2.128)
Aplicando a Rotagao de Wick
2m 0, )sen’(6
<V > APNNM / / / / dkd6,d6:d9 Se”}gzﬁj;’; (8)
N.NM [ IS
= — dk———s . 2.129
<V =R [k (2129

Do valor experimental da massa do pion (mz; ~ 139MeV) a constante de acoplamento (G) é fi-

xada pela equacdo de Gap. Com uma contagem na ordem das poténcias da varidvel de integracao
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(4* no numerador e 2% no denominador) percebemos uma tendencia de divergéncia quadratica
(4-2=2) para solucao da integral no limite em que k — oo. Utilizando o método de regularizacao
Sharp-Cutoff que limita a escala de energia no momento da particula por um parametro (A),

ap6s manipular o integrando

_ N.NM (A +kM? — kM?
<yy> = - /
0

272 k2 -+ M?
_ NNM /A k(k? +M?) — kM?
272 Jo k2 + M?

N.N.M kZ‘A /A " kM?
212 210 Jo k2 + M?

N.NM [ k? ‘A 51 5 or |A
S I omiin [m k ) ,
2m? (2 0 2 n Mk 0
para o limite de integracao, temos
gy o NNl 1+ N (2.130)
= — —M"=In — : .
v a2 \2 2 M2

Esse resultado nao nulo indica a quebra de simetria quiral de onde pode ser extraido a massa
constituinte dos quarks com auxilio da equagdo (eq.2.126) denominando a massa corrente ()
por (my),

GNNM (5, A?
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3 O MESON Pi NO QUADRO DO MODELO DE NJL

Os pions sdo particulas interpretadas com estrutura constituida por quarks e antiquarks
nos sabores up (u) e down (d), o tripleto de isospin com uma unidade (I=1) de estados formados
apresentam caracteristicas intrinsecas de paridade negativa (-1) e spin nulo. No modelo de NJL a
Lagrangiana de interagdo no acoplamento (Gryy) entre o campo de pions e o campo de nucleons

(yn) € dada por

ZLann = IGanNUNY T YN 3.1)

com a reinterpretacdo dos campos fermidnicos para campos de quarks () no acoplamento entre

um pion, um quark e um antiquark (gxg4),
Lrgq = i8rgg VY T-HY . (3.2)
O produto dos operadores pode ser decomposto na forma
2.7 =1tH g 4170 4 G700
onde

JEs)

1 :
= ﬁ(ﬂl$lﬂ2) ,

que atuam destruindo os respectivos mésons 7 € 7. De modo semelhante

7H) = L(‘cl +it))

V2

com T; = T(jF),‘L'j = 7(*) para criacdo dos pions 7T ou 7; = T; = 73 para o pion neutro (n9).

Nesse conjunto:

v - (o)) (5)-
vy = (m)((l) ° (Z):u da
vev = (wa)(g o) ()=

O diagrama de espalhamento do pion elétricamente carregado na interacdo de quarks pode ser
representado pela Figura 3.1. Para o conjunto de propagadores representado nesse diagrama,

(@ ise uiggqq)*) 5 Wit V] (33)

T
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d’ u
--)--

u d

Figura 3.1 — Pion na Interacdo de Quarks.

podemos definir a interacio efetiva

. 8 .
----- remee = ()T () (3.4)

A descri¢ao da interacdo efetiva do pion no modelo NJL pode ser aproximada por uma expansao
perturbativa (Figura 3.2).

S ><+>Q<+>QQ<+---:%

Figura 3.2 — Perturbacao para o Espalhamento do Pion.

No célculo para o digrama no lado esquerdo da igualdade

: . s . . . . ep(p?) . .
iUi;(p*) = (iysm)iG(i%st)) + (i) iGIF (i5T)) + (i%57)iG ng )zG(zy5Tj)+...
. iG :
= (i5m) {m} (iys75) (3.5)
a massa do pion pode ser extraida do pdlo dessa equagao
1-GII(p*) =0 . (3.6)

Aplicando a técnica de expansio em séries de Taylor até segunda ordem para o resultado em

2

torno de p2 = mz,

_ 2 211 _ 2
1 611y(p) = 1 - 611y (7)) + =TT 2y SO0 gy

o primeiro termo € nulo devido a condi¢do do pdlo da amplitude, considerando apenas o termo

de primeira ordem e com a (eq 3.5),

<'w>[ G ]('m (i757) G (i57,)
7)) | ————— | (I%:57T) ~ (1957 1Y57T;
B e )] R
[ oTIp(p?)) !
~ (i) _l< anf ) (iY57)
N2 —m2) i)
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ou seja,
ollg (p?)
. 2 . : ap? pr=mZ .
iUij(p°) = i57; 22 15T - (3.7)
T

O termo no numerador € identificado como a constante de acoplamento entre um pion, um quark

> (91r(p?) B
Smaqe = \ T g2

Na correlacdo da massa do pion com a massa corrente dos quarks obtida da expressao para (7r)

e um antiquark,

[ (3.8)

no contexto dos bésons de Goldstone,

d*k (k2 —k-p—m?)

—4N.N+i 3.9
v =4 | (21)* (k2 —m?)[(k— p)? —m?] )
pode ser separada em fragdes parciais com a identidade
1 B 1 1 n 1
(@ =)k p)? =] ~ 2p? 2= —kep) R = [(k=p)? =]
e também
(k=p)* =k —2k-p+p’
1
kep=3k+p*=(k=p)’] . (3.10)
a amplitude fica
T = 4NNy ( / d*k 1 N
= 41N,
' ! (2n)* (k= p)> —m?
/ d‘*k k2+p —(k—p)*)) )
2 m?)[(k— p)* —m?]
d*k 1 d*k 1
= 4iN.N
P = e f</(27r)4 k= p) —n? /(27:)4 @y "
d*k 1
2
_ 3.11
P /(2%)4 (kz—mz)[(k—p)z—mz]) G0

Com uma mudanga na varidvel de integracdo (k — p — k) no segundo termo da equagdo anterior

e nomeando a tltima parcela de I(p?), temos que

, k1 1,
Da equagdo de Gap

d*k 1

1:— 4iN.N;G S
NG [

(3.13)
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realizando algumas operacdes algébricas temos

1 — Gy = 2 L ONNsGip*I(p?) . (3.14)
m
Para (p2 = m,zt)
1
m2 = 0 (3.15)

m 2iNNgGI(mZ)

dessa expressao, no limite quiral (my = 0) o pion terd massa nula no modelo de NJL interpretado

como bdson de Goldstone.

3.1 AUTO ENERGIA DO PION

A expressao para auto-energia do pion fornece uma corre¢do para sua massa, esse
fendmeno que ocorre intermedidrio as observagdes experimentais sdo interpretados como a

producdo e aniquilacdo de pares estimados em arranjos de particulas virtuais, da agdo efetiva

Sef = /.,s,ﬂeffd“x (3.16)
com a expressao apresentada na secdo anterior (eq. 2.117), apds o procedimento de bosonizacao,
obtemos

1 1 , o +inysT
Sef:—/d4x |:ﬁ(62—|—7t2+s2)+56{| —iTr |:ll’l (l—i—ﬁ)} y (317)
e a Lagrangiana efetiva do méson pi pode ser expressa por
1 1 , o +inysT
L =——(0* 41+ — =0, —iTr|In| 1+ —=—2— . 3.18
g 2G( + 774 5%) GO —iTr|In +iJ—M (3.18)

Realizando uma expansdo em Série de Taylor:

o () (x
=)= ¥ L0 )
In(1+4x) = i(—l)”“%ﬂ

In(14+x) (G.—}-iﬂ"}g‘?) _% <0.+ iny5%>2+% (g;iﬂﬂ}j%)3+
id—
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podemos reescreveer a Lagrangiana na forma

1 2
—H—iGTr(_ )
la—M

Definindo as amplitudes de probabilidade da auto-energia dos mésons escalar e pseudo-escalar

1 1 1
ge‘f - __SZ_ — 05+ —

2
G G G VA

1

2
G _
+2G

b 2
—1+iGTr(‘ > )
zJ—M

por
1 12
Yo=ilr LJ—Ml (3.19)
. is 1’
I =iTr La —M] (3.20)
e uma funcao auxiliar
Fr) = 5(~1+ GTIF () (3.21)

a expressdo para Lagrangiana Efetiva, escrita no espaco de momentos e expandida em torno de

(p2 = m?) se torna:

_ Lo 1 R 2162
L= Tes Gs—l—ZG[ 1+ GXs(p7)|o”+
1 f(mz) 2 2 ~2
T > {f’( 2)—1—(p —m)+ .| T+ (3.22)

onde redefinimos o campo pseudo-escalar por

F=my/f(m?) (3.23)

com
8rag =\ F/(m2) . (3.24)

Assim, o termo de massa fisica pode ser escrito como

2
m
me = m?* — ]]:’((m2)) (3.25)
Neste ponto, se escolhemos o parametro (m) da expressao como o valor fisico da massa do
méson pseudo-escalar, ou seja, m? = m%, obtemos
w == L)y o (3.26)
f'(mg)
Dessa forma, como
2 1 2
f(p7) = & (=1+Cllp(p7)) (3.27)
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a massa do méson pseudo-escalar pode ser determinada pela solucdo de
(=1 +GHp(m%)) =0 (3.28)

A amplitude de probabilidade da auto energia do pion (IIr) pode ser calculada explicita-

Iy (x%) = iTr Ki(ﬁM) (iﬂ"M)] . (3.29)

Abrindo o traco no espago das configuragdes, obtemos

mente. Temos

TrAB = Tr/d4x/d4y <xlAly ><ylBlx> | (3.30)

que, aplicado em (ITr (x?)), e introduzindo relacdes de completeza no espago dos momentos,

resulta em

p(x?) = iTr/d4x/d4y

d*k [ d® i7s i
k k k/ k/
/(2ﬂ)4/(2n)4<x|ia—M| ><Hy><ylgTlk ><ki>

ou seja,

r(x*) = iTr/d4x/d4y

O A AW
/ (27r)4/ (2’f)4< id —M id —M ' oD

Calculando a transformada de Fourier da equagdo anterior (3.31), obtemos:

Or(p?) = iTr / d*z (3.32)

4 411 _ s ik (x—y) ‘. p— ik (Xx—)
/ d k4/ d k4€ﬂpZ iyse iyse . (3.33)
ene | 2n) e )\ i-m

Finalmente, observando que

/ dze P ) — (2m)* 84 (k—p) — K] | (3.34)

temos

p(p?) =iTr / (j:; / (‘é;k); ( k’_"SM ) ( /ISM> Qr)*s*[(k—p)—K] . (3.35)

Essa amplitude de probabilidade encontrada corresponde ao diagrama apresentado na

figura 3.3,
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Figura 3.3 — Auto Energia do Méson 7.

chamando a auto energia do méson pseudo-escalar de I1pg, obtemos, finalmente,

i 5 (25) ()

A partir deste ponto, podemos proceder o cédlculo explicito de (ITps(p?)). Temos:

Mes(p’) = "NCNY/ ikﬁ*”’) Kki—%zw) <<zé—l;§—Mﬂ

_ d4k [l M) Bl p) M)
= zNN/ TR }
_ _iNN/ d“k - YsY;(lé+M)[—(k—p)+M]

| [ M)k = p)? — 0]

: 2
_ —iNN/ Jk " l[lép—zk — M+ Mp+ kM) + M
[k — M2][(k— p)? — M?]

Ap6s a aplicagdo dos teoremas de traco (ver Apéndice):

k(k— p) — M?
Y (k2 —M2)[(k—pP2 —M7]

d4k
Tps(p?) = i4N.N, /
Aplicando uma identidade conhecida como parametrizacdo de Feynman,

1
o K v

obtemos

k(k—p) —M?

d*k
Mps(p*) = l4NN/ /d ([(k—p)> — M2 — 2+ M?|x+ k> — M?)?

Simplificando o termo do denominador,

d*k ! k(k—p) —M?
2 .
Ips(p”) = 14N6Ns/—(27r>4/0 dx((k_px)z_pzxz +p2x—M2)?2

e definindo (&’ 2= p’x* — p?x+ M?), a amplitude pode ser escrita da seguinte maneira:

d*k (v k(k—p)—M?
Tps(p?) = z4NN/ /de((k—pxl;z—f’z)z
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

O resultado para essa expressdao com o esquema de regularizacio Sharp-Cutoff pode ser encon-

trado na literatura (Vale P. R., 2020), para o presente trabalho a expressao anterior € suficiente.
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O resultado obtido na expressdo (3.42), no entanto, ndo € uma representacao Unica,
diferentes escolhas para o roteamento do momento externo (p) nos loops internos resultam em
diferentes resultados para (Ilpg) (Mota, A. L. 1999), introduzindo ambiguidades no modelo.
Essas ambiguidades, correspondentes a diferentes escolhas de roteamentos nos loops internos,
podem ser evidenciadas quando calculamos as amplitudes de probabilidade com a introdugdo de

roteamentos arbitrarios, como representado na Figura 3.4:

Figura 3.4 — Auto Energia com Roteamento Arbitrario.

A conservagado de energia e momento nos vértices do loop na Figura 3.4 implicam em ¢| —¢» = g,
a Unica relagdo fisica a ser imposta sobre g e g2. Dessa forma, o loop possui dois graus de
liberdade (g1 e ¢2), mas apenas um deles € fisico. Para determinarmos ¢ e g, explicitamente,
necessitamos de uma segunda equag@o que relacione as duas quantidades. Essa equacdo € escrita,

da forma mais geral posssivel, como

aqi+Bgpr=Aqg+6=A (3.43)
de onde obtemos
B A
E=C 3.44
q1+ 7 o (3.44)
c
A—o o)
_ + , 3.45
@2="7 B a9+ B (3.45)
assim,
¢ =Ag+6 (3.46)
g =0+A)g+6 (3.47)
podemos redefinir
¢ = A (3.48)
@ = q+A . (3.49)

Dessa forma, considerando a expressao para amplitude escrita como

. d*k ivs 0
Hp(qz)_—lNch/(27_[)4Tr<[k+ql_m] Uéﬂlz—m]) , (3.50)
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obtemos

. d*k BY5[(k+4,)+m] [—(k+d¢,) +m’]
HF(qZ):—lNCNs/(zn)4Tr< L o [(qufz_mz]) . (s

Usamos uma mudanga de varidveis dada por

Py = (k+4q1)u (3.52)

Py = (k+q2)v (3.53)
para simplificar o célculo do traco

N = Tr({(¥"Piy+m)(=7" Py +m)]
= Tr[—y"y"PiyPoy + y*Piym—y' Poym +m?]
= —4g“VP1HP2V—4m2
= —4(PP+m?) . (3.54)

Dessa forma, o numerador de (3.51) pode ser escrito como
N=—4[(k+q+A)(k+A)—m?] . (3.55)

Aplicando a Parametrizacdo de Feynman

1 1
L / (P (3.56)
na expressao da amplitude, obtemos

O (k+A)(k+q+A) -
’4/ / ([(k+gq1)? —m?] = [(k+g2)> —m?])x + (k+ q2)> — m?]?

Simplificando o denominador, obtemos, finalmente

d*k (k+A)(k+q+A) —m?
- . 57
14/ / [((k4q+A)2 — (k+A)2)x + (k+A)2 — m2)? G:7)

onde (A) representa os termos ndo fisicos do sistema.

Nesse ponto, os termos ndo fisicos, representados por A), aparecem como uma translacao
no momento interno do loop, sempre na forma (k + A). Uma expansdo da expressdo em torno de
A (como faremos posteriormente) (Mota A. L., 1999) revela que os termos dependentes de A

sdo termos de superficie e, por isso, ambiguos (Dias E. W., 2004). Uma forma de eliminar tais
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termos faz uso de uma invariancia identificada em Lagrangianas efetivas a 1-loop por (Chan, L.
H. 1986; 1988; 1997), que pode ser representada pela identidade

S = Tr[in(F(k))]
= Tr[e’lxe_’[xln(F(k))]
= Trle™in(F (k))e ™|
= Tr[in(F(k+1))] (3.58)

que é um resultado livre dos graus de liberdade néo fisicos (A),

d*k k(k+q) —
IT 4N:Ns [ d 3.59
)= / /G T ap - e o
De forma mais compacta com uma mudanca de varidvel (2 = (m? + ¢>x* — ¢*x))
d*k k(k+q) —
Ir(g*) = 4NN, / /
P = NN [ ] o [k e — o ]
d*k  k(k+q)—
= 4NN, | dx . 3.60
’ / [ Gt —e e

A fim de exemplificar a equivaléncia nos resultados independentes do roteamento, a equagao (eq.
3.60) é a mesma que a (eq. 3.42) para (g = —p), com isso (§ = &) jd que os termos relacionados

aos momentos externos estdo elevados ao quadrado. Realizando a seguinte substitui¢do: [ = gx e

Iy = qux,

d*k  k(k
Nr(g") = ’4NN/d / 2m)* [(k(+:1rx?)—é§2]2

B d*k  k(k+q)—
= z4NN/d/ 277 [k 112 _52]2 : (3.61)

Ao procedimento representado pela eq. (3.58) damos o nome de "transformacao de
Chan". Ap6s a aplicacdo da transformagdo de Chan, o resultado para a auto-energia do méson
pseudo-escalar fica expressa por (3.61). Para o cdlculo desta expressao, entretanto, temos de
levar em conta outros termos de superficie que ndo sdo eliminados pela transformacao de Chan,
por ndo se relacionar a graus de liberdade nao fisicos do sistema. Para isso, realizamos uma
translacdo na varidvel de integracdo k — k — [, expondo os termos de superficie através da
seguinte operacdo (Mota A. L., 1999)

S(k+1) = exp (@%) S(k)

) Lly 9 9
+lu%5(k)+”—v——s(k)+... ,

= S 2 Ok, Oky
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que aplicado na amplitude para auto-energia com roteamento arbitrario fornece
d*k o\ [(k—=1)(k—1+gq)—m?
Mp(q?) = MN.N, / d / z
@) = v, o [ gse (gt ) [t nr e
4 _ _ 2
— 4NN, /dx/ dnl;[(k Dk—1+q)—m”

k2 —E22

9 [(k—1)(k—1+q)—m?
u kg { k2 —&2]2 }+

9 [(k=D(k—I+q)—m?

S = i oo

L2
T 2VoR Mok,

Novamente em termos de gx € gy

4 O (ke — ax 2
Mr(q°) = l4NN/dx/ dﬁ’;[(k q)[(kkz_qéz]tq) N

d [(k—qx)(k—qx+q)—m?
%ﬂ9h¢[ e

1 d d [(k—qx)(k—qx+q)—m?

_ vxakvq“xaku |: [k2—§2]2 :|—|—]

+ (3.63)

Agora separando a expressio em parcelas com

d*k [ (k—qgx)(k—qgx —m?
My, = z4NN/dx/ Tk _( Q)[(kz_ézizq) }

4, 112 22 2. 2
_ z4NN/dx/ d*k |k —2kgx+kq+qx"—qgx—m
2m)* | k> — &2

B d*k [k*> —k(2gx —q) +¢*x(x — 1) — m?
- z4NN/dx/ o | o s } . (G64)

uma parte dessa se anula [—k(2¢gx — ¢)] (integrando impar com intervalos simétricos),

d*k [k +q*x(x—1) —m?
M, = z4NN/dx/ W[ e 1 . (3.65)

Usando a rotacao de Wick,

)

/ o[ )

0
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Agora aplicando um corte na escala de energia ("Sharp-Cutoff™")

k3 k2+q x(x—1) —m?)
S /d Jates e

/ dk 5555 2]2
1 A

N_N; i3
S lgPx(x—1) =] 0/ dx / KrEm (3.66)

K2+ E22
A solugdo das integrais fica

A
k> k* gt 2, 2 | g2
dk———— = | = — =55 — & Inlk” + &7

0/ (k2 + 62 (2 2[k2 + 671 )

28T AN, A?
- S on

A
K 1/ &2 )
dkes—555 = > +In[k* + &7]
0/ R+ 2( +8 )

1 A? A?
a5 ooy
Substituindo na expressao para (I))
1
N_N; A2, 5 A [m? +2E% — x(x— 1)+ A?]
== x(ln [l—l—?] [m”+2E°—qg°x(x—1)] — A )

Os Termos de Superficie:

= o] e [

1 8 d [(k—gx)(k—qgx+q)—m?
2990, M Gk, l & -

, 1 d*k 0 k> —2kqx+kq+q*x> —g*x —m?
= 14NCNS/0 dx/ 2n) [q“xakﬂ R

1 0 0 k> —kq(2x—1)+¢*x(x—1)—
29k, M an, e—E

Algumas parcelas sao nulas, € necessario calcular apenas
d4k a k> —kq(2x—1)
1 a k2 kq(Zx —-1)
8kvq“x8ku 2— g2 +...]

2
. (3.69)

+ (3.70)



No termo quadritico da expressio anterior adicionamos e subtraimos um termo &?
d4k J kK*+8&2-¢&2
2
I, = l4NN/dx/ [qux ok, 27
1 a kZ + 62 62
X
8kv WXk, (k2 —E2)2

+ +...]

d*k d 1 2
)y ok, [[kz —ep [kZ—w] i
1 1 E?
+ EquakVCqu {[kz —52]2 + [k2 _€2]2} +..]

Eliminando divergencias logaritimicas, resta:

! d*k 0 1
2 .
I, = l4NcNS/O dx/ o) [q”xak” [[k2—§2]2} +

n 1 0 1 o]
2qvx8kvq”x [kz—éz]z
No célculo das derivadas
0 1 —2kH KM
qu* ok, K2 —E2 T e e T —2qux k2 — 22

1
12 = i4N.N / dx
0
d

e
1 d d 1 1 d —2kH
ankvq“xc)kvq”x[kz—éz]z - Eq"xakvqu[kz_éz]z
L9 KM
- e e g

gty d 1

=~ | @ g —5212}

I uv 2(2kY
= —qV‘luxz _[kzg_ E22 k- [kz(_ 52)]3}
B o[ gt AkH K
- T e [kz—ézP}

Substituindo o resultado na expressdo para amplitude com os termos de superficie (TS):

d*k KM
2
Hts = l4NN/dX/ 27:4[ quXm—F
[ g kM kY
SO o o] R

Eliminando o termo impar no integrando,

! d*k —ghv AkM kY
2 _ 2 g
= s Lo [ o [l |+
Vamos resolver essa parcela utilizando a seguinte estratégia

dk kMK
" = / Qr)* [k —E2)3 =agh’ |

50

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)
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portanto

d*k  guvkHkY
guvl™ = / Q) k2 — &P aguvgt’ =4a . (3.79)

Podemos identificar

d4k k2
=7 / el (3.80)

reescrevendo na forma
v g/,tv d4k k2—|—§2—52
4 ) 2ot [k -&%°
g/,tv d4k k2_§2+52
4 ) 2m)t [k - 52]3

d*k 2
- G e e .
Substituindo os resultados na expressio para amplitude (TT2),
1 d4k _guv g,uv guvgz
2 = i4NcN/dx/—[qqx2{ + ]
N Y e (RS R e S
uv&Z
= z4NN/ dx/ qvqux [[k2—§2]3]
d4k E?
= 14N.N; / dx/ {[kz £ } . (3.82)
Com rotagdo de Wick e corte no momento de integracao
1 J3E2
2 s 2.2
= d ——r 3.83
i oo [ | .
a solugdo dessa integral fica
NeNg ! A
2 tV¥eiVs 2.2
Hl‘s = 87‘[2 /) dX[q X {m} . (384)

Na solucdo para o termo com divergéncia linear,

1 d*k 0 —kq(2x—1)
1 . .
I,, = 14NCNS/0 a’x/ (2%)4[q“x8ku
1 d

k2 — E22
d —kq(2x—1)

Z 3.85
+ 2qvxakvquxak” (k2 . 52)2 ) ( )
célculando as derivadas no integrando,
d kq(2x—1) 2 a kgy
X = x(2x—-1)qu=—"—"
H aku (k2_§2>2 ( ) 'u&k <k2_§2>2
1 P 0 —kq(2x—1 P 1 k>

VG ) B TP I 4 (3.86)

"ok, M ok (2 22 N (GRS
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A segunda derivada possui divergéncia logaritimica e serd descartada. O resultado para o termo

linear fica

N.N, [! A4
Hl ctVs 2
Y = /() & [q H(1-2) (A 52)2} . G50

Substituindo esses resultados,

2
(g% = NelNs /0] dx[ln {1 —I-A—} [m? +28% — x(x—1)] +

4r? &2
Am? =282 —@x(x—1) =A% ¢*x* A4
N E2 4+ A2 T 2 (A2+§2)2+
2 A4
- 2x2)%m] . (3.88)

A expressdo para I1r, eq (3.88), serd usada posteriormente para o cdlculo da constante de
acoplamento entre pion e quarks, um dos ingredientes da eq. de Goldberger-Treiman. O segundo

ingrediente, a constante de decaimento fraco do pion, serd determinada na proxima secao.

3.2 CONSTANTE DE DECAIMENTO FRACO DO PION

A transicdo do pion em um Iépton e um respectivo antineutrino desse lépton (7t — I+ +
V;) possui valor experimental para constante de decaimento bem conhecido (f ~ 93MeV )(Griffths,
D. 2004). Na excita¢gdo do condensado em regime quiral, a constante de decaimento fraco pode

ser extraida da matriz Axial na amplitide de probabilidade dessa interacao

i~
<05, |7/ >= %YSEQ*' o (3.89)

onde IV = igﬂqqy5 7/ é a fungdo de vértice e 8nqq © acoplamento forte pion-quark-quark. Esco-

lhendo um roteamento para os momentos no diagrama dessa transi¢do, podemos representar:

Figura 3.5 — Diagrama da Constante de Decaimento.
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d4
K fr = —Negaq / ﬁrr[mssw)sw—p)] . (3.90)

O cilculo do trago é realizado no espacgo de sabor, cor e espinores. Trtit/ =25

ik fr = —Nogrggdmpul (k) (3.91)
sendo
)= [ s e G2
8oy = 4GN.1(0) (3.93)
fz = —4iNem®1(0) (3.94)

de onde se extrai um resultado livre de regularizacdo (Goldberger-Treiman, 1958)
f28rgg=m" . (3.95)
Outra relagdo importante pode ser obtida na combinacao das relagdes (eq. 3.15) e (eq. 3.92),
m2 2 = mom(2G)~! | (3.96)
do condensado de quarks (eq. 2.128) e da (eq. 3.13), temos que
m=—2GNy <uu>-+mgy (3.97)
unindo as duas equagdes anteriores
2mE = —my < Yy > (3.98)
que na aproximacao da dlgebra de correntes fica
,rfﬂ 1(mu—l—md) <uu+dd > (3.99)

obtida em trabalhos de Gell-Mann,Oakes, e Renner (1968).
Do diagrama representado na Figura 3.5 podemos extrair a expressao para o decaimento

fraco do pion adicionando um termo de corrente eletrofraca na lagrangiana fermidnica de NJL
L =i —m+ e sz)‘//-i- Gl(ww)* + (wiystw)?] . (3.100)
Com o processo de bosonizacdo encontramos a agdo efetiva
Ser= — /d4x L(<52+7r2+52) ol 4
2G g

O+ iy T+ Y, 15 5 J¢
- iTr[ln(l-i— BT TS 5“)] . (3.101)

id—M
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Os campos o e © podem estar junto de uma constante de acoplamento g0, com uma mudanca

nos parametros: 6,7 — go(o,w) e G = portanto [,LO = <2, anova expressao fica
1
Sef= — /d4x liug(cz + 12 +5%) +,u§cs} +

O +igomYs T + Yy Vs o J¢
Ty [ln <1+g0 £ Z; Mm/sz 5“)] (3.102)
l J—

de onde extraimos a Lagrangiana efetiva

1
L= — ~u(c?+n*+s*) —udos+

800 +igomysTé + Yu s 5 JE
_ Ty [ln <1+ H 2 75u . (3.103)

[\

id—M

De forma semelhante ao procedimento para auto energia, realizando uma expansao na parcela

Comotrago
1 2
Lop= — E“ 24t +5%) — ujos+

— iTr

_|_

id—M

+ iTr

( 800 +igomysT + ms%”fg’,l)
1
2

. a 2
. 800 +igoms T+ Vu¥5 55,
id—M

— iTr

. a 3
1 800 +igom s T+ V¥ 55,
3 14 +... (3.104)

id—M

Reagrupando os termos

2 2
Hy | . 1
—— +igoT
2 T80 r(ia—M)

i iYs Y5 a i Y5 Y5 a
—goT —goT —_ 1
+ 4go r(iJ—MOJ—M) 7rJ5u—|-4g0 r(i — )an (3.105)

Loy =

observamos que a terceira parcela estd associada com a constante de decaimento fraco. O termo

LeoT J 3.106
480 r(ia—Moq?—M)7r W (100

com uma mudanga na constante de acoplamento gg — gzqq, € €quivalente a

.8rqq iYs YuYs
ByEuy . 3.107
Puln =175 (ia—Mia—M) G107

Para o roteamento dos momentos no diagrama da Figura 3.5, temos

ipufr = gnqglNe / ——Tr {zy”ys o E ’;f mJ . (3.108)
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Realizando agora a obten¢do da constante de decaimento do pion com roteamento arbi-

trario, representado na Figura (3.6),

k + p2 V[i

Figura 3.6 — Diagrama do Decaimento com Roteamento Arbitrério.

temos

d*k 1
ipufr = gnquc/mTr[ ysléer y5k+m_m} . (3.109)

Identificando

#= [ [P e Fn 10

0s momentos internos arbitrérios sao relacionados por: p; — p» = p , onde p € constante. Para
resolver essa equacdo com duas varidveis € preciso mais uma relacdo com constantes arbitrrias

(o, B e A), como fizemos no cdlculo da auto-energia do pion:

pPr—p2 = P
oap1+Bpy = A . (3.111)

Com manipulagdo algébrica podemos escrever

_ B, A
e
2= B atp
Como p; = p+ p», temos
o A
=|1- +—F 3.112
p1 < a+ﬁ)p «tpB ( )

com uma mudanga de varidveis, escolhendo
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podemos reescrever
pi=+&)p+A=pt+ap+A

Os graus de liberdade & e A sdo parAmetros sem significado fisico expressos por &p +A = A,

disso obtemos

p1=p+A

p2=A

Da expressao para amplitude, podemos reescrever

d*k _ 1 , 1
IN:/WTI’ [ly“ysk‘FA"‘p_ml’};k‘i‘A_m] . (3.113)

O termo nao fisico pode ser eliminado, normalmente, utilizando a transformacao de Chan, de

forma que:

d*k , | |
"= /(2n)4Tr[”'”y5;é+p—m’Y5;é—m]
B _/ d*k . Wf(kw)—m)f(k—m)]
A

(k+ p)2 —m2][ —m?

B d*k —4mpt
a / (2m)* (k+ p)? — m?|[k? —m?]

Na ultima expressao foi utilizado a identidade de traco (Apéndice). Dessa forma

d*k —4mpht
i =1 3.114
pute=8sas | oy i 2l e
Usando novamente a Parametrizacdo de Feynman
1 / 1
— = dxF—= 3.115
ab 0/ *a—b)x+ b2 (3.115)
e identificando
a = [(k+p)*—m’]
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obtemos
1
1 / 4 1
= X
[(k+ p)? —m?|[k> —m?] s [k p)? = m?] = [k2 = m?])x+ [k2 —m2]]2
1
[a 1 /
X —
) [p2x + 2k - px + k* — m?)?
E conveniente reescrever: 2k - p + k> = (k+ px)> — p*x?, e assim
1 / d ! (3.116)
= X .
[(k+ px)? — p?x* + p*x —m?]?
0
Definindo um novo parimetro (—&2 = —p2x? 4 p>x — m?) para escrever de forma mais compacta,
temos
1 1
1= / dx . 3.117
o MlT 727 G
Finalmente, inserindo esse resultado na expressado (3.114), temos
fo=—4 NN/d/ d4k mp” (3.118)
i = X . .
Pulz = o kot pr)? =8P

Na sequéncia, devemos realizar uma mudanga de varidvel de integracao k — k — px, como
consequéncia dessa operagao surgem os chamados "termos de superficie". Isso representa uma
translacdo por um fator ( exp[l“%] ) (Mota A. L., 1999)

S(k+1) = exp (1”%) S(k)

) Ly, 9 9
+zu%s(k)+ﬂ——5(k)+... (3.119)

= S 2 9k, dky

Fazendo uma transla¢do com [ = px e [, = py,x, dessa forma, a constante de decaimento fraco

do pion € dada por:

ipufr = —48nggNeNs / dx / o k+pn;p“ &2
= —4gnggNeNs / dx / d4k k+’lnpu g2
— 4gnquN/ dx/ YoymviZId <l#aiu> [[(k—lff)z—éz]z}
- 4mg7rquNspu/ dx/ <k {[(k)21_§2]2}+l“%{m}+

1. d 6 4 1
2lv8kvlu8k” {[kz_gz]z}*--) ) (3.120)
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onde a primeira parcela sem os termos de superficie é

d*k 1
Iy = —4mgrgyN, Nspu/dx/ PR (3.121)
aplicando rotacdo de Wick, obtemos
1 A 3
I} = o 2mgﬂqu Nspu/dx/dk vl (3.122)
Com o resultado da integral chegamos em
Iy = ——=mgnz;N-Nyp /dx é —l—ln[k2+€2] ’A
2 2 q9 H 52] 0

A? A?
= o zmgﬂqu Nspu/dx (ll’l |:1+ 62:| m)

Para a parcela dos Termos de Superficie, temos:

Iy = —4mgggN.N /d/d4kla : b2, : +
ts = —MEngqNclNsPu | dX m)* “aku k2 — &2 2v8kv“8ku 2 —g22]

Descartando os termos com divergéncia linear que se anulam naturalmente, temos

i / A? A?
ipl.lfn = mgnquchmpu /dx (ll’l |:1 + ?:| - m) s (3123)
0

que nos fornece, portanto, o segundo ingrediente da relagdo de Goldberger-Treiman, ou seja, a
constante de decaimento fraco do pion. Resta agora determinarmos, da auto-energia do pion, a

constante de acoplamento entre o pion e quarks.

3.3 CONSTANTE DE ACOPLAMENTO

A constante de acoplamento entre quarks e um pion (gz44) pode ser extraida da expansio

perturbativa (3.8) e calculada através da expressdo para auto-energia do pion, usando o resultado

obtido na eq. (3.88)
~1
2 Ir(q*)
8mgq = 942

2.2
q==mg
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Realizando a derivada em relacio ao momento externo (¢2), obtemos:

1 [NCNS /1 dx] A2 (x* —x)[3m? +2¢*x> = 2¢°x — ¢*x(x — 1)]
W2 oo T 2 T
8rgg = 4n” Jo (¥2q%+m? — xg?)? (1 * m>

A? >
+ In (1+x2q2+m2—xq2> [2x" —2x—x(x—1)]+

A [=2x% +2x —x(x—1)]

+ x2q2 +A2+m2_xq2
A?[—m? = 2% +2¢°x — ¢*x(x — 1) — A?](x* — x) n
(2q% + A2+ m? — xq?)?
N 1 XA B g*x* A (x* —x)
2 (RPN mE—xq?)? (PP A2+ mE— xq2)3
N 1 (—2x2 +x)A* (= 2x% +x)g*A*(x* — x) }} (3.124)
22PN —x?)? (PP A2+ —xgP) 2
Em termos de (£2 = m? + ¢’x> — ¢%x), a expressio é dada por
1 [NN/d{_ —o)l2m’ 48
87gq T =% 472 £2)2 (1 N /é%)
A2
+ In (1 + ?) x? —x] +
A?[—3x% + 34]
_|_ - -
€2 _|_A2
B A [—m? = 2¢*x* 4 2¢°x — ¢?x(x — 1) — A% (x* — x) n
(E2 1 A2)2
n 1 XA B @A (X —x)
2(&2 +A2)2 (52 +A2)3
N 1 (—2x> 4+ x)A* B (—2x% 4+ x)g?A* (x* — x) }} (3.125)
2 (52 —|—A2)2 (&2 -|-A2)3 =m> ’

3.4 A RELACAO DE GOLDBERGER-TREIMAN

As expressoes encontradas para o decaimento fraco do pion, eq. (3.123), e para o aco-
plamento entre pions e quarks, eq. (3.125), sdo adequadas para o cidlculo numérico destas
quantidades. Para verificarmos a relacdo de Goldberger-Treiman no contexto do modelo de
Nambu-Jona-Lasinio, € adequado retornarmos um pouco, as expressoes (3.114), para a cons-

tante de decaimento fraco do pion, e (3.59), para a auto-energia do pion (integrada, porém, no
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parametro de Feynman), ou seja:

. . d*k 1
g fr = —4imNeg" graq / B =TT = (3.126)
€
d*k k% + kq —m?
2\ 4
() = 4NN | G G v 7= 12

O numerador de (3.127) pode ser escrito como
1 1
K +kg—m? = E(2k2 +2kq —2m?*) = E([k2 +2kq+q* —m*+ (K —m?) —¢*) (3.128)

que, substituido em (3.127), resulta em

4NNy [ [ d*, 1 d'k 1
HF((]Z) = 3 [/ (277:)4 k2 —m2 +/ (277:)4 [(k+(])2—m2] "
d*k 1
_ qz/(zﬂ)4 (k2_m2)[(k—|—q)2—m2]} (3.129)

A segunda integral no lado direito de (3.129) € quadraticamente divergente e, ao ser transladada

da forma (k4 g — k), gera termos de superficie:

I_/d“k 1 _/d4k [ 1 +ua 1 N
1T et krqr—m2 ) 2nd L @—m T o\

u v (92 1
+ (k2—m2) +..] 3130

2 JkHIkY
Os termos nao mostrados explicitamente em (3.130) se anulam, por serem integrais de
superficie convergentes, como anteriormente mencionado. O segundo termo no lado direito da
eq. (3.130) se anula por ter integrando impar em (k). Assim:

Iy = - . 131
! /<2n>4 |t ([kZ—mZP 2 —m?]? } 313D

. e . k> .
Usando integracdo simétrica em (3.131), ou seja, fazendo (kukv — i’” ) , € contraindo com

g"q", temos

; / d*k 1 e / d*k 1
= — a5 m
a QrydiE—m 1 2n)* 12— m2]3

= L+¢m’h (3.132)

onde, para simplificar as expressdes, denominamos as integrais no segundo membro de (3.132)
por I e I3 respectivamente.
A terceira integral no lado direito da equacdo (3.129) pode ser expandida em uma série

de poténcias em g, resultando em:

d*k 1 d*k 1 1
b= | G &)k q) ] - ol (e

J (1 ¢q" 9 I
u
T o (kz—mz)+ 21 JkHIkY (kZ—m2)+“'ﬂ ' (3.133)
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A exemplo do que foi feito anteriormente, calculando-se explicitamente as derivadas em

k, eliminando-se os termos de integrando impar e realizando a integragcdo simétrica, temos:

d*k 1 d*k 1
Ib = / (271')4 (k2 _mz)z +q2m2/ (271:)4 (k2 _m2)4 + ﬁ<q4)

= L+¢m*l+0(¢%) . (3.134)

Substituindo as equagdes (3.132) e (3.134) em (3.129), encontramos:

Mr(q*) = 2iNNy(I 41, —q*l)
= 2iN.N,(2I, +¢*m*l — ¢* I, — ¢*m* I, + 0(¢%)) . (3.135)

A constante de acoplamento entre pions e quarks pode agora ser obtida a partir de (3.135) como

oM (q%) 1 . 2 ) 4
8—q2 - = L =2INNy(—L +m"l3 —2¢g°m"Iy + O(q")) . (3.136)

Por outro lado, com f dada por (3.126) e, observando que a integral em (3.126) € igual

alp, eq. (3.133), temos:

fr = _4mg7rquch
= —dmgryNe(b+¢*m* i+ 0(q") . (3.137)
Podemos reescrever (3.137) como:
2 .
fr = ﬁmgnqq(—ZlNcNS) (I — m? L+ 2¢°m* Ly + m* s — ¢*m* Ly + ﬁ(q4))
S
2 .
= - M8ngg[2iNeNs(~D+ m? LIy — 2¢*m*13)](1+ Agr) (3.138)

s
com

m213 — q2m214
—b +m?l; — 2q2m214 Gr=m3

O termo Agr € conhecido como discrepancia Goldberger-Treiman (Nasrallah N.F., 2000),

Agr = (3.139)

e deve se anular no limite quiral, sendo pequena para m2 finito. Observando que o termo entre

colchetes na eq. (3.138) é exatamente g;qzq, eq. (3.136), e que Ny = 2, temos:

7 = M8ngq8ray(1+AcT) (3.140)

ou

8rggfr =m(1+Agr) . (3.141)

A discrepancia Goldberger-Treiman pode ser calculada explicitamente resolvendo as

integrais I, /3 € 14, que resulta em :

i A? A?
L = —(ln(1+= ) -—— 142
2 1672 <n( +m2> A2+m2) ’ (3.142)

—i 1 A*
L = — 3.143
. 3272 m2 (A2 +m2)2 (3.143)

i1 AYA?+3m?)
L = — . 3.144
! 9612 m*  [A2+m?]> (3.144)
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Substituindo na eq. (3.139) e tomando o limite quiral, com m — 0, mz — 0 e % =qQ,

com & = constante, teremos :

3+ a?
lim Agr = =0 . 3.145
me0 T = GIn (A2 Jm2) + o2 — 3 lms0 (5:145)
Assim, no limite quiral, obtemos, de (3.141),
8nqgfr=m (3.146)

a relacdo de Goldberger-Treiman. Uma observagdo importante € notar que as expressoes (3.126)
e (3.127) foram tomadas apds a eliminacdo dos termos ambiguos (ndo fisicos) pelo uso da
Transformagdaoo de Chan. Nesse contexto, foi possivel provar a relacdo de Goldberger-Treiman

no modelo de Nambu-Jona-Lasinio.
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4 AMBIGUIDADES NO ACOPLAMENTO

No célculo da constante de acoplamento sem o uso da Transformacdo de Chan, da

expressao para auto-energia, equacao (3.38), temos

, d*k k(k— p) —m?
M) = ~ANeNs | s e o] &

Reescrevendo o numerador da equagdo (4.1) na forma

1 1
kz—kp—m2:§(2k2—2kp—2m2):5([k2—2kp+p2—m2]+[k2—m2]—pz) . (42
obtemos
AN,.N. d*k 1 1
I 2 _ ciVs
pslP) =175 | Gy | (@ =n?) " k= p)2—m]
1
2
_ . 43
P | *3

A segunda parcela da equagdo (4.3), transladada na forma (k — p — k) gera termos de superficie,

I_/d‘*k 1 _/d4k[l_u8 LY,
P et k—p2-m2 ~ ) Caplii—m2 P ok \ k2 —m2

ptp’ 1
+ 5 8k“8kv<k2—m2)+"l 4.4)

assim

Os termos ocultados em (eq. 4.4) sdo integrais de superficie convergentes e se anulam. O segundo

termo possui integrando impar na varidvel (k), portanto também se anula, resta apenas

I, = — . 4.
P /(27:)4 et ([kz—mZP [kz—mz]z)} 45)

. g K .
Usando integragdo simétrica (kyky — i’”) e contraindo com p* pY, temos

I_/d‘*k 1 +22/d4k 1
P et TP ) Crr i — P

que € um resultado equivalente a equagdo (3.132).

A terceira parcela em (eq. 4.3) expandida em série de poténcias em p resulta em

d*k 1 d*k 1 1
s = / 2r)* (k2 —m2)[(k— p)2 —m?] :/ (27:)4[(k2—m2) (kz—m2+

0 1 pHpY 92 1
u
P ok (k2—m2>+ 21 OKEIRY (kz—m2)+"')} ' @D
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Ap6s o célculo das derivadas na eaquagdo (4.7), eliminando os termos com integrando impar e

também realizando integragcdo simétrica, obtemos

dh 1 a1
Ig = / (2m)* (k2 — m2)2 +p2m2/ G (2 ) +0(ph

= b+ p2m214 + ﬁ(é]4> (4.8)

Substituindo os resultados de 1, (eq. 4.6) e Ig (eq. 4.8) na expressdo para auto-energia (eq. 4.3)

temos

Mps(p*) = 2iNNy(I; +1,— p*lg)
— 2iNN, (211 4 P2l — PPl — prmPl + ﬁ(p6)> . 4.9)
Com isso, podemos extrair a constante de acoplamento com auxilio da equacgdo (3.135) aplicada

na (eq. 4.9) que resulta em

8Hp5(p2) 1 2 2 2 4
- 7 = =2IN.N,(—DL +m°; —2p"m°Ily + O . 4.10
op*  Ip2=mi  (8nqq)? Nobl( 2 sl o) 10

A equagdo (4.10) € equivalente a (eq. 3.136), com isso, os resultados aparentam ser

independentes do uso da Transformacgao de Chan.
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5 CONCLUSAO

A simetria quiral, no modelo de Nambu-Jona-Lasinio, se expressa de diversas formas
em diversos resultados do modelo. De particular interesse para esse trabalho é a relacao de
Goldberger-Treiman (GT).

Jn8ngg =m (5.1)

que deve ser satisfeita no limite quiral. Trabalhos anteriores (Dias E. W., 2004) mostram que, no
ambito do modelo NJL, para preservacdo da relacdo GT € necessdrio a anulagdo dos termos de
superficie do modelo. Isso s6 € possivel em alguns esquemas de regulariza¢iao (Regularizacao
Dimensional (RD) ou. Pauli - Villars, por exemplo). Entretanto, o modelo de NJL, por ser nao
renormalizével, apresenta uma série de questdes delicadas quanto a adocdo destes esquemas.
Na regularizacdo dimensional, por exemplo, temos o problema da defini¢io da matriz y° em
dimensdes arbitrarias, uma vez que € um objeto bem definido apenas em 4 dimensdes. Além
disso, a RD elimina a divergéncia quadratica do modelo, e esta € necessdria para a correta
interpretacdo do pion como um béson de Goldstone (Klevansky S. P., 1992). Pauli-Villars, ou,
na realidade, uma modificagdo no esquema Pauli-Villars, poderia ser empregado para contornar
os problemas previamente citados, mas com a consequente introducdo de campos auxiliares
nao fisicos (que se desacoplariam do modelo no limite de cut-off infinito). Como NJL ndo é
renormalizédvel, entretanto, esse limite ndo pode ser tomado.

Um estudo independente de regularizacao pode ser conduzido no contexto da chamada
Regularizacao Implicita (Dias E. W. et al, 2006). Essa abordagem traz a vantagem de simplificar
o estudo das simetrias do modelo, e aponta para a necessidade da supressao de alguns dos termos
de superficie para a preservagao dessas simetrias. A adog¢do direta de identidades que anulam
automaticamente os termos de superficie, no entanto, parece comprometer a determinagao
precisa de observaveis mesonicos (Guimaraes A. V., 2017 ; Vale P. R., 2020). Para contornar
este problema, foi proposta, anteriormente, a ado¢do da eliminagdo de parte dos termos de
superficie pela transformagdo de Chan (Guimardes A. V., 2017 ; Vale P. R., 2020), aqueles
ligados a quantidades ndo fisicas introduzidas no modelo por ado¢do de diferentes roteamentos
dos momentos internos nos loops. A transformac¢ao nao elimina, no entanto, outros termos de
superficie que ndo se relacionam a essas ambiguidades, termos estes que vém se mostrando
necessarios para um melhor ajuste do modelo de NJL aos dados experimentais. Além disso, esse
procedimento permite o emprego do esquema de regularizacdo "Sharp-Cutoff"sem violar as
simetrias do modelo, um esquema de regulariza¢do que ndo apresenta as dificuldades presentes
pelos outros esquemas previamente mencionados.

Nesse trabalho, pode ser verificado consequéncias da relacao de Goldberger-Treiman no
contexto do modelo de NJL em SU(2) com regularizacdo Sharp-Cutoff. Para isso, desenvolvemos

o célculo da auto-energia do pion (eq. 3.135), a constante de acoplamento entre um pion
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um quark e um antiquark (eq. 3.136) e a constante de decaimento fraco do pion (eq. 3.138),
utilizando a transformacdo de Chan os termos de superficie ndo fisicos sio eliminados no limite
quiral mostrando a correspondencia com a relacao de Goldberger-Treiman. Dos resultados, tal
abordagem para descri¢do da dindmica de mésons leves em baixas energias se mostra propicia
na correspondéncia com os argumentos esperados da quebra de simetria quiral na QCD e da

hipétese de conservacao parcial da corrente axial (PCAC).
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6 APENDICES

Nos apéndices estio apresentadas algumas identidades e passagens de calculos omitidos
nos textos das secoes anteriores, para unidade de medida comumente usada na fisica de particulas
elementares da ordem de Elétron-Volt (1 eV = 1.6x10~!° J ) na chamada unidade natural,
onde a velocidade da luz e a constante de Planck dividida por 27 sdo tomadas em uma unidade
(c = h = 1), assim os parametros de massa, energia € momento possuem a mesma dimensao
(MeV,GeV,TeV,...). Ja os parametros de espaco e tempo sdo da ordem de (M eVl GeVl, ).

Diferente da barra utilizada na constante de Planck (%) que é equivalente a (h/27), nos

operadores esse simbolo representa um produto com matrizes gamma de Dirac (¢ = y* du, ou,

P=Yru).

Métrica no espaco de Minkowsky:

1 0 0 O
0 -1 0 O
uv _ _ 6.1
8 Suv 0 0 —1 0 (6.1)
0 0 0 -1
Para os quadrivetores:
o= (%) = (0,118,329, x38)
Xy = g”vxv = (XO’ —X)

onde os indices gregos representam (0,1,2,3), que € equivalente aos pardmetros de tempo e

coordenadas espaciais (t,x,y,z). No produto escalar indices repetidos representam somatorios:

-

a'by =Y guva'b’ =a’b’—d-b=d"b’ —a'b' —a’b* -’ | (6.2)
uv

Operador de derivada :

5 — J [ - )
L= oxe oY)
d Jd -
oh— 2 (L
X, (axo ! V)
Variacao infinitesimal em coordenadas hiperesféricas para n-dimensoes,

d"k = K" ' dksen"2(6,_2)sen’ (03)dOzsen*(6)d6rsen(6;)d¢ | (6.3)
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para quatro dimensdes
d*k = I dksen®(6,)d6ysen(d6;)d(6,)d¢ . (6.4)

No espago Euclidiano: d*k’ = dk{dk,dk,dKk,
O procedimento de transi¢cao do espaco de Minkowsky para o espago Euclidiano pela Rota¢ao

de Wick que aborda a coordenada temporal no plano complexo, tomando dkj, = idks
portanto d*k’ — dKg = idksdkdkrdks

K2 =ki—k3 — k3 — k3 — ki = —kj — ki — k3 — K3

Com isso, 0 polo no denominador para fracdes quando (k=M) pode ser contornado :

1 1 1

(k/2_M2)2 - (_kIZZ_MZ)z - (k%_i_MZ)Z

Podemos reescrever, por exemplo, para expressdao abaixo

d*k kyky 1 = k3 (kuky)
Ly = Ly = —i dk 6.5
HY /A(zn)4 (k2 — M2)2 - v 87:2’/0 K2+ M2 " (6.5)

onde d*kg = k>dksen(0;)d0;sen*(6,)d6,d¢, com 0; e 6, variando de 0 a 7 e ¢ variando de
0Oa?2m.

Teoremas de Trago:

L.Tr(1) =4 ;

2. Tr(yyY) =4g"v

3.Tr(yuy’) =0

4. Tr(y'y %) = 4(g"Vgho — g g¥ o +51%8")

5.Tr(Pwy v y°) = —4iguvps = 4ieh'PO

6. Tr(dh) =4a.b

7. Tr(¢bdd) = 4(a.b.c.d—a.ch.d+ad.b.c) ;

8. O traco do produto de um ndmero impar de matrizes gama € zero.
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6.1 GRUPOS DE SIMETRIA

Algumas simetrias podem ser representadas por grupos abelianos e nao-abelianos associ-
ado ao comutador dos parametros do grupo que € um sistema constituido por um conjunto (C) e
operacdes que satisfazem certas propriedades (Neto J. B., p.136). Na Algebra de Lie no Grupo

especial unitario, SU(N), os geradores sao:
[TOh T,B] = ifaByTY (6.6)

a

T = para SU(2)

1
a

A
Ta:? para SU(3)
i

No Grupo SU(2), as transformagdes podem ser representadas pelo fator

U=e%5% com {a=1,23} , (6.7)

para um caso de spin 1/2 o cumutador pode ser apresentado em termos do tensor de Levi-Civita
como fator de estrutura do grupo’

[Sat, Sp] = i€apySy (6.9)

onde §; = %O‘i, as matrizes de Pauli representam

o (O Y (o) 10
L Z1 o0 B WA R W) N |

Algumas operacdes envolvendo as matrizes de Pauli:

{oi,0;} =26 5  [01,05] =2igzor (6.10)
det(c)=1 ; G6-6=067+0;+0; . (6.11)

> Tensor-Antissimétrico:
1 para permutacdes ciclicas (pares) de 123
fabe gt — | 0 para indices iguais (6.8)
—1 para permutacdes anticiclicas (impares) de 123
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Matrizes gamma de Dirac (Convensao de "Bjorken e Drell"):

1 0 . 0 o
70:(0 —1) ; 71:(—01‘ 0)

Operacao envolvendo as matrizes de Dirac:

{r".v'} =2¢""1

Transformagdo no Grupo SU(3):

iogA .
U=¢e™"

[Aa ) Ab] = ifabc)tc

Com as Matrizes de Gell-Mann:

>

1
o o - o
o =
o o o o

p—
S
-

13: 1 -1 0 ;

]
]
o

Ay =

- O O
S O O
o O =

Constante de estrutura no Grupo SU(3):

fiz =1 ;

1
fier = —fise = fue=frs1=fas=—fre1=5

3
fasg = f678:§

(6.12)
(6.13)
(6.14)
0 0 —i
215 — O 0 )
i 00
00O
Ae = 0 01 ,
010
00 O
17 = 0 0 —i 5
0 ¢ O
1 0 O
_ L 01 0
3
\/_ 00 -2
2
(6.15)



Para o comutador
1

a 7b1qc
L Tr{AAMA

fabc —

6.2 ALGEBRA DE CORRENTES NA QCD
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(6.16)

Abordagens histéricas sobre o desenvolvimento do formalismo na Algebra de Correntes

incluindo aplicagdes pode ser econtrado com diversidade na literatura (Bjorken J.D., Nauenberg

M., 1968 ; Srednicki M., 2007). Em uma breve apresentacdo de algumas relacdes, da equacao de

Campos de Yang-Mills (Berltmann R. A., 1996, p.164)
DyFH*Y =j"
com corrente Vetorial Nao-Abeliana
Jv = jcvlTa
Jy=—1wnTy
¢ extraido o resultado para conservagao da corrrente
1
vav — DvD‘u_F‘uv - E[DV7DH,]F’LLV
1
= _[FHVvFIJV] =0
2
Na transformagéo de Simetria Vetorial Local SUy (N)

v =y =exp(—a’(x)T)y

T P = Perp(@()T)

Vi =V = exp(—a®(x)T) (Vi + Iy Jexp(o (x) T)
Ay — Ay = exp(—a’ (x)T*)Ayexp(a(x)T?)

as matrizes 7% sdo anti-hermitianas. Transformacdes infinitesimais de calibre vetorial:

oy =—-a‘(x)Ty
8V = ol (x)T?
oVy =Dy«

0A, =[A, ]

(6.17)

(6.18)
(6.19)

(6.20)

6.21)

(6.22)
(6.23)
(6.24)
(6.25)

(6.26)
(6.27)
(6.28)
(6.29)
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Derivada Covariante:
Dy =0u+[Vu, ] (6.30)
No caso da transformacdo Axial define-se o operador de paridade (Apéndice 5.3):

1
Pe=s(1%%) | (6.31)

onde Y5 = i 2 V3,
Y= Ve =Py (632)

com "quiralidade"+1.
Essa operagdo envolvendo a matriz y5 corresponde a uma transformacao axial de sabor, alterando

a propriedade de paridade dos campos
Byr =ty (6.33)
no limite em que a massa € nula, quiralidade € equivalente a helicidade. Transformacao Quiral:
yvoe BBy . g ge BN (6.34)
Com a derivada covariante em funcao dessas tranformacdes (Vetorial e Axial)
oy =Dy =0y +Vu+Auys (6.35)
temos a lagrangiana
LV, Ap) =iW(d+V +Ay)y—myy (6.36)

Campos nio-abelianos com o comutador [T¢, T?] = febcT¢:
Vetorial: V,, = V[L’T a.
Axial: Ay = AﬁT“;

£ & a constante de estrutura totalmente antissimétrica, quando f*¢ = 0 retornamos ao caso

Abeliano. Na Simetria Axial Local SU4(N), as transformagdes infinitesimais representam

Sy =—p)T%sy (6.37)
§Y = ¥R (x)T*Ys (6.38)
8V = [Ay, B] (6.39)

§Ay = DyP (6.40)

Combinagdo das transformagdes SUy (N)xSU4 (N):

Oy = (—a(x)T" = B(x)Ty5) v (6.41)
Y =y(a’(x)T" — B(x)T") (6.42)
5V, =Dya+[Ay,B] (6.43)

o]

6Au = DuP +[Ap, (6.44)



73

Com as Correntes:

Vetorial: ji; = ¥y Ty,

Axial: jff’ =YnysTv;

Pseudoscalar: P* = yysTyy.

Na correspondéncia entre os conjuntos de simetria SUy (N)xSU4(N) e SUr(N)xSUL(N), a La-
grangiana deve ser invariante sob transformacdes no campo de quarks reescritos em termos de

espinores de esquerda (L) e direita (R):

1— 1+
By By —nyry=wtw (6.45)

ll]:

Nesse formalismo as correntes sao descritas como

Ji =V =vn(1/2)(1+p5)y (6.46)

I =Vrmvr =1 (1/2)(1-p)y (6.47)

que apresenta as seguintes relacdes:

Jo=tgRe s Jle=30a+RY s Rt=R—gRe s =300 -0RY
ALy =V +A, ; Af=Vy—Ay (6.48)
1 L R 1 L R
Ay = E(A“ —Ap) : V= E(A“ +AL) . (6.49)

Para baixas energias , a simetria SU (N)y X U(N)y permanesse inalterada, enquanto que para
axial satisfaz a igualdade SU(N)s = [SU(N)L X SU(N)g]/SU(N)y.

6.3 ASPECTOS DA SIMETRIA QUIRAL

Para Lagrangiana de férmions livres na representacao quiral com os campos espinoriais

com lateralidade de esquerda (L) ou direita (R)
L =Y V(i ou—myy (6.50)
v

a equacdo de movimento

("9 — 1Y/, — m)w(x) =0 (6.51)



em termos dos campos de esquerda (L) e de direita (R)
YR
VL
[ oL [ —c'o¥L ¥
i —1i . —m =0
30111R o l&l’lPR "PR

podendo reescrever a equacao de movimento na forma

temos

idoyy +ic'dy, — myg =0

idoWr — i6' 9 ygr — myr, =0
Na representagdo de Fourier

poVL+ic piyr —myg =0

POWR — iG'piyr —my =0

¢ introduzido o operador de helicidade (G - p, com p = pﬁo)’ onde

(0.P)vL=—-yL
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(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

Nessa representacdo o bi-espinor de esquerda tem helicidade negativa (-1) enquanto o de direita

apresenta valor positivo (+1). Os operadores de projecdo de forma mais explicita sdo:

1+ . =%
_ - _ 1y
V=Vl =V 2% L V= yin= w—zys

(6.60)

(6.61)
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Defini¢do da Matriz s:
P =n=ily Py

7>y’ = 1, com propriedades de anticomutagio

{’}'577/“}:0 ) {'}/Sa'}p}zo

Propriedades dos operadores de projecao:

PL+Pr=1 ; PPr=0 ; Pp=F ; PP=PF ; WwP=FPwu ;5 WPR=Py ;

N7

PL( K ) —y (6.62)
Y

Pr ( P ) —yr . (6.63)
Y

Nesse formalismo, a Lagrangiana pode ser reescrita com esses campos de lateralidade com

L =Y () (i7" ) YL(x) + Wr(x) (i7" O ) Wr(x) (6.64)

Para transformagdes de simetria no grupo (U (1), XU (1)g) os campos passam por mudangas com

fases constantes (0, e og) e arbitrarias:
U(lp:yp — y, =%, (6.65)
U()g:yg — Wp=e%Ryp . (6.66)

Que € equivalente na transformacgo (U (1)yXU(1),4)

Uly:y—y =%y (6.67)

Ug:y—y =e%By | (6.68)

6.4 MECANISMO DE MASSA (EQUACAO DE GAP)

Na minimizagao da energia total € introduzido a equ¢ao de Gap, de forma compacta, a

Lagrangiana do modelo de NJL pode ser escrita como

L =Y V(x)[id+Gij < F(X)Tipy(x) >ly(x) (6.69)
ijk
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de modo que podemos associar um termo de massa
M= -G <YxX)ijpw(x) > . (6.70)
Para a parcela que representa a Lagrangiana de intera¢do envolvendo quatro férmions,
L =Y Gu¥Xip¥)? (6.71)

Gijx € a constantes de acoplamento, ja termos em I';jx = S;/;A; sdo operadores no espago de

Dirac S; ji , Isospin I; € Cor Ay.

Gijx = LY, ¥ 7"7v,.. ; (6.72)
I] = 17T17T27T3 ; (6.73)
Ay = LA, 28 . (6.74)

A interacao de forma geral pode ser representada no diagrama da figura 5.1.

r, I
Figura 6.1 — Diagrama que Representa a Interacao com (GI; I').

Dentre os operadores para o condensado de quarks,
< l/_lrl'jkl// >=—iTrSr ()C — y)l“,-jk , (6.75)

no caso do vértice pseudo-escalar o valor esparado é nulo (< WiysTy >= 0) devido o traco de

um numero impar de matrizes de Dirac ().

Para o valor esperado do vicuo,
<O[W(x) %y (x)|0 >= —iTrsc[Sr(x—y)Lij) (6.76)

com o propagador de Feynman

Sp(x—y) =i / (;1:; . e;ékf;) (6.77)
temos para o termo escalar
<Yy >=—iTrSr(0) (6.78)
que corresponde a
Sr(0) = d'k L . (6.79)



Da equagdo de Dirac para férmions
(id —m+G<yy>)y=0
temos a equacdo de GAP generalizada do modelo de NJL.
M-—m=-G<vyy>

O resultado para

o = ([ ity

corresponde a quebra de simetria quiral no modelo

<yly>#0
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(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)
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