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Resumo

Comecamos demonstrando rapidamente a deducao da equacao da viga
classica de um modo geral, aplicando as condi¢oes de contorno apropriadas.
Ao final notamos que essa expressao continha os termos das energias cinéticas
e potencial, que foram usadas pra a quantizacao da equacao da viga. Como
nosso objetivo é estudar as vibracoes normais das nanovigas, foi encontrada
a solucao fundamental da viga através da equacao diferencial parcial homo-
génea que, apos ser resolvida, nos deu os modos normais de vibra¢oes de uma
viga isolada, achamos uma parte espacial e uma parte temporal da equagao
da viga. A parte espacial nos mostrou os possiveis valores dos modos normais
Ar € a parte temporal nos deu a frequéncia w, para cada modo de k e nos
mostrou que é exatamente o oscilador harmonico. Logo apds, com a inten-
¢ao de estudar um sistema um pouco mais complexo, porém ainda classico,
estudamos as duas vigas acopladas. De acordo com a forma canoénica de re-
solver a equacao da viga classica isolada no capitulo 3, partindo do oscilador
harmoénico classico, essa forma de quantizacao de um modo geral, Sabendo
que a energia total de um sistema é a soma das energias cinética e potencial,
foram utilizadas as equagoes dessas energias mencionadas no final do capitulo
2. Agora como reunimos todas as ferramentas para resolver as nano vigas,
vamos realizar a quantizacao das vigas. Partindo das equagoes das energias
cinéticas e potencial usadas para encontrar a expressao do hamiltoniano que
ficard em funcdo de 7(t) pois ainda nao é conhecida, ¢ importante chamar-
mos a atencao para o hamiltoniano e certificar que ele esteja na forma do
oscilador harmonico o que ji e padrao dos nossos estudos.

I1I



Capitulo 1

Introducao

Ha muitos anos, as vibragoes existentes nas vigas se tornaram objeto de
estudos devido a sua grande utilizagao na area da engenharia, da aeronautica e
em outras areas que necessitam do uso de vigas. Como sabemos, as vibragoes
nas vigas podem trazer sérios problemas para os dispositivos em que elas sao
usadas. Com isso, os estudos sobre as vigas tém o intuito de melhorar suas
condigbes e aproveitar ao maximo seus pontos positivos [3|. Do ponto de vista
dinamico, as vigas sao dispositivos ricos sendo estudadas em varios regimes,
desde a aplicagao e estudo de sistemas caoticos [4], de métodos matematicos
[5], a aplicagdes em Biologia [6] e até possiveis implicagoes na Neurociéncia

[1].

Com a descoberta da nanotecnologia no século 20 e a capacidade de regu-
lar as proporc¢oes em nanoescalas, novas perspectivas surgiram para os osci-
ladores nanomecéanicos [7]. A redugdo no tamanho dos osciladores os tornou
pequenos e rigidos o bastante para serem utilizados em aparelhos eletronicos
portateis, como giroscopios e acelerometros que sao utilizados em computa-
dores e telefones celulares. Com esses avangos da tecnologia, a partir do inicio
do século 21 apareceram novas oportunidades envolvendo os osciladores mecéa-
nicos, dentre elas o conceito de misturar “mecanica com a mecéanica quantica”
e contemplar os resultados quanticos desses osciladores cléssicos rigidos [§].

Os nano dispositivos conhecidos como nanovigas (ou nanofios) possuem
uma caracteristica especial, pois confinam tanto modos 6pticos como modos
mecanicos na parte central, facilitando a operagdo optomecanica [8]. A fi-
gura 1.1 ilustra como é possivel fazer a interagao entre os diferentes graus
de liberdade: mecanico, elétrico e 6tico através dos sistemas nano-6tico-
eletromecanicos conhecidos como NOEMS (nano-opto-electro-mechanical sys-
tems, em inglés).
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Figura 1.1: a) NOEMS combina eletronica, mecanica e optica. Os efeitos
diretos e inversos entre esses trés graus de liberdade sao mediados por defor-
magoes mecanicas. Em particular, os NOEMS permitem melhorar os efeitos
eletro-Opticos através de graus de liberdade mecanicos. b) Visdo esquema-
tica do NOEMS. Forcas eletrostéticas entre dois eletrodos e forcas 6pticas em
guias de comprimento de ondas acoplando cargas, deslocamento mecanico e
campo optico. Figura e descritores retirados de [1].

Experimentalmente, utilizam pares de nano vigas quase idénticas, de modo
que poderem trocar excitacoes, e dessa forma efeitos de interacao entre as
vibragoes sao observéveis. Esse tipo de processo ja pode ser facilmente reali-
zado experimentalmente [9]. Entretanto, esses experimentos sao realizados em
temperatura ambiente e portanto nao ha efeitos quéanticos envolvidos: para
fugirmos do regime classico é necessario que se use baixa temperatura e exce-
lente precisao experimental [10]. O estudo de nanos dispositivos tem grande
interesse do ponto de vista tedrico conceitual, na tentativa de mostrar como
resultados do mundo macrocoscépico e microscopico podem ser compreendi-
dos simultaneamente, mas com o atual sucesso do programa de descoeréncia
[11, 12, 10] o grande foco agora é tentar entender esses dispositivos como
potenciais para obtencao de vantagem computacional, o que chamamos de



CAPITULO 1. INTRODUCAO

computagao quantica [13, 14].
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Figura 1.2: Dois pares de nano dispositivos conhecido como nano vigas. Fi-
gura retirada de [2].

Sistemas de nano vigas acopladas ja sao uma realidade experimental,
sendo que em um trabalho recente publicado na revista “Nature Photonics”
[2] foi feita a primeira demostragao experimental de teletransporte quantico
utilizando dispositivos optomecéanicos.

Ainda que nao seja o foco desse trabalho, é indispensével ressaltar que a
possibilidade de acoplar modos de vibragao mecanica com modos 6pticos e
elétricos ¢ muito 1util no ponto de vista tecnolégico, gerando assim grandes
chances de acoplar dispositivos quanticos de natureza distintas, como aco-
plando dispositivos 6pticos a pontos quanticos semicondutores normalmente
cotados como memoria de dispositivos quanticos [15].

Para entender a dinamica de sistemas quanticos normalmente inicia-se
pelo estudo do sistema classico analogo e depois é feito o procedimento ma-
tematico conhecido como quantizacao. Para quantizar o campo eletromagné-
tico, escreve-se a energia do campo em termos do potencial vetor e, para cada
modo do campo, temos uma expressao analoga a expressao da energia de um
oscilador harmonico, assim cada modo do campo é tratado como um oscilador
harménico [16]. Utilizando-se de um procedimento analogo, é possivel quan-
tizar campos acoplados aprisionados em cavidades opticas [17]. Ja sistemas
de fons armadilhados sao mais simples de quantizar, ja que sua hamiltoniana
possui analogo classico natural [18].

Tendo em vista como principal interesse desse trabalho o estudo dos mo-
dos normais de vibragao das nano vigas, nas versoes classica e quantica, foi



apresentada no capitulo 2 uma rapida deducao da equagao da viga seguindo
[3], onde existe um sistema formado por uma forga externa que atua transver-
salmente na viga. Usando as condigoes de contorno de maneira apropriada
encontraremos a equacao da viga de modo geral onde estao embutidas as
energias cinética e potencial que serao usadas no capitulo 4 para quantiza-
¢ao da viga. Ainda naquele capitulo, encontraremos a solucao da equacao
generalizada e o desacoplamento de duas vigas que estao ligadas entre si. No
capitulo 3, mostraremos a quantizagao do oscilador harménico classico de um
modo geral usando a equacao de Hamilton cuja a energia total nesse sistema
¢ a somatoria da energia cinética com a potencial. No capitulo 4 teremos
posse de todas as ferramentas necessarias para o estudo das nanovigas, sendo
assim, esse capitulo seré dedicado exclusivamente a quantizacao especifica da
viga usando os termos de energia cinética e potencial, partindo da solucao
geral da viga isolada.



Capitulo 2

Vigas Classicas

2.1 Deducao da Equacao da Viga

Nesse trecho iremos estudar a deducao da equacgao geral da viga, citada
no livro [3|. Esse sistema é formado por uma for¢a externa aplicada trans-
versalmente, que chamaremos de f(x,t). Para generalizagdo usaremos uma
forga conservativa f.(z,t) e uma forga nao conservativa f,.(x,t), dada por:

f('rut) :f(c)(xvt)+f(nc)(xut)' (2'1)

O carregamento gravitacional esté relacionando & parte conservativa do
sistema, conforme a equagao citada no livro [3] que fala da energia potencial,
energia cinética e sobre o trabalho, sendo assim:

fe(x,t) = p(z)A(x)g. (2.2)

No qual a carga da base elastica tem uma rigidez de k¢ por comprimento
unitario é uma carga conservativa e, por concordancia, adota-se que a carga
em decorréncia da carga do eixo p(z,t) é uma carga conservativa. Na ex-
tremidade esquerda da viga representada na figura 2.1 existe uma mola de
translacao linear com uma rigidez k; e uma mola com linear com rigidez k;;.
Analogamente, na extremidade direita existe uma mola de translagao linear
com rigidez ks e uma mola de torcao linear com rigidez k;». Nesse exemplo
existe também um elemento de inércia com massa M; e inércia de rotacao J;
na extremidade esquerda e um elemento de inércia com massa M, e inércia
de rotagao J, na outra extremidade. Ha também amortecedores lineares com
coeficientes de amortecimento ¢; em £ = 0 e ¢ em z = L. Devido ao fato do
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sistema nao ser conservativo utilizaremos as equagoes a seguir para encontrar
as condigoes e contorno e as equacoes de movimento:
Interior do elemento continuo (0 < z < L)

0Gp _ 0 (0Gp\ O (0Gs\ _ 0 (9Gp\
ow ox \ ow' ox? \ ow” ot \ ow

9 (0Gs
T oz ( iy > o =0, (23)

A expressao (2.3) é conhecida como equacao diferencial de Lagrange para
movimento em sistemas continuos unidimensionais espaciais.

oG, 0 (0G, 0Gp o
o, E(aw') * <aw" ) =0 (24)

My J

L
plx. 1) <— ’(‘g)\‘ k.

Figura 2.1: Viga apoiada numa fundacao elastica, sob a agao de cargas axial
e transversal e com elementos discretos nos contornos. Figura retirada de [3].

Sendo GG uma fungao do trabalho onde w é a deflexao vertical da viga,
w representa a velocidade da viga, w’ representa a inclinagdo da viga, w’
representa a velocidade angular da e w” representa a curvatura da viga

1
Gp(z,t,w,w, w0, w") = §[pAw2 — EIw™ — pw” — kpw®] + fow, (2.5)

G é uma funcao da energia cinética e potencial do sistema para o contorno
xr = 0, onde a primeira parte é a energia cinética de translacao, a segunda
parte a energia cinética de rotacao, a terceira parte a energia potencial da
mola de translacao e a quarta parte a energia potencial de tor¢ao da mola.

. . 1 _ 1. 1 1
Go(t, wo, wo, wy, Wy) = §M1w8 + §J1w62 — §k1w§ — §kt1w62, (2.6)

6



CAPITULO 2. VIGAS CLASSICAS

e da mesma forma G é uma funcao da energia cinética e potencial que
corresponde ao contorno onde x = L.

. : 1 . 1. 1 1
Gr(t,wr, wpwy, W) = aMgwi + §J2w'L2 — Ekgwi — §kt2w/L2, (2.7)

como os amortecedores viscosos estao nos contornos, existem forgas nao con-
servativas que sao dadas pelas equacoes abaixo:

Jneo(t) = —crwy e fuer(t) = —couir. (2.8)

De acordo com a equagao (2.3), usando Gp para calcular cada termo
separadamente, resultard em:

0Gp

ow

g 0G __ﬁ (x t)a_w
8x8w’78xp’8x’
0% (0Gg 0? 0*w
@(w) = ‘@(E“I)w)’
9 (0G,\ 0*w
a(%) = rA)

0*> [(0G,
- = 0. 2.
0xOot (aw’) 0 ( 9)

Para chegarmos na equagao do movimento da viga no intervalo de 0 <
r < L, juntaremos a equacao (2.5) e a equagao (2.3) usaremos a equagao
(2.1).

= —kjw(z,t) + fe,

2 2 2
5 (EI055 ) = 5 (a0 50 )+ Kpute ) + pAle) 5 = sl

(2.10)
onde a primeira parcela da nossa equacao é a for¢a por comprimento unitario
que se da devido a rigidez flexional da viga EI(x). A segunda parcela da nossa
equacao do movimento da viga é constituida pela for¢ca por comprimento
unitario que vem da forga axial da tragdo p(z,t), existe também a parcela
que é a forca por comprimento unitario devido a fundacao elastica com a

7



2.1. DEDUCAO DA EQUACAO DA VIGA

rigidez por area unitaria ky. A quarta parcela é a for¢a por comprimento
unitario em decorréncia da massa da viga por comprimento unitério pA(z).
Ao lado direito da equacao, temos o carregamento transversal externo por
comprimento unitario, onde f(x,t) é a somatoéria da parte conservativa com
a parte nao-conversativa

f(x,t) = fo(z,t) + fre(z,t). (2.11)

Usaremos a equagao do trabalho realizado pela carga aplicada conserva-

tiva na dire¢@o transversal por comprimento unitario f.(x,t) e (2.1), caso o

carregamento gravitacional seja o tinico conservativo que atua sobre o sistema
em questao. Sendo assim o carregamento transversal sera:

fla,t) = p(x)A(z)g + fac(, 1) (2.12)

A carga estatica é uma carga conservativa que independe do tempo, e

esté relacionada a gravidade. Se houver a presenca de amortecimento distri-

buido, onde o coeficiente de amortecimento é ¢, assim essa forca que nao é
conservativa sera:

fre(z, t) = —caa—?:,
nessa equacao as unidades de medidas sao forga/comprimento, e seu sinal
negativo quer nos dizer que essa forga se opoe ao movimento.

As duas condigoes de contorno em x = 0 sao alcangadas usando as equa-
¢oes (2.5) e (2.6) nas equagoes w(0,t) = 0 e w'(0,t) = 0, e as outras duas
condigbes de contorno em x = L sdo atingidas pelas equagoes (2.5) e (2.7)
nas equagoes w(L,t) =0 e w'(L,t) = 0. Seguindo as instrugdes acima temos,
para x = 0,

(2.13)

w(0,t) =0, (2.14)

ou

. Pw 0 0*w Ow
[k’lw + cw + MIW + £ (EI(m)W) —p(x, t)—] T 0, (2.15)

Ox
e
w'(0,t) =0, (2.16)
o 0 0 0?
w w
l - ktl% - Jlm + EI(SL’)@} - =0. (217)
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Para z = L, temos:

w(L,t) =0, (2.18)
ou
. Pw 0 0w Ow
€
w'(L,t) =0, (2.20)
o 0 03 0?
w w w

Como w’ é a inclinacao da viga em relacao a base x ou a rotacao linear da
linha neutra da viga na base y, mostrada na figura (2.2) seguir. A forca de
deformacgao V' e o momento tor¢cao M estao ligados as condigoes de contorno
de acordo com as equagoes a seguir:

0*w
M= EBIZ=. (2.22)
oM 0 9*w
V=r =5 (E[—ax2 ) (2.23)

Figura 2.2: Deformagao de um elemento de uma viga submetida a uma carga
transversal. Figura retirada de [3].

Sendo assim, as equagoes (2.15) e (2.19) formam o equilibrio de forma em
uma das extremidades da viga e as equagbes (2.17) e (2.21) representam o

9



2.1. DEDUCAO DA EQUACAO DA VIGA

equilibrio do momento em uma extremidade da viga. Com as equagdes (2.14)
e (2.21) usando as condigoes de contorno, prova-se que a intensidade dos
elementos de rigidez e inércia nao sao iguais a zero, portanto o deslocamento
e a inclinacao tem que ser diferentes de zero em todas as extremidades da viga.
Entao, no caso geral da viga, as quatro condi¢oes de contorno do sistema da
figura (2.1) sdo: = = 0, as equagoes (2.15) e (2.17), e para © = L sdo as
equagoes (2.19) e (2.21).

Das equagoes (2.15) a (2.21), esta claro que as condi¢oes de contorno
sao encontradas em termos do deslocamento, a forca de inclinacao ou do
momento. Condi¢oes geométricas de contorno sao as condigoes que se ma-
nifestam em torno do deslocamento ou da inclinacao, e condi¢oes dinamicas
de contorno sao as que envolvem forga de tor¢ao e momento fletor. Conse-
quentemente, o equilibrio de forgas e o equilibrio de momentos sao alcancados
através das condigoes de contorno.

Vamos considerar nesse trabalho as condigoes de contorno para um eixo
embutido em uma das extremidades. Escreve-se essas condi¢oes de contorno
levando em conta a sua geometria, ou seja, na extremidade embutida tanto o
deslocamento quanto a inclina¢do medem zero. Dividindo as equagoes (2.15)
¢ (2.17) pela rigidez de translagao ki, temos:

¢, . M OPw 10 0*w p Ow -
e e s (B105) gm0 e

ow J Pw  FEl(r)dz B
{_%_Emw+kﬂw%ﬂw' (2.25)

Tomando os limites de ky — oo e ky; — 00, essas equacgoes nos levam para
as condigoes de contorno dadas pelas equagoes (2.14) e (2.16), mostrando que
o deslocamento e a inclinagao sao iguais a zero. Dessa forma, se usassemos as
equagoes (2.19) e (2.21), e levassemos em conta os limites da rigidez de trans-
lagao ko — oo e de rigidez de torcao ki — 00, encontrariamos as condigoes
de contorno das equagoes (2.18) e (2.20). Desse modo, pensamos em uma ex-
tremidade embutida como uma fronteira com rigidez de translagao e rigidez
de rotacao infinitas. Consideramos varias possibilidades que simplificariam a
algebra nas resolugoes. Inicialmente, imaginamos que a viga seja homogénea
e que sua se¢ao transversal seja uniforme ao longo de sua dimensao, ou seja,

El(x)=FEI, px)=p e Ax)=A. (2.26)

10
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Se considerarmos que a parte elastica e a carga axial sejam inexistentes,

plz,t)=0 e k;=0. (2.27)

As condigoes de contorno resultam em simplificagoes de forma apropri-
ada. Considerando as opgdes apresentadas pelas equagoes (2.26) e (2.27), a
expressao (2.10) resume-se a :

fw 2w
EIZ? + pA%? = f(z,1). (2.28)

Como podemos notar, encontramos a equagao da viga de um modo geral
e se repararmos bem, a primeira parcela da somatoéria é a energia potencial e
a outra parcela é a energia cinética que usaremos mais tarde para quantizar
a viga classica. A seguir temos as equagoes da energia cinética (2.30) e da
energia potencial (2.29) que foi mencionado no livro [3].

U(t) = % /0 "1 (%)de (2.29)

T(t) = % /0 “ oA (%—‘;ydx (2.30)

Essas equagoes serao importantes no capitulo 4, onde as usaremos para rea-
lizar a quantizacao das vigas cléssicas.
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2.2. SOLUCAO FUNDAMENTAL DA EQUACAO DE UMA VIGA
ISOLADA

2.2 Solucao fundamental da equacao de uma
viga isolada

Na secao anterior encontramos a equacao da viga para um modo geral,
agora precisamos encontrar a sua solugao para em breve quantiza-la. Entao
vamos determinar a equagao (2.28), levando em conta como for¢a externa a
carga gravitacional (2.2)

Mw 0w
EI@ + pAW = pAg. (2.31)

Em razao do nosso objetivo ser estudar as nano vigas, queremos achar a
solugao fundamental da equacao da viga, encontrada resolvendo a equacgao
diferencial parcial homogénea, isto é, transformando a forca externa em zero.
Pois para encontrarmos o resultado da equacgao diferencial parcial (2.31), pre-
cisamos achar a solu¢ao da homogénea mais uma solucao particular, mas nao
queremos necessariamente a resolucao da EDP, necessitamos mesmo de uma
solucao fundamental desta homogénea, com a finalidade de obtermos os mo-
dos normais e, mais tarde, fazer a quantizacao.

Mw 0*w
El A = 0. 2.32
ot e (2:32)
Conforme ja discutido, usaremos as condi¢oes de contorno:
0%w
=0 —— =0 2.33
w ¢ S (2.33)

tanto em x = 0 quanto em x = L. Resolvendo a equagao por separacao de
variaveis

Mw *w
= —pA
ox4 ot?

supondo que w(z,t) seja dada por, onde £(x) é a parte espacial e 7(t) a parte
real:

EI (2.34)

w(zx,t) = &(x)7(t), (2.35)
e substituindo em (2.34):

BIE" (@)7(t) = —pAL(2)F(t), (2.36)

onde a linha indica a derivada com relagao a varidvel x, enquanto o ponto
indica a derivada em relagao ao tempo t. Separando a parte espacial da parte
temporal, temos:

12



CAPITULO 2. VIGAS CLASSICAS

§"(x) _ pAT()

= . 2.37
€@ BT 237
Para facilitar nossos calculos, definiremos uma nova constante 6 por:
pA
— =40. 2.38
Igualando as fun¢oes que dependem de x e t a uma constante C,
" b t
G A IAU e (2.39)
§(x) 7(t)
o que nos da duas equagoes diferenciais ordinarias
§"(x) — C¢(x) =0,
. C (2.40)
7(t) + 7 7(t) = 0.

Comecamos resolvendo a parte espacial, uma vez que para ela temos as
condigbes de contorno (2.33). Considerando C' < 0, ao usarmos as condigoes
de contorno, obtemos somente a solugao trivial {(x) = 0, para todo 0 < z <

L. Tomando entao C' > 0, vamos definir, a fim de facilitar nossos célculos,
C=Mcom\>0

55(:(;)‘) — M= 5////(33) = )\45(1.) = 5””(1,) + )\45(1.) —0. (2'41)

Supondo a solucao &£(x) = €%, seguem as derivadas &' (x) = qe?”, " (z) =
q?e?®, " (x) = ¢®e?”, e " (x) = ¢*e?. Resolvendo a parte espacial, temos:

&"(z) + M¢(z) = 0. (2.42)
Substituindo as derivadas na equagao espacial:

eQm(q4+)\4):0:>q4+/\4:0:>q4:>\4. (243)

Possui quatro raizes, duas raizes reais e duas imaginarias, g*e? —\*e%® = 0.

g=t*A e q= =L\, (2.44)

representando assim as seguintes solugoes para &(z):
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ISOLADA

£ = e & = 6N € = ae’ e & = Be (2.45)

Sendo assim, £(z) é representada pela combinagao linear:

£(z) = (v + 0e™) + (@™ 4 Be ). (2.46)

Transformando exponenciais reais em seno e cosseno hiperbolicos, e expo-
nenciais imaginérias em seno e cosseno, para facilitar a resolugao:

£(z) = [y(cosh Ax 4+ senh Az) + 0(cosh Az — senh Az) 4+ a(cos Az + i sen Ax)
+ B(cos Az — isen Ax)]. (2.47)

Logo:

&(x) = (y+9) cosh(Az)+ (y—9) senh (\x) + (a+ ) cos(Az) +i(a— ) sen (A\x).

Vamos definir: (y+48) = A; (y—0) = B; (a+8) = C;i(a—B) = D, assim:

&(z) = [A(cosh A\x) + B(senh Az) 4+ C(cos Az) + D(sen Az)]. (2.48)

Aplicando as condig¢oes de contorno, comecemos por:

que nos leva a:

£(0) = [A(cosh \0) + B(senh A0) + C(cos A\0) + D( sen \0),

£(0) = [A(cosh X0) + C(cos A0)],

E0)=[A+Cl=0=A=—C.

Para: £”(0) = 0, que vem da condigao de contorno 22712” =0,

€"(0) = [A(N\? cosh A0) + B(A\?sen A0) — C'(A? cos A\0) — D(A*sen \0)] = 0,
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£"(0) = [A(N?) = C(N*)] =0,
colocando \? em evidéncia, visto que A > 0,

0)=NA-0)=0=A-C=0=A=C.

Resolvendo o sistema 2 x 2, conseguimos A =0e C = 0.
Agora para {(L) = 0:

§(L) = [B(senh AL) + D(sen AL)] X (L) = [B(senh AL) + D(sen AL)] = 0.

E para £"(L) = 0, temos:

¢"(L) = [BN*(senh AL) — DX*(sen AL)] = 0

¢"(L) = M*[B(senh AL) — D(sen AL)] = 0.

Para resolver o sistema 2 X 2, somaremos as duas equagoes:

B(senh AL) + D(sen AL) =0
B(senh AL) — D(senAL) =0

2B(senh AL) = 0,

Sabemos que senh(AL) # 0 pois (AL) > 0, devido a termos A > 0 e L > 0.
Entao:

B =0.
Subtraindo as duas equacoes:

B(senh AL) + D(senAL) =0
B(senh AL) — D(sen A\L) =0

2(senAL)D =0,
A solugao D = 0 nos leva a uma solucao trivial {(z) =0,V (0 <z < L).
Por isso, com a finalidade de assegurar que tenhamos uma solugao nao-trivial,
obtemos:

sin A\L = 0.
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ISOLADA

As raizes do seno sao obtidas se tivermos:

2
A = % k=1,23.. (2.49)

Substituindo A, em (2.48), temos

k
&x(x) = sen (ﬂ) (2.50)
L
Lembrando que A deve ser maior que zero, (A > 0)
4 km
Ck<0:>0k:—)\k:>/\k(x): f )
Ex(z) = (sen A\ L), (2.51)
e por hora a solucao de (2.32) é dessa forma:
kra
wg(z,t) = 7(t) sen (\gz) = 7(t) sen (T) (2.52)

Conhecidos os possiveis valores de \x, vamos resolver a parte temporal do
sistema (2.40):

¢ () = Api(w) = 0
{ 07(t) + Airl,:(t) =0 (2.53)

Separando a parte temporal do sistema, temos:

07 (t) + Nime(t) = 0. (2.54)

Como ja conhecemos o valor de )\, vamos substitui-lo na equagao acima
para podermos prosseguir na resolucao da parte que depende de ¢

Ou(t) + (’“%”)47,@@) 0.

)+ Ai?(t) _o. (2.55)

Definindo, para cada modo normal k > 1, a frequéncia

24 EI (kr\* EI k2?72
2 k
“ET g pA (L) ik \/ pA L? (2.56)
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podemos ver que a equacao da parte temporal representa, na verdade, um
oscilador harmoénico

T (t) + wite(t) = 0. (2.57)

Esse fato serd importante no capitulo 4, no qual quantizaremos a parte
temporal da solucao da viga classica, que esta demonstrada aqui, para estu-
darmos as nano vigas.

Sendo 74(t) = e, 71,(t) = pe?' e Ti.(t) = p?e?,

4 4
%k(t)%——)\k;k(t):0:>p2ept+%ept:0.
A A
PlpP+E ) =0= (p*+F) =0.
(e g) -0 (4 7)

0\ )2

9 NG

Possui duas raizes imaginérias, nos levam as solugoes:

A2 A2
t)=Ae +—k)+Be (——kt),
n(0) = dexp (+22 o (-2

que podem ser escritas como:

oo (35) () o () 5]

Tel(t) = {A’ cos (%) + B'sen (%)} (2.58)

2
Lembrando que a frequéncia é w;, = :\/—%, conforme equacao (2.56), a solugao

para k-ésimo modo normal é:

wi(,t) = & ()T (t) = [Ak cos(wyt) + By sen (wkt)] sen (“%‘”) (2.59)

O resultado da solucao geral da equagao (2.32), com as condigoes de con-
torno (2.33), é w(xz,t) = > -, wi(x,t). Os coeficientes Ay, e By poderao ser
encontrados pela série de Fourier caso as condi¢oes iniciais sejam conhecidas.
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L.00

0.75 1

0.50 1

0.25 4

0,00

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
.r'..-"f.

Figura 2.3: As primeiras quatro solugoes da parte espacial da viga &(z),
dadas por (2.54), para k = 1 (linha azul), k¥ = 2 (trago e ponto laranja),
k = 3 (trago verde) e k = 4 (ponto vermelho).

As figuras 2.3 e 2.4, mostram respectivamente, as quatro primeiras solugoes
da parte espacial & (x) e da parte temporal 74 (t).

Detalhadamente, na figura 2.3, mostramos as fungoes & (x), que sao so-
lugbes da parte espacial da nossa equacdo da viga (2.32). As fungoes sao
plotadas no intervalo definido pela viga, que é 0 < x < L. A solugao cor-
respondente a k = 1 corresponde & meia-onda da funcao seno, enquanto que
as demais correspondem a k/2 ondas de seno. Resumidamente, os modos
normais crescem linearmente com k. Ja na figura 2.4, mostramos as fungoes
7 (t), solugbes da parte temporal de (2.32). A fim de compararmos o com-
portamento das funcoes, plotamos também as primeiras quatro solugoes, i.e.
variamos de k = 1 a k = 4. Além disso, olhamos apenas para a parte senoidal
da solugao (2.58), e ajustamos o grafico de modo a vermos, para a primeira
fungao 7 (t), apenas meia-onda. Novamente, visamos comparar o comporta-
mento dos modos normais )\, e suas respectivas frequéncias wy: enquanto os
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0.25 4

0,00

()

—0.25

—{.50 4

—0.75

—1.00

T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0

VETIpA (=/ L2t

Figura 2.4: As quatro primeiras fungoes 7(t), solugoes de (2.57). Novamente
temos: k=1 (linha azul), k = 2 (trago e ponto laranja), k = 3 (trago verde)
e k =4 (ponto vermelho).

modos normais crescem linearmente com k, as frequéncias dependem de &2,
o que fica evidente nos graficos. De todo modo, devemos ressaltar que para
cada modo normal espacial \;, h4 uma tnica frequéncia wy, todas distintas
entre si.

Sendo essa a solugao da EDP homogénea da viga. Diante disso se desejar
encontrar a solucgao de (2.31), precisamos adicionar uma solugao particular a
solugao (2.57)para posteriormente encontrarmos os coeficientes Ay e By em
(2.59). Mas nosso foco nao ¢ este nesse trabalho: para estudar as nano vigas,
partiremos da equacao (2.52) para podermos quantizar a parte temporal da
viga. Assim, tendo isso em mente, no capitulo 3 iremos recordar como é
realizada a quantizacao do oscilador harmonico, visto que a parte temporal
da nossa viga ¢ dada pela EDO de um oscilador harmoénico (2.55).
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2.3 Vigas acopladas

Para estudarmos as vigas acopladas tivemos o artigo [19] como referéncia.
Aqui temos quase todas as ferramentas para resolver uma nano viga, os modos
normais que encontramos na equacao da viga e ainda teremos que achar o
oscilador harmoénico quantico que sera discutido no préximo capitulo. Como
desejamos estudar um sistema um pouco mais complicado, comegamos por
um modelo cléssico que sao duas vigas acopladas, assim vamos ver o que
acontece com os modos normais de vibragoes da viga.

A seguir mostraremos as equacoes diferencias de acoplamento das vigas.

EIV]" + k(v = v5) + 1y — 02) + iy = f(x,1), (2.60)

ElTvy" 4+ k(vg — v1) + 1(0g — v1) + pta = 0, (2.61)

onde f(z,t) é a forca externa aplicada na primeira viga, ET é a rigidez flexio-
nal da viga, F é o médulo de elasticidade da viga, I e o momento de inércia da
area transversal, m é a massa por unidade de comprimento e k é a constante
da mola, r é o coeficiente de amortecimento e v;(z,t) é a deflexdo transversao
da viga na posicao x e no tempo ¢.

Usando as mesmas condi¢oes de contorno utilizadas na solugao da viga
isolada em, x = 0 e x = L temos:

v1(0,t) = v5(0,t) = 0, (2.62)
vi(L,t) = va(L,t) =0, (2.63)
EIv{(0,t) = ETvy(0,t) = 0, (2.64)
EIVI(L,t) = EIVI(L,t) = 0. (2.65)

Com o objetivo de desacoplar as duas vigas, vamos definir uma nova
variavel:

v(x,t) = vi(z,t) + vo(z, ). (2.66)

Isolando a primeira viga (v;) chegaremos na seguinte equagcao:
vi(z,t) = v(z,t) — ve(z, t). (2.67)
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Agora somaremos a equagao da primeira viga (2.60) com a equacdo da
segunda viga (2.61), obtendo:
EIN" + puo = f(x,t). (2.68)
Fazendo a substituigdo de (2.66) em (2.61), chegaremos a proxima equa-
Gao:
ETvy" + K(vy — v + v3) + r(vy — 0 + ) 4+ pvn = 0. (2.69)

Resolvendo a equagao acima, chegaremos na seguinte equagao:

EIvy" + 2Kvy + 21y + pin = f*(z,t). (2.70)

onde f*(x,t) é a pertubagao externa presente na segunda viga, causada pela
vibragao da primeira viga.

Assim sao obtidos duas equagoes diferencias parciais de desacoplamento,
sendo elas as equagoes (2.68) e (2.70).

Na forma normal, v(z,t) pode ser dado como:

v(z ) =) Xi(x)Vi(t), (2.71)

onde Yy (f) ¢ a deflexdo generalizada do modo k ¢ Xj(x) ¢ a n-ésima fungao
de uma simples viga definido como:

Xi(x) = sen A\, (2.72)

com A\, = kf”

Usando a solugao (2.71) na equacgao diferencial, temos

"

Ef(f;xxasmu))ww(i X@Y0) = e @

Sabendo que a quarta derivada de v é:

0" = A sen (\;z) Yi(t), (2.74)

equed =) Xi(z)Y3(t) = f(z,t), entdo substituindo v”” em (2.73) obte-
mos
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ETY " Mpsen (A\a)Yi(t) + Y sen (M) Vi(t) = f(x,1). (2.75)
k=1 k=1

Agora vamos aproveitar que as fungoes { Xy (z)}x>; formam um conjunto
ortogonal tomando o produto interno dado pela integral em = de 0 a L.
Multiplicando toda a equac@o por X,(z) e tomando a referida integral, segue

ZEIAiYk(t)/O Xk(x)Xj(x)dx+Zqu(t)/O Xk(x)Xj(a:)da::/o flz, ) X;(z)dx

A ortogonalidade das fungoes Xy (z) é expressa na forma abaixo

L L
/ Xk(.ilﬁ)Xj(iL')diL' = 56k7j7
0

logo segue a equagao de oscilador harmonico para as fungdes Yy (t) dada por
.. L
pfi(®) + B0 = [ fa 0 Xu(a)da, (2.76)
0

onde a frequéncia angular de cada modo normal k serd dada por

|EI
Wy, = 7A§. (2.77)

Substituindo (2.72) e (2.74) em A\, = fOL EIX]" Xydx teremos:

L 2
Ak :/ EIX; sen (\z) sen (\px)dw = )\;x _ f\kx) (2.78)
0

Integrando dos dois lados de 0 a L:

L )
E])\g - Sen(r’“ ), (2.79)

Sabendo que m,, é a rigidez do k-ésimo modo. Esta é a massa generalizada
da k-ésima modalidade:
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L L 2AL
My M/o (sen A\pz)“dx 5 = sen— (2.80)

Uma forga constante Py que atravessa a viga do lado esquerdo com velo-
cidade constante de modo que a carga f(x,t) é definida como:

f(ﬁ, t) = PQ(SO(:E — Ct).

A forca generalizada associada ao k-nésimo modo sera:

1 L
) = o [ X sttt (281)

que nos leva a:
Qr(t) = i—]z) sen (Agct). (2.82)

Assumindo que as vigas estdo em repouso, ou seja, vi(x,0) = vy(x,0) =
vy (x,0) = vy(z,0) = 0, entao a solucao de 4y, + wiyr = Qx(t), ¢

t
yr(t) = / hi(t — 7)Q(7)dT, (2.83)
0
onde h(t) ¢ um fungao de resposta ao impulso definida como:
senwkt7 t Z 0’
hi(t) = { . 0.t <0. (2.84)

Substituindo Q(t) da equagao (2.82) e hg(t) com ¢t > 0, na expressao
(2.83), chegaremos em

(2.85)

uet) 2P, {senwk(c)\kt— Sen(c)\kt))}

- Ly, X2

esse resultado incluiremos em (2.71). Entao a deflexdo da primeira viga seré:

2P~ sen (M) [Aic
v(z,t) = I ; ) — o2 [W—k sen (wyt) — sen (/\kct)}, (2.86)

nota-se que v(z,t) independe do amortecimento.
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Agora encontraremos a deflexdo da segunda viga desse acoplamento uti-
lizando os mesmos passos que foram feitos para a deflexao da primeira viga.
Primeiro vamos substituir a equagao (2.86) e sua derivada temporal por
f(z,t) = kv + ro.

d A
pr {ic sen (wyt) — sen (/\kct)] = Apccos(wit) — cAy cos (Agct). (2.87)

Colocando A\ic em evidéncia chegarmos a:

2P) = sen (A7) [z\kc ]
(z,t) = A|—senwt — sen (A\gct) | + rAgc|cos (wit) — cos (Agct)](2.88
(@, t) ML;W)Q_W% o (Aket)| + rAxcleos (wit) — cos (Axct)](2.88)

Substituindo f*(x,t) = & 7D pe Sen (Az)gpt. em (2.70).

E]Ug// + 2Ky + 2741}‘2 + ,l“.j2 — Z sen k‘ T qn (2.89)

A resolugao dessa equagao produz a deflexao vg(x, t) da segunda viga que
pode ser dada por:

Z Xon(7)Yor(t (2.90)

k>1

onde Yo () ¢ a deformacao generalizada do n-ésimo modo e X () € 0 k-ésimo
modo normal
Xor(x) = senyx, (2.91)

no qual \yx = ’%’ j& conhecido.
Fazendo mais uma substituigdo de (2.90) em (2.89), multiplicando por

X,(z) e integrando de 0 a L, obtemos:

J

Gk (t) + 2% Eggo (1) + Lyar(t) = Qx(1), (2.92)

| EIN: +2)
O = 2T (2.93)
"

é a frequéncia angular do n-ésimo modo e:

onde:
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,

9
pE2n
é a relagao de amortecimento do n-ésimo modo. Assim a forca geral relacio-
nada ao n-ésimo modo ) ¢ dada por:

(2.94)

—_
=, —
—k —

1 [t 2P
Q=L /0 Xaya) 2 37 sen () ) (2.95)

m
k k>1

onde m,, é a massa generalizada, que ja foi definida na equacao (2.80). Rea-
lizando a integracao e utilizando a relagao de ortogonalidade, temos:

L
/ X, Xpdr =0,n # k, (2.96)
0
nos levando a:
. 2P,
Qr(t) = LLQ—LQk(t), (2.97)

no qual g(t) esta definido na equagao (2.88). Assim que as vigas estao origi-
nalmente em repouso, a solu¢ao da equagao (2.92).

you(t) = / Bt — T)Qi(r)dr (2.98)

—_
—

onde h*(t) é a funcao de resposta do impulso definida em 0 < =3 < 1, como :

1 —EpQpt >
h;(t) _ { e Sen Qdkt, t = 0 (299)

Qg
0, t<0

no qual Qg = Qp/1 — Ei, é a frequéncia circular amortecida do n-ésimo
modo. Substituindo (2.97) e (2.99) em (2.98).
A realizacao da integral nos da a equagao (42) que esta citada no artigo

19].
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Capitulo 3

Oscilador Harmoénico Quantico

O oscilador harménico quantico é o anélogo quantico do oscilador harmo-
nico cléssico, no sentido que o quantico obtido do cléssico usando certas
correspondéncias descritas a seguir. Um dos sistemas mais importantes na
mecanica quantica. Esse tipo de oscilador tem uma grande importancia na
engenharia e na fisica, sendo muito utilizado no estudo de varios modelos.
Partindo do oscilador harmonico cléssico, um sistema fisico que possui uma
massa sofre uma forga restauradora onde possui um ponto de equilibrio em
x = 0. Uma analise mais detalhada do oscilador harménico quantico é pos-
sivel ser encontrada em [20|. Nesse capitulo iremos relembrar a quantizacao
usando a equagao de Hamilton, onde a energia total do sistema é sua ener-
gia cinética somada a sua energia potencial. A energia total do sistema em
termos do momento p e da posicao x:

p? 1 59
E=—+-mwz". 3.1
2m = 2 (31)
Para melhor estudarmos o oscilador harménico quantico, fazendo as mu-

dangas das grandezas classicas para os operadores quanticos. A saber

E > H

~

p—p

T — I.

A partir desses operadores de posicao & e momento p, surgem as relagoes
abaixo que pode ser estudadas em [20].
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CAPITULO 3. OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Tlr) =x|z), (3.2)
. L d
plr) = —zﬁ% |z) (3.3)

onde T é o operador autoadjunto da posicao e p é o operador autoadjunto
do momento, |z) ¢ o ket que representa um vetor de estado e x é o escalar.
Aplicando o comutador [z, p| ao ket |®), temos:

[z, p]|®) = &p|®) — p2 D), (3.4)

mostrando no espacgo das posigoes:

(x[ [2,p] [®) = (=] 2p @) — (x| pT|D). (3.5)

Considerando as equagoes (3.1) e (3.3) e usando o fato que os operadores
de posi¢ao e momento sao autoadjuntos chegamos a:

(x| [2,p] |®) = —x (zﬁ%) (x|P) + iﬁ[ (x|®) + ZL‘% (x| D) |, (3.6)

(x| [2,p]|®) = (x| ih|®), (3.7)

entao o comutador é:

[&,p] = ih. (3-8)

Como a energia total do oscilador harmoénico quéantico H é a soma da
energia cinética V com a energia potencial T representada por

H=T+V. (3.9)

Sendo assim, o oscilador harmoénico quantico serd representado pelo ope-

rador ) )
D mw? | 22

-2
2m+ 2

Uma vez que o Hamiltoniano independe do tempo, a funcao de onda
U(z,t) é separavel e pode ser escrita como

(3.10)

EI

U(z,t) =e =" (z|P(x)). (3.11)
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Usando as equacgoes de autovetores e autovalores de energia (]:I D) =
E |®)), podemos descrever a funcao ®(x) usando a representacao das posigoes
2 2 1
Ed(x)=| — ;—m% + émw%z O(x). (3.12)
Ao resolvermos a equagao (3.12), podemos obter algumas caracteristicas
do Hamiltoniano (H ) do oscilador harménico quantico: primeiro, os autova-
lores de (H) sao positivos ou iguais a zero. Além disso, os autovetores de
energia nao sao degenerados. Nao iremos demonstrar tais propriedades aqui,
o leitor interessado pode encontrar detalhes em [20)].
Faremos algumas manipulagoes algébricas com z e p, usando a equagao
dos autovalores e autovetores:

N2 242
P mw-x

Dividindo a equagao (3.13) por (wh), onde w é a frequéncia angular é h e
a constante de Plank reduzida.

L ey = { P +mw} D). (3.14)

huww 2mhwz? 2R

Assim podemos definir dois operadores adimensionais associados ao mo-
mento e & posicao

DA mw
X, Pl = h
[ Y ] mwﬁQZ )
desse modo:
[X,P]=i. (3.15)
Procurando facilitar a obtengao das autofungoes do oscilador harmonico
quéantico, define-se o operador de aniquilacao como (X;\/%P) = a, e o operador
de criagao como seu adjunto, a saber (X\;%P) =af. Sendo assim:
X VS|
H =whl|aa" — 1k (3.16)



CAPITULO 3. OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Observa-se que a' ¢ operador adjunto de @, mostrado no livro [21], e que

sua relacao de comutagao é
[a,a'] = 1. (3.17)

Definindo o operador niimero N = a'a, podemos reescrever o Hamiltoniano
como

- N
H= wﬁ(N + 5). (3.18)

Assim, as solugoes para o Oscilador Harmonico quéntico sao os autoestados
de N. Calculando os comutadores, temos:

[N,af] = [afa,af] = af.

E possivel mostrar, como feito por exemplo em [20], que para todo inteiro
nao-negativo n > 0, existe o ket |n) que é o autovetor do operador numero
associado ao autovalor n, ou seja N |n) = n|n). A relacio dos autovetores
In) com os operadores de criacdo a' e de aniquilacdo a sdo dadas por

i'g) = cln+1),

alg) =cln—1).

Novamente nao estamos demonstrando tais fatos, que podem ser consultados
em textos referéncia em Mecanica Quantica [20]. E possivel demonstrar a
acdo final de a e a' nos autovetores |n), que sao

(al¢)) = vnln+1), (3.19)

(') =vn+1|n+1). (3.20)

Uma vez que o operador nimero é autoadjunto por definicao, e como
seus autovalores sao nao degenerados, temos que {|n)},>p ¢ um conjunto
ortonormal

(nlm) = 6nm. (3.21)

Mais ainda, os vetores {|n)},>o formam uma base, isto ¢, eles satisfazem a
relacao de completeza

> "|n) (n| =1,

n
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onde [ é a identidade. Como eles sao uma base, todo vetor pode ser es-
crito como uma combinacao linear dos autovetores |n). Em particular, uma
condigao inicial |¢(0)) pode ser dada por

[$(0)) =Y Culn), (3.22)

representando o estado por meio de uma superposi¢ao de vetores de bases
que sao autoestados do operador nimero N e também de H. Portanto:

H|p(0)) = hw (n + %) Cp |n) . (3.23)

A evolugao temporal do sistema ¢ dada pela equagao (3.11). Uma vez que
sao conhecidas as autoenergias F, do Hamiltoniano do oscilador harmonico

Bt iw(nJré)t
e rn =e . (3.24)

Portanto, dado nosso estado inicial |¢(0)), temos que sua evolucao temporal
¢

[6(1) = D Coe™ 02" ). (3.25)

A fase global é representada pela exponencial imaginaria e’i“%, assim
podemos reescrever a solugao acima como

¢) =72 )" Cre ™ ). (3.26)

n>0

Visando escrever as solugoes na representacao das posicoes, podemos obter
os estados |n) aplicando repetidamente o operador de aniquilagao (a') ao
estado fundamental |0), isto é

a'0) = V1|1),
(@"?0) = vV1v2[2),
(@")?10) = V1v2v3|3).

De forma geral:
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CAPITULO 3. OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

(@h" |0) = Vnl|n),
consegue-se chegar a outros estados, partindo do estado fundamental, ou seja,

) = == ()" ). (327

usando a equacao a cima, o estado fundamental é determinado, sendo assim,
a]0) = 0. Considerando:
(z|al0) =0,

obteremos a funcdo de onda ¢(x) do oscilador harmoénico quantico. Sendo
assim:

(z|n) = dn(2),
e recordando que:
h= (X + Pi)
a=—— i),
V2
substituindo X =z e P = —iﬁd%,teremos:

d
d¢0 maw ¢0 _o
x

Resolvendo a equagado separavel m\a!()} = 0 obtemos

d¢0 / —mw /d /

(z[a]0) =

encontra-se:

m

bo(x) = B(0)e 5

Uma vez que a probabilidade de se encontrar a particula em algum lugar
no espaco deve ser igual a 100%, podemos obter a constante de normaliza¢ao:

(3.28)

(0]0) =1,

| oot =1 (3.29)
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escrevendo a relagao de completeza para estados de posicao, resolveremos a

equacao (3.29).
— [ ol

(0]10) = /oo (0]} (]0) dar = 1, (3.30)

oo

sendo ¢ igual a C', com (' real, assim:

o0 *TTL(A](L'Q
Cz/ e n dx,

[e.e]

com a solugao do oscilador harmoénico quantico em seu estado fundamental,
teremos:

Yo(z) = <m—w)ie@?2. (3.31)
C= <@)4 (3.32)

bule) = {aln) = (i) (@] @) [0) (3:33)

(o) = = (2 ;‘Lw) (TZ‘;) : (% - %x) (3:3)

Sabemos que os autoestados do oscilador harménico quantico estao re-
lacionados com os polindmios de Hermite que sao encontrados através da
expansao de uma exponencial em série de Taylor [20].
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Capitulo 4
Quantizacao da equacao da viga

No capitulo 3, mostramos uma das formas de quantizacao do oscilador
harménico quéantico de maneira geral. Agora, como temos todas as ferramen-
tas necessarias para resolver as nano vigas, vamos quantizar especificamente
a nossa viga.

Partindo da equagdes (2.29) e (2.30), que sdo respectivamente as energias
cinética e potencial da viga, usando a solucao geral w(zx,t) da viga (2.52) para
podermos quantizar a viga. Ou seja, antes de determinarmos a forma da parte
temporal 74(t), usaremos a solugao geral nas expressoes das energias cinética
e potencial para encontrarmos a expressao para o hamiltoniano. Observe que
este estard em funcao de 7;(¢) uma vez que ainda nao é conhecido. Tendo
encontrado o hamiltoniano, iremos quantiza-lo como foi feito no capitulo 3.
E importante que o hamiltoniano seja exatamente um oscilador harménico
quéantico, o que nao é nada fora do esperado, pois a parte temporal da equacgao
da viga ¢ uma equacao diferencial de um oscilador harmoénico (2.57). Assim,
temos

(9x2 = Z)\ka sen (A\gx). (4.1)

k>1

Como pede na equagao (2.29), temos que elevar essa segunda derivada ao
quadrado

(82_11)) = Z Z — N7 (t) sen (A\ex) (—=AP7(t) sen (\)). (4.2)

2
T
J k>1 1>1
Como mencionando anteriormente na equagao (2.50), sen (A\yz) = sen <kzx> :
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temos:

(%’)2 =3 S AR (t) sen (IWTI) sen (“%") (4.3)

k>1 1>1

Integrando (4.3), acabamos novamente em algo semelhante ao delta de

Kronecker:
/L sen ke sen I dr = £(5 (4.4)
o L L oM '

De acordo com a defini¢ao, se k # [, nossa solugao se anulara. Voltando
entao & energia potencial:

U(t) = % /0 ’ >N EIAT(t)n(t) sen <k%) sen <Z7TTx) de.  (4.5)

k>1 1>1
Como a integral (4.4) para k # [ vai se anular, temos:

Ui = 3 PN ), (46)
k>1
Encontramos a energia potencial calculada com a solugao da parte espacial
da nossa equagao. Agora vamos proceder da mesma maneira com energia
cinética que levara em conta a parte temporal da nossa equagao da viga. Para
isso vamos primeiro encontrar a derivada de w em relacao a t e depois elevar
ao quadrado como esta escrito na equagao (2.30) para depois integrarmos

%—l: = %Z Te(t) sen (M\px) = Z 7e(t) sen (A\px). (4.7)

k>1 A>1

Agora temos:

<%_7“;> — Z Z(i—k(t) sen A\ ) (7(t) sen (\)) (4.8)

k>1 1>1
Onde novamente, usamos (A\yx) = sen (kLL””)
ow\ > . . kmx Irx
(E) — Z Zrk(t)n(t) sen (T) sen (T) (4.9)

k>1 1>1
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CAPITULO 4. QUANTIZACAO DA EQUACAO DA VIGA

Novamente temos a integral (4.4) que nos conduzird a expressdo para a

energia cinética. Entao usaremos mais uma vez o delta de Kronecker igual a
1

() = % / S s ()7, (1) sen (’%”3) sen (kLl;C)da:. (4.10)

0 k>11>1
Resolvendo a integral, teremos o seguinte resultado:

() = L2 s =3 e (4.11)

k>1 k>1

Utilizando a equagao de Hamilton H = U+T, onde ja sabemos que a ener-
gia total do sistema é a soma das energias cinética e potencial. Substituindo
as energias na equacao de Hamilton, teremos:

2(t) =

k>1 E>1

(4.12)
No qual, o % foi colocado em evidéncia, na tultima passagem para ajei-
tarmos tudo para a efetuarmos a quantizacao. Efetivamente, o hamiltoniano
acima é bem similar & expressao (3.10), o que ja estavamos esperando, sendo
que a parte temporal da solucao da viga é de fato um oscilador harmonico
(2.57) que possui frequéncia dada pela equagao (2.56). Iniciamos com a iden-
tificacdo do 73, com a posicao' ¢, sendo assim 7, = ¢,. Essa escolha nos
conduzird a 7, = ¢p = v,. Necessitamos determinar quem serd a massa e
a frequéncia. Para esta tltima, naturalmente usaremos a frequéncia (2.56),
assim o hamiltoniano ficara:

LPAL oy o

2 2 'k

1pAL (EI ,\
573 (pA)\k> (1), (4.13)

onde a frequéncia w; é claramente a expressao entre parénteses. Definindo

deste modo nossa massa m = pAL/2, e assim temos o hamiltoniano (4.12)
na forma do do oscilador harmoénico: agora estamos aptos a determinar o
momento py = mu, = (pAL/2)7,(t). Perceba no entanto que, ao contrario

! Aqui escolhemos usar a letra ¢ para a posicdo, uma vez que z esta sendo usada para a
parte espacial da solugdo da viga w(z,t).
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de (3.10), a nossa expressao (4.13) acima possui uma soma sobre o indice k
correspondente aos modos normais (2.49) de vibragao de nossa viga.

Continuamos com quantizagao de acordo com o representado no capitulo
3, quantizando os operadores de posi¢ao e momento e usando a relagao de co-
mutacao canonica. Assim, de maneira completamente equivalente, podemos
definir os operadores destruicao a e criagao dz por

R mwy, [ . T pALwy [ . 7 -
_ _ i 414
@ 2h <qk + mwkpk> 4h (Tk + Wi k) o )

4 mka_z'A:pAkaA_if i1
a, 78 (Qk pk) ) (Tk wka>’ (4.15)

em que os operadores ay, dL obedecem as relagoes de comutacao

lar, aw] = [a},al,] =0, [ax,al] = Ok (4.16)
Continuando, podemos definir o operador ntimero N, = d,t&k, cujos comuta-
dores sao

[Ni, ip] = —arbppr,  [Ni,al] = alopp. (4.17)

Dessa maneira, temos o hamiltoniano (4.12) quantizado da viga como

- - 1

H = o | Ni + = | . 4.18
Destacamos a existéncia de uma soma sobre os modos normais da viga indica-
dos por k. Para cada modo normal £ > 1, o operador ntimero N, possui uma
conjunto de autoestados |n;), com n > 0, tais que Ny |ng) = n|ng). Sendo
assim, as autoenergias do hamiltoniano (4.13) séo

1
Ek:,n = hwy, (n + 5) , (419)

para todo k > 1 e para todo n > 0.

Para cada modo normal indexado por k > 1, existem infinitos autoestados
|nk), cada um deles associado & autoenergia Ej, dada por (4.19). Uma
pergunta natural é se existem pares de indices (k,n) # (k',n’) tais que Ej,, =
Ey 7 Em outras palavras, estamos procurando degenerescéncias no espectro
de nosso hamiltoniano. Igualando as equacoes, temos

i) (o8) - () (3)
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CAPITULO 4. QUANTIZACAO DA EQUACAO DA VIGA

Isolando n’ e cancelando as constantes, obtemos

k) 1\ 1 k)
n’:(y) (n—|—§)—§:>2n'—l—1:(y) (2n+1).

Voltando as atengoes para a tltima equagao, como os indices devem ser todos
inteiros, entao (2n'+41) é impar. Sendo assim a igualdade pode ser satisfeita se
o lado direito também for impar. Claramente, como (2n+1) é impar, isso quer
dizer que a razao (k/k') também deve ser impar para que tenhamos solugoes.
De fato, existem infinitas degenerescéncias. Por exemplo, para k=3, n=0¢e
k' =1, temos que n’ = 4, portanto F5, = F; 4. Em outras palavras, o estado
fundamental (n = 0) do terceiro modo normal (k = 3) tem a mesma energia
do quarto estado excitado (n’ = 4) do primeiro modo normal (k = 1). Mais
ainda, considerando ainda k = 3 e k/ = 1, temos infinitas solucoes

Esy = FEyi13, Ezo=Fi,...

De modo mais geral, se k = 3k’, entao n’ = 9n + 4, o que mostra a existéncia
de infinitas solu¢oes. Ja para uma razao k/k’" = 5, temos n’ = 25n + 12, o
que também nos leva a infinitas solu¢oes. Por exemplo

Eso=Fi12, Esi=Fi37, Es2=Figa,...
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Capitulo 5

Conclusoes

As vibragoes em vigas vem sendo instrumento de estudos devido ao seu
grande uso em diversos instrumentos nas areas de engenharia, aeronautica,
etc. Essa vibragoes podem causar problemas nos aparelhos que sao consti-
tuidas por essas vigas, sendo assim um estudo mais detalhado nos ajudaria a
entender melhor esses acontecimentos podendo assim aprimorar suas condi-
¢oes e usufruir com maior eficacia seus pontos positivos. Com a descoberta
da nano tecnologia e a possibilidade de reduzir suas dimensoes a nanoescalas,
novas perspectivas surgiram para os osciladores harmoénicos nano mecanicos,
essa diminuicao do tamanho dos osciladores facilitou a utilizagao deste em
aparelhos eletronicos transportaveis que sao usado em cameras, sensores e
smartfones. Ksses nano dispositivos ou nano fios, possuem uma caracteris-
tica especial que é o poder de confinar modos 6pticos juntamente com modos
mecanicos, ajudando assim a comunicacao optomecéanica. Na parte expe-
rimental sao utilizados dois pares de nano vigas o mais idénticas possiveis,
facilitando as transferéncias de excitacoes e assim podendo ser apreciadas
todos os tipos de comunicacao entre elas. Os experimentos sao feitos em tem-
peratura ambiente sendo assim nao sao notados efeitos quanticos envolvidos
e como sabemos para mudar do ambiente classico para o quantico é neces-
sario que a temperatura seja baixa e que o grau precisao experimental seja
o mais alto possivel. Sendo os modos normais de vibracoes de nano vigas o
objetivo do nosso trabalho, apresentamos rapidamente a deducao da equa-
¢ao da viga, onde foram usadas as condi¢oes de contorno adequadas com o
objetivo de encontrar a equacao da viga de maneira generalizada onde estao
contidas as energias cinética e potencial que posteriormente foram utilizadas
na quantizacao da viga classica, foi encontrada também a solucao geral de
desacoplamento de duas vigas. Usamos as equagoes de Hamilton para realizar
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CAPITULO 5. CONCLUSOES

a quantizacao do oscilador harménico classico levando em conta que a energia
total do sistema é a somatoria das energias cinética e potencial.

Nas parte das vigas classicas foi demonstrada a solucao da viga que ja
¢ conhecida ha muitos anos, facilitando assim nosso estudos em relacao a
esse topico, onde temos como principal propésito encontrar uma solugao fun-
damental para uma viga isolada que resultou em uma equagao diferencial
parcial homogénea onde suas solugoes nos mostraram os modos normais de
vibragao da viga, que foi quantizada posteriormente. Para cada modo normal
k > 1, existe uma frequéncia que depende de k2, sendo assim é visivel notar
que a parte temporal 74(t) dessa equagao para cada modo normal é de fato
a equacao de um oscilador harmonico. Esse acontecimento é extremamente
importante pois ele ¢ uma peca fundamental para a realizacao da quantizagao
da viga.

O oscilador harménico quéntico é uma similaridade do oscilador harmo-
nico cléssico, que por sinal é um dos sistemas mais importantes da mecéanica
quantica. Nao é segredo que esse tipo de oscilador é de grande relevancia
na engenharia e na fisica. Sendo assim para cada modo normal de k& > 1
temos a mesma, frequéncia classica dependente de k? e para cada autofuncao
existe um estado n que determina a energia do sistema F,,, para cada modo
normal encontramos os operadores destruicao ay e criagao aL, esses operado-
res representam estados de energia, eles descrevem uma grandeza que pode
ser determinada, mesmo nao podendo ser calculada. Assim os autoestados
de diferentes modos normais conseguem ter as mesmas autoenergias, é o que
chamamos de degenerescéncia. E como j4 mencionado varias vezes nesse tra-
balho, compreendendo que a energia total do sistema é a energia cinética e
potencial somadas e que nossa quantizagao partird da equacao dessas duas
energias.

Com o objetivo de estudar um sistema um pouco mais complicado, es-
tudamos as vigas acopladas que se aproximam bastante dos pares de nano
vigas. Para essa parte levamos como base o artigo [19], que mostra deta-
lhadamente o desacoplamento de duas vigas. Como podemos ver, os modos
normais das vigas acopladas e da viga isoladas sao os mesmos, ambos pos-
suem um estado de energia que depende do indice k, entao para cada k > 1
existird um estado de energia diferente. Esperamos de uma maneira mais
intrinseca uma relacao entra as autoenergias dos diferentes modos normais
encontrados. Sendo assim a quantizagao das vigas acopladas seria feita da
mesma maneira que fizemos para a viga classica isolada, seguindo as mesmas
regras, usando as mesmas condi¢oes de contorno. Apoés o desacoplamento das
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vigas, seria necesséario que quantizassemos essas nano vigas desacopladas para
podermos comparar os modos normais, as frequéncias suas autoenergias e se
com essas vigas desacopladas também estariam presente a degenerescéncia,
para observamos quais seriam os seus comportamentos, se atuavam como as
vigas isoladas ou se existiria algum diferenca no seu comportamento.
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