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Resumo: O triangulo de Pascal possui propriedades interessantes, dentre as quais, as
somas de seus termos em diagonais ou retas inclinadas resultam em niimeros da sequéncia
de Fibonacci. Atribuindo-se um sistema nao ortogonal de coordenadas ao triangulo de
Pascal, podem-se tragar retas, cujas solugoes de suas equagoes resultam em somatérios
de nuimeros binomiais que, por sua vez, fornecem os nimeros da sequéncia de Fibonacci.
Este trabalho apresenta o processo de obtencao destes resultados.

Palavras-chave: Fibonacci, Triangulo de Pascal, Geometria, Niimeros binomiais.

1 Introducao

Os notaveis numeros de Fibonacci, presentes na natureza, foram descobertos por Leo-
nardo de Pisa (Fibonacci), no século XII. J& no século XVII | Blaise Pascal descreveu uma
apresentacao tabular conveniente para os coeficientes binomiais, denominada triangulo de
Pascal onde, curiosamente, aparecem os ntimeros da sequéncia de Fibonacci. Ainda, no
século XVII, René Descartes sugeriu a fusao da algebra com a geometria, fato que ge-
rou a geometria analitica e o sistema de coordenadas cartesianas, mesma época em que
Isaac Newton formulou o teorema hoje conhecido como binomio de Newton. O presente
trabalho reune a genialidade destes talentosos e renomados matemaéticos, relacionando o
triangulo de Pascal, os nimeros de Fibonacci e a geometria, através de um sistema nao
ortogonal de coordenadas.

O triangulo de Pascal, posto em forma de triangulo retangulo, possui propriedades
interessantes. Dentre as quais podemos destacar que as somas de seus termos em diagonais
ou retas inclinadas resultam em ntmeros da sequéncia de Fibonacci.

Nessa perspectiva, atribuindo-se um sistema nao ortogonal de coordenadas ao triangulo
de Pascal, podem-se tracar retas inclinadas, cujas solugoes de suas equagoes resultam em
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somatoérios de niimeros binomiais que, por sua vez, fornecem os nimeros da sequéncia de
Fibonacci. ~

2 Numeros binomiais e Sequéncia de Fibonacci

Comecaremos esta secao apresentando os numeros binomiais e uma forma particular
de representa-los.
2.1 Numero binomial

Considere inicialmente a expressao (1 + X)", onde X é uma indeterminada e n é um
nimero natural. O desenvolvimento dessa poténcia é um polinomio de grau n em X,
cujos coeficientes sao niimeros naturais:

I+X)"=ao+a X +aX*+ .. +a, 1 X" +a,X"
Os coeficientes a;, 1 = 0, ... , n, serao chamados de niimeros binomiais e denotados,
n n
usualmente, pelos simbolos a; = ( ) Se i > n, definimos ( ) =0.
1 1

Lema 2.1 (Relagao de Stifel) Para todo n € N e todo i € N com 0 < i < n, tem-se

i (TZ) i <zf1) - <7Zi11>

Demonstracao: Para ¢ = n, a relacao acima ¢é trivialmente verificada. Para 0 <1 < n,
as relacoes decorrem, imediatamente, das seguintes igualdades:

<n31>+<nil>){+...+<n;§1>X”+<ZiDX”“ =
(1+X)"+1:(1+X)[<g)+(?>X+...+<nil>X"1+<Z)X"] —

() 1(g) (et () + (e (2o

Lema 2.2 Para todos n,i € N, com 1 <1 < n, tem-se que

(n) an —1)..(n—i+1) n!

?

il il(n — )]



Demonstragcao: Vamos provar isto por indugao sobre n. A igualdade é trivialmente
verificada para n = 1. Suponha que as igualdades sejam validas para algum n € N e todo
1 com 1 < i <n. Pela relagao de Stifel, temos, para ¢ < n, que

zl<”j1> - i(¢—1)!<£1) +z'(?>

= in(n—1)..n—i+2)+nn—-1)...(n—i+1)
= nn—-1..(n—i+2)i+n—1i+1)
= (n+nn—-1)..n+1—-i+1),

o que prova a igualdade para n + 1 e para todo i com 1 < i <n. Uma verificacao direta
mostra que a féormula também vale para i = n + 1 e, consequentemente, vale o resultado
para todo n e todo 7 com 1 < i < n.

O

Teorema 2.1 (Binémio de Newton) Sejam a e b quaisquer nimeros reais e n € N.
Tem-se que

(a+b)"=a"+ (T) a"'b + <Z> a" 4+ (n ﬁ 1) ab” ! + b,

Demonstracao: A demonstracao serd feita por inducao em n. Para n = 1, temos:

1 1
(a+b)l=a+b= (O) a' + (1) b', P(1) é verdadeira.

Supondo que o resultado vale para n, temos que

n ny .1 n\ ,_2;92 N\ o kk n n—1 n\on
" " b b".
O)a +(1>a b—i—(2)a b* + —i—(k)a b + —l—(n_l)a —i—(n)

Vamos provar que o resultado vale para n + 1. E para este fim, usaremos que

VR

(a+ )" = (a+b)(a+b)™

Multiplicando todos os termos do desenvolvimento de (a + b)"™ por a + b, vem:

n+l n n+1 n n n
(a+0b) = <O)a +(O)b+<1)a b+
(T) a" th? 4 (Z) a" th? + (Z) a7 + ..
+ <Z) a Rk 4 (Z) av R 4
+< " >a2b"—1 n ( " )ab” n (") ab™ + (”) bt
n—1 n—1 n n
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Os termos podem ser associados do seguinte modo:

N\ n—kik n n—(k—1)zk—1 _ [T\ n+l-kik n n+l—kpk
b" +b b = b b
R)r o) (o) ()
n n n+l—kpk
pu— b
() + (2 o)

Aplicado a relacao de Stifel, 3.1, nos termos dentro dos colchetes, vem:

(a+ b)n+1 _ (n + 1) gk pk
k

Portanto, a proposi¢ao também é verdadeira para n 4+ 1, o que completa a demons-
tracao.

g

Observacao 2.1 Empregando-se o sinal de somatoria, a formula do binomio de Newton
pode ser assim escrita como

(a+b)" = zn: (ZL) A"

=0

Além disso, temos que

Com efeito,

(=" =la+ ()" =



3 Tridngulo de Pascal e nimeros de Fibonacci

Nesta segao apresentaremos o triéngulo de Pascal e sua relacdo com a sequencia de
Fibonacci.

3.1 Triangulo de Pascal

Os numeros binomiais, apresentados na se¢ao anterior, podem ser dispostos ordena-
damente em uma tabela, denominada triangulo de Pascal (Figura 1).

Figura 1: Triangulo de Pascal
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No decorrer do texto, usaremos em alguns casos a notacao (T"S), onde s = n—r. Neste
caso, temos pela simetria dos niimeros binomais que

n\ (n\ n B n!
r)  \s) \r s) rls!’
onder+s=mn>0.

Por convencao, adotaremos que

(n )zO, se <0 ou s<0.

r s

Diante do exposto no pardgrafo anterior, temos que a relacao de Stifel, fica agora
representada da seguinte maneira:

()G )= ()
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3.2 Sequéncia de Fibonacci e o Tridngulo de Pascal

Considere (u,), n € N onde n > 0, a sequéncia definida pelas seguintes relagoes de

recorréncia:

Up = Up—1 + Up—2, Uy = U =1

A sequéncia acima é chamada de sequéncia de Fibonacci.
Temos a seguir um resultado que relaciona a sequéncia de Fibonacci com o Triangulo

de Pascal.

Teorema 3.1 Para todon € N onde n > 0, temos que
(" . n—1 N n—2 - n—k
"\o 1 2 ko)

onde
n e
5, sen € par

n
k € o maior inteiro tal que k < > isto €, k =

n—1 ;
==, sen € impar

Demonstracao: Observe que se n = 0 ou n = 1, temos que Fy = F} = 1. Precisamos
entao mostrar que vale a relagao de recorréncia para a sequéncia definida. Considere entao

a= (o) () (02 e ()
= ("0 (D) (M) e (U1
oo (") (7Y () (12

onde k,p e s sao os maiores numeros inteiros que satisfazem

kEk<n-—k k<%
p<n+1l-p ousea, {p<=H
s<n+2-s SS”TH:g-Fl

Note que quando n é impar, temos k = "T’l e p= ”T“ =k = "’THQ =k+1.E
quando n é par temos que k = § = p. Ainda s = k + 1 independente da paridade de n.
Iremos verificar que a soma de F,, e F,,; éigual a Fj, 5.

1° Caso: n é impar.
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Temos:
n+1 n n—1 n+1—(k+1)
F F, =
i = (050) (1)< () = ()
n n N n—1 n n—2 - n—=k
0 1 2 k
_ (n+1 F n n n 1+ n—1 n n—1 ]
B 0 0 1 1 2
. n—k N n—k]
k k+1)"
Aplicando a relagao de Stifel aos nimeros binomiais dentro dos colchetes, vem:

PP — n—+1 n n—+1 L n P n+1—k
L W) 1 2) " k41

Usando o fato de que s = k + 1 e que todo nimero binomial com o denominador 0
tem o mesmo valor, 1, obtemos

n -+ 2 n+1 n n+2-—s
e () (1) () ()

Caso: n é par.

Como k =p, F,;1 e F, terao o mesmo numero de parcelas. Entao, como no caso
anterior, obtemos:

= ()03 (1)
+<g> + (nzl) o ("Zi;k) + (n;k)
— (nz;l) +{(g) N <71L>]+[(n11) N (ngl)]
++[<”Zi;’f) N (n+;—k:)]+ (n;k:)

Novamente, aplicando a relacao de Stifel, 3.1, aos nimeros binomiais dentro dos
colchetes, concluimos que:

[ n+1 N n+1 n n T n+2—k n n—=k
o N 1 2) T k k

Lembrando que 2k =n e s =k+1, obtemos n+2—k=n+2—(s—1), n—k=
ken+2—-s=2k+2—-5=2s—s5=s. Dai:



(nz)rl) - <n32>’ (n+Z—kz) _ <n+23__(f_1)>

Fn+1)+F, = <n32>+<nﬁl)+<g)+...
N n+2—(s—1) n n+2—s
( s—1 ) ( S )

= F(n+2)

Portanto, Fj,.1 + F,, = F, 2 também no caso em que n ¢é par.

4 Numeros de Fibonacci e Geometria

Nesta secao apresentaremos o principal resultado do trabalho. Este resultado foi
extraido de [1] e relaciona a sequéncia de Fibonacci com solugdes inteiras positivas de
equacoes diofantinas lineares. Faremos uma breve apresentacao das equacoes diofantinas
lineares a seguir.

4.1 Equacgoes Diofantinas Lineares

A resolucao de varios problemas de aritmética, por vezes, depende da resolucao de
equagoes, nas variaveis X e Y, do tipo aX + bY = ¢, onde a,b,c € Z e a-b # 0.
Tais equagoes sao chamadas equacoes diofantinas lineares em homenagem a Diofanto de
Alexandria (aprox. 300 DC). Nem sempre estas equagoes possuem soluc¢do. Por exemplo,
a equacao 2x + 4y = 7 nao possui nenhuma solugao zg, 9 em numeros inteiros pois, caso
contrario, teriamos 2z + 4y, par e, portanto, nunca igual a 7.

Para determinar uma solucao da equacao aX + bY = ¢, devemos encontrar niimeros
inteiros xy e yy que facam com que aX + bY = c seja verdadeira. Vejamos em que
condicoes tal equagao possui solugoes e, caso as tenha, como determiné-las.

Teorema 4.1 A equacao diofantina aX + bY = c admite solucao se, e somente se,

mdc(a, b) divide c.



Demonstracao: Suponha que a equagao admita uma solucao xg, yo. Entao vale a
igualdade axo+byy = ¢. Como mdc(a, b) divide a e divide b, segue que ele divide axo+ byo,
logo divide c.

Reciprocamente, suponha que mdc(a, b) divida ¢, ou seja, ¢ = mdc(a, b) - d, para algum
inteiro d. Por outro lado, sabemos que existem inteiros n e m tais que:

mde(a,b) =a-n+b-m.

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por d, obtemos:

c¢c=mdc(a,b)-d=a-(n-d)+b-(m-d).

Logo, a equacao diofantina aX + bY = ¢ admite pelo menos a solugado x = n - d e
y=m-d.
0

Observacgao 4.1 Seque diretamente do resultado acima que se a e b sao niumeros inteiros
tais que mdec(a,b) = 1, entdo toda equacao diofantina aX + bY = ¢ possui solugao,
independentemente do valor de c. Portanto, podemos nos preocupar somente com as
equagoes aX +bY = ¢, com mdc(a,b) = 1, uma vez que o conjunto solugao da aX +bY = ¢

b
¢ 1qual ao da equagao a1 X + b1Y = c1, onde a; = m,bl = W ec =
c
mdc(a,b)’

As solugoes de uma equacao diofantina como acima podem ser determinadas a partir
da uma solugao particular qualquer xg, 9, como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 4.1 Seja xg,yo uma solugao da equacao aX + bY = ¢, onde mdc(a,b) = 1.
Entao, as solucoes x, y em Z da equacao sao

x=x9+1th, y=19yo—ta; teZ.

Demonstracao: Seja x, y uma solucao de aX + bY = ¢, logo,

ary+ by =ax +by=c

Consequentemente,

a(x —xo) = blyo — ). (1)

Como mdec(a,b) = 1, segue-se que b divide (x — z). Logo,

xr—x9=1tb, teZ.

Substituindo a expressdo de z — xg acima em (1), segue-se que

9



yo_y:ta’a

0 que prova que as solugoes sao do tipo exibido.
Por outro lado, x, ¢y, como no enunciado, é solucao, pois

ax + by = a(xg + tb) + b(yo — ta) = axo + byo = ¢

Segue-se da proposigao acima que a equagao diofantina a X +bY = ¢, com mdc(a,b) =
1, admite infinitas solugoes em Z.
Ul

A partir de agora, vamos relacionar os nimeros da sequéncia de Fibonacci com solugoes
positivas de equacoes diofantinas lineares. Para tanto, serao inseridas coordenadas para
encontrar os elementos no triangulo de Pascal.

A Figura 2 mostra os nimeros binomiais (T"S), dados por seus valores, dispostos em
um mosaico hexagonal, formando o triangulo de Pascal. Nesta figura, observa-se também
que as somas dos termos que ocupam os centros dos hexagonos localizados nas retas
inclinadas, resultam nos ntimeros de Fibonacci.

Figura 2: Tridangulo de Pascal em mosaico hexagonal

E possivel implementar um sistema néo ortogonal de coordenadas (z,y), no triangulo
de Pascal, conforme ilustra a Figura 3, onde se podem tracar retas inclinadas e obter suas
respectivas equagoes.

Nesse sistema nao ortogonal de coordenadas (x,y), as retas inclinadas da Figura 3
possuem a equacao diofantina linear:
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Figura 3: Sistema nao ortogonal de coordenadas (z,y)

X +2Y =k, onde k> 0.

Sabemos que os hexdgonos em mosaico possuem, em seu centro, nimeros inteiros nao
negativos, pois sao nimeros binomiais. Obteremos, a partir desse fato, uma representacao
geométrica dos nimeros da sequéncia de Fibonacci.

Antes de entrarmos em detalhes dos resultados, vamos apresentar algumas notacgoes
adicionais.

Para uma equagao diofantina linear X 4+ 2Y = k, onde k > 0, denotaremos por
N(k) o conjunto {(z,y) € Nx N | x4+ 2y = k}, isto é, N(k) é conjunto de pares de
nimeros naturais que sao solucoes da equacao diofantina X + 2Y = k, onde £k > 0.
Ainda, denotaremos por S a soma Z (x i y)

waeNy Y

Considerando, por exemplo, k = 6, temos que N(6) = {(0,3),(2,2),(4,1),(6,0)}. E,

além disso, temos que

B vy [ 3 4 5 6\
e 2 GGG () )
(24 EN(©)

Portanto, temos que Sg = Fg, isto é, o sétimo elemento da sequéncia de Fibonacci.
Mais geralmente, temos

Teorema 4.2 Para todo k € N, temos que
T4y
F=S= Y ( )
y x
(zy)EN (k)
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Demonstracgao:

Inicialmente, vamos caracterizar as solucoes da equacao diofantina X + 2Y = k, isto
é, os elementos de N (k). Observe inicialmente que se (zg,yy) ¢ uma solu¢ao da equagao
diofantina, entao (z,y) € N(k) se, e somente se, t = xg — 2t > 0 ey =1yo+1t >0, com
t € Z. Em todo caso, (k,0) é uma solucao particular. Portanto as solugbes da equagao
diofantina sao da forma:

{xzk_%,tez
y=t

Como queremos solugoes que sejam elementos de N(k), temos que x e y esao sujeitos
as seguintes restrigoes:

r=k—2t>0ey=1t>0.

L k . .
Dai,temos que os valores de t sao tais que 0 <t < 5 Temos dois casos a analisar:

1° Caso: k é par.

k
Neste caso temos que ¢t pode assumir os valores t =0,1,..., 5 e
k k k
Ainda, temos que
%
T+y k—t
Sk = = .
= 2 G -E G )
(z,y)EN(k) t=0
Logo,
k k—1 5
— — F
= (o)« () e () -
pelo Teorema 3.1
2° Caso: k é impar.
. k—1
Neste caso temos que t pode assumir os valores t = 0,1,..., 5 e
E+1 k-1 E—1
Ainda, temos que
k=1
T +y - k—t
Sk = = .
= 2 G20 )
(z,y)EN(k) =0



Logo,

k E—1 kil
Sk:(0)+< . >+---+<é):Fk,
2

novamente pelo Teorema 3.1

5 Consideracoes finais

Este trabalho contempla assuntos relevantes para o ensino médio e pode ser explorado
nas aulas, pois aborda temas relacionados a sequéncias numéricas, férmulas de recorréncias
e de formacao, binomio de Newton, analise combinatéria e geometrias analitica e plana.

Mostra, ainda, a importancia de descobertas matematicas de séculos passados, sem,
no entanto menosprezar descobertas recentes e vislumbra a possibilidade de se fazer ma-
tematica mediante resultados ja conhecidos.

Espero contribuir, com este trabalho para incrementar o trabalho do professor em sala
de aula e agucar a curiosidade e a admiracao pela matematica por parte dos discentes.
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