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Resumo: Este trabalho visa auxiliar o professor da educacao basica na introducao da Oti-
mizagao no ensino médio. Aqui abordamos a otimizagao por programacao linear e a resolucgao
de problemas do ponto de vista da modelagem matemética. Apresentamos diversas ferramen-
tas matematicas assim como problemas de aplicacao e fazemos enfases na programacao linear
com o objetivo que o aluno de ensino médio se familiarize com os conceitos de otimizacao.
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1 Introducao

A otimizacao é um tema muito utilizado nas areas de Engenharia, Matematica Compu-
tacional, Administracao, Financas, Marketing, Economia e até Medicina. Sua continuidade
no ensino superior se encontra em conteidos de Cdlculo e em estudos de Lagrange (Método
de Lagrange e Lagrangeano Aumentado) e é a base da pesquisa operacional.

Os contetudos de Conjuntos, Funcgoes e Geometria Analitica sao pré-requesitos necessarios
para se estudar Programacao Linear e por isso sugerimos que a otimizagao seja aplicada
para estudantes do terceiro ano do ensino médio. Para facilitar, o professor deve trabalhar
com problemas que envolvam a realidade do aluno, utilizar uma linguagem simples, o uso de
tecnologias como o software Geogebra, a modelagem matemdtica e constantes exemplos.
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Bregalda (1988) define: ”A tarefa da Programacao Linear consiste na maximiza¢ao ou
minimizagao de uma fungao linear, denominada Fungao Objetivo, respeitando-se um sistema
linear de igualdades ou desigualdades que recebem o nome de Restrigoes do modelo. As
restrigoes representam normalmente limitagoes de recursos disponiveis (capital, mao de obra,
recursos minerais ou fatores de produgao) ou entdo, exigéncias e condigoes que devem ser
cumpridas no problema. Essas restricoes do modelo determinam uma regiao a qual damos
o nome de Conjunto das Solugoes Viaveis. A melhor das solugoes viaveis, isto é, aquela
que maximiza ou minimiza a funcao objetivo denomina-se Solugao Otima. O objetivo da
programacao linear consiste na determinacao da solucao 6tima”.

Helsangela Ramos da Costa do Departamento de Matematica da Universidade do Estado
do Amazonas (UEA), em Manaus, em seu artigo cientifico publicado on-line em 30 de novem-
bro de 2009 define: ”a modelagem matematica é capaz de promover um ambiente estimulante
de educacao cientifica e tecnoldgica mobilizando o potencial criativo dos estudantes. Dessa
forma, acredita-se que a proposta permite ao estudante utilizar a modelagem matematica
como uma ferramenta para compreender os conceitos matematicos e para resolver problemas
de diversas areas do conhecimento.”

Nao ¢é tarefa facil para o professor, neste contexto em que o aluno
possui tanto acesso & informacao, tornar a Matematica interessante e
desafiadora. Utilizar problemas estimulantes, que desafiem sua curio-
sidade e sua capacidade de raciocinio pode ser uma forma de aumentar
o interesse pela aprendizagem em Matemaética.

Rech (2008, pag 3)

Livros de Calculo e Otimizagao dao continuidade a este estudo no Ensino Superior. Alguns
matematicos como I[ZMAILOV e SOLODOV (2009), BOLDRINI (1980), NOVAIS (1978) e
LIMA (2006) completam e enfatizam este tema em seus livros.

2 Definicoes Basicas

Dado uma funcao f : 2 — R de n variaveis definida no conjunto 2 C R”, onden =1,2,3
e um subconjunto D C 2. Um dos problemas principais na area de otimizacao consiste em
encontrar um ponto xy € D, onde a funcao f admite o valor minimo. Este problema pode
ser escrito como: encontrar xo € D tal que

min f(z) = f(xo) (1)

zeD

Definicao 2.1 O conjunto D onde o ponto do minimo se encontra é chamado de conjunto
viavel do problema de minimizagdo (1), os pontos de D serdo chamados pontos viadveis, e f
serd denominada funcao objetivo.



Definicao 2.2 Dizemos que um ponto xqg € D €

a) minimo global de (1), se
f(zo) < f(x) Ve D; (2)

b) minimo local de (1), se existe uma vizinhanca V' de xq tal que

f(zo) < f(z) VreDNV. (3)

Uma outra forma equivalente de definir um ponto de minimo local pode ser dado, se
verificamos a existéncia de um nimero real € > 0, tal que

f(zo) < f(x) paratodoz € {x e D/ |x—xo <e}.

Da Definicao 2.2, vemos que todo ponto de minimo global é um ponto de minimo local,
mas nao reciprocamente. De outro lado, se x # xy a desigualdade (2) ou (3) ¢ estrita, neste
caso xg sera chamado um ponto de minimo estrito global ou local respectivamente.

Definicao 2.3 Dizemos que o nimero real o € (—o0, +00) definido por

a = inf f(zx)

xeD
¢ o valor dtimo do problema de minimizagao (1).

Observe que inf f(z) é o limite inferior também chamado de limite infimo, ou seja, o valor
minimo do qual se pode aproximar a funcao no intervalo determinado. De modo analogo
também existe supf(z) que é o limite superior também chamado de limite supremo.

E importante ressaltar que uma fungao pode admitir varios pontos de minimos locais,
mas o valor étimo (global) do problema, claro, é sempre o mesmo valor .

H& também problemas envolvendo o maior valor que uma funcao pode assumir, isto pode
ser analisado sabendo que todo problema de maximizacao consiste em encontrar xy € D tal
que

max f(z) = f(zo) (4)

zeD

o qual pode ser transformado em um problema de minimizacao (1) equivalente da forma

min[—f(z)] = [~ f(wo)].

Isto implica de forma particular, que os pontos de maximo ou minimo local e global de
ambos os problemas sao 0os mesmos, mas os valores 6timos tem sinais opostos. Assim todos os
resultados obtidos para o problema de minimizagao (1) podem ser estendidos sem dificuldade
para o problema de maximizagao (4).



Muitas vezes, o conjunto vidavel D de um problema de minimizacao é definido por um
sistema de igualdades e/ou desigualdades da forma

VAN

B hi(x) 0,71 = 1,2,....1,
D—{xGQ‘ g () 0,5 = 1,2,...,m}7 (5)
2,..,0; g =1,2,...,m; sao funcoes dadas. Em notacao
) pode ser escrito

onde h; : 2 -Reg; : Q=R i=1,
mais simplificada o conjunto viavel (5

D ={zeQ|h(r)=0, g(x) <0, },
h = (hi,hy,..;ly) : Q= Re g= (91,92, -, Gm) : 2 = R™, sao fungoes vetoriais e g(z) < 0
indica que cada componente g; de g ¢ menor ou igual a zero.

O conjunto €2 onde a funcao f esta definida é chamada o conjunto das restricoes diretas e
as restricoes de igualdade e desigualdades que definem D sao chamadas restricoes funcionais.

Quando o conjunto vidvel D = R"™, dizemos que o problema (1) é irrestrito, e quando D #
R™ dizemos que o problema (1) é um problema de otimizagdo com restrigoes. E importante
indicar que o problema irrestrito pode ser considerado um caso particular de (1), (5), se
tomamos {2 = R" e eliminamos as restrigoes funcionais, isto é, [ = m = 0.

Quando 2 =R" e[ # 0, m = 0, falamos sobre um problema de otimizacao com restrigoes
de igualdade.

Definicao 2.4 Dizemos que um conjunto D € R™ € poliedral quando ele pode ser represen-
tado como o conjunto das solucoes de um sistema finito de equagoes e inequagoes lineares.

Por exemplo, o conjunto
D ={z € R"| Ax = a, Bz < b},

onde A = (a;;), B = (b;;) sdo matrizes de ordem [ xn e m xn respectivamente, a € R, b € R™.
Neste contexto, dizemos que h : R* — R!, h(z) = Ax — a, é uma funcdo afim.

Definicao 2.5 Uma func¢ao f: R™ — R definida por

fz) = (Qz, x) + {q, ), (6)

onde Q = (q;;) € uma matriz de ordem n?, ¢ € R™, e (,) representa o produto interno usual
do R™, é chamada de funcao quadrdtica.

Uma classe especial de problemas de otimizagao se refere ao caso em que D é um conjunto
poliedral. Além disso se a fungao f for uma funcao quadrética, entdo o problema (1) é
chamado de problema de programacdo quadrdtica, e se f for uma funcao linear (@ = 0 em
(6)), o problema é chamado problema de programagao linear.
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3 Programacao Linear

A Programacao Linear é uma disciplina dentro da otimizacao que tem por objetivo estudar
e resolver determinados problemas ligados a decisdes de encontrar um valor 6timo (méximo ou
minimo). O termo linear significa que todas as fun¢oes que descrevem o problema sao lineares,
na verdade desigualdades lineares, motivo pelo qual o estudante deve ter conhecimento de
Geometria Analitica. A idéia parte do pressuposto que existe um conjunto solucao para
certas desigualdades lineares do problema no espago R" (aqui analisaremos n = 1,2,3), e
a analise deste conjunto junto a uma funcao objetivo nos dara este valor 6timo. Para um
melhor conhecimento do tema é necessaria algumas definigoes:

3.1 Existéncia de Solugoes

Definicao 3.1 Um subconjunto D do R™ é chamado convexo se para quaisquer dois pontos
A e B de D o segmento AB estd inteiramente contido em D.

A Figura 1 abaixo é a visao geométrica de um conjunto convexo e de um conjunto nao
convexo no espaco R2.

convexo ndo convexo

Figura 1: Conjunto Convexo e Conjunto Nao Convexo

Definicao 3.2 Dado uma reta r de equacao y = ax + b em um plano w, esta reta divide o
plano ™ em dois semi-planos o e 5. As inequagoes y < ax+b ey > ax+b sdo chamadas de
desigualdades lineares que definem os semi-planos a e [3.

Por exemplo, quando queremos encontrar os pontos p = (z,y) que satisfazem a desigual-
dade y < 2z + 4 procedemos da seguinte maneira.

Em primeiro lugar analisamos a reta y = 2x + 4, e percebemos que a mesma corta o eixo
das abscissas em A = (—2,0) e o eixo das ordenadas em B = (0,4), dividindo o plano 7 em
dois semi-planos: « e (3, conforme a figura 2.



Figura 2: Semi-planos definidos pela reta y = 2z + 4.

Observamos da Figura 2, que ao tomar um ponto arbitrario no plano (3, por exemplo
C = (1,1), vemos que ele satisfaz a desigualdade y < 2x + 4; pois

y=1<2(z)+4=201)+4=6

Logo, como o ponto C' € 3 foi arbitrario e ele verifica a desigualdade, o plano [ serd o
conjunto de todos os pontos p = (z,y) que satisfazem a desigualdade y < 2z + 4.
Uma demonstragdo mais detalhada pode ser encontrada em LIMA (2006).

Teorema 3.1 Um conjunto de intersecoes nao vazias de inequacoes lineares em R? sempre
formam um conjunto convexo poliedral.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em BREGALDA (1988).

Definicao 3.3 Um conjunto convexo é dito conjunto vidvel na programacao linear se ele é
definido pelas intersegoes de um sistema de equacoes e inequagoes lineares. Cada ponto deste
congunto € denominado de ponto vidvel e cada desigualdade € uma restri¢cao do problema de
programacao linear.

Observacao 3.1 Dado algumas inequacoes e analisando suas intersecoes teremos um con-
junto convexo de pontos que serdo as solugoes destas inequacgoes. Caso duas desiqualdades
formem uma intersecao vazia, entdo o problema nao tem solugao.

Por exemplo, o conjunto de solugoes do sistema:
y< —x+2
y<z+2
y = 0;

é o conjunto dos pontos P = (z,y), limitados pela interse¢ao dos semi-planos determinados
por cada uma das desigualdades, conforme Figura 3:



r+y<2 r—y=—2

Figura 3: Conjunto de pontos viaveis formado por inequagoes

Defini¢ao 3.4 Dada uma regiao D poliedral convera fechada do R™ (determinada por um
sistema de equagoes e inequagoes lineares), os vértices desta regido D sao os pontos da
regiao que satisfazem um dos possiveis sistemas de n equacoes lineares independentes, obtidas
substituindo-se as desigualdades por igualdades. Estes vértices sao pontos extremos da reqiao
D e portanto possiveis solugoes dos problemas de programacao linear.

Definicao 3.5 Uma funcao f : Q@ C R™ — R para a qual procuramos o valor mdximo ou
minimo no conjunto D € ) € chamada de fun¢do objetivo.

Para problemas relacionados com a programacao linear, o conjunto D representara um
conjunto viavel. Dado um problema de programacao linear, estamos interessados na existéncia
de solugoes de dito problema, nesse sentido, o Teorema Fundamental da Programacao Linear,
fornece as condigoes necessarias para a existéncia de um maximo ou minimo de uma fungao
em uma regiao poliedral convexa D (conjunto vidvel). Os seguintes lemas serao importantes
na demonstracao do Teorema Fundamental da Programacao Linear.

Lema 3.1 Seja f: Q C R® — R uma fungao definida por f(x1,za,...,x,) = a121 + asxs +
v + Gz, + b, a;,b € R e seja P um ponto interior ao segmento AB C §2 do R", isto ¢€,
P =)A+(1-X\)B, 0 < XA < 1. Entao teremos f(A) < f(P) < f(B) ou f(B) < f(P) < f(A).

Lema 3.2 Seja f: Q C R" — R uma funcgdo definida por f(xy1,xo,...,T,) = a171 + asxs +
v Fapz, + b, a;,b € R. Se dentre os valores que f assumir num segmento AB do R"™, o
valor mazimo (minimo) for assumido num ponto P interior deste segmento, entao f serd
constante em AB.

A prova deste lemas podem ser encontradas em BOLDRINI (1980).



Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Programacao Linear)

Seja f : Q@ C R* — R wuma funcao definida na regiao poliedral convexa D do R™ por
f(z1, 22, ..., xy) = a1y + Aoy + ... + apx, + b, a;,b € R. Suponha que f assuma um valor
mazximo (minimo) nesta regigo. Entdo, se D possui vértice(s), este valor mdzimo (minimo)
serd assumido num vértice.

Demonstracao: A demonstracao sera feita para n = 2.

Seja D C R2. Suponhamos que o valor maximo (minimo) de f seja assumido em um
ponto P de D, considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis de R? podemos
ter:

i) P é um vértice. (Neste caso o teorema ja estd provado).

i1) P estd numa aresta. Do Lema 3.2, f assumird este valor maximo (minimo) em toda a
aresta. Como a regidao D possui vértice(s) esta aresta conterd um vértice v obrigatoriamente,
portanto, f(P) = f(v).

i11) P esta no interior de D. Neste Caso, f sera constante em toda regiao D.

De fato, seja () um outro ponto de interior de D. Como D é poliedral convexa, o segmento
QP estéa contido em D; além disso, como P é interior podemos considerar um prolongamento
QQ' que contém P deste ainda contido em D. Do Lema 3.2 segue que f é constante em Q'

e portanto, f(P) = f(Q).

Y

Q' Regido D

Figura 4: Ponto maximo no interior de uma regiao viavel D



4 Otimizacao e Modelagem Matematica no Ensino Médio

E importante que o professor conheca a modelagem para adequar sua aplicagao a realidade
da turma, considerando varios aspectos como: conceitos prévios dos educandos, contetido pro-
gramatico a ser desenvolvido, objetivos conceituais, de atitudes e habilidades, tempo para
sua aplicagao e a experiéncia com o conteido e atividades de modelagem. Portanto sugerimos
sempre trabalhar com a modelagem seguindo os passos de Helsangela (2009):

(a) Escolha do tema: com base no diagndéstico, o(s) tema(s) pode(m) ser escolhido(s) pelo
professor, pelos alunos ou em conjunto.

(b) Interacao com o tema: faz-se um estudo (coleta de informagoes) sobre o tema esco-
lhido através de visitas técnicas a orgaos e profissionais, pesquisa na internet, livros, revistas,
entrevistas, reportagens de jornais ou experimentos.

(¢) Formulagao do problema: o professor deve auxiliar os estudantes na formulacao do(s)
problema(s) matemadtico(s) relacionado(s) ao tema, das hipéteses utilizando a simbologia
adequada e descrevendo as relagoes em termos mateméaticos, uma vez que a transferéncia da
linguagem verbal para linguagem matemaética é na maioria das vezes uma tarefa que exige
esforco dos alunos.

(d) Elaboracao dos modelos mateméticos: o professor deve orientar os estudantes na cons-
trucao do modelo devido sua natureza conceitual e abstrata. Deve-se indicar porque algumas
caracteristicas do modelo foram consideradas e outras rejeitadas.

(e) Resolugao de problemas: nesta etapa, os conceitos mateméticos que foram identifica-
dos na elaboracao dos modelos matematicos devem ser sistematizados.

(f) Interpretagao e validagao da solugao: cada grupo/estudante deve avaliar e interpretar
a solucao, verificando a adequacao da solucao obtida ao modelo utilizado. A interpretagao
da solucao envolve uma retomada dos conceitos matematicos que estao relacionados ao pro-
blema.

(g) Validacao da solugao: o resultado obtido pelo modelo matemético é comparado com
o sistema real.

(h) Exposigao escrita e oral do trabalho: esta etapa é importante, pois muitas vezes,
os alunos nao possuem um registro escrito organizado daquilo que fizeram e tém muitas li-
mitagoes na comunicacao matematica oral.

(i) Avaliagdo: devem ser avaliados critérios como organizacao, clareza e criatividade.

4.1 Modelagem Matematica do Problema da producao de garrafas

A seguir abordaremos o problema principal deste trabalho, utilizando a programacao li-
near como ferramenta matemaética segundo as etapas do processo da modelagem.

1* Parte. Escolha do tema: Problema de otimizacao da producao de garrafas em uma
féabrica.



2* Parte. Formulacao do Problema: Uma fabrica produz garrafas de licor e de aguar-
dente. Uma maquina automatiza parte do processo de fabricagao. Para produzir uma caixa
de 12 garrafas de licor utiliza-se a maquina por 3 horas, mais 2 horas para que um operario
faca o acabamento. A producdao de uma caixa de 12 garrafas de aguardente necessita da
maquina por apenas 1 hora, mas o seu acabamento por um operario demora 3 horas. No
periodo de uma semana a fabrica dispoe de 58 horas de trabalho manual e de 45 horas de
uso da maquina. O lucro na venda de uma caixa de licor é de R$ 50,00 e o lucro da caixa
de aguardente é de R$ 40,00. Sabendo que toda producao ja tem comprador, qual deve ser
a producao semanal de cada tipo de caixa de modo que o lucro seja o méximo possivel?

3 Parte. Modelando, interpretando e resolvendo o problema: Nesta parte or-
denamos as idéias para organizar o raciocinio:

a) Inicialmente montamos e anallisamos uma tabela com os dados:

HORAS
GARRAFAS . , Lucro por
MAQUINAS = OPERARIOS | Caixa (RS)
LICOR (X) 3 2 50
AGUARDENTE (Y) 1 3 40
TEMPO MAXIMO
POR SEMANA = = fx,y)

Figura 5: tabela de dados
observe que hé duas restrigoes:

i. O uso da méaquina esta limitado a 45 horas semanais.
ii. O tempo de trabalho de um operario esta limitado a 58 horas semanais.

b) Montamos o sistema:
Representando Licor com a varidavel x e a Aguardente com a variavel y, obtemos as se-
guintes inequagoes:

3r + 1y < 45;
2z 4+ 3y < 58;
x> 0;
y > 0.
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¢) Construimos e analisamos o grafico:

Cada uma das quatro desigualdades acima corresponde a um semi-plano. Com as in-
tersecoes destes semiplanos obtemos uma Regiao D convexa de vértice M, N, O e P. Esta
Regiao D é o conjunto de todas as solucoes viaveis ou possiveis do problema, por exemplo:
0 ponto
A = (5,5) estd em D, o que indica que a fédbrica pode produzir 5 caixas de licor e 5 caixas
de aguardente sem violar qualquer uma das 4 restrigoes, observe o grafico da Figura 6.

Regiao D

o

5 Nu

Figura 6: Conjunto das solucoes vidveis do problema

d) Inserimos a funcao objetivo e re-analisamos o gréfico:

Introduzimos agora a fungao objetivo f(z,y) = 50x + 40y, que é a fungao relacionada ao
lucro que se pretende obter. Veja que f(A) = 450, indica que o lucro na venda de 5 caixas
de cada tipo de garrafa gera um lucro de R$ 450,00 (vide Figura 7). E visivel que A = (5,5)
nao é a melhor solucao para o problema, ja que ha outros pontos na regiao D, com maior
ntimero de produgao de caixas de garrafas, o ponto B = (10.10) por exemplo.

e) Aplicamos o Teorema Fundamental da Programacao Linear:

Agora analisamos a funcao objetivo e utilizamos o Teorema da Programacao Linear para
obtermos a solucao.

Na Figura 7 o vértice P = (11,12), em relagdo a fun¢do f é o ponto que procuramos.

Portanto a solugao otima para a fabrica serda produzir 11 caixas de garrafas de licor e 12
caixas de garrafa de aguardente por semana, o que gerard um lucro de R$ 1.030,00 semanais.
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2z + 3y = 58

Figura 7: Localizacao do ponto maximo

5 Consideracoes finais

O presente trabalho teve o objetivo de utilizar defini¢des, lemas e teoremas e a modelagem
matematica com situagoes problemas para orientar o professor e introudzir a otimizacao com
programacao linear para estudantes do ensino médio. E claro que existem outros caminhos
para se trabalhar a otimizacao como por exemplo: fungoes do 2° grau ou desigualdade de
médias, bem como o calculo e suas derivadas e integrais, mas dentre estas a programagcao
linear é a mais interessante. A utilizacao de modelagem matematica é indispenséavel pois guia
o estudante e o prepara para novas técnicas de aprendizagem.
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