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POLINOMIOS DE FIBONACCI: ALGUMAS APLICACOES
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Resumo: Neste trabalho definimos os Polinomios de Fibonacci, estudamos diferentes for-
mulacoes de definicao, demonstramos algumas propriedades e apresentamos algumas aplicagoes,
principalmente, na resolugao de um Problema de Valor Inicial. O método que usa esses po-
linomios é um método alternativo entre os classicos métodos de resolucao de uma Equagao
Diferencial Ordinaria.
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1 Introducao

A sequéncia numérica 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... onde cada termo a partir do segundo, é a soma
dos dois termos anteriores, ja era estudada pelos matemaéticos indianos Virahatika, Gopala e
Hemacandra muito antes de 1202 D.C. [7] mas foi neste ano que ela foi inserida no mundo
ocidental pelo matematico italiano Leonardo de Pisa através do livro “Liber Abbaci” que
era composto de 15 capitulos e teve uma recente publicacao em 636 paginas, baseada na
edicao de Baldassare Boncompagni com traducao para o inglés de Laurence E. Sigler [8].
Desde sua introducao na Europa, a sequéncia de Fibonacci tem sido aplicada extensivamente
em pesquisas nas mais diversas areas da ciéncia e da arte, por exemplo, ela é usada para
investigar correlagoes existentes na sequéncia geromica do DNA humano [9], também para
analisar as estruturas de transmissao de ondas periodicamente carregadas através de linhas
de transmissao do tipo Fibonacci [10] e se relaciona com as distancias interatémicas em um
quasicristal [11]. Este ultimo tema rendeu ao cientista israelense Daniel Shechtman o Prémio
Nobel de Quimica de 2011.

Paralelamente ao estudo da sequéncia de Fibonacci propriamente dita existem muitos estudos
a partir de suas derivacoes em nivel de matematica superior mas que estao relacionados a
temas distintos da matemadtica basica como médias harmonica, aritmética e geométrica [12],
matrizes [13], nimeros primos [14], equagoes diofantinas [15], polinémios [17] e [16], e andlise
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combinatéria [18]. Uma dessas derivagoes sao os polinomios de Fibonacci.

Neste trabalho estudaremos os Polindmios de Fibonacci. Pretendemos mostrar algumas
de suas propriedades e apresentar aplicacoes enfatizando seu uso na solucao de equacgoes
diferenciais ordinarias com base principalmente em [2] e [19].

2 Definicao dos Polinémios de Fibonacci
Nesta secao estudaremos algumas definicoes e generalizagoes dos Polinomios Fibonacci.

Defini¢ao 2.1 (Recorréncia Lineares de Segunda Ordem homogéneas) Dizemos que
a recorréncia da forma

Ynt1 + PYn + qYn—1 = 0,

onde q # 0, € uma recorréncia linear de sequnda ordem homogénea. Quando q =0 € dita de
primeira ordem.

Notagao 2.1 Usamos a notacao (a, b) para indicar o mdximo divisor comum de a e b.

Definigao 2.2 (Polinémios de Fibonacci) Os Polinémios de Fibonacci sao definidos pela
relagao de recorréncia linear de seqgunda ordem

Foii(x)=aF,(z)+ Foo1(z), n>1, zeR (1)

com as condicoes iniciais
Fi(z) =1, Fye) =2 (2)

Para o caso particular de x = 1, a relacao acima com as mesmas condigoes iniciais reduz-se
a relacao de recorréncia chamada de numeros de Fibonacci:

FnJrl:Fn—i_anla n>1
Flzl,
=1

Os sete primeiros polinomios de Fibonacci, (1) - (2), sdo dados por

Fi(z) =1

Fy(z) = =

Fy(r) = 2*+1

Fy(z) = 2°+2x

Fy(z) = 2*+322+1
Fo(z) = 2°+42°+ 32
Fr(z) = 2%+ 52" +62° + 1

O grafico de cada um desses polindmios, para x € [—2, 2], estdo dados na Figura 1.

Ao escrevermos a sequéncia de expansoes binomiais (z + 1), para cada n € N, obtemos os
polinomios de Fibonacci a partir das somas das diagonais, de modo que a soma da n-ésima
diagonal é o F,,(x). Por exemplo, na Figura 2, a soma da primeira diagonal é Fi(z) =1 e a
soma da sexta diagonal é Fg(x) = x° + 423 + 3.
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Figura 2: Expansoes do binomio (z + 1)

Se modificarmos a primeira condigao inicial de (2) construimos novas sequéncias de po-
linomios. Por exemplo, os Polinémios de Lucas iniciam com Fi(z) = 2 e Fy(z) = x e
sao denotados por L, (x). Por outro lado, se mantivermos fixas as condigbes iniciais (2) e
modificarmos a recorréncia (1) para

Fo(z) =22F,(z)+ F,oq1(z), n>1 xR,

obtemos os Polinomios de Pell, denotados por P,(z). Por exemplo, em [6] encontra-se relagoes
importantes entre F,(z), L,(z) e P,(z).

Todos esses polinomios citados até aqui sao casos particulares de uma classe maior de po-
linomios do tipo Fibonacci, como veremos na seguinte definigao.

Definigao 2.3 (Generalizacao dos Polinémios de Fibonacci) Os polinémios gerais do
tipo Fibonacci sao definidos pela relacdo de recorréncia linear de sequnda ordem

Upi1(x) = 2Up(z) + Upa(x), n>1, xz€R (3)



com as condicoes iniciais
Ui(x) =a, U(z)=bx (4)

A seguir definiremos uma férmula explicita para os polinémios de Fibonacci, encontrada em

3]-

Definigao 2.4 (Férmula explicita para os polinémios de Fibonacci) Os polindmios de
Fibonacci sao definidos por

Foi(2) (” N Z> >0, (5)

sendo | 5] o menor inteiro de 3.

Uma outra forma de gerar os polinomios de Fibonacci é através de matrizes quadradas de
ordem 2, [16]. Sejam as matrizes

Q‘;:(é f) e QF(J{ (1))

Usando a definicdo de poténcia de matrizes, temos que Q5" = Q5 QL e, por inducio

matematica sobre n,
n_ Foa(r)  Fu(x) (6)
2 F.(z) F,1(x)

para todo n € N.

A forma matricial (6) é muito importante, pois, com esta formulagao aproveita-se a teo-
ria de matrizes e determinantes. Por exemplo, a seguinte propriedade

Fra(2) Fus(2) = F2(2) = (~1)"

¢é consequeéncia de

det Q3 = (det Q1) = (=1)"

Até aqui temos estudado quatro formas distintas: (1), (3), (5) e (6), para gerar os polindomios
de Fibonacci. A escolha de uma ou outra dependera do problema de nosso interesse. Neste
trabalho, precisamos representa-los na forma matricial explicita, o que nao ocorre em (6).
Para tanto, vamos comecar organizando seus coeficientes em ordem crescente das poténcias
de z, veja a Tabela 1.

Segundo a Tabela 1, é natural, definir uma matriz B = (b;;)nxn, j =0, ..., N—1, como sendo
a matriz triangular inferior formada pelos coeficientes dos polinomios de Fibonacci, onde N
denota um nimero natural finito. Também, denotemos o vetor X = (2°, 2!, 22, - -+ | fol)T
e 0 vetor-polinémio de Fibonacci por F = (Fy(x), Fy(z), --- , Fy(z))".

Observe que o i-ésimo polinomio de Fibonacci, parai=1,..., N, é dado por

Fx) =Y by Y



Tabela 1: Coeficientes dos Polinomios de Fibonacci.
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Podemos expressar (7), em notagdo matricial, como
F=BX (8)

Os elementos de B que estao nas diagonais impares, no sentido da diagonal secundéria,
formam o Triangulo de Pascal, dados em [19].
Para todo N impar,

©) 0 0 0 0 0
0 () 0 0 0 0
B o @ o 00
P O 00 o)
0 (D) 0 () e (90
() 0 () o0 0o (%
Para todo N par,
©) 0 0 0 0 0
0 () 0 0 0 0
m 0 @ o 00
B— 0 (1) 0 (0) O 0 (10)
() 0 () 0 () o
0 () 0 GE) 0 (%))



e B definida por (9), temos por (8),

Fi(x) ) o 0 0 0 20 10000 0
Fy(x) 0 () 0 0 0 ! 01000 !
Bz | =1G 0o (% o o 2| =[10100 x?
Fy(x) o () o () o x? 02010 2’
Fy(x) G 0 () o () at 10301 xt
1
x
= 1+ 22
2z + a®
14322 4 2*

3 Propriedades dos Polinomios de Fibonacci

Nesta secao destacaremos algumas propriedades dos polinomios de Fibonacci.

V244 e 5 _ z—Va?44

Proposicao 3.1 (Extensao da férmula de Binet) Sejam o = *=%5 R

entao g
a —

o (1)

Demonstracao: De (1), F,1(z) = oF,(z) + F,_1(z) logo sua equagao caracteristica
associada é dada por

Fn(x) =

2 —ar—1=0

cujas raizes sao exatamente o e 5. Entao, a solucao geral serd uma combinacao linear dessas
raizes (obtida por indugdo matemaética):

Yn = Cra” + Co ", (12)

Usando as condigoes iniciais, definidas em (2), temos um sistema linear nas varidveis C; e Cs
cuja solucao é:
b—x Tr—
Cir=—r—, Co=_7—,
a(f —a) BB —a)

de onde segue o resultado. U

Proposicao 3.2 (Resto do quociente entre dois polinémios de Fibonacci) Sempre que
um polinomio de Fibonacci é dividido por outro de indice menor, o modulo do resto € um
polinomio de Fibonacci.

O leitor pode encontrar a demonstragao dessa proposigdo por exemplo em [6].

Proposigao 3.3 (Propriedades de Divisibilidade, [6] e [20]) Para todo n,m, verifica-
se:

1. Fo(x)|Fon(x).



]72;1

3. Fp(x) = (22 +4)

4o (Fn(2), Fon(2)) = Fnm) ().

, para todo p primo.

A existéncia ou nao de infinitos nimeros primos ainda é uma questao em aberto, assim
também nao se sabe se existem infinitos primos na sequéncia de Fibonacci. Um dos resultados
conhecidos é que se o nimero F,, é primo entao seu indice n também ¢é primo, embora a
reciproca nao seja verdadeira, ja que, por exemplo, Fig = 4.181 = 37 x 113. Ao estendermos
esse resultado para a sequéncia dos polinomios de Fibonacci, a reciproca passa a ser valida,
como mostra o proximo teorema.

Teorema 3.1 O n-ésimo polinomio de Fibonacci € irredutivel, se e somente se n é primo.

Para a demonstracao desse teorema sao necessarios varios resultados preliminares o que nao
é o propdsito deste trabalho. O leitor pode recorrer a [20], onde encontrard maiores detalhes.

Teorema 3.2 (Extensao do Teorema de Zeckendorf) Para todo inteiro n > 1, 2"

pode ser escrito, de forma unica, como combinacdao linear dos n primeiros polinomios de

Fibonacci da forma
B[ (e
i=0

onde (")) =0 e Fy(z) = 0.

Demonstracao: A demonstragao ¢ feita pela segunda forma de indugao em n. Claramente
a igualdade (13) é vélida para n = 1. Vamos supor que (?7) seja verdadeira para qualquer
nimero inteiro menor ou igual a n — 1. Entao,

T (] (o N iy LS

Multiplicando (14) por x, temos

125+

B[~ ()] s

254 i i
il fmn—2 n—2

=0 - -

125+]

= Y (- (n Z_ 2) — (7;__12) (Fo—2i(2) = Fusgia(x))

=0

Agora, para todo n, a diferenga F},_o;(x) — F},_2;_2(x) se anulam a partir do segundo termo
da expansao da somatéria. Assim, obtemos a equagao (13). U



Corolario 3.1 Todo polinomio pode ser escrito, de forma unica, como combinacao linear de
polinomios de Fibonacct.

O resultado é consequéncia imediata de (13).

Proposicao 3.4 (Relagao entre derivadas) Para todo n inteiro, n > 1,

Fu(w) = ~Fi(2) + Fyy (@) (15)

Demonstragao: Por (5),

e
| %52 ]
_9_
Fo(z) = (n A Z) n-2-2i
)
=0
entao,
Lz n—1 DR n—2—1
Fo(z) + Foa(z) = ( ; )xn_%—l- ( ; )x” 2
=0 =0

Sabendo que

() () = (T () = ()

podemos reescrever a equagao (16) como

n—1—1\1 :
Fopi (@) + Foa(z) =" +n )y ( ' )—,x"_ZZ

Derivando,



Logo,

n ?
=0
U
Coroléario 3.2 (A integral do Polinémio de Fibonacci)
v 1
/ Fo(x)dx = " [Fn+1(x) + Fo1(2) — Foya(0) + F,-1(0) (17)
0
Demonstracao: Segue imediatamente de (15). De fato,
N 1 ’ / / 1 x
; Fu(x)dx = — ; [(Faa O0) + Fomy O0ldx = (Frn (00 + Far (X)) [
1
= ﬁ |:Fn+1(x> + Fn—l(‘r) - Fn+1(0) + Fn—l(())
U

Desse modo concluimos as propriedades mais importantes sobre os polinomios de Fibonacci.

4 Aplicacoes dos Polinomios de Fibonacci

Uma das aplicagoes importantes dos polinomios de Fibonacci é a solucao de Equacoes Diferen-
ciais Ordinérias (EDOs). Estes polindmios servem para encontrar uma solu¢ao aproximada
de uma EDO.

4.1 O Método

Problemas de toda natureza nas mais diversas atividades cientificas podem ser descritos ma-
tematicamente através de equacoes diferenciais, embasando assim seu titulo de ser um dos
mais notaveis sucessos do intelecto humano e a importancia das pesquisas direcionadas ao
desenvolvimento de novos métodos de resolucao ou ao aperfeicoamento dos métodos ja exis-
tentes.

No que tange ao aperfeicoamento dos métodos ja existentes, mostraremos como os polinomios
de Fibonacci sao usados para resolver Problemas de Valor Inicial (PVI) ou Problemas de Va-
lor de Contorno (PVC) através do Método Pseudo-espectral. Ressaltamos que embora o
“novo”método que serd apresentado destina-se principalmente aos PVI, também, pode ser
formulado com sucesso para resolver PVC.

O Método Pseudo-espectral utiliza um polinomio interpolador f(x) de grau N para aproximar
a fungao f(z), através de uma malha com N + 1 nés relacionados a uma sequéncia de
polinémios ortogonais. Conforme Boyd [1], os coeficientes de uma fungao conhecida f(x) sao



encontrados exigindo que a série truncada coincida com f(x) em cada ponto da malha. Da
mesma forma, os coeficientes a,, da solugao aproximada de uma equagao diferencial ordinaria,
sao encontrados exigindo que a fun¢do residual da interpolagao f(z) seja nula, isto é:

R(xi;aOaa’h"-yaN):Oa 7’:0717N (18)

4.2 Aproximacao da Derivada de uma Funcao Aproximante

Sabe-se que se f(z) uma fungao continua entdao pode expressar-se como uma combinacao
linear infinita de polindmios. Considere esses polindmios como sendo os Polinomios de Fibo-
nacci, isto é,

f(z) =) a,F(x) (19)

Seja f(x) uma aproximagao de f(x). Para aproximar f(x), consideraremos N —polinémios
de Fibonacci, {F,(z)}_,. Assim,

N
fla)~ f(x) =) aFi(x) (20)
r=1
onde a,, r = 1,..., N sado os Coeficientes de Fibonacci, a ser determinados. Note que (20)
pode ser escrita na forma matricial por
f(z) =F(x)A (21)
onde F(z) é o vetor linha Fibonacci e A é o vetor coluna Fibonacci, isto é,
F(z) = [ Fi(x) Fy(x) F3(x) - Fy(x) } (22)
A:[al ay as - aN}T (23)

De (20) observamos que a k-ésima derivada de f(x) existe e é continua, entdo, podemos
expressa-la, também, como combinacgao linear dos Polinomios de Fibonacci, isto é,

N
J?(k)(*x) = Zaff“)Fr(x), k=0,1,2,... (24)
r=1

onde, o) = ar, fO(x) = ]7(:1:) A equagao (24) em notagao matricial é dada por

f® (@) =F@)A®, k=0,1,2,... (25)
onde, A® = A, e

AO= (o o o ) 20)

¢é a matriz dos coeficientes da k-ésima derivada da funcao aproximante.

Proposicao 4.1 Considere-se (26), para k =0,1,2,...,n. Entdo,
A+ — phtl 4 k=0,1,2,...,n, (27)

onde D € uma matriz operacional da derivada, de ordem N x N, definida por

G
_ - _ ZSGHT, ]>7I
D= (v ={ § i 29



A demonstragao dessa proposi¢ao encontra-se em [2].

Assim, de (25) e (27), temos
f¥(z) =F@x)D*A,  k=0,1,...,n (29)

onde D? = I. A seguir vejamos um exemplo que explica essa propriedade.

Exemplo 4.1 Seja f(x) = F(x)A, onde
F(z)= [ Fi(z) F(z) ... Fs(x)] ¢ A=[2 5 1 4 10]".
Encontraremos a derivada de quarta ordem ]7(4) (x) para N = 5.

De (28) temos que

010 -1 0
002 0 -2
D=[000 3 0
000 0 4
000 0 O
Logo,
0000 24
0000 0
DY =10000 0
0000 O
0000 0
De (29), temos
0000 24 2
B 0000 O 5
fO@)=[1 2 2+1 2*+2z 2*+32>+1] 00 0 0 0 1
0000 O 4
0000 O 10
240
0
=[1 o 2241 2*+2z 2*+322+1]| 0 | =240
0
0

O resultado obtido, no exemplo anterior, coincide com o calculo usual da derivada, pois,
tomando a mesma funcao,

f(z) = F(2)A
= 2-14+5-a+1-(@®*+1)+4- (2 +22) +10- (2" + 32° + 1)
10z 4+ 423 + 312% + 132 + 13,

temos
FO(z) = 402% + 1222 + 622 + 13
fP(z) = 1202 + 24z + 62
f3(z) = 240z + 24
() 240



4.3 Resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Considere a seguinte Equacao Diferencial Ordinaria - EDO - linear, de ordem n e nao-
homogeénea:

> a2y (@) = g(x),  gulz) #0 (30)

Suponhamos que a EDO, (30), admite solu¢ao tnica num intervalo. Denote a solu¢ao apro-
ximada por 7 = () e suas derivadas por ) = 7(x)*). O célculo da solucdo aproximada
serd obtida através de (20).

Note que o interesse principal é calcular os coeficientes de Fibonacci. Entao, definire-
mos uma malha uniforme, de tamanho N, do intervalo [a,b]. Os ndés da malha: {a =

x1,T2, T3, ...,y = b} s@o igualmente espagados e definidos por
L hTAG ), i1 N (31)
T, =a 1—1), i=1,2,...,
N—1

Substituindo (31) em (30) obtemos o seguinte Sistema Linear algébrico

Z qk(mi)y(k)(xi) =g(z;), i=1,2,....,N (32)
k=0
ou seja,
Qo(21)y O (x1) + @ (@) y D (@1) + . ..+ gul@1)y™ (1) = g(z1)
o (22)y O (22) + q(22)y D (x2) + .. 4 qul@2)y™ (22) = g(x2) (33)

2o )y (2x) + a1 @)y (@) + .+ auen)y@(@n) = glon)

Reescrevendo o sistema (33), na forma matricial, temos

> QYW =G n<N, (34)
k=0
onde
qe(x1) 0 0 yik;(%) g(x1)
0 0 k
Qk _ Qk<x2) , Y(k,) _ ) (J:Q) o G _ g('rQ)
0 0 ar(zn) y®) (zy) 9(xn)
Por (29) temos que
Y = FDFA (35)
onde,
Fi(x1) Fy(xy) Fy(x1)
F_ F1(332) Fz(@) FN(JUQ)
Fi(zy) Fy(rn) Fy(zn)



Substituindo (35) em (34), temos

n

3" (QUFDH)A = (QOFDO +QFD 4 -+ QnFD")A ~WA=CG, n<N, (36)

k=0

ou, simplesmente,

WA =G (37)

A equagao (37) representa um sistema linear, onde as incégnitas a,,r = 1,2,..., N estdo no
vetor A. Para resolver (37) consideramos a matriz ampliada:

(W : G] (38)

Por outro lado, na teoria de existéncia e unicidade da solugao das Equacgoes Diferenciais
Ordinarias sao consideras condigoes iniciais ou condi¢oes de contorno. Sejam,

yD(c;))=a;, 1=01,....n—1, j=1,2,... N (fixo), a<e¢ <b (39)

as condigbes iniciais ou de contorno de (30), onde os «; sdo valores conhecidos. Usando (29),
temos

yY(c;) = F.,D'A (40)
onde, Fo, = [ Fi(c;) Fa(c;) --- Fn(cj) |. Denote o vetor
UZZFCJ.DZZ[UH U ... ’LLZN], le,l,...,n—l (41)

Logo, de (39) - (41) obtemos a seguinte equagao algébrica UjA = a; ou UA = a. A matriz
ampliada desse sistema pode ser escrita da forma

[U:qa] (42)

As matrizes ampliadas (38) e (42) podem ser re-escritas de tal maneira que possa gerar-se
uma outra matriz ampliada, isto é,

[(W*: G] (43)

Especificamente, a matriz ampliada (43) é obtida ao substituir-se /—linhas da matriz (38)
pelas [—linhas da matriz (42), geralmente sdo escolhidas as ultimas [—linhas da matriz (38).
Também, podem adicionar-se linhas & matriz (38) de tal maneira que o det[IV*] seja nao nulo.
A melhor forma de obter-se o vetor de incognitas , isto é, os coeficientes de Fibonacci dados
em A, do sistema ampliado (43) é através de métodos numéricos para sistemas lineares.

4.4 Resultados Numeéricos

Nesta secao pretendemos ilustrar analiticamente o “novo”’método apresentado através de um
exemplo numérico e em seguida comparar sua solugdo aproximada y(x) com a solugao exata

y(z).

Exemplo 4.2 (Problema de Valor Inicial) Seja a equacao diferencial linear de segunda

ordem nao-homogénea
2

> a(@)y® (@) = g(a), (44)

k=0



com
ex)=1, @)=z, q(r)=-2 e g(r)=zcosz—3senx

ou seja,
y'(x) + 2y (x) — 2y(x) = xcosz — 3senx (45)

com as condicoes iniciais
y(0)=0 e y(0)=1 (46)

Solugao. Como EDO é de segunda ordem temos que n = 2. Considere N = 4 nds da malha
do intervalo [0, 0, 6] :

21=0, 2,=02, 23=04 e x24=006 (47)

Substituindo (47) em (45) obtemos um sistema linear, (36),

2
5" (QiFDY)A = (QFD’ + QFD' + QFD?)A = WA =G, (48)
k=0

onde,

F1<l’1) FQ(I1> Fg(l‘l) F4(ZE1) 1 0 1 0
F — F1 ((L’Q) FQ(ZL‘Q) Fg([)fg) F4(I2) _ 1 0,2 1,4 0,408
F1<333) FQ($3) Fg(ﬂfg) F4(.C173) 1 O,4 1,16 07864 ’
Fi(zs) Fa(za) Fi(za) Fi(zs) 1 06 136 1416
010 -1 00 20
0o _ 1 _ ~_| 002 0 2 1 0006
D'=1 D' =D= 000 3 , D7= 0000 |’
000 O 00 0O
-2 0 0 0 0 0 0 0
0 -2 0 0 0 0,2 O 0 .
QD=5 o 20 | =0 0 04 0 |’ Q=1
0 0 0 -2 0 0 0 0,6
Logo,
W = Q(FD’+ Q,FD! + Q,FD?
—2 0 —2 0 0 0 0 0 002 O
B -2 —-04 —-2,80 —0,816 n 0 0,2 0,08 0,640 " 0 0 2 1,20
- -2 —-0,8 —2,32 —1,728 0 04 0,32 0,992 0 0 2 240
-2 —12 =272 —2832 0 0,6 0,72 1,848 0 0 2 3,60

—2 0 0 0
—2 —0,2 —0,72 1,024
—2 —04 0 1,664
—2 06 0 2616




Assim, a matriz ampliada,

—2 0 0 0 0
2 02 —0,72 1,024 | —0,40000
—2 —04 0 1,664|-—0,79983
—2 —0,6 0 2616|—1,19873

[W:G}:

Usando as condicoes iniciais:

e y(0)=0
De (39) observamos que: | =0, j =1, ¢4 = 0e ap = 0. De (40), temos y(0) =
FoD°A = FoA = 0, onde, Fy = (Fi(0) F5(0) F3(0) Fy(0)) = (1 0 1 0). Assim,
Up=Fo=(1010). Logo,

[Up:ag)=[1 0 1 0[0] (50)

e y'(0)=1
De (39) observamos que: [ =1, j =1, ¢¢ = 0e a; = 1. De (40), temos y'(0) =
FoD'A = 1. Assim, U; = FoD' = (01 0 2). Logo,

U] =[0 1 0 2|1] (51)

Substituindo o sistema linear formado pelas equagdes (50) e (51) na duas ultimas linhas da
matriz (49) obtemos,

-2 0 0 0 0
« x| 2 =02 =0,72 1,024 | —0,40000
(W 67] = 1 0 1 0 0 (52)
0 1 0 2 1
Resolvendo o sistema linear (52) encontramos os coeficientes de Fibonacci
A=(0 12809 0 —0,1404 )" (53)
De (20), a solugao aproximada da EDO (45) é dada por
4
i) = Y aF(z) = aFi(z) + axFa(z) + asFy(x) + as Fy(x)
r=1
(0)1 + (1,2809)x + (0)(2* + 1) — (0,1404) (2* + 22) (54)
—0,14042> + 1,0001z (55)

Na Figura 3 podem ser observadas a solugao aproximada () (linha pontilhada), obtida pelo
presente método para N = 4, e a solugao exata y(z) = senz, do PVI (45)-(46).

Note, também, que a solucao aproximada é tao boa mesmo considerando uma malha grossa
de 4 nés num dominio de 0 até 0,6.



Yy
0.61 .
y=-1,1404x" +1,0001x
y =sen x
0.4+
0.2+
0.2 0.4 0.6 x

Figura 3: Gréficos das solugoes y(z), para N =4 e y(x).

4.5 Qutras aplicacoes

Os polinomios de Fibonacci foram usados recentemente para resolver equacoes diferenciais
de diferencas por Farshid Mirzaee [5]. As equagoes diferenciais de diferencas de ordem n com
diferencas de ordem m s@o definidas por [4] como equagoes que possuem a forma geral

F(t,u(t),u(t—wl),u(t—wg),--- Ju(t — wy,),
w (), u (t—wy),u (t—ws), - u (t —wy), (56)
(), (= ), u (), w) ) =0,

onde F' é uma fungao dada de 1+ (m + 1)(n + 1) varidveis e os numeros wy, wa, -« + , Wy, SA0
conhecidos. Muitos fenomenos do mundo real também podem ser modelados por equacoes
do tipo (56). Farshid Mirzaee, também, propoe a implementagao do método de colocagao
fazendo uso de matrizes de polinomios de Fibonacci para aproximar a solugao de equacoes,
com condigoes de contorno de coeficientes variaveis.

Similarmente, Ayge Kurt, Salih Yal¢lnbas e Mehmet Sezer também fizeram uso dos po-
linomios de Fibonacci para aproximar a solucao de equagoes integro-diferenciais de Fredholm
(de diferengas), [19] e mostraram, através de exemplos, que a solu¢ao aproximada e a solugao
exata coincidem no intervalo [—1, 1].

5 Consideracoes Finais

O uso dos Polinomios de Fibonacci na resolucao de uma EDO, serve como um método al-
ternativo entres os classicos métodos de Variagao de Parametros, Método dos Coeficientes a
Determinar e os métodos que envolvem séries.

Os alunos do Ensino Bésico que estudam os numeros de Fibonacci, com esta informacao
da existéncia dos polinomios de Fibonacci, como uma ferramenta que generaliza os niimeros
de Fibonacci, tem a oportunidade de aprofundar seus conhecimentos para que quando se-
jam alunos de graduagao e/ou pés-graduagao possam desenvolver novas teorias e aplicagoes.



Também, este trabalho poderd ser aproveitado por professores atuantes na educacao basica
para ilustrar uma aplicacao de polinomios servindo como um fator motivacional em sua
pratica pedagodgica, ou mesmo para nortear estudos complementares a sua formacao.

No ensino superior, quando se estuda a disciplina de Equacoes Diferenciais nao é abordado
este método na resolucao de EDOs, seja por desconhecimento, ou porque a grade curricular da
disciplina nao exige. Tornando-se desse modo, um método alternativo na solucao de EDOs.
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