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Resumo: O objetivo deste trabalho € apresentar um dos enigmas numéricos mais
interessantes e intrigantes, o teorema de Monty Hall. Esse problema pode ser usado
no ensino da probabilidade no ensino médio. Sabemos que resultados envolvendo
probabilidade sdo, muitas vezes, contra-intuitivos e a abordagem correta permite a
solucdo da aparente contradicdo. Para isso, vamos mostrar algumas maneiras de
interpretar esse problema através de desenho, probabilidade condicional e
frequéncia. Outra questao apresentada € como calcular aproximacdes do numero
7t usando probabilidade, com experimentos simples feitos em sala de aula, que
podem ser trabalhados inclusive em turmas do ensino fundamental. Usando
problemas interessantes, é possivel fazer com que o ensino da probabilidade se

torne mais atrativo para alunos do ensino fundamental e do ensino médio.

Palavras chave: Probabilidade, frequéncia, Teorema de Mounty Hall

Abstract : The objective of this document is to present one of the most interesting
and intriguing numerical puzzles, Monty Hall's theorem. This problem can be used to
teaching probability in high school. We know that results involving probability are
oftentimes counterintuitive and correct approach allows the solution of the apparent
contradiction. For this, we will show some ways to interpret this problem through
drawing, conditional probability and frequency. Another question is how to compute

approximations of the number 7 using probability, with simple experiments done in
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the classroom, which can be worked even in elementary basic education. Using
interesting problems, it is possible to make the teaching of probability becomes more

attractive for students from basic education and high school.

Keywords: Probability, frequency, Monty Hall's Theorem

1 Introducéo

A origem da probabilidade foi através dos jogos de azar e, por muitos
séculos, matematicos deram contribuicdes importantes para o desenvolvimento
desse conteudo.

A probabilidade € o contedudo da matematica que nos auxilia no entendimento
das situacdes de incerteza, de resultados imprevisiveis entre todos os que sao
possiveis em determinada situacdo. O estudo desse contetdo é recomendado pelos
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs). De acordo com esta norma, o ensino da
probabilidade deve ser iniciado no ensino fundamental para que o aluno possa
observar a chance ou possibilidade de ocorréncia de um determinado resultado e
com que frequéncia ele ocorre. E muito importante que o aluno desenvolva a

capacidade de observar, registrar e fazer analise dos dados obtidos.

O objetivo desse trabalho € apresentar algumas interpretacdes do problema
de Monty Hall e o célculo de aproximacbes de 7 através de experimentos. Essas
guestdes que serdo apresentadas poderdo auxiliar no ensino de probabilidade no
ensino fundamental e médio. Geralmente, questdes que envolvem probabilidade sé&o
interpretadas de maneira intuitiva e errada. Fazendo uma analise correta, podemos
encontrar a real solugdo, compreender melhor o conceito de probabilidade e evitar

contradicoes.

Nesse trabalho, apresentamos um pouco da histéria da probabilidade, como
surgiu e como foi desenvolvida, 0s principais nomes que fizeram parte dessa historia

e suas respectivas contribuigoes.

A linguagem da probabilidade aparece como uma pequena introdugdo com 0s
termos usados dentro desse conteldo, conceitos basicos necessarios para o0
desenvolvimento e interpretacédo dos problemas que seréo analisados.



O problema de Monty Hall e a pergunta que o tornou famoso, a polémica que
gerou a resposta de Marilyn vos Savant e as interpretacoes desse problema seréao

discutidas ao longo do trabalho.

Para finalizar, sera discutido o calculo de aproximacfes de i através de
experimentos, usando o que diz a Lei dos Grandes Numeros, calculando a
probabilidade pela frequéncia de ocorréncia do evento.

2 Histéria da probabilidade

Segundo Silveira (2001), na antiguidade era comum atribuir aos Deuses a
resolucdo de qualquer evento , era considerado normal pensar que 0S
acontecimentos dependiam do sobrenatural. Ndo se discutia aleatoriedade, néo se

atribuia ao acaso qualquer ocorréncia.

" A humanidade precisou de centenas de anos para se acostumar
com um mundo onde alguns eventos ndo tinham causa... ou eram
determinados por causas tdo remotas que somente podiam ser
razoavelmente representados por modelos ndo casuais." (KENDALL,
apud, CASSIANO e ALVES, 2012)

A idéia de discutir probabilidade surgiu através de questionamentos de
jogadores que queriam vencer 0sS jogos de dados ou de cartas. A

palavra probabilidade € derivada do Latim probare que significa provar, testar.

Marco Tulio Cicero, estadista, orador e filésofo romano, 106 a.C. a 43 a.C.,
citado por Mlodinow (2011), contestava a cultura dos gregos antigos que

valorizavam apenas o estudo da geometria.

"Entre os gregos, o gedmetra ocupava o lugar mais honrado; dessa
forma, nada progrediu de maneira tdo brilhante entre eles quanto a
matemética. Porém, nés estabelecemos como o limite dessa arte sua
utilidade na contagem." (CICERO, Apud, MLODINOW, 2011, p.46).

Segundo Mlodinow (2011), Cicero usou o termo, probabilis, que originou o
termo empregado atualmente e talvez tenha sido o maior defensor da probabilidade

na antiguidade. Ele afirmou que a probabilidade € o préprio guia da vida. "Cicero



acreditava que um acontecimento poderia ser antecipado e previsto mesmo que sua

ocorréncia dependesse do mero acaso” (MLODINOW, 2011, p.46.).

Ishihara e Pessoa (2010) afirmam que Tartaglia (1499-1557) e Cardano
(1501-1576) analisaram problemas propostos a partir dos jogos, mas tanto o0s
matematicos quanto os jogadores da época deixaram as discussfes de lado, pois
consideravam que sO poderiam aplicar o estudo das probabilidades em casos
restritos e também pela dificuldade de entendimento da matematica envolvida. Essa
afirmacdo pode ser confirmada, uma vez que, mesmo alguns séculos antes de
Cristo, os matematicos da época ja manifestavam sobre a dificuldade de aceitacédo
da probabilidade.

Mlodinow (2011), cita em seu livro algumas frases que sustentam a
afirmacdo: "Argumentos baseados em probabilidades s&o impostores" (SIMIAS,
apud, 2011, p.42)

"A menos que seja observado grande cuidado em seu uso, tendem a ser
enganadores- na geometria e também em outros assuntos."(PLATAO, apud,
MLODINOW, 2011, p.42.).

"Argumentos baseados apenas em verossimilhanca e probabilidade sao
suficientes para desclassificar qualquer gedmetra." (PLATAO, apud, MLODINOW,
2011, p.42.).

"Porém, mesmo 0s gregos que acreditavam que os probabilistas possuiam
algum valor talvez tenham tido dificuldades em formular uma teoria consistentes
naqueles dias, em que ainda ndo havia extensos registros de dados [...]"
(MLODINOW, 2011, p.42.).

Tartaglia, um autodidata que veio a se tornar um professor estimado, dedicou

algumas paginas de seu livro General Trattato para discutir problemas matematicos.

Gerolamo Cardano, médico dos nobres da corte e professor de medicina na
Universidade de Pavia, publicou 131 livros sobre filosofia, medicina, matematica e
ciéncias. Cardano escreveu "Libar de ludo aleal”,que significa ,"Livros sobre jogos de

azar" que foi o primeiro na histéria a tratar da teoria da aleatoriedade.



"Antes de morrer, Cardano queimou 170 manuscritos ndo publicados.
As pessoas que vasculharam suas posses encontraram 111 textos
sobreviventes. Um deles, escrito décadas antes e aparentemente

revisado muitas vezes, era um tratado em 32 capitulos curtos.

Intitulado O livro dos jogos de azar." (MLODINOW, 2011, p.46).

Segundo Ishihara e Pessoa (2010), a probabilidade como é estudada nos
dias atuais foi desenvolvida por trés franceses: De Méré (1607-1684), Pascal (1623-
1662) e Fermat (1601-1665).

Por volta de 1654, Chevalier de Méré, matematico amador e viciado em

jogos de azar, prop6s a Pascal a seguinte questao:

"Em oito lances de um dado um jogador deve tentar lancar um, mas depois de
trés tentativas infrutiferas, o jogo é interrompido. Como deveria ele ser indenizado?"
(MERE, Apud, BOYER, 1974, p.265).

Pascal era fisico, matematico, filésofo e te6logo. Com o Traité du triangle
arithmétique de 1654, "Tratado do triangulo aritmético”, mais conhecido como
tridngulo de Pascal, instituiu com Pierre de Fermat, as bases da teoria das
probabilidades e da andlise combinatéria, que o holandés Huygens desenvolveria

posteriormente.

Boyer (1974), fala sobre o problema proposto por Chavalier de Méré: "Pascal
escreveu a Fermat sobre isto, e a correspondéncia entre eles foi o ponto de partida
real da moderna teoria das probabilidades, as idéias de Cardano de um século antes
tendo sido esquecidas.” (BOYER, 1974, p.265.)

Fermat, foi um matematico e cientista francés que gostava de trocar e
resolver desafios. "Ainda que néo fosse um profissional ou especialista, Pierre de
Fermat é geralmente considerado o maior matematico amador de todos os tempos."
(MLODINOW, 2011, p.92)

Pascal e Fermat ndo costumavam escrever seus resultados mas, em 1657,
Huygens, incentivado pelos matematicos franceses, publicou um pequeno folheto
"De ratiociniis in ludo aleae" (sobre o raciocinio em jogos de dados) que é
considerado o primeiro livro sobre célculo das probabilidades e sobre a introdugéo
do conceito de esperanga mateméatica. Ao mesmo tempo, Pascal ja relacionava o



estudo das probabilidades com o tridngulo aritmético. Segundo Boyer (1974), o
triangulo ja existia ha mais de 600 anos, mas Pascal descobriu novas propriedades.
"Em sua obra sobre o tridangulo aritmético, datada de 1654, ha também alguns
topicos sobre probabilidade.” (PASCAL, apud, IEZZI, DOLCE, DEGENSZAJN e
ALMEIDA, 2010, p.285). Uma das propriedades descobertas para exemplificar:

"Em todo triangulo aritmético, se duas células sdo contiguas na
mesma base, a superior esta para a inferior assim como o nimero de
células desde a superior até o topo da base esta para o nimero de
células da inferior, até o ponto mais baixo inclusive" (PASCAL, apud,
BOYER, 1974, p.265)

Para provar essa propriedade, Pascal, em 1654, desenvolve uma explicacao
sobre o método de inducdo matematica que se tornou mais importante que a

propriedade demonstrada.

O pequeno folheto de Huygens foi reproduzido em 1713 como a primeira das
quatro partes de um tratado classico "Ars conjectandi" (Arte de conjecturar), escrito
por Jacques Bernoulli. "Esse € o mais antigo volume substancial sobre a teoria das
probabilidades, pois o De ludo aleae, de Huygens, fora apenas uma breve
introducédo.” (BOYER, 1974, p.308). Segundo Boyer (1974), problemas que
exemplificam a teoria das probabilidades aparecem na terceira e na quarta parte de
Ars conjectandi, também na quarta parte aparece a Lei dos Grandes Numeros que
hoje leva o nome do autor. E, devido ao conselho de Leibniz, Jacques Bernoulli se
dedicou ao aperfeicoamento da teoria das probabilidades. A sua obra Ars
conjectandi apresenta o primeiro teorema limite da teoria das probabilidades e é

rigorosamente provado.

Leibniz (1646-1716), filésofo, cientista, matematico, diplomata e bibliotecario
alemao, ndo deixou de se ocupar das probabilidades. Publicou duas obras, uma
sobre a arte combinatoria e outra sobre as aplicagdes do célculo das probabilidades

as questdes financeiras.

A teoria das probabilidades teve varios admiradores e o francés Abraham De
Moivre (1667-1754) foi um deles. Publicou, em 1711, Philosophical Transactions,
que tratava das leis do acaso e, em 1718, Doctrine of Chances, considerado uma

ampliacdo do anterior. No segundo livro citado, De Moivre refere a obra sobre



probabilidades de Jacques, Jean e Nicolaus Bernoulli. As varias edi¢cdes de seus
livros apresentam mais de cinquenta problemas sobre probabilidades. Em 1730,
aparecem algumas de suas descobertas no campo das probabilidades no livro
Miscellanea analytica, que trata de questbes importantes para a probabilidade e para

o lado analitico da trigonometria.

Euler (1707-1783), matematico e fisico suico, e d'Alembert (1717-1783),
filésofo, matematico e fisico francés, escreveram sobre problemas de expectativa de
vida, valor de uma anuidade, loterias, entre outros. Em 1751, calculos de Euler sédo
publicados em Memodrias da Academia de Berlim. Em 1765, na mesma revista,

publicou o seguinte problema:

" Suponha que n bilhetes sdo numerados consecutivamente de 1 a n
e que trés bilhetes séo tirados ao acaso. Entdo a probabilidade de

que trés nimeros consecutivos sejam tirados é

2.3
n(n-1) '

a probabilidade que dois nimeros consecutivos (mas néo trés) sejam

tirados é

2.3.(n-3)
nin-1)

e a probabilidade que n&o sejam tirados nimeros consecutivos €

(n-3).(n-4)
——— = " (BOYER, 1974, p.334).

n(n-1)
Euler contribuiu com algumas notacdes, entre elas escreveu que

achava util representar a expressao

p(p-1)..(p—q+1)
1.2..q




equivalente a notacdo que usamos hoje por

(zj (EULER, apud, Boyer, 1974, p.334)

D'Alembert aparece na histéria como um opositor as idéias geralmente
aceitas da teoria das probabilidades. Publicou um artigo em 1754 na Encyclopédie,

"Croix ou Pile", sugere que a probabilidade de lancar cara em dois lances de uma

: 2 .3 ) : o :
moeda deveria ser ge nao Zcomo € usualmente aceito, pois 0 jogo termina se cara

aparece no primeiro lance. Segundo Boyer (1974), d'Alembert considerava os
principios basicos das probabilidades pouco firmes, e que quando possivel as

probabilidades deveriam ser determinadas experimentalmente.

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat (1743-1794), marqués de Condorcet,
foi um filésofo, enciclopedista e matematico francés era também amigo de
d'Alembert. Condorcet publicou livros sobre probabilidade e , segundo Boyer (1974)
€ lembrado matematicamente como um pioneiro em matematica social,

especialmente pela aplicacdo de probabilidades e estatistica a problemas sociais.

Laplace (1749-1827), matematico, astronomo e fisico francés, tem grande
importancia na histéria da teoria das probabilidades. Escreveu varios artigos sobre o
assunto e o classico Théorie analytique des probabilités de 1812. Em 1814 publicou
uma introducdo a probabilidade com uma linguagem mais simples, Essai
philosophique des probabilités. "No fundo a teoria das probabilidades é apenas um
senso comum expresso em numeros.” (LAPLACE, apud, BOYER, 1974, p.361)

Assim como Laplace, Jules Henri Poincaré (1854- 1912), matematico, fisico e
filésofo francés, escreveu sobre probabilidades e, em alguns aspectos consideravam
seus escritos como uma continuagéo das obras de Laplace e de outros matematicos.
Poincaré foi intitulado, segundo Boyer (1974), como professor do calculo de
probabilidades.

A matemética sofreu grandes mudangas ap0s a Segunda Guerra e um dos
ramos mais influenciados foi a teoria das probabilidades. Félix Edouard Justin Emile

Borel (1871- 1956), um matematico e politico francés, foi um dos pioneiros da teoria



da medida e suas aplicacbes a teoria das probabilidades. Borel publicou, em 1909,
Eléments de la théorie des probabilités. "O primeiro ano do novo século foi
auspicioso para as probabilidades|...]". (BOYER, 1974, p.454).

"As probabilidades e a estatistica no século vinte estdo intimamente
ligados ndo s6 com a matematica pura como uma caracteristica
notavelmente diferente de nosso tempo - uma dependéncia crescente
com relagdo aos grandes computadores.” (BOYER, 1974, p.457)

Em 1933, Andrei Nikolayevich Kolmogorov teve sua monografia publicada, na
qual tratava, de forma rigorosa e a partir de axiomas fundamentais, a teoria da
probabilidade. A partir dessa publicacdo, tem-se inicio o desenvolvimento da etapa
moderna da Teoria das Probabilidades. "[...] construiu-se a teoria da probabilidade
de uma forma rigorosa a partir de axiomas fundamentais de uma maneira

comparavel com Euclides no tratamento de geometria." (KOLMOGOROQOV, apud,

COOKE, 1999)

3 Alinguagem da probabilidade

Os jogos de baralho, dados, roleta, com moedas (cara/coroa), com sorteio de
fichas, entre outros sdo denominados jogos de azar, pois dependem mais da sorte
do que do célculo. Se fatores externos ndo influenciarem no resultado, pode-se
avaliar a igualdade de possibilidade de resultados. "Probabilidade pode ser pensada
como a teoria matematica utilizada para se estudar a incerteza oriunda de
fenémenos de carater aleatorio." ( MAGALHAES e LIMA, 2008, p.2)

Barroso (2010) e SMOLE e DINIZ (2010) afirmam que, nos dias de hoje, a
probabilidade ultrapassa as questdes que envolvem jogos de azar, sendo usada em

muitas outras areas.

"A area da Matematica que investiga a chance de ocorréncia de um
evento é denominada teoria das probabilidades e teve sua origem no
século XVII, na tentativa de responder as questdes ligadas aos jogos
de azar. Atualmente encontramos a aplicagdo da teoria das
probabilidades em muiltiplos aspectos da vida social e da pesquisa
cientifica, por exemplo, na previsdo meteorolégica, na analise

especulativa da economia mundial e do mercado financeiro ou no
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estabelecimento dos possiveis efeitos colaterais dos medicamentos."
(BARROSO, 2010, p.336)

"Atualmente, as aplicacdes do calculo de probabilidades ultrapassam
largamente as relacionadas com jogos de azar (dados, cartas,
loterias, rifas etc.), por onde a teoria das probabilidades comecou a
ganhar forca e aos quais ela é associada habitualmente. E comum o
uso das probabilidades em areas como Politica, Medicina, Biologia
etc." (SMOLE e DINIZ, 2010, p.161)

Considerando o lancamento de um dado, pode se obter como resultado 1, 2,
3, 4, 5 ou 6. Calcula-se a probabilidade de sair um desses resultados, por exemplo,

~ 1 . . L :
0 3, pela razaog, pois 3 € um dos possiveis resultados dentre as seis chances que

temos.

Para se ter compreensao da probabilidade é necessério fazer a definicdo de

alguns termos usualmente utilizados nesse contetdo. Sao eles:

e Experimento aleatério — nome dado a acdo que, quando repetida, 0s

resultados sdo imprevisiveis. Exemplos: lancamento de dado e moeda.

" Ha certos fenbmenos (ou experimentos) que, embora sejam
repetidos muitas vezes e sob condigBes idénticas, ndo
apresentam 0s mesmos resultados. Por exemplo, no
lancamento de uma moeda perfeita, o resultado é
imprevisivel; ndo se pode determin&-lo antes de ser realizado.
Nao sabemos se saird "cara" ou "coroa". Aos fendmenos (ou
experimentos) desse tipo damos o nome de fenbmenos
aleatdrios (ou casuais)." (DANTE, 2005, p.282)

e Espaco amostral — sdo todos os possiveis resultados de um experimento
aleatdrio. Geralmente é representado pela letra S de “space” da lingua inglesa
ou pela letra grega Q(6bmega). Exemplos: no lancamento de um dado S =
{1, 2, 3,4,5, 6} e no lancamento de duas moedas S = {(cara, cara), (cara,
coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)}.

" Na linguagem moderna, a regra de Cardano é expressa da

seguinte maneira: suponha que um processo aleatério tenha
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muitos resultados igualmente provaveis, alguns favoraveis (ou
seja, ganhar), outros desfavoraveis (perder). A probabilidade
de obtermos um resultado favoravel é igual a proporcéo entre
os resultados favoraveis e o total de resultados. O conjunto
de todos os resultados possiveis é chamado espaco amostral.
[...] Um comentario sobre o pressuposto de que todos os
resultados sdo igualmente provaveis: obviamente, isso nem
sempre é verdade." (CARDANO, apud, MLODINOW, 2011,
p.70).

Evento: qualquer subconjunto de um espaco amostral. Exemplos: No
lancamento de um dado sair um numero par na face superior, 0 conjunto
A = {2, 4, 6} é a representacdo desse evento e no lancamento de duas
moedas B = {(cara, cara), (coroa, coroa)} € o evento correspondente a

encontrar resultados iguais nas duas moedas.

"Em matematica, uma probabilidade é simplesmente um
ndmero associado a um objeto. Nas aplicacdes, o objeto é um
evento ou acdo incerta, € o0 nhiumero € a medida de quéo
freqUiente ou quao viavel é o evento." (SCHEINERMAN, 2011,
p.285)

Os eventos podem ser classificados como:
- Eventos equiprovaveis s80 0s que apresentam a mesma

probabilidade. Exemplo: No lancamento de um dado cada um dos

resultados tem probabilidade % .

- Evento impossivel € o que ndo tem possibilidade de acontecer.

Exemplo: Lancar um dado e sair o numero 9 em sua face superior.

- Evento certo é o que acontecera com certeza. Exemplo: Lancar um

dado e sair um divisor de 120.

"[...] O espaco amostral de um experimento aleat6rio
€ denominado evento certo. Assim, obter um ndmero
inteiro no langamento de um dado € um evento certo.

O conjunto vazio, por outro lado, representa um
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evento que nunca pode ocorrer e, por essa razao, €
denominado um exemplo impossivel. Quando
lancamos um dado, por exemplo, obter um nimero
maior que 6 é um evento impossivel." (BEZZERRA,
2001, p. 290)

- Evento complementar Ade um evento A representa o evento de nao

ocorréncia de A. Exemplo: no lancamento de um dado, se o evento A

€ sair um nimero maior que 4, o evento Aé sair um nimero menor ou

igual que 4.

"Seja E um evento de um espagco amostral Q.

Chamamos evento complementar de E, em relacéo a

Q( indica-se por E€ OUE), 0 evento que ocorre

EUEC=Q
ENE¢ =0
(IEZzI, DOLCE, DEGENSZAJN, PERIGO e
ALMEIDA, 2010, p. 288)

guando E ndo ocorre. Note que:{

3.1 Probabilidade de um evento num espaco amostral finito

A probabilidade de ocorrer um evento A, em um fendmeno aleatério onde as

possibilidades sdo igualmente provaveis, é dada pela razdo entre 0o nimero de

elementos do evento A e o nUmero de

elementos do espa¢co amostral.

Num espaco amostral equiprovavel, onde S é finito, a probabilidade de que um

evento A ocorra € sempre:

_ numero deelementosde A n(A)

P(A)

~ nimero deelementosdeS  n(S)

Exemplo: Considere o evento A: jogar um dado e sair um namero impar em sua face

superior.

A={1,35 eS={1,2 3, 4,5,6)

n(A)=3 en(S)=6

P(A) =

%= 0,5 =50%
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3.2 Outra maneira de obter probabilidades

Podemos obter probabilidades através das frequéncias de ocorréncias. Com a
observacdo do experimento aleatério de interesse, anotando o numero de
ocorréncias, temos a frequéncia relativa que é dada pela razdo entre o numero de
vezes que um evento ocorre e o total de vezes que o0 experimento é repetido.
Quanto maior o nimero de repeticdes do experimento, mais as frequéncias relativas
se estabilizam tendendo a um numero que associamos a probabilidade. "Para
Bernoulli, era perfeitamente justificado esperar que, com o aumento do nimero de
testes, as frequéncias observadas refletissem - com cada vez mais precisao - as
probabilidades subjacentes.” (BERNOULLI, apud, MLODINOW, 2011, p.121).
Segundo Mlodinow (2011), Bernoulli trabalhou no tema por muitos anos e escreveu
o teorema que recebe o nome de Teorema de Bernoulli, Lei dos Grandes NUumeros e
Lei Fraca dos Grandes NUmeros e que esse teorema € um dos resultados mais
famosos da teoria da aleatoriedade. A Lei dos Grandes NUmeros mostra que, com
um numero muito grande de repeticdbes de um determinado evento, a frequéncia
relativa desse evento converge para a probabilidade, e o erro se torna cada vez
mais desprezivel. "E importante perceber que a probabilidade ¢ uma medida de
Tendéncia, e ndo de certeza." (SMOLE e DINIZ, 2010, p.161).

"Observando as diversas repeticdes do fenbmeno em que ocorre a
varidvel de interesse, podemos anotar o nimero de ocorréncias de
cada valor dessa variavel. Para um ndmero grande de realizacfes, a
frequéncia relativa poderia ser usada como probabilidade. Em
ciéncias biolégicas e humanas, essa é a forma mais comum de se
atribuir probabilidades.” (MAGALHAES e LIMA, 2008, p.38)

Charles Sanders Pierce, em 1896, escreve sobre a probabilidade

deterministica em que uma amostra € julgada pela forma como ela se apresenta.

" Uma amostra seria aleat6ria se "coletada a partir de um pressuposto
ou método que, sendo aplicado muitas e muitas vezes
indefinidamente, faga com que, a longo prazo, o sorteio de qualquer
conjunto de niimeros ocorra com frequéncia igual a de qualquer outro
conjunto do mesmo tamanho." (PEIRCE, apud, MLODNOW, 2011,
p.113)
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3.3 Probabilidade da unido de eventos

Proposicéo:
Sejam dois eventos A B< S, entdo P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Demonstracao:
Vamos comecar provando que AUB=AuU (B — A)

SejaXe(AuB), entdo XeAouxeB. Se xeA, concluimos que
xe[AU(B-A)]. como em (B-A),xecBexgA, temos que se
xeB=> xe[AU(B— A)] Portanto, (AUB)=[AU(B-A)] .

se xe[AU(B-A)] xeAouxeB como XeAouxeB xe(AUB)

[AU(B-A)|c(AUB) AUB=AU(B-A)

portanto . Logo,
Observe também que AN(B—A)=Q
Consideremos por absurdo que AN (B —A)= Q. Entao existe y e[An (B - A)],
com yeAeye(B-A). Mas se yeAeye(B-A), temos que
ye A,yeBeyg A Contradigdo. Portanto, Am(B — A): .

Logo, se AUB=AU(B-A)e An(B— A)=3, temos que, segundo Kolmogorov,
P(AUB)=P(A)+P(B—A). )
Dado Xe&B, entio podemos ter X AOUX# A se XxeBexgA xe(B-A)

xeBexeAxe(AnB) xeB=xe[(AnB)U(B-A)| .

se

B<[(AnB)u(B-A)]
se xe[(AnB)u(B-A)xe(AnB)ouxe(B-A).
se xe(AnB)xeAexeBesexe(B—-A)xeBexgA. Como xeB, temos

que [(ANB)U(B-A)J=B Portanto B=[(AnB)uU(B-A)]

. Logo, se

Vamos considerar agora que existe ye[(B—A)N(ANB)]|, entio
ye(B-Aeye(AnB).
Seye(B-—A),yecBeygAeseye(AnB),yeAeyeB. Contradicio.
Portanto (B—A)N(ANB) =Y.
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Como B=(B-AU(AnB)e(B-A)N(AnB)=Y, temos que, segundo
Kolmogorov, P(B)=P(B—-A)+P(AnB)=P(B—-A)=P(B)-P(AnB) 2)
Finalmente,de (1) e (2), podemos concluir que
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

"A probabilidade de ocorrer um evento A ou um evento B é dada pela
soma das probabilidades de o0s dois eventos ocorrerem
separadamente, menos a probabilidade deles ocorrerem
simultaneamente.” (GIOVANNI e BONJORNO, 2005, p.195)

Exemplo: Em uma pesquisa de opinido realizada entre 1000 moradores de uma
cidade, 200 deles |éem o jornal A, 500 Iéem o jornal B e 120 moradores |[éem os dois
jornais. Qual a probabilidade de que um morador, escolhido ao acaso, leia o jornal A
ou o Jornal B?
200 500 120
P(A)= P(B)

B)=——e P(AnB)=""
1000 1000

58%

)= 200 500 120 580

P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AnB)= + = -
1000 1000 1000 1000

3.4 Probabilidade da interseccao de eventos independentes

Quando a ocorréncia de um evento A ndo interfere na probabilidade de
ocorréncia de um evento B, dizemos que os eventos A e Bsdao independentes. A
probabilidade de ocorrer os eventos A e B num mesmo espa¢co amostral onde a
ocorréncia de um evento nédo interfere na ocorréncia do outro evento, é o produto da

probabilidade de ocorrer o evento A pela probabilidade de ocorrer o evento B.

P(AnB)=P(A).P(B)

Exemplo: Jogando dois dados, qual é a probabilidade de que no primeiro a face

superior seja um nimero maior que 4 e que no segundo seja um numero par?

Considerando como evento A o primeiro dado e como o evento B o segundo

dado, temos:
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A=1{56}, P(A)=

oIN
Il
Wl

B=1{2,4,6}, P(B)=

ol w
Il
N |-~

P(AnB)=P(A). P(B)=

N -
ol

Wl

Mlodinow (2011) afirma que, apesar da simplicidade, boa parte da teoria da

probabilidade é formada por trés leis.

"A probabilidade que dois eventos ocorram nunca pode ser
maior que a probabilidade que cada evento ocorra
individualmente." ; "Se dois eventos possiveis, A e B, forem
independentes, a probabilidade de que A e B ocorram ¢ igual
ao produto de suas probabilidades individuais." e " Se um
evento pode ter diferentes resultados possiveis, A, B, C e
assim por diante, a possibilidade de que A e B ocorram é
igual a soma das possibilidades individuais de A e B, e a
soma das possibilidades de todos os resultados possiveis (A,
B,C e assim por diante) é igual a 1 (ou seja, 100%)."
(MLODINOW, 2011, p.36, 49, 51).

Sheinerman (2011), destaca que:

« P(AUB)<P(A)+P(B)
« P(S)=1

« P@)=0

. P(A)=1-P(A)

3.5 Probabilidade condicional

Quando vamos calcular um evento que esta condicionado ao acontecimento
de outro evento denotamos por P(B|A):a probabilidade de ocorréncia de um

evento B, dado que o evento A ocorreu, se Ae Bsé&o nao vazios. A probabilidade

condicional de B em relacdo a Aé dada por:
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nNAnB) P(AnB
1A= =

Quando os eventos sdo independentes, P(An B)= P(A). P(B)_

_n(AnB) P(AnB) P(A).P(B)
PEIA-TW T e T P

=P(B)

Através da definicdo de probabilidade condicional, fica definida a regra do

produto de probabilidades. Sejam A e B eventos de S e P(B) >0, temos que:
P(AnB)=P(A|B).P(B)

Exemplo: Se um casal tem 3 filhos, qual a probabilidade de que, se o primeiro filho é
homem, os outros também sejam?

O evento A é de que o primeiro dos trés filhos seja homem.
A={(H, H, H); (H, H, M); (H, M, H); (H, M, M)}; n(A) =4
O evento B é de que o segundo e o terceiro filhos sejam homens.
B={(H, H, H); (M, H, H)}
AN B é o evento em que o primeiro filho € homem e os outros também.

ANB={(H H H)} n(ANB)=1

A probabilidade condicional P(B|A)=

NS

"Em muitas situacBes praticas, o fendmeno aleatério com o qual
trabalhamos pode ser separado em etapas. A informagcdo do que
ocorreu em uma determinada etapa pode influenciar nas
possibilidades de ocorréncias das etapas sucessivas. Neste caso,
dizemos que ganhamos informacdo e podemos ‘“recalcular" as
possibilidades de interesse. Essas probabilidades "recalculadas"
recebem o nome de probabilidade condicional." (MAGALHAES e
LIMA, 2008, p.41)
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4 O problema de Monty Hall

Um dos enigmas numéricos mais interessantes e intrigantes € o teorema de
Monty Hall, conhecido também como o "Problema do Silvio Santos" aqui no Brasil. O
teorema de Monty Hall, transmitido de 1963 a 1976, nos Estados Unidos a partir do
talk show " Let's Make a Deal" que significa vamos fazer um negdcio. " Para a
surpresa dos idealizadores, mesmo apoés a transmissao de 4500 episodios ao longo
de 27 anos, essa questdo sobre probabilidade acabou sendo seu principal legado."
(MLODINOW, 2011, p.62).

O apresentador do programa é quem comanda a situacdo e apresenta ao
participante trés portas onde, atras de uma delas existe um carro e atras das outras

duas, bodes. Se o participante acertar a porta onde se encontra o carro, ele sera
. 1 .
seu. Cada uma dessas portas tem exatamente probabilidade de 3 A grande duvida

acontece quando o apresentador, ciente da porta onde esta o carro, abre uma porta

gue esconde um bode. E agora, qual sera a probabilidade de acertar a porta em que
. . - 1
estd o carro? Sera que com duas portas apenas, a probabilidade passa a ser de > ?

Segundo Mlodinow (2011), o problema de Monty Hall é dificil de entender pois nédo é
facilmente percebida a participacdo do apresentador. "Um probleminha
maravilhosamente confuso [...] em nenhum outro ramo da matematica € tdo facil
para um especialista cometer erros como na teoria da probabilidade." (GARDNER,
apud, MLODIINOW, 2011, p.77)

1/3
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4.1 Um fato interessante

O problema das trés portas talvez tenha sido o mais polémico na historia da
coluna "Ask Marilyn" da revista Parade. Essa sec¢édo de perguntas e respostas foi
lancada em 1986. Marilyn vos Savant citada, segundo Mlodinow (2011), no Hall da
Fama do Livro Guinness dos recordes como a pessoa do maior QI ja registrado no
planeta, era quem respondia as perguntas. A questdo sugerida em setembro de
1990:

" Suponha que os participantes de um programa de auditério recebam
a opcéo de escolher uma dentre as trés portas: atrds de uma delas ha
um carro; atrds das outras, hd cabras. Depois que um dos
participantes escolhe uma porta, o apresentador, que sabe o que h&
atras de cada porta, abre uma das portas nao escolhidas, revelando
uma cabra. Ele diz entdo ao participante: "Vocé gostaria de mudar
sua escolha para a outra porta fechada?" Para o participante, é
vantajoso trocar sua escolha?" (MLODINOW, 2011, p.61)

Marilyn respondeu que era mais vantajoso mudar a escolha e isso causou

uma enorme polémica entre os leitores.

" Quase mil PhDs escreveram cartas; muitos deles eram professores
de matematica e pareciam especialmente irados. " Vocé errou feio",
escreveu um matematico da Universidade George Mason: Deixe-me
explicar: se mostrarmos que uma das portas nao contém o prémio,

essa alteracdo altera a probabilidade das duas escolhas
remanescentes para E - e nenhuma das duas apresenta motivos

para ter probabilidade maior que a outra. Como matematico
profissional, estou preocupado com a falta de conhecimentos
matematicos do publico em geral. Por favor, ajude a melhorar essa
situacdo confessando seu erro e sendo mais cuidadosa no futuro."
(MLODINOW, 2011, p.63)

Muitos questionaram e mostraram indignacao pela resposta dada por Marilyn,
cartas de mateméticos, de universidades e até mesmo do exército. Consideravam
tdo evidente o resultado que nao conseguiram entender como Marilyn, tao

inteligente e admirada por todos, teria cometido um erro tdo grosseiro. Segundo
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Mlodinow (2011), um professor de Harvard manifestou: "Nosso cérebro ndo foi muito
bem projetado para resolver problemas de probabilidade." Apesar do bombardeio de

cartas, Marilyn ndo mudou de opinido e mostrou que estava certa.

" Temos que elogiar Marilyn vos Savant, ndo s por tentar aprimorar a
compreensao publica sobre a probabilidade elementar, mas também
por ter coragem de continuar a publicar tais perguntas mesmo apés a
frustrante experiéncia com o problema de Monty Hall." (MLODINOW,
2011, p.64)

4.2 A solucao do problema

Para entender a resposta de Marilyn, € necessario que faca a separacédo dos
casos: caso 1 - palpite inicial certo; e caso 2 - palpite inicial errado. Vale destacar
que apoés a escolha de uma das portas pelo participante, o apresentador abre uma
das portas que restam onde ndo aparece o carro, € 0 problema passa a nao ser
totalmente aleatério. " A porta que o apresentador abre depende de qual porta o
concorrente  escolheu originalmente, e essa escolha ndo € arbitraria."

(SHEINERMAN, 2011, p.306)

" O problema de Monty Hall € um dos que podem ser resolvidos sem
nenhum conhecimento matematico especializado. [...] Tudo o que
precisamos é de uma compreensdo basica sobre o funcionamento
das probabilidades e da Lei do Espaco Amostral." (MLODINOW,
2011, p.64)

4.2.1 Palpiteinicial certo

O problema comeca com a apresentacao de trés portas onde cada uma das

portas tem probabilidade de % Supondo que o palpite inicial esteja certo, a

probabilidade da escolha certa serd, portanto, de %
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Supondo que a escolha certa tenha sido pela porta 1, o apresentador abre
uma das outras duas portas, revelando um bode, mas a probabilidade de ganhar o

I , 1
prémio continua de g .

o O
|
1 N

Sua
Escolha

4.2.2 Palpite inicial errado

A probabilidade de que o palpite inicial seja errado é de % uma vez que uma

porta esconde um carro e as outras duas portas, bodes. A chance de escolher
inicialmente a porta "errada" € duas vezes a chance de escolher a porta "certa".
Apéds a escolha sera revelado um bode que estara atras de uma das outras portas.

Para entender o problema, suponha que o que o carro esteja atras da porta 2. A
probabilidade de ganhar o prémio, o tdo sonhado carro, podera ser analisada da

seguinte forma:

- escolhida a porta 1, o apresentador revela o bode na porta 3 e ao mudar de porta,

o participante ganha o prémio.

- escolhida a porta 2, o apresentador revela o bode em uma das outras portas, 0

participante muda de porta e perde o prémio.

- escolhida a porta 3, 0 apresentador revela o bode na porta 1 e ao mudar de porta,

0 participante ganha o prémio.
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Pode-se concluir que, ao mudar de porta, a probabilidade de ganhar o carro sera de
—, duas vezes a probabilidade de ganhar sem mudar a porta escolhida. Portanto,

como Marilyn havia afirmado, é mais vantajoso trocar de porta.

A) o s
Mudou :
Ganhou
B) . L
Mudou 4 s
Perdeu ﬁ
Suponha que E
» L
o carro esteja Mudou
na porta 5. Ganhou J

4.3 Alterando o numero de portas

Mlodinow (2011) propde a analise do problema com 100 portas. A

probabilidade de ganhar o prémio principal sem mudar de porta passa a ser de ﬁ

] 99 . .
e a chance do carro estar em das outras portas é de 100" Continuando a analisar o

problema de Monty Hall, o apresentador abre 98 das 99 portas restantes, deixando
apenas uma.
Portanto, a chance de que o carro esteja atrds da porta escolhida inicialmente

continua sendo de & e de que esteja atras de uma das outras ainda é de %

Como o apresentador abre 98 portas, a porta restante representa todas as outras 99

e a probabilidade de que o carro esteja atras dela € de % Aumentando o numero

de portas, o entendimento do problema de Monty Hall fica evidente.
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4.4 Usando a probabilidade condicional

Podemos resolver o problema de Monty Hall usando a probabilidade
condicional. Precisamos, portanto, definir alguns termos. Vamos representar por P1,
porta 1, P2, porta 2, P3, porta 3 e, M1, mostra a porta 1, M2, mostra a porta 2 e M3,
mostra a porta 3. Definida a notacdo, podemos representar o espaco amostral por:

S ={(PL,M2),(P1,M3),(P2,M1),(P2,M3),(P3,M1),(P3,M2)}, onde
(Pi, Mj) - o prémio esta atras da porta i e o apresentador mostra a porta |.
Vamos considerar, sem perda de generalidade, que o participante escolha a

porta 1, P1. Sabemos que uma vez que o participante escolhe P1, o apresentador

podera mostrar o que esta atras de uma das portas restantes, M2 ou M3.

Seja 0 evento A, o carro esta atras da porta 1.

A={(PLM?2), (PLM3)}, P(A) =

>IN
Wik

A probabilidade de que o participante tenha escolhido a porta premiada e,

apos o apresentador mostrar uma das portas restantes, ele ndo tenha trocado de

1
porta e ganhado o carro € de §

Vamos pensar no fato de que o participante tenha escolhido a porta 1 e, apos
0 apresentador abrir uma das portas restantes, ele faca a troca da porta. Como a
porta 1 foi escolhida, o apresentador tem 4 possibilidades de revelar uma outra

porta:

S ={(PLM2),(PL,M3),(P2,M3),(P3,M2)}

Vamos calcular a probabilidade de cada uma das possibilidades. Para
(P1,M2) e (P1,M3), o prémio esta na porta P1 que é a escolhida pelo participante. O
apresentador tem 2 opcfes para mostrar uma das portas restantes. Ja em (P2,M3) e
(P3,M2), como estamos considerando que o participante escolheu P1, o

apresentador tem uma Unica possibilidade.
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PPLM2) =22 =2,
PPLM) =20~
Pi(P2M3)}=Z1=3
P{(P3M2)}= 1~

Podemos calcular a probabilidade de que o carro esteja atras da porta 3 e que
0 apresentador revele a porta 2. Para isso, definimos:

Evento B, o apresentador mostra a porta 2.
B ={(PLM2),(P3,M2)}, P(B) = % ;

Evento C, o carro esta atras da porta 3.

C={(P3,M2)}, P(C) 1

3

O carro esta atras da porta 3 e o apresentador revela a porta 2

BNC={(P3,M2)}, P(BmC):l

3

A probabilidade de que o carro esteja atras da porta 3, uma vez que foi
revelada a porta 2, sera dada por:

Portanto, a probabilidade do participante ganhar o carro trocando de portas é
o dobro da probabilidade quando permanece com a escolha original.
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4.5 Analisando a frequéncia de participantes premiados

Ainda considerando que o participante tenha escolhido inicialmente a portal,
vamos fazer uma analise por um outro foco. Pensando em trés variaveis onde a
primeira é a porta premiada, a segunda € a porta que o apresentador abre e a
terceira € a porta que o participante escolhe finalizar o jogo, temos entdo 8
possibilidades diferentes:

S ={(P1, M2, P1), (P1, M2, P3), (P1, M3, P1), (P1, M3, P2), (P2, M3, P1),

(P2, M3, P2), (P3, M2, P1), (P3, M2, P3)}
Sabemos que a probabilidade do participante escolher inicialmente uma porta
2
sem carro é § e que escolher inicialmente a porta com o carro é § Apols ser
revelada uma porta pelo apresentador, a probabilidade de escolha de ambas as
o1
portas € de E .

Pensando separadamente em cada caso, vamos calcular a probabilidade de

cada evento:

1) P({PLM2, Pl}):%.%%zé, nesse caso o participante ndo troca de porta e
ganha o carro.
2) P({Pl M2, PS}) % % %:é nesse caso 0 participante troca de porta e ndo
ganha o carro.
3) P({Pl M3, Pl}) % % %:é , nesse caso o participante ndo troca de porta e
ganha o carro.
4) P({Pl M3, PZ}) % % %:é nesse caso o participante troca de porta e ndo

ganha o carro.
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5) P({P2,M3,P1})= % 1. % % nesse caso o participante néo troca de porta e néo
ganha o carro.

1,1 1
6) P({PZ M3, PZ}) 3 A 5= 6 nesse caso o participante troca de porta e ganha
0 carro.

1,1 1
7) P({P3,M2,P1})= 3 1. 575 nesse caso o participante n&o troca de porta e néo
ganha o carro.

1 1 1
8) P({P3 M2, P3}) 3 E 6 nesse caso o participante troca de porta e ganha

O calro.

Portanto a probabilidade do participante ganhar o carro, trocando ou nao de
porta, aparece em 1, 3, 6 e 8 e a probabilidade do participante ndo ganhar o carro,
trocando ou nédo de porta, aparece em 2, 4, 5 e 7. Vamos considerar 0os eventos:

G (Ganhar) = {(PL,M2,P1),(PLM3,P1),(P2,M3,P2),(P3,M2,P3)}e

1
12

+1+1:£:l:50%
6 6 2

1
P(G)=—+
©)=1 12

G(N&o ganhar) ={(P1,M2,P3),(PL,M3,P2),(P2,M3,P1),(P3,M2,P1)} e

PG)=t+ Lyl 20 1 gny
12 12 6 6 2
Podemos concluir que, ao escolher aleatoriamente se vai ou nao trocar de
porta depois que o apresentador abre uma porta que nao tem o carro, o participante
ganha a metade das vezes. Como 0 participante ndo usa, necessariamente, a
informacédo dada pelo apresentador, a probabilidade dele ganhar o carro diminui e
nesse caso deixa de levar vantagem em um jogo que lhe poderia ser favoravel. O

resultado encontrado, de 50% de chance de ganhar, retrata 0 que a maioria das
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pessoas respondem de forma intuitiva que, como restam duas portas as chances

1
ficam divididas de E entre ganhar ou perder.

Dentre as op¢cdes em que o participante ganha o prémio, podemos avaliar 0s
casos em que troca ou néo de porta:

T (troca) = {(P1,M2,P3),(PLM3,P2),(P2,M3,P2),(P3,M2,P3)} e

1
12

+1+1:£:1=50%
6 6 2

Pm_iz 12

T (n&o troca) = {(PL,M 2,P1),(PL,M3,P1),(P2,M3,P1),(P3,M2,P1)} e

P(f):i+i+l+1 l
12 12 6 6 12 2

T NG ={(P2,M3,P2),(P3,M2,P3)}e PT NG)== +
T AG={(PL,M2,P1),(PLM3,Pl)}e PT N G)= 1.t 2.1

12 12 12 6

A probabilidade do participante ganhar, uma vez que ele efetuou a troca de
porta, sera dada por:

P(T mG):

PEIN ==

N
wIiN

N Rw -
Wl

A probabilidade do participante ganhar quando ele permanecer com a porta
escolhida inicialmente sera dada por:

P(G|f)=PL
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Analisado esses resultados, percebemos que se 0 participante usa como
estratégia trocar a porta escolhida inicialmente pela porta restante, ele ganha com

2
probabilidade § A sua chance de ganhar aumenta pois ele esta usando a

informacédo dada quando o apresentador abre uma porta que ndo tem o carro. Isso
acontece pois geralmente a primeira porta escolhida serda uma porta ruim, uma vez

gue no jogo apenas uma das trés portas tem o carro.

A probabilidade é corretamente interpretada quando analisamos a frequéncia

de ocorréncia de um namero grande de realizacfes desse evento. Se o participante

jogar diversas vezes trocando sempre de porta, ele ganhara aproximadamente 5

das vezes. Da mesma forma, se o participante jogar diversas vezes mantendo
N , . 1

sempre a porta escolhida inicialmente, ele ganhara aproximadamente § das vezes.

Quando pensamos em eventos individuais, jogar apenas uma vez, podemos
atribuir a probabilidade baseando nas caracteristicas teoricas de realizacdo do
evento dentro do espaco amostral de origem.

Alguns sites, como o0 SHODOR e o da Universidade da Califérnia San Diego
(UCSD), simulam o problema de Monty Hall. O primeiro apresenta 0 jogo numa
versdo classica, enquanto o segundo apresenta o jogo em duas versées: 0 jogo
classico de Monty Hall, que eles chamam Monty knows, e uma variante chamada
Monty does not know, que pode ser traduzido por "Monty atrapalhado”, nesta versao

do problema o apresentador ndo sabe aonde esta a porta premiada.

Em "Monty atrapalhado”, quando o jogador escolher uma porta sem prémio,
ha uma chance de que Monty abra a porta errada, estragando o jogo. Esta variante
faz com que ndo haja mais uma estratégia vantajosa. Trocando ou néo de porta, 0

jogador ganha metade das vezes.

Vale ressaltar que, no segundo site, 0s acessos dos jogadores ficam
registrados a cada jogada. Quanto mais pessoas jogarem - lembrando que as
pessoas jogam aleatoriamente -, mais préximo do resultado encontrado vamos

chegar pela Lei dos Grandes Numeros.
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5 Calculando uma aproximacgéo de r

Para representar a razdo entre a circunferéncia e o diametro de um circulo,
Euler, em 1737, adotou como simbolo a letra grega 7, usando em seus livros e
tornando conhecida e usada. O numero pi € um ndmero irracional. Em 1761,
Lambert apresenta a Academia de Berlim, a primeira prova de que 7 é um numero

irracional." Lambert mostrou que se X €& um numero racional ndo-nulo entdo

~ . T , .
tg Xndo pode ser racional. Como tgzzl, um ndmero racional, segue-se que

T
Z ndo pode ser racional, portanto, 7z tdo pouco.” (LAMBERT, apud, BOYER, 1974,

p.340). O numero 3,14159 é uma aproximagéao do valor de 7.
Usando um meétodo estatistico, podemos calcular uma aproximacdo de .
Considere um alvo dado por um quarto de circulo inscrito em um quadrado conforme

a figura abaixo:

Nesse alvo sdo jogados dardos aleatoriamente.

Uma vez que dardos séo jogados aleatoriamente, qual a probabilidade de um
jogador acertar o quarto de circulo inscrito no quadrado?
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__ndmero de dardos que acertarama quarta parte do circulo

P numero de dardos que acertaramo alvo
p_ area da quarta parte do circulo
area do quadrado
wr?
p_ 4 _7 r? 7z
r’ 4r* 4

Portanto, uma aproximacédo para o valor de 7 podera ser calculada por:

T4 namero de dardos que acertaram a quarta parte do circulo
T numero de dardos que acertaram o alvo

Podemos fazer essa atividade com alunos do ensino fundamental e do ensino
meédio. Preparamos o alvo, um quadrado com um quarto de circulo inscrito, e
pedimos para que os alunos lancem os dardos e facam as anotagées de quantos
dardos atingiram a area delimitada pelo quarto de circulo e quantos foram lancados.
Se alunos em sala de aula jogarem muitos dardos, podemos estimar o valor de =,
uma vez que pela Lei dos Grandes Numeros (ver pagina 13), repetindo muitas vezes
um determinado evento, a frequéncia relativa desse evento converge para a

probabilidade, e o erro podera ser desprezado.

Com as anotacdes, podemos propor o calculo da probabilidade dos dardos
atingirem o quarto de circulo, ou seja, a razdo entre o numero de dardos que
atingiram o quarto de circulo e o numero de dardos que foram lancados. Por
exemplo, se forem lancados 500 dardos na area delimitada pelo quadrado,
encontraremos um resultado proximo de: 108 atingirdo a area externa ao quarto de
circulo e 392 atingirdo a area interna ao quarto de circulo. Calculando a
probabilidade de que os dardos atinjam o circulo, temos:

392

P=""¢-0,784
500

4.0,784=3136=7r

Encontramos um valor muito proximo de 7.
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Mas sera que esse experimento é realmente aleatério? Um bom jogador vai
acertar mais o quarto de circulo do que o esperado, ou seja, vamos encontrar um

valor superestimado para 7 .

Podemos trocar os dardos por dados. Considere o quadrado do alvo como
uma malha quadriculada que associamos a um plano cartesiano. Os pontos dos
eixos representam os numeros que aparecem nas faces de um dado, conforme a

figura:

1 *
1 2 3 4 3 ]

Lancando duas vezes o dado, formamos um par ordenado e podemos marcar esse
ponto no alvo. Das 36 coordenadas no quadrado, para um dado de 6 lados, 26 estdo dentro
do quarto de circulo Repetimos muitas vezes esse procedimento. Calculamos a
probabilidade do ponto atingir a area interna ao quarto de circulo e encontramos um valor
aproximado de 7 . Jogando o dado muitas vezes, vamos achar uma aproximac¢ao ndo muito
boa para 7 ~ 2,8888888....

Esse experimento pode ser usado com dados de numero de lados variados.

SN
e "Q

|\ =

f
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Através de simulacdes em planilhas do Excel, encontramos as seguintes
aproximacodes: dado de 8 lados, 45 em 64 pontos pertencem ao quarto de circulo e
=~ 2,8125, nesse caso a aproximacao piorou; dado de 10 lados, 73 em 100
pontos pertencem ao quarto de circulo e 7 =~ 2,92; dado de 12 lados, 106 em 144
pontos pertencem ao quarto de circulo e 7 =~ 2,94444... ; dado de 20 lados, 302 em
400 pontos pertencem ao quarto de circulo e 7 =~ 3,02. O dado de 100 lados néo
existe, mas podemos simular essa situacao jogando o dado de 10 lados duas vezes
para a coordenada x e duas vezes para vezes para a coordenada y, teremos 7789

em 10000 pontos pertencem ao quarto de circulo e 7 =~ 3,1156.

O experimento com dados ndo viciados € aleatdrio mas, como nesse método
marcamos pontos de acordo com o numero de lados do dado usado, ndo temos
como atingir qualquer ponto da area do alvo como no exemplo dos dardos. Quanto
maior o numero de lados do dado, mais pontos poderemos atingir dentro do alvo,

melhorando assim a aproximacéo ao valor de 7.
6 Comentario

A aplicacédo de uma situacao problema a partir de um jogo ou de ferramentas
lidicas torna mais atrativo o ensino do conteldo mateméatico e desperta a
curiosidade dos alunos. Dentro dessa concepcao, o presente estudo péde constatar
gue a probabilidade se apresenta como um dos ramos da matematica no qual se
pode explorar essas estratégias de ensino.

Como exemplo da utilizacdo de jogos, o problema de Monty Hall e o célculo
de uma aproximacdo de 7z se tornam possibilidades extremamente viaveis para o
ensino aprendizagem da probabilidade. O problema de Monty Hall € um exemplo
gue envolve probabilidade e que a intuicdo acaba levando a um resultado errado.
Isso porque, ao responder esse problema de maneira intuitiva, € natural pensar que,

no momento em que a escolha é feita entre duas portas, a probabilidade de ganhar
- 1 1 _ :
0 prémio passa de § para E Neste artigo, mostramos que, ao explorar e interpretar

varias nuances desse problema, usando uma abordagem correta, estas contradicfes

serao esclarecidas.



33

Ja o calculo de uma aproximagéo de 7 usando o alvo, ou seja um quarto de
circulo inscrito em um quadrado, usa o conteudo de probabilidade e, de uma
maneira interativa, faz com que os alunos adquiram novos conhecimentos
matematicos. Os dois problemas apresentados no trabalho sdo exemplos de
atividades interessantes que podem ser usadas no ensino da probabilidade do

ensino basico.
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