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1 Principio da Incluséo e Excluséo

O principal objetivo desta secdo € apresentar, demonstrar e analisar o principio da inclusdo e
exclusdo, assim como apresentar diversos exemplos de aplicacdo dele. Este principio nos ensina
como contar o nimero de elementos da unido de uma quantidade finita de conjuntos finitos.

Comecaremos analisando o principio para dois e trés conjuntos, até chegarmos ao caso
geral. A finalidade é “preparar o terreno” para o estudo das permutacdes caoticas, assunto da se¢do
final.

1.1 Cardinalidade da Unido de Dois Conjuntos

Analisemos a seguinte situacdo : Marcos Paulo vai a um restaurante de frutos do mar que oferece
180 pratos diferentes em seu cardapio. Destes, 72 sdo a base de camardo e 65 sdo a base de
moluscos. Temos também os pratos que utilizam os dois componentes em seu preparo, que sdo em
nimero de 32. Se Marcos Paulo é alérgico tanto a camardo quanto a moluscos, pergunta-se:
“Quantos pratos do carddpio deste restaurante ele pode consumir?”

Denotemos 0 Nnosso conjunto universo por Q. Assim, temos que Q={pratos do
restaurante}. Denotemos também n(Q) como sendo o numero de elementos ou cardinalidade de

Q. Temos, entdo, que n(Q2) =180.
Definamos, agora, dois subconjuntos de Q:
A ={pratos a base de camardo} = n(A) =72
B ={pratos a base de moluscos} = n(B) =65

Além disso, temos: A B ={pratos a base de camardo e moluscos} = n(AnB) =32, ou
seja, os conjuntos A e B ndo sdo disjuntos.

O diagrama de Venn a seguir representa estes conjuntos:

Cardinalidade da Unido de Dois Conjuntos

9)
A(72) B(65)

180 ANB
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Observemos que os pratos que Marcos Paulo ndo pode ingerir sdo aqueles que levam
camaréo ou molusco em seu preparo, ou seja, 0s pratos que compdem o conjunto AUB.

O principio aditivo, resultado importante da analise combinatéria, nos diz que
n(AUB) =n(A)+n(B). Porém, este resultado s6 pode ser aplicado quando A e B sdo disjuntos,

ou seja, quando ANB =¢, 0 que ndo € o0 caso aqui. Veja que, neste exemplo, quando fizermos a
soma n(A)+n(B), estaremos contando os elementos de AnB duas vezes, pois 0s pratos que
levam camardo e moluscos, logicamente, serdo contados em n(A) e em n(B).

Para resolver este problema, basta subtrair n(AnB) da soma acima. Assim, temos que:
n(AuB)=n(A)+n(B)—n(AnB)=72+65-32=105.
Desse modo, os pratos deste restaurante que levam camardo ou moluscos em sua

composicdo sdo em numero de 105. Estes sdo, exatamente, os pratos que Marcos Paulo ndo pode

consumir. Se queremos saber o numero de pratos que ele pode escolher, basta tomar o total e
subtrair os que ndo convém: n(2)—n(AuB)=180-105=75. Entdo, concluimos que Marcos

Paulo tem 75 opc¢0es de escolha no cardapio deste restaurante.

O raciocinio feito acima pode ser generalizado quando temos a unido de dois conjuntos
finitos quaisquer. Ao fazer a soma n(A)-+n(B), estamos contando os elementos de AnB duas

vezes, pois estes elementos estdo tanto em A quanto em B. Para solucionar a questdo, subtraimos
n(ANB). Temos, entdo, o seguinte resultado:

1.1.1 Teorema: Se A e B s&o conjuntos finitos, entdo: n(AuwB)=n(A)+n(B)—n(AnB).

1.2 Cardinalidade da Unido de Trés Conjuntos
Comecemos, novamente, analisando uma situag&o.

Numa escola, foi feita uma pesquisa com o0s 900 alunos do ensino médio sobre o gosto pelas
disciplinas Historia, Matematica e Biologia. Os resultados foram os seguintes:

o 430 alunos gostam de Histdria

o 150 alunos gostam de Matematica

o 385 alunos gostam de Biologia

o 70 alunos gostam tanto de Histdria quanto de Matematica
o 232 alunos gostam tanto de Historia quanto de Biologia

o 65 alunos gostam tanto de Matematica quanto de Biologia
o 37 alunos gostam das trés disciplinas

a) Quantos sdo os alunos que gostam de uma ou mais destas disciplinas (Historia,
Matematica ou Biologia)?



b) Quantos sdo os alunos que ndo gostam de nenhuma destas disciplinas?

Observemos que, neste exemplo, estamos lidando com trés subconjuntos finitos de um conjunto —
universo, também finito. Definamos os conjuntos:

Universo: Q ={alunos do ensino médio da escola} = n(£2) =900

H ={alunos que gostam de Histéria} = n(H) =430

M ={alunos que gostam de Matematica} = n(M) =150

B ={alunos que gostam de Biologia} = n(B) =385

H ~M ={alunos que gostam de Historia e Matemética} = n(H nM) =70
H ~ B ={alunos que gostam de Histdria e Biologia} = n(H nB) =232

M B ={alunos que gostam de Matemaética e Biologia} = n(M nB) =65

H ~M n B ={alunos que gostam das trés matérias} = n(H "M nB) =37

H UM u B ={alunos que gostam de Histdria ou Matematica ou Biologia}

Observe que, na letra a, queremos encontrar n(H UM UB). Uma primeira ideia seria
realizar a soma n(H)+n(M)+n(B).

Com relagdo a H ~M , estaremos contando os elementos deste conjunto duas vezes, pois
eles estdo tanto em H quanto em M . O mesmo ocorre para os elementos de H "B e de M nB.
Para solucionar este problema, adicionariamos a parcela:

-n(HAM)-n(HNB)—n(M nB).
Com relagdo a H nM n B, contaremos estes elementos trés vezes em n(H)+n(M)-+n(B),

pois estes elementos pertencem aos trés conjuntos em jogo. Ao adicionar a parcela
(=n(HAM)-n(H ~B)-n(M nB)), subtraimos estes elementos trés vezes, pois eles também

pertencem aos trés conjuntos em questéo. Falta, entdo, contar os elementos de H "M nB, ou seja,
somar n(H ~nM N B).

Desse modo, temos que o nimero de elementos da unido destes trés conjuntos seré:
n(HuUMuB)=n(H)+n(M)+n(B)-n(H~AM)-n(HNB)-n(M nB)+n(H M nB)
=430+150+385—-70—-232—-65+37 =635

Logo, temos 635 alunos no ensino médio desta escola que gostam de uma ou mais destas
disciplinas.



A representacdo da situacdo esta no Diagrama de Venn a seguir:

Cardinalidade da Unido de Trés Conjuntos

Q

H

Para responder a letra b, basta fazer: n(Q2)—n(H UM UB)=900-635=265 alunos que

ndo gostam de nenhuma das trés disciplinas.

Apesar de ndo ser uma demonstracdo, o exemplo acima nos induz ao seguinte resultado (que
é verdadeiro e sera demonstrado a frente):

1.2.1 Teorema: Sejam A,B e C conjuntos finitos quaisquer. Entéo:
n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)—-n(ANC)—-n(BNC)+n(ANBNC).

Vamos resolver outro exemplo interessante.

1.2.2 Exemplo: Quantos sdo os elementos do conjunto Q={-832,-831,......,1211} que ndo sdo

divisiveis nem por 3, nem por 5 e nem por 11 ?
Temos que n(€2) =1211—(—832)+1=2044.
Sejam os seguintes subconjuntos de Q:
o A={xeQ/x=3k kez}={-831,-828,.....1209}
e B={xeQ/x=5k, keZ}={-830-825,......1210}
e C={xeQ/x=11k k e Z}={-825-814,......1210}
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Os elementos de A formam uma progressao aritmética (PA) de razdo r = 3. Para calcular o
seu numero de elementos, utilizamos a formula do termo geral da PA:

a,=a +(n-Yr =1209 =-831+(n—-1).3=n=681= n(A) =681,

onde a, é o primeiro termo, r éarazdo e a, € 0 n—ésimo termo da PA.

Os elementos de B formam uma progressdo aritmética de razdo r=5. Tambeém pela
férmula geral da PA, temos:

b,=b, +(n-1)r =1210=-830 + (n —1).5= n =409 = n(B) =409

Os elementos de C formam uma progressao aritmética de razdo r=11. Também pela
férmula geral da PA, temos:

c,=C +(n-Yr =1210=-825+ (n—-1).11=n=186=n(C) =186

O conjunto AnB é formado pelos elementos de Q que sdo mdltiplos de 3 e de 5.
Consideremos o subconjunto K de Q formado pelos multiplos de 15. A inclusdo K = (AnB) ¢

6bvia. Ja a inclusdo contraria (AnB) < K decorre de um resultado importante da algebra (“se
abeZ’, ceZ, a divide ¢, b divide ¢ e mdc(a,b)=1, entdo ab divide c”). Como
mdc(35)=1, temos que ANB é o conjunto dos maultiplos de 15. Logo:
ANB={xeQ/x=15k, k € Z} ={-825,-810,......,1200}. Novamente pela formula da PA, temos:
1200 =-825+(n-1).15=n=136 = n(AnB) =136.

O conjunto AN C ¢é formado pelos elementos de Q que sd@o multiplos de 3 e de 11. Como
mdc(311) =1, temos que ANC € o conjunto dos multiplos de 33. Logo:

ANC ={xeQ/x=33k,k € Z} ={-825,-792,......,1188}. Novamente pela Formula da PA, temos:
1188=-825+(n-1).33=n=62=n(ANC) =62.

O conjunto BN C ¢é formado pelos elementos de Q que sdo multiplos de 5 e de 11. Como
mdc(511) =1, temos que BNC ¢é o conjunto dos multiplos de 55. Logo:

BNC ={xeQ/x=55k,k e Z} ={-825,-770,......,1210}. Novamente pela Férmula da PA, temos:
1210=-825+(n-1).55=n=38=n(BNC) =38.

O conjunto AnBNC ¢é formado pelos elementos de Q que sdao mdaltiplos de 3,5 e 11.
Como mdc(3,511) =1, temos que AnBNC é o conjunto dos multiplos de 165. Logo :

ANBNC ={xeQ/x =165k, k € Z} ={-825,-660,......,1155}. Novamente pela Férmula da PA,
temos: 1155=-825+(n-1).165=n=13=n(ANnBNC) =13.

Pelo resultado estudado: n(AuwBWC) =681+409+186-136—-62—-38+13=1053, que € a
quantidade de elementos de Q que sdo divisiveis ou por 3, ou por 5, ou por 11.

Logo: n(€2)—n(AuBuUC) =2044-1053 =991

Portanto, em Q, hd 991 numeros que n&o séo divisiveis nem por 3, nem por 5 e nem por 11.



1.3. Principio da Incluséo e Excluséo (PIE)

O Principio da Inclusdo e Exclusdo (PIE) é um resultado de grande importancia na anélise
combinatdria. Ele determina o nimero de elementos ou cardinalidade da unido de uma quantidade
finita de conjuntos finitos. Os resultados 1.1.1 e 1.2.1 sdo, na verdade, casos particulares do PIE.

Em linhas gerais, o PIE nos diz que, para obter o nimero de elementos da unido de um
numero finito de conjuntos finitos, procedemos da seguinte forma:

e Somamos 0s numeros de elementos de cada um dos conjuntos;
e Subtraimos a soma dos nimeros de elementos das duplas intersecdes possiveis;
e Somamos 0s numeros de elementos das triplas intersegdes possiveis;

e Subtraimos a soma dos nimeros de elementos das quadruplas intersegdes possiveis e
prosseguimos o0 processo, até chegarmos ao numero de elementos da interse¢do de
todos eles.

Caso 1: Se tivermos apenas dois conjuntos, o PIE se reduz ao teorema 1.1.1.

Caso 2: Se tivermos trés conjuntos, o PIE se reduz ao teorema 1.2.1.

Caso 3: Se tivermos quatro conjuntos ( A, B,C, D), teremos:
e Conjuntos: A,B,C,D
e Duplas Interse¢des Possiveis: AnB, AnC,AnD,BNC,BND,CnD

e Triplas Interse¢des Possiveis: AMBNC,AnBND,AnCD,BNCND

e Quédrupla Intersecdo Possivel: AMBNC D

E o PIE (para quatro conjuntos finitos) ficara:
n(AuBuUCuUD)=(n(A)+n(B)+n(C)+n(D))
—(n(AnB)+n(ANC)+n(AnD)+n(BNC)+n(BND)+n(C D))
+(N(ANBNC)+n(AnBND)+n(ANCD)+n(BNCND))
-n(AnBNCnND)

Antes, porém, de demonstrarmos o caso geral, lembremos que o simbolo C, , refere-se ao

nimero de combinacdes simples de p elementos tomados u a u . Este agrupamento acontece
quando temos p elementos distintos e queremos contar a quantidade de grupos que podem ser
formados com u elementos distintos, escolhidos entre os p, sendo que os grupos serdo diferentes
apenas pela natureza dos elementos, ou seja, a ordem em que 0s elementos sdo tomados no grupo
p!

néo diferencia estes grupos. A formula parao célculoé: C,, =————.
PE Ul (p—u)!

Observe, também, que a alternancia de sinais se deve, exatamente, ao fato exposto nos
exemplos. Ao somar os nimeros de elementos dos A 's, contamos cada dupla intersecdo duas



vezes. Logo, devemos, em seguida, subtrair as duplas intersecOes, para que cada uma delas seja
contada uma Unica vez.

Ao somar os numeros de elementos dos A,'s, contamos cada tripla interse¢&o trés vezes. Ao

subtrair as duplas intersecdes, subtraimos cada tripla intersecdo trés vezes (por exemplo, 0s
elementos da intersecdo A N A, N A, sdo subtraidos em A NA,,A NA, e A,nA;). Logo,
devemos novamente somar cada tripla intersecdo para conté-las.

Ao somar 0s numeros de elementos dos A 's, contamos cada quédrupla interse¢do quatro
vezes. Ao subtrair as duplas interse¢des, subtraimos cada quadrupla interse¢do C,, =6 vezes (por
exemplo, os elementos da intersecdo A NA, N"A, N A, sdo subtraidos em A NA,, A NA;,
ANA, ANA, A AnA, eem A,nA,). Ao somar as triplas interse¢des, novamente somamos
cada quadrupla intersecdo C,, =4 vezes (por exemplo, os elementos da intersecdo
A NA, NA,NA, sdo contados em A NA NA,, ANANA, ANANA e em
A, nA,nA,) . Logo, contamos, até ai, a soma dos elementos de cada quadrupla intersecéo:
4—-6+4=2 vezes. Entdo, devemos, agora, subtrair as quadruplas intersecdes possiveis, para que
cada uma delas seja contada 4—6-+4—1=1 Unica vez.

Por raciocinio analogo, veremos que devemos somar as quintuplas intersecdes em seguida, e
assim por diante. Isto explica a alternancia de sinais da formula do PIE.

O caso geral estd enunciado a seguir.

1.3.1 Principio da Inclusédo e Excluséo (PIE)

Se A, A,,....., A, séo conjuntos finitos, entdo:

n(A UA, U...... uAn)=Zn:n(Ai)— D (A NA)+ D n(ANANA)

I<i<j 1<i<j<k

= DA NANANA)+ A (CD)IN(A NA, NN A)

1<i< j<k<q

com i, j,k,q,...... eN.

Demonstracéo:™®! A demonstragio é feita mostrando que um elemento v, que aparece em p dos n
conjuntos (1< p <n), é contado pela formula anterior exatamente uma vez.

Assim, vemos que, realmente, se v aparece em p dos n conjuntos, entdo ele é contado:

e C,,=pvezesem > n(A);

i=1

e C_, vezes em Zn(Ai MA,), pois v sO aparece em A NA, se estaem A eem A,.

I<i<j

Como temos p conjuntos que possuem Vv, 0 numero de formas de tomar dois deles com o

p,2



elemento em jogo (observe que a ordem em que se toma 0s conjuntos ndo importa para a
contagem) e C ,;

e C,,vezesem » n(A NnA; nA), por raciocinio analogo;

I<i<j
E, prosseguindo o raciocinio, notaremos que v aparece C, =1 vezes no somatorio do
numero de elementos das interse¢fes de p conjuntos.

E claro que uma intersecdo com mais de p conjuntos ndo tera o elemento em questdo, pois
ele sO aparece em p conjuntos.

Logo, se certo elemento v aparece em p dos n conjuntos (p=123,......,n), entdo v é
contado em n(A, UA, U.....UA,) exatamente:

(C,1—C,,+C,3—C , +.t (-1)P7C, ) vezes.

P,
Finalmente, para mostrar que a expressdo acima vale 1, basta fazer a expansao de (1-1)°
pela formula binomial de Newton :
@-n° =1p.(—1)°.Cp]0 +1"‘1.(—1)1.val ST +1°.(—1)".prp =
= —C  Fenn. +(-D°P.C

p.0 p.l

Como (1-1)* =0e C , =1, chegamos em:

=1=-C_ , +C , +uuee. +(=D".C,,

p,2

E, dividindo-se ambos os membros da igualdade por (-1):

0 que conclui a demonstracao.

2 Permutacg6es Cadticas sobre Sequéncias Finitas

O objetivo desta secdo é apresentar formalmente o conceito de Permutacdo Cadtica e chegar a sua
férmula.

2.1 Definigdo: Dada uma sequéncia finita (a;,a,,......,a,) de elementos distintos, damos o nome

de permutacdo caotica a qualquer permutacdo dela em gue nenhum dos elementos encontra-se em
sua posicéo original.
O numero de permutacdes cadticas de n elementos serd denotado pelo simbolo D, . Vamos,

novamente, entender o conceito resolvendo um exemplo.

Calculemos o nimero de anagramas da palavra PRATO em que nenhuma das letras esta em
sua posicao original. Em sintese, iremos calcular D;.

Definamos os conjuntos:



Universo: Q = {anagramas de PRATO}. Sabemos que n(€2) = P, =5!=120.
A, = {anagramas de PRATO com o “P” na primeira posi¢ao}.
A, = {anagramas de PRATO com o “R” na segunda posigao}.

A, = {anagramas de PRATO com o “A” na terceira posi¢ao}.

A, ={anagramas de PRATO com 0 “T” na quarta posigao}.
A, = {anagramas de PRATO com o “O” na quinta posi¢ao}.

Todos os cinco conjuntos A,'s consistem de anagramas obtidos fixando-se uma das letras

da palavra em questdo e deixando as outras quatro permutarem livremente nas posi¢des restantes.
Logo: n(A)=P, =41=24,1<i<5/ieN.

Ao analisarmos as duplas intersecOes possiveis (A N A 1<i,,i, <5 e i, #1i,) temos que

estes conjuntos consistem de anagramas obtidos fixando-se duas das letras da palavra em questao e
deixando as outras trés permutarem livremente nas posicdes restantes. Logo:
5l

n(A, NA,) =P, =3=6. Além disso, 0 numero de duplas intersecGes possiveis é&: C;, = ﬂ

Ao analisarmos as triplas intersecbes possiveis (A, NA NA 1<i,i,,i; <5 e i, =i, #i;)

temos que estes conjuntos consistem de anagramas obtidos fixando-se trés das letras da palavra em

questdo e deixando as outras duas permutarem livremente nas posicdes restantes. Logo:

n(A, NA, NA)=P,=21=2. Além disso, o nlmero de triplas interseces possiveis eé:
5l

C5,3 - ﬁ .

Ao analisarmos as quadruplas intersecdes possiveis (A, NA NA NA 1<, i,,i5,i, <5
e i, =i, #i, #1,) temos que estes conjuntos consistem de anagramas obtidos fixando-se quatro das

letras da palavra em questdo e deixando uma opgdo para o preenchimento da posicdo restante.

Logo: n(A, nA NA NA )=P =1=1. Além disso, o nimero de quadruplas intersecdes
L 5

possiveise: Cg, =21

A quintupla intersecéo possivel (A, N A, N"A; N A, N A;) consiste de um Unico anagrama.
Ele é obtido fixando-se todas as cinco letras da palavra nas posi¢des originais. Logo:
n(A NA,NA,NA, NA) =P, =0l=1. Além disso, o nimero de quintuplas intersecdes possiveis
.. 5
Pelo Principio da Incluséo e da Excluséo, temos:
n(A, WA, UA, UA, UA)=C,,4-C,,34C;,2-C, ,14+C, 0!

| | | | |
—_E_m__E;3q_§;2L_E;ﬂ+_§;OL-5[1 t .t 1 1}

a4 23T 3AT Hu 50 (U 23 45
Logo, o numero de anagramas pedido sera:
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11 1 1 1
n(A, VA, UALUA, U BL5| - 4=~ 4=
=n(@)-n(A & As)= (1 213 4 5!)
1., L1t 11 1 1 1 1
e e
172 3 a5 o o 20 3 4 5
5
z 120(1-1+ 1—1+i-ij
= il 2 6 24 120

Entdo, temos 44 anagramas da palavra PRATO em que nenhuma das letras est4 na posi¢do
original.

O teorema a seguir generaliza o resultado e serd demonstrado a seguir.

2.2 Teorema: O numero de permutac@es caoticas de n elementos (Dn) é dado por:
n _1 I *
D, :n!Z%, neN".
i-o I

A) Inferindo a Formula

Vamos utilizar o mesmo raciocinio do exemplo anterior para inferir a formula. Depois, vamos
demonstra-la utilizando o Principio de Indugéo.

Consideremos, entdo, uma sequéncia finita de n elementos distintos: (a,,a,,......,a,).
Queremos calcular o nimero de permutacdes da sequéncia a,a,.....a, em que nenhum dos

elementos permanece na sua posicéo original.

Para isto, definamos 0s conjuntos:

Universo: Q = {permutagdes da sequéncia a,a,......a, }. Temos que n() =nl.

Para cada ie{l2,.....,n}: A, = {permutacdes em que a; fica na posicdo original}. Os
elementos de A consistem dos anagramas obtidos fixando-se a, na i—eésima posi¢do e

permutando-se 0os (n—1) elementos nas posi¢des restantes. Logo, para i<{l2,.....,n}, temos:
n!

n n—1!. Além disso, o nimero de conjuntos A, é: Con=r7—=
(A)=(-D) j oD

Analisando-se as duplas intersecdes possiveis: A, N A, , com iy, i, efL2,.....,n} e i, #1,

(A, nA, ={permutacdes em que a; e a; ficam nas posicdes originais}), temos que os elementos

de cada um destes conjuntos séo obtidos fixando-se dois elementos em suas posi¢Oes originais e

permitindo-se que o0s (n—2) elementos restantes permutem nas outras posi¢Oes. Assim:
n!

n(A, N A )=(n-2)! e o nimero de duplas intersecdes possiveis é: C, , m

Analisando-se as triplas intersecOes possiveis: AL NA NA , com iy, i,,i; €{L2,....,n} e

i #1, 21 (A, NA, NA, = {permutacdes em que a; , a; e a; ficam nas posicdes originais}),

temos que os elementos de cada um destes conjuntos sao obtidos fixando-se trés elementos em suas
posicOes originais e permitindo-se que os (n—3) elementos restantes permutem nas outras
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posices. Assim: n(A, NA NA )=(n-3)! e o numero de triplas intersecdes possiveis é:
|
Chs :L'
° 31 (n-3)!

Prosseguindo o raciocinio, chegaremos até as intersecdes de n conjuntos (que sabemos ser
anica).

n
Analisando-se a n—upla intersecéo possivel: ﬂ A, , temos que os elementos deste conjunto
i=1
sdo obtidos fixando-se n elementos em suas posigdes originais e permitindo-se que os (n—n)

n
elementos restantes permutem nas outras posi¢des. Assim: n(ﬂ A) =0'=1 e o numero de n—uplas
i=1

. . L, n!
intersecoes possiveise: C, , = '_Ol =
’ n! Q!

Pelo Principio da Incluséo e da Excluséo :

n[o Aij =C,,(n-D-C_,(n-2)4C_,(n-3)*-........ +(—1)”*1Cn,n0!
i= o n N 1" 1 n! LYY
]_( —l)'( - )—m(n ) LI +(-1) T
1 1 1 na 1
= [ii-—-zi zgi—- ........ 4—(-—1) '—]j
Desse modo :

i=0

Falta agora, demonstrar a férmula por inducdo matematica. Para isto, mostraremos que as
permutacdes caoticas satisfazem a uma interessante formula de recorréncia.

B) Férmula de Recorréncia das Permutagdes Cadticas ¥

Seja D,,, 0 nimero de permutacdes caoticas dos elementos (distintos) da sequéncia a,a,........ a

n+2 n+2 "

Podemos “separar” estas permutacdes em dois grupos : aquelas em que a, ocupa o lugar do

elemento que esta na primeira posicao e aquelas em que isto ndo ocorre.
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As permutacBes caoticas do primeiro grupo sdo formadas do seguinte modo : primeiro,
escolhe-se um elemento para trocar de posi¢édo com a,, 0 que pode ser feito de (n+1) formas. Para

cada uma delas, permutam-se 0s n elementos restantes, de forma que nenhum deles fique em sua
posicdo original. Isto pode ser feito de D, modos. Logo, o nimero de permuta¢des do primeiro

grupo é: (n+1)D,.

Para formar as permutacdes do segundo grupo, procedemos do seguinte modo : escolhemos
um lugar da sequéncia para alocar o elemento a, (lugar X), colocando, “provisoriamente”, o

elemento deste local na primeira posicéo. Isto pode ser feito de (n+1) formas. Para cada uma delas,
permutamos 0s (n+1) elementos restantes de modo que nenhum fique na posi¢éo original e a, nédo
fique na primeira posicdo. Isto pode ser feito de D,,, modos. Logo, o nimero de permutagdes do
segundo grupo é: (n+1)D,,,,.

n+1

Portanto: D,,, =(n+1)D,,, +(n+1)D, .

n+l

Temos, assim, que as permutacdes cadticas satisfazem a seguinte férmula de recorréncia:
D,,=Mn+1)(D,,,+D,).

n+l

Esta formula sera utilizada para demonstrar, pelo Principio de Inducdo Matemadtica, a
férmula das permutagfes cadticas.

C) Demonstragéo por Inducéo

N . 0 (-1)'
Afirmacédo: “O numero de permutagdes cadticas de n elementos e dado por D, = n!Z% 7
i-o I

Nesta demonstracéo, utilizamos a segunda forma do Principio de Indugdo Matematica .

Primeiramente, constatamos que a afirmacdo € valida para n=1. Realmente, se temos uma
sequéncia com um elemento (a,), ndo existe nenhuma permutacdo em que a, ndo fique em

1 . i
primeiro lugar, ou seja, D, =0. E, utilizando a férmula: D, =]_IZﬂ =1-1=0.

io !
Suponhamos, agora, que a afirmacdo seja valida VkeN, com 1<k<(n+1). Em
particular, para k =n e k=n+1, temos :
n_o(—1 i n+l (1 i o 5
D, = n!Z% eD,,,=(n +1)!Z% (HipGtese de Inducao).
i=0 Il i=0 I
Entdo, para (n+2), temos (utilizando a formula de recorréncia obtida no item anterior):

Dn+2 :(n+1)(D +Dn)

n+l

Utilizando-se a Hipotese de Inducdo:
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_(n+1)((n+1)'ni( )+nl (—j

! = i

=(n +1)n'((n +1)nf + Z (‘if)i j

~(n +1)!((n +1)(i (_il!)' N 2;131)|]+ ‘I—ll)J

= (n +1)(n +1)'i(_l—:|l-)l + (n +1)(_1)n+1 n (n +1)|i(—l—:|l.)l

(i—?iJ(n +2)+(n+2-D(=n"*

M:

—(n+1)(

Il
o

=(n+2)! _n (‘_?i ] +(N+2)(-D"™ + (-)(-n™*

_(n+2)! 2 L (2™ (—1)(—1)”*1]

(n+2)! (n+2)!
=(n+2)! n (_-1) n (_1)"+1 .\ (_l)n+2j
o 1t (D (n+2)!
+2( l)l

0 que mostra a formula para (n+2).

Assim, podemos concluir, pelo Principio de Inducdo, que a formula é valida para todo
ne N, o que finaliza a demonstracéo do teorema.

2.3 Exemplo: Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLAR em que nenhuma das letras
permanece em sua posic¢do original?

Queremos calcular D, . Pelo teorema demonstrado:

7 (i
D7:7!2__1)=7!(1_1+1_£+£_£+1_£j
o 1 20 3 4 5 6 7

[71 oo 7lj

203 4 5 6 7!
=(7.6543-7.654+765-76+7-1)=
= 2520 — 840 + 210 — 42 + 7 —1=1854

Portanto, a palavra ESCOLAR possui 1854 anagramas em que nenhuma das letras permanece em
sua posicéo original.

2.4 Exemplo: Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLAR em que apenas o E e 0 S
permanecem em suas posic¢des originais ?

Para resolver essa questdo devemos “fixar” o E € 0 S em suas posi¢des originais e permutar
caoticamente as cinco letras restantes. Logo, 0 nimero de anagramas pedido sera:
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5 (_1)i
D5:5lzﬁ:5!(£_1+l_l+i_ij:
<l o I 2 3 4 5

| | | |
:(5—5+5—Ej=5.4.3—5.4+5—1=
23 4 5

=60-20+5-1=44

2.5 Exemplo: Quantos sdo os anagramas da palavra ESCOLAR em que apenas duas letras
permanecem em suas posic¢des originais?

Devemos, primeiramente, escolher duas letras, que permanecerdo fixas em suas posicoes
originais. Isto pode ser feito de C,, maneiras. Para cada uma das maneiras, permutamos
caoticamente as cinco letras restantes. O total pedido, pelo Principio Fundamental da Contagem,
sera:

I

CrDs =5 Dy =21.44 =924

Portanto, temos 924 anagramas.

3 Consideracdes Finais

O caso mais geral do principio de inclusdo e exclusdo (PIE) pode, sim, ser entendido por
professores e alunos da educacdo bésica. O trabalho, na escola basica, com problemas envolvendo o
PIE apenas para dois e trés conjuntos finitos € limitante. O professor pode superar esta limitacéo e
introduzir problemas envolvendo um ndmero maior de conjuntos. Ja as permutacdes caoticas sao
vistas, por muitos, como um assunto extremamente complicado, impossivel de ser trabalhado na
educacdo béasica. Este texto mostra que isto ndo € verdade. A formula das permutacdes cadticas
aparece como uma aplicacdo natural quando se entende o PIE em sua forma geral. Este trabalho
pretende ser um texto inicial de apoio para professores da escola basica na compreensdo destes
assuntos, tdo interessantes e, as vezes, negligenciados, no ensino da analise combinatoria.
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