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Aproximagao usando o método dos minimos quadrados
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Resumo: A aproximacao de uma funcao pode ser desejavel por diversos motivos, incluindo
eficiéencia computacional, consideracoes tedricas sobre a grandeza fisica representada pela
funcao, ou pelo fato dela ser conhecida apenas parcialmente. Espera-se que as fungoes apro-
ximadoras pertencam a uma classe de funcoes mais simples e sejam mais faceis de calcular e
manipular, por derivadas, integrais, etc.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo das aproximacgoes de fungoes e/ou dados
através do Método dos Quadrados Minimos. O método tem como base, aproximar fungoes
quaisquer por uma combinacao linear de funcoes preestabelecidas. O trabalho é finalizado
com uma proposta de aplicacao didatica para alunos do Ensino Médio, seguida de alguns
exemplos desse conteuido em sala de aula.

Palavras-chave: Estudo das Aproximacoes, Minimos Quadrados, Ajuste de Dados, Func¢ao
Aproximada, Aproximacao discreta.

1 Introducao

Problemas relacionados a aproximacao de funcgoes sao de fundamental importancia em di-
versas areas de conhecimento, em particular, nas dreas experimentais principalmente quando
deseja-se ajustar dados. No presente trabalho, as func¢oes sao aproximadas utilizando-se o
Método dos Minimos Quadrados (M.M.Q.). Este é um bom método, pois é simples e a qua-
lidade dos resultados nao é afetada pelo grau de incerteza dos experimentos. Esta tltima
caracteristica evidéncia o método para problemas praticos.

No presente estudo, aborda-se um pouco de Algebra Linear, com os principais temas
pertinentes a aproximagao, tais como produto interno, norma de um vetor, espago e subespaco
vetorial. Abordamos também a teoria da aproximacao e o critério de aproximacao escolhido,
os minimos quadrados.

Ap6s o estudo do método, apresenta-se alguns exemplos como ilustragao. Finaliza-se o
trabalho com uma aplicacao no ensino médio, propondo uma forma didatica. Apresenta-
se também algumas razoes, do porque da apresentagao, para alunos do ensino médio, do
método dos Minimos Quadrados, para aproximacao de fungoes. Observa-se que este pode
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proporcionar uma enorme motivagao aos estudos e o ganho no desenvolvimento matematico
dos mesmos.

Podemos estimular os estudantes informando-os que ao se determinar uma fungao aproxi-
mada, é possivel estimar o nimero de habitantes de uma cidade, pesos de materiais, pessoas,
ou ainda numero de bactérias, etc, em qualquer periodo que se desejar.

2 Um pouco de Algebra Linear

Nesta secao encontra-se os conceitos de Algebra Linear utilizados neste trabalho, mais deta-
lhes sobre a teoria de Algebra Linear podem ser obtidos, por exemplo, nos livros [1, 5, 9]

Seja A um conjunto arbitrdrio de objetos sobre o qual definem-se duas operacoes,
adicao:

(u,v) EAX A—=u+veA,
e multiplicagao escalar (real):
(,u) eRx A— aue A

Entao, A é dito espaco vetorial se todos os objetos u, v e w em A e todos os escalares «, 3
satisfazem as seguintes propriedades:
Ay) u+ v =v+u, para todo u,v € A,
Ag) (u+v)+w=u+ (v+w), para todo u,v,w € A,
Asz) Existe um vetor nulo € A\u+ 0 =0+ u = u, para todo u € A,
Ay) Para todo u € A, existe (—u) € A\u+ (—u) =0
1) a(u+v) =au+ av, para todo a € R, para todo u,v € A,
) (a4 B)u = au+ fu, para todo «, 5 € R, para todo u € A,
) (afB)u=a(Bu), para todo «, f € R, para todo u € A
) 1.u = u, para todo u € A.

==
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=5

Cada objeto em A recebe o nome de vetor.

Chama-se combinacao linear dos vetores vy, v, . .. v, 0 vetor que pode ser escrito na forma

V= a1V + agvy + ... a,v,

sendo aq, as, . ..,a, escalares.
Um conjunto de vetores {vy,vs,...v,} é linearmente independente (L.I.), se a equagao
a1v1 + asvs + ... a,v, = 0 admite somente a solucao a; = as = ... = a, = 0. No caso, em

que exista algum a; # 0, tem-se que {vy, vy, ... v,} é linearmente dependente (L.D.).

Se cada vetor no espago vetorial A for uma combinagao linear de {vy, vo,...v,}, 0 espaco
vetorial A é gerado por estes vetores. Seja S = {vy,vs,...v,}, entdo S é um conjunto gerador.
Se S for um conjunto L.I., este serd uma base para A, uma vez que S gera A. Além disso, a
dimensao de A é o numero de elementos da base, ou seja, o nimero de vetores de .S, notacao:
dim A = n.

Um produto interno sobre A é uma fungao

(,): AxA—-R

que satisfaz as seguintes propriedades:



(1) (u,v) = (v, u)

(i) (u+v,w) = (v, w) + (v, w)

(iii) (au,v) = afu,v)

(iv) (u,u) >0 e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0

Abaixo encontra-se dois exemplo de produto interno:

1.
n
(u,v) =u'v = Zuﬂh
i=1

o produto interno entre vetores.

b
(4, 0) = / f(2)g(z)da

o produto interno entre fungoes, neste caso, f(x) e g(x) sdo conhecidas e integraveis

m (a,b).

A norma de um vetor u, em simbolo ||u||, é uma funcdo n : A — R, satisfazendo as
seguintes condigoes:

Ny) |lu]| = 0 e |Ju|| =0 se, e somente se, u = 0 (vetor nulo),
No) ||Aul| = |A| ||u]| para todo escalar A,
N3) |Ju+ || < |ul| + ||v]| (desigualdade triangular).

Um espago vetorial normado é um espago vetorial onde estd definida uma norma.
Seja A um espaco vetorial de dimensao n. Os vetores uj,us, ... u, formam uma base
ortonormal de A se eles forem vetores ortonormais, ou seja, se:

lser =3 ..
(wi,u;) = 5”—{ Oseitj OO i,je{l,...,n}

Lembrando, uma sequéncia de vetores ¢ ortonormal se cada um dos seus elementos tem
norma um e se o produto interno de dois distintos é nulo.

Seja A um espaco vetorial. Dados os vetores u e v € A, define-se distancia entre u e v,
em simbolo d(u,v), o comprimento do vetor u — v, ou seja:

d(u,v) = |lu —v|| = d(u,v) = /(u—v,u — )

Observa-se, ainda que uma aplicagao d : A x A — R satisfaz as seguintes condigoes:

v) >0 e d(u,v) = 0 se e somente se u = v,
2) d( ) = d(v,u), para todo v,u € A,
c3) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), para todo u,v,w € A.

Seja A um espaco vetorial sobre R. Um subespaco vetorial de A é um subconjunto
W C A, tal que:



(i) W #£0, ou 0 € W(vetor nulo);
(ii) Para todou,v e W, u+ve W
(iii) Para todo a € R, e Vu e W,a(u) e W

Seja R um subespaco do espaco vetorial A e considere v um vetor de A que nao pertence
ao subespaco R. Entao o vetor v pode ser escrito de forma tinica como

V= Wy + wWe

sendo que w; ¢é paralelo ao subespago R e ws é ortogonal ao subespago R, veja a Figura 1.

VY — Wy

Wy

Figura 1: Projecao de v sobre R.

O vetor wy, que na verdade pertence a R, é chamado de projecao de v sobre o subespago

R, também denotado por projrv. Considere vy, vs,...v, uma base ortogonal do subespaco

R, a projecao de v sobre R ¢é definida com a soma das projegoes de v sobre cada vetor da
base

proj g = proj ,, v 4 proj ,,v + ...+ proj ,, v, (1)

(v,u)
[l

lembre-se proj ,v = u.

Tem-se assim, um vetor w; € R tal que v — w; é ortogonal a todo vetor de R.
Considere ay,as,...,a, uma base de R. Como w; € R, entao w; pode ser escrito como
combinacao linear dos vetores da base de R, ou seja:

w1 = May + Yoo + ...+ Yo Q-

Deseja-se determinar as coordenadas v, vo, ..., ¥ de wy.
Uma vez que v — w; é ortogonal a todo vetor de R, entao v — w; é ortogonal a todos os
vetores de uma base de R, logo

(v—wi,a5) =0 para j=12,...,r,

isto é,

(v—(mar + 702+ ... +7a.),a;) =0 j=1,2,...,r.

O que nos formece:



Yilar, aj) +yelaz, a;) + ...+ v lar, a5) = (v,a5)  j=1,2....,7.

Para encontrar as coordenadas de w; na base {ay,as, ..., a,}, deve-se resolver o sistema
de equagoes lineares:

(ay,a1) (ag,a1) ... {ar,aq) " (v,a1)
(a1,a9) (ag,as) ... (ar,as) 2| (v, as)
<a1;ar> <a2;ar) oo Aay,an) Vr (v, a,)

O sistema acima é chamado de sistema linear normal e tem uma unica solucao, uma vez que
a matriz dos coeficientes é simétrica positiva definida. O fato da matriz ser simétrica, vem da
propriedade do produto interno ({a;,a;) = (a;,a;)) e é positiva definida, pois cada elemento
da base é linearmente independente. Lembre-se, uma matriz simétrica positiva definida tem
todos seus autovalores positivos, assim o determinante é nao nulo, pois o determinante é o
produto dos autovalores.

Teorema 2.1 Se R for um subespaco de dimensao finita de um espago vetorial com produto
interno sobre A e se v for um vetor pertencente a A, entdo projrv serd a melhor aprozimagao
para v por R no sentido que

[ = proj go| < [lv — w]| (2)
para todo vetor w € R, diferente de proj gv.

A demonstragao encontra-se em [9].

Por ultimo, observa-se o seguinte a respeito das matrizes. Sejam A uma matriz m xn e e,
o vetor canonico, ou seja, o vetor cuja posicao j tem o valor um e demais posicoes valor zero.
Observa-se que Ae; é a j-ésima coluna de A, isto é, Ae; = A,j = Aj; comi=1,2,...,m

Se A = [a;;(t)] é uma matriz cujas entradas sao funcoes de uma varidvel ¢, a derivada de
A com relagao a t é definida como a matriz das derivadas, isto é:

% . 8aij
ot ot ]’
Mostra-se que
0AB 0A 0B
o —at e

De fato, sejam A = [a;;(t)]mxn € B = [bij(t)]nxp duas matrizes. Sabemos que o produto AB
¢ definido como a matriz C' = [¢;;(t)]mxp, tal que

Cij = 5 by para todo 1<i<m
Derivando esta expressao, encontra-se:

% LZ:; @ik (t) b (t)] = 2 %[aik(t)]bij (t) + ; aik(t)%[bij (t)]

que ¢ igual a



3 Teoria de Aproximacao

O espago de funcgoes a serem aprorimadas F é um espaco vetorial de fungoes normado. Por
exemplo, F pode ser o espaco das fungoes continuas. O espaco de funcoes aproximantes
A é um subespaco vetorial de dimensao finita n do conjunto de funcgoes. Isto é, a funcao
aproximadora s tem sempre a forma

n

s(z) =) ¢oy(x), (3)

J=1

para todo x em D; sendo que (¢1, ¢o,- - ,¢,) é uma base do espago A (uma base de apro-
zimagao), cujos elementos sao fungoes. Nota-se que o mesmo espago de aproximagao A tem
uma infinidade de bases de aproximacgao.

O problema de aproximagao é determinar o vetor de coeficientes ¢ = (¢p, -+ ,¢,) desta
combinagao, de modo a satisfazer os critérios desejados.

Dada a fungdo f € F e uma aproximagao s € A, define-se o residuo como a diferenga

r=f—s.

Esta funcao pertence ao espaco dos residuos.

O critério de aprorimacao é uma regra que permite dizer se uma determinada funcao
s € A é uma “boa aproximagao” para uma dada funcao f € F. Neste trabalho estuda-se um
critério de aproximacgao muito usado, que é o critério da aproximacao otima, segundo o qual
s deve minimizar a norma do residuo.

4 Miminos quadrados

Considere f uma funcao no espago das fungdes a serem aproximadas F, s(x) uma funcao
no espago das fungoes aproximadoras A, os espagos das fungoes aproximadoras é sempre
constituido pelas combinacoes lineares de uma base de aproximacdao ¢1,¢a,- -+ , ¢yn; isto é, a
funcao aproximadora tem a forma

s(a) = 3 ei0,(). e

sendo que c1, ¢, - -+ , ¢, s20 0s coeficientes a determinar, e cada ¢ é uma funcao. A partir da
escolha de um critério de aproximagao obtem-se f ~ s.

Neste trabalho é utilizado o método dos minimos quadrados, como critério de apro-
ximacao. Este é um bom método, devido a sua simplicidade e ao fato de que a qualidade dos
resultados nao é afetada pelo grau de incerteza dos experimentos. Esta tltima caracteristica
evidéncia o método para problemas praticos. Em muitas situacoes, conhece-se valores em
determinados pontos, ou seja, tem-se (z;,7;), onde cada y; pode ser obtido, por exemplo,
experimentalmente. Suponha que deseja-se obter valores para certos pontos desconhecidos,
uma maneira de se resolver isto é procurar a expressao analitica de uma curva y = s(x) que
melhor se ajusta a esse conjunto de pontos.

Suponha que os dados serao aproximados por uma funcao s do tipo

f(xi) = s(x;) = c191(21) + cad2(w2) + ... + cun(Tm) (5)



sendo as funcoes ¢1, ¢a, . . . ¢, preestabelecidas. O residuo pontual é determinado por

r(zi) = flzg) — s(x:)
= flz)— Z cjpj (i), (6)

m
para i = 1,2,...,m. Chamando r = (r(z1),r(x2),...,7(m)), observe que (r,r) = > r
i=1
Uma vez que, foi escolhido o método dos minimos quadrados, tem-se que o critério de
aproximacao ¢ minimizar a soma dos quadrados dos residuos pontuais.

Note que

2
i

n

flx) — Zc]fbj(xi) parai=1,2,...,m, (7)

J=1

em que o numero de pontos deve ser maior que o nimeros das fungoes preestabelecidas.
Pode-se reescrever como

Ou seja, na forma matricial, b — Ac, em que A é uma matriz m x n, ¢ é uma matriz coluna
n X 1 e b é uma matriz coluna m x 1, o residuo pode ser reescrito como

r=>b— Ac,
entao deve-se encontrar ¢ € R" tal que ||r]|3 seja minima. Observe que,
7|13 = ||b — Ac||? = (b — Ac,b — Ac) = (b,b) — 2(Ac,b) + (Ac, Ac),
isto é,

Ir|a=0b"b—2c"ATb+c AT Ac. (8)

Defina uma funcao h : R” — R sendo

h(c) = h(ci,cay ... icy) =bTb—2c"ATh+cT AT Ac,

deseja-se encontrar ¢ que minimize a expressao (8) para isto, deve-se encontrar o minimo da

fungao h (observa-se que h tem origem em uma expressao quadratica, assim um ponto critico

de uma fungao com esta caracteristica é um ponto de minimo). Logo, deve-se diferenciar a
funcao h em relagao a cada ¢;. Ou seja,

T T

O 90 ATh s % AT pey T AT 9)

301- 861- 8Ci 8ci




J& que, 9¢ = ¢; (vetor de base candnica), pode-se reescrever (9) como
oh T AT T AT TAT
e, —2e;, A'b+e; A Ac+c A Ae,.
Ci

Observe que e, AT é a i-ésima linha da matriz transposta e que

e ATAc+cT AT Ae; = 2¢] AT Ac ( pela propriedade de produto interno)

usando a seguinte notagao

el AT = (A7),

e o fato
ah 3 /.
e 0 (uma vez que deseja-se os valores criticos de h),
Ci
tem-se n equacoes
(A")Ac = (A1)ib para i=1,...n. (10)

Reescrevendo na forma matricial,

AT Ac= ATb. (11)

Nota-se que o minimo de h ocorre em alguma solugao do sistema (11). A partir disto, surge a
seguinte questao, isso é verdade sempre? Em outras palavras, cada solucao do AT Ac = ATb é
uma solucao de minimos quadrados? Para responder, deve-se mostrar que a fungao h atinge
seu valor minimo em cada solucao do sistema (11).

Tome z uma solucdo qualquer da equacdo normal, ou seja, AT Az = ATbh, e escreva h
aplicada a tal ponto,

h(2) =b"b—2:TATb+2TAT Az =b"b— 22T AT+ 2T ATD,
isto é,
h(z)=b"b—2"ATb.
Agora considere y € R™!, qualquer, e seja u = y — 2, assim y = z + u. Note que,

h(y) = h(z) +v' o, sendo v = Au. (12)

h(y) = b'b—2(z+u)"ATb+ (z+u)" AT A(z + u)
= b b2 AT+ uT AT + 2 TAT Az + 2 TATAu+uT AT Az +uT AT Au (13)
= b'b—22TATb+2TATAz — 2T AT+ 2uT AT Az +uT AT Au,



uma vez que z é solucao da equacio normal AT Az = ATb a expressao

2 ATh+2uTATAz = 20T ATh+2uT AT =0

e (13) pode ser simplificada, ou seja,

h(y) =b"b—22TATb+ 2T AT Az + u" AT Au,

que ¢é justamente a equagao (12).

Usando a equacio (12), e uma vez que v

v = ||v]|* > 0, conclui-se que

h(z) < h(y) para todo y € R

assim, h atinge seu valor minimo para cada solucao do sistema normal.

Logo quando se tem um problema de minimos quadrados (caso discreto, ou discretizagao
do caso continuo) a busca de solugio implica resolver o sistema normal A" Ac = ATb, sendo
¢ o vetor coluna dos coeficientes da melhor aproximacao. Vejamos uma ilustracao abaixo.

Exemplo 4.1 1. Resolva o sistema

T + i) = 3
—2%1 + 3372 =1
2.%'1 — X9 = 2
A matriz aumentada [AlD] €,
1 1 3
-2 3 1
2 -1 2
e escalonando tem-se
11 3
01 7/5
00 1/5
logo o sistema nao tem solugcao. Mas pode-se achar a solu¢ao por minimos quadrados.

Ou seja,

2. Encontre a solugao do sistema acima, Ac = b, por minimos quadrados.
Para isto, resolve-se a equacdo normal AT Ac = ATb. Resolvendo o produto AT A,

encontramos
T4 9 -7
A A= {—7 11

Podemos perceber que a matriz AT A € ndo singular, logo a solugdo serd c = (AT A)"LATb.

Ou seja,
83 71]"
c=|—,—| .
50" 50
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Mostrou-se que os espacos das funcgoes aproximadoras é sempre constituido pelas com-
binagoes lineares de uma base de aproximacao ¢1,¢s, -+ ,¢,; isto é, funcao aproximadora
tem a forma

s(a) = 3 ¢j0,(x), (14)

onde ¢ é um elemento da base do espaco aproximante e uma maneira de encontrar os coefici-
entes da melhor aproximacao. Observa-se, também que além da determinacao dos coeficientes
c1,Co, -+, C, pode-se ter como objetivo a determinagao de uma base. O método trabalha bem
com varias bases, por exemplo, monémios z", fungoes trigonométricas sen(mnz), fungoes radi-
ais (exemplo: gaussianas) e outras. A escolha da base vai depender do problema em questao.

O conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a n—1 é um espaco vetorial de dimensao
n. Se ¢1, P, ..., ¢, sao elementos da base deste espago escreve-se p(z) com se segue

p(x) = ¢dy(x).
j=1
Uma escolha da base para a base deste espaco é

¢1 :17¢2:x7¢3:x2"'7¢n:xn71-

Neste trabalho, limita-se somente a esta escolha.

4.0.1 Uma pequena observagao:

O sistema normal AT Ac = ATb pode ser escrito como

S o)a) Sa@em) . Sa@e@ | | 3w/ @)
:il@(xim(xi) Saae)oale) o Loa@den@) | ||| Teale)fle)
_iil%@)mxi) if:lezsn@)@(xn f:lebn(x;wnm-)_m | _iil%@)f(rl)
Ou seja, -

o oo e | || |G

) Gndn) o Gt | e | | ]

Observe que este ultimo é exatamente o sistema obtido na teoria da projecao.
Por exemplo, no espaco dos polinomio de grau 1, nota-se que o sistema normal é

i¢> ()61 () lesbl(wi)@(xi) c1 éasl(xi)fm)
i::lmmwm i";‘labg(xi)@(xi) e iaoz(xi)f(xi)

nx1
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Com a escolha da base ¢ = 1 e ¢ = x, obtem-se
m m
mcy + Co Z ZT; = Z f(.IZ)
wo &
ay xitey z = Y xif(x)
i=1 i=1 i
E deve-se encontrar os coeficientes ¢y e cs.

ITlustragcao: Suponha que deseja-se obter uma funcao que melhor aproxime os dados
tabelados, veja a Tabela 1: A Figura 2 é obtida atravez dos dados da Tabela 1.

Tabela 1: Valores de uma funcao.

1 03] 6 67
2 1,1 7 82
3 21| 8 105
4 30| 9 121
5 43110 15,6

Figura 2: Grafico com valores da Tabela 1

Observa-se uma relagao entre x e y, isto leva a seguinte conclusao, o melhor ajuste deve
ser linear. Lembre-se, nao se deseja uma funcao de aproximacao que se ajuste perfeitamente
aos dados, mas sim a que melhor descreve simultaneamente os mesmos. Assim, da observacao
acima, considera-se o polinomio de grau 1 e deve-se encontrar as constantes c; e cs.

Exemplo 4.2 Consisderando os dados apresentados na Tabela 1, pode-se aumentar a tabela
e somar as colunas, conforme mostrado abairo, na terceira e na quarta coluna da Tabela 2.



Na quinta coluna da Tabela 2 temos a reta que aprorima esses dados e implicam em

Tabela 2: Valores de uma funcao.

x; v T T P(x;) = 1,665x; — 2,767
I 03 I 03 1,102
2 11 4 22 0,563
3 21 9 63 2,298
4 30 16 120 3,893
5 43 25 215 5,558
6 6,7 36 402 7,223
7T 82 49 574 8,888
8 105 64 84,0 10,553
9 12,1 81 1089 12,218
10 156 100 156,0 13,883
55 63,9 385 4888 FEp=.10, (v — P(z;))> ~ 8,35
0 = 385(63,9)—55(488,8) _ 2,767 ey — 10(488,8)—55(63,9) _ 1,665

10(385)—(55)2 10(385)—(55)2

de modo que P(zx) = 1,665z — 2,767.

O grdfico dessa

reta e 0s pontos dados sao mostrados na Figura 3, abaizo.

Figura 3: Grafico com a reta que aproxima os dados

12
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Exemplo 4.3 Veja os valores ficticios da Tabela 3. Ajuste estes dados com o polinomio de

grau dois dos minimos quadrados discreto.

Tabela 3: Valores pontuais de um Polinomio

1 -1,00 1,0000
2 -0,50 0,5100
3 -0,20 0,1000
4 0,50 0,5400
5 1,00 2,1000
Neste caso, P(z) = c¢1 + cox + c3x?. Fazendo
1,00 1 -1,0 1,00
0,51 1 -0,5 0,25
y=10,10 [, wo=1|11], wuy=1{—-0,2 e uy=1, 0,04
0,54 1 0,5 0,25
2,10 1 1,0 1,00
Deve-se, entao, resolver o sistema linear:
(uo, uo) (u1,ug) (uz;uo) €1 (y, uo)
(wo,ur) (ui,ur) (u2,ur) ca | = | (y,w)
(uo, ug) (u1,ug) (uz,us) Cs3 (y, ua)
Assim obtem-se:
5 —0,2 2,54 1 4,25
—-0,2 2,54 —0,008 co | = | 1,095
2,54 —0,008 2,1266 3 3, 3665

cuja solugao é: ¢y ~ 00,1599, co ~ 0,4481 ec3 ~ 1,3937.

Desse modo, o polinomio de minimos quadrados de grau dois que ajusta os dados prece-
dentes é P(x) = 0,1599 + 0, 4480z + 1,39372? , cujo grdfico estd na Figura /.
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.

Figura 4: Grafico com valores da Tabela 3

3.2 MINIMOS QUADRADOS no Ensino Médio — aplicacoes em
sala de aula

Nesta secao propomos uma aplicacao didatica no Ensino Médio do método dos Minimos
Quadrados. Observamos que a matematica, do ensino médio, em varios de seus conteidos, é
apresentada sem o rigor das demonstracoes. Muitas dessas nocoes sao desenvolvidas de forma
intuitiva pelo aluno e o processo de compreensao e aplicagao da ideia matematica envolvida
nao fica prejudicado. Nao queremos apresentar ao aluno do ensino médio o rigor matematico
do método dos Minimos Quadrados, portanto apresentamos de uma maneira intuitiva, para
que o0 mesmo possa testar e aplicar.

Sob essa percepcao, a apresentacao, aos alunos do ensino médio, do método para apro-
ximacao de fungoes, pode oferecer um ganho no desenvolvimento mateméatico. Podemos
apresentar aos mesmos algumas aproximagoes, utilizando o caso discreto, como: ajuste de
pontos por retas; aproximacao polinomial, até no maximo do 2° grau.

Entre as varias razoes nas quais podemos basear tal afirmacao, destacamos:

e O estudo dos Minimos Quadrados apresenta uma oportunidade para o aluno revisar
e reforcar a sua compreensao de varios conceitos aprendidos durante o Ensino Médio,
entre os quais citamos o estudo das fungoes do 1° grau e 2° grau, representacao grafica de
funcgoes, propriedades graficas das fungoes elementares, dominio e imagem, concavidade,
entre outros.

e A aproximacao de fungoes pelo Método dos Minimos Quadrados pode ser visualizada
geometricamente, sem recorrer a recursos inadequados a essa faixa etaria. Para isso,
pode-se utilizar softwares, como o GeoGebra ou o Graph. Estes sao aplicativos li-
vres usados para desenhar graficos matematicos em um sistema de coordenadas. No
Graph, especificamente, podemos visualizar uma funcao facilmente. Também, com ele,
é possivel fazer alguns calculos matematicos sobre as fungoes.
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e Enfim, a apresentacao de conceitos mais avancados a alunos do ensino médio pode
estimular a curiosidade daqueles que tém maior afinidade com a Matematica e estao
inclinados a seguir seus estudos na area de exatas.

Analisando o primeiro objetivo entre os destacados acima, recomenda-se, antes do inicio
desse estudo, dedicar um momento para uma efetiva retomada de todos os conceitos citados,
que foram ensinados ao longo das trés séries do ensino Médio e que tenham relacao com os
exemplos que serao apresentados.

A partir deste ponto, e com foco nos objetivos didaticos listados acima, apresentaremos
a seguir alguns exemplos que podem ser trabalhados em sala de aula, com a exploragao
geométrica no Graph da funcgao e seus ajustes.

Exemplo 4.4 A tabela abaizo mostra as alturas(cm) e pesos(kg) de uma amostra de nove
jovens entre as idades de 17 e 20 anos, extraida ao acaso entre alunos de uma escola:

Altura | 183 173 168 188 158 163 193 163 178
Peso | 79 69 70 81 61 63 79 71 73

a) Faga o diagrama de dispersao dos dados no “Graph”e observe que relagao existe entre
altura e o peso. Vemos abaizo a dispersao feita no “Graph”.

150} PESO(Kg)
1504
4

1301

ALTURA(cm)
i

.4

i i Py i !
i w0 10 w0 1o 1o e 200 20 20 2% 20 20 20 20 H0  Bo

b) Ajuste uma reta que descreve o comportamento do peso em fungao da altura, isto €,
peso = f(altura). Para isto vamos expandir a tabela de dados, a dltima linha é formada pela
soma de cada coluna.
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x y Ty x?

183 | 79 | 14457 | 33489
173 | 69 | 11937 | 29929
168 | 70 | 11760 | 28224
188 | 81 | 15228 | 35344
158 | 61 9638 | 24964
163 | 63 | 10269 | 26569
193 | 79 | 15247 | 37249
163 | 71 | 11573 | 26569
178 | 73 | 12994 | 31684
1567 | 646 | 113103 | 274021

Sabemos que o polinémio de grau 1 tem a forma P(x) = ca(x) 4 ¢1, onde P € o peso em
kg e x € a altura em cm.

Encontrando os coeficientes co e ¢q, temos;

1.567(646)—9(113.103) __ _ 113.103(1.567)—274.021(646)
(1.567)2-9(274.021) ™ 0,5276 ec1 = (1.567)2—9(274.021) ~ —20,078

de modo que P(z) = 0,5276z — 20,078. A reta apresentada € feita no “Graph”.

Cy =

1 PESO(kg)

Bt i e e e M we e e e s e wy
o i e th 0 w0 om0 w0 o W0 20 M om0 U B0 w0 20 B/ B

c) Estime o peso de um aluno dessa escola com 175 em de altura; estime a altura de um
aluno com 68 kg.

Para resolver este item basta substituir as varidveis corretas:
Altura(x) = 175 = P(175) = 0,5276(175) — 20,078 = P(z) ~ 72,25 kg.

Peso(y) = 80 = 80 = 0,5276x — 20,078 = = ~ 189,69 cm.
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Exemplo 4.5 A queda na taxa de fecundidade e o envelhecimento populacional sao comuns
em paises que atingiram um patamar mediano de desenvolvimento, e isso vem acontecendo
com o Brasil. FEsses avangos sociais trazem consigo desafios no que diz respeito aos gastos
com o sistema previdencidrio. “E facil entender por qué. Se as pessoas vivem mais, elas
receberao aposentadoria durante um periodo de tempo maior. Por mais nobre que seja uma
despesa destinada a assequrar a velhice digna, a questdo é: como financid-la?”[3].

Cresce a cada ano o numero de aposentados e o miumero de pessoas na ativa, que con-
tribuem com o INSS nao avanc¢a na mesma propor¢ao. O economista Marcelo Caetano, do
Instituto de Pesquisa Economica Aplicada (Ipea), estimou, com base na atual taza de fe-
cundidade das brasileiras, de 1,9 filho por mulher, que, se o ritmo se mantiver estdvel nos
proximos anos, jd em 2032 haverd mais gente recebendo aposentadoria do que contribuintes
sustentando o INSS. Sequndo ele, se nao houver ajuste no sistema, o rombo nas contas da

Previdéncia assumird propor¢oes explosivas. Veja o grdfico abaizo, retirado da revista Veja,
edicao 2071 de 2008:

A CONTA N0 FECHA o

Com o tempo, ¢ emelheciments pepulacional auirenta o ndmero ﬂ' 43 9
ie aposentados & diminul a quantidade de eantdbuintes 43'4 'F 1

| previsdo, em milhdes o pesscas)

at
U6 "
'i No atual ritme, em 2032
-.‘!“' naverd mals gente
,'lll"' racahando haneficlos i
n1 ‘-i" do que trabalhadores
mw" . ) financlands a Previdéncia i
tnile Dlavosly Caelann avomdmitas 4o (pes
00 2032 150

Figura 5: Numero de contribuintes e aposentados brasileiros

Diante de tal situacdo, podemos investigar o sequinte problema: Considerando as pre-
visoes, no ano de 2040 qual serd o nimero de aposentados?

Podemos considerar como hipdtese, a partir da andlise do grdfico acima, que o cresci-
mento do numero de aposentados no decorrer do tempo € linear. Consideremos, entdo, o
polinémio P(x) = cox + ¢;.

Vamos colocar os dados numa tabela e somar as colunas, conforme mostrado, na sequnda,
terceira, quarta e quinta colunas da Tabela 4. Apresentamos os cdlculos na tabela sequinte:
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Tabela 4: Dados do problema “A Conta nao fecha”

ANO TEMPO(z;) APOSENTADOS x (10°%)(y;) T iy, P(xy)

2008 8 22,7 64 181,60 22,37

2032 32 43,7 1.024  1.398,40 44,69

2050 50 61,7 2.500 3.085 61,43
> 90 128,10 3.588,00 4.665,00

As equagoes abaizo nos dao P(x) que implica em:

_ 3.588(128,10)—90(4.665) __  3(4.665)-90(128,1) __
€1 = "m0 ~ 1493 e = “gEamompr - ~ 0,93

de modo que P(z) = 0,93z + 14,93.

Respondendo a pergunta, em 2040 teremos (x é dado pela sequinte conven¢ao: = = 0,
corresponde ao ano de 2000 e assim por diante).

P(x;) = 0,93.(40) + 14,93 = 52,13 milhoes de aposentados.

Abaizo o grifico do numero de aposentados em fun¢ao do tempo, feito no software “Graph”:

N*de APOSENTADOS

ANO

1o m ) 0 ) 60

Figura 6: Numero de aposentados brasileiros-Reta Ajustada

Exemplo 4.6 Uma bola de ping pong é atirada para cima por uma crianca. Sua trajetoria
¢ fotografada por uma mdquina que registra a sua altura em relacdo a distancia percorrida
na horizontal. Os dados foram registrados na tabela abaizro:
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Altura(y) | 1,4 1,8 2,4 2,6 3 33 2,9 26 2,2 19| metros
Distancia(z) | 0 0,4 0,7 1,2 1,5 1,9 2,8 2,7 3,1 83| metros

a) Faca o diagrama de dispersao dos dados:
Abaizo temos o diagrama feito no “Graph”.

ALTURA (cm)

DISTANCIA (cm)
i 1 3 | 3 §

b) Estime a que distancia da crianca a bolinha de ping pong vai atingir o solo.

A dispersao dos dados sugere um polinomio do 2° grau, neste caso queremos
f(z) =~ P(x) = ¢, + cox + c3a”.

Faremos a aproximacao e determinaremos onde esta pardbola cruza o eizo horizontal. Pro-
pomos que oS alunos do ensino médio resolvam esta atividade usando a representacao do
sistema com somatorio, pois 0s mesmo nao véem produto interno nesse segmento. FEscre-

vendo as equagoes:
.

m m m m
oy x) ey i esy x =)y
1=1 =1 =1 =1
m m m m
oy mp ey at ez w =y
1=1 =1 =1 =1
m m m m
oy xp by w3y xi =)y}
1=t =1 =1 =1

Devemos, entao, resolver o sistema linear:

10 17,10 41,03 c1 24,10
17,10 41,03 109,947 co | = | 43,07
41,03 109,947 312,5063 C3 99, 999

cuja solucao €: ¢y ~ 1,2707,¢co =~ 1,9173 ec3 ~ —0,5214.

Portanto, a parabola que melhor aprorima a fungao tabelada é

f(z) = P(z) = 1,2707 4+ 1,9173z — 0, 52142
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Abaizo temos o pardbola feita no “Graph”

1 ALTURA (cm)
6

/ \

DISTANCIA (cm)
! N )

Para atingir o solo, a altura da bolinha tem que ser zero, logo faremos P(x) = 0. Sugeri-
mos aos alunos que resolvam a equagdao do 2° grau acima com o uso da calculadora.

'~ —0,5734 e 2" ~ 4,2500.

Logo a bolinha vai atingir o solo a uma distancia de 4,25 metros de onde partiu, aproxi-
madamente.

Comentario e agradecimento final

Esperamos que os alunos tenham muito entusiasmo, curiosidade e empenho. Claro que
certa dificuldade pode ocorrer, ja que o assunto é novo para eles. Propomos que a atividade
seja feita com calculadora e/ou softwares matematicos. Desejamos que os alunos gostem da
atividade e apliquem em outras aproximacoes.

Ha tantos a agradecer, por tanto que dedicaram a mim, nao somente por terem ensinado,
mas por terem me feito aprender.

A CAPES pela oportunidade de fazer este curso, aos professores da UFJS-Campus Alto
Paraopeba pelo apoio e dedicacao ao ensino, a orientadora, pela paciéncia e apoio permanente.

- A Minha familia, Adriana, Ana Clara, Laura e Davi que nos momentos de minha
auséncia dedicados ao estudo, sempre fizeram entender que o futuro, é feito a partir da
constante dedicacao no presente.

- Aos meus colegas de turma, que fortaleceram os lagos da igualdade, num ambiente
fraterno e respeitoso. Jamais lhes esquecerei.

- Por fim, a aquele, que me permitiu tudo isso, ao longo de toda a minha vida, e, nao
somente nestes anos como mestrando, a vocé meu DEUS, obrigado, reconheco cada vez mais
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em todos os meus momentos, que vocé é o maior mestre, que uma pessoa pode conhecer e
reconhecer.
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