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Resumo: Os números que não são ráızes de nenhum polinômio com coeficientes inteiros
são chamados números transcendentes. Neste trabalho fazemos um estudo dos números reais
transcendentes, apresentando a demonstração da existência de tais números e também de sua
não enumerabilidade, ou seja, mostramos que esses números de fato existem e não são poucos.
Os primeiros exemplos conhecidos de números transcendentes são os chamados números de
Liouville, em homenagem à Joseph Liouville, que mostrou o fato de o número l =

∑∞
k=1 10−k!,

conhecido como constante de Liouville, é um número transcendente. Apresentamos também
um estudo sobre essa classe de números transcendentes, os números de Liouville e, por fim,
exibimos um número transcendente conhecido como constante de Champernowne e que é
o número decimal obtido através da concatenação de todos os números naturais, a saber,
0,123456789101112... mas que não é um número de Liouville, mostrando que nem todo
número transcendente é necessariamente um número de Liouville.

Palavras-chave: transcendente, números de Liouville, constante de Chapernowne.

1 Introdução

Por volta de 500 a.c., Pitágoras e seus disćıpulos acreditavam que toda medida era co-
mensurável, ou seja, todo segmento podia ser representado por um fração p

q
em que p, q ∈ Z

com q 6= 0. Dito de outra forma, eles acreditavam que todo número era racional. Porém,
Hipaso de Metaponto, disćıpulo da escola pitagórica mostrou que a medida da hipotenusa
de um triângulo retângulo e isósceles de lado uma unidade é igual à

√
2 e que este por sua

vez não era um segmento comensurável. Estávamos ali diante do primeiro número irracional.
Mas, os números racionais e o número

√
2 possuem uma propriedade em comum: ambos

são ráızes de polinômios com coeficientes inteiros, qx − p e x2 − 2, respectivamente. Todo
número com esta propriedade de ser raiz de um polinômio com coeficientes inteiros é chamado
número algébrico. Já os números que não gozam de tal propriedade são ditos transcendentes.
Observe que todos os números transcendentes são irracionais.
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A teoria dos números transcendentes foi originada por Joseph Liouville em 1844 a par-
tir de um teorema que caracteriza os números algébricos. A ideia de Liouville para cons-
truir números transcendentes foi encontrar um propriedade satisfeita por todos os números
algébricos e depois construir um número que não satisfizesse tal propriedade. Dessa forma,
Liouville construiu uma classe de números, os números de Liouville e, em 1851, exibiu o
primeiro número transcendente da história: l =

∑∞
n=1 10−n!, conhecida como constante de

Liouville. Outros matemáticos continuaram os estudos a respeito dos números de Liouville
e mostraram que o conjunto desses números é não-enumerável, apesar de nem todo número
transcendente ser um número de Liouville. Em 1933, D.G. Champernowne apresentou o
número c = 0, 123456789101112 · · · , conhecida como constante de Champernowne, que con-
siste da concatenação de todos números naturais, e em 1961, Kurt Mahler mostrou que esse
número é transcendente e depois mostrou-se que essa constante não é um número de Liouville.

2 Números Transcendentes

Nesta seção falaremos dos números algébricos e transcendentes, objeto de estudo desse
trabalho, apresentando exemplos e propriedades desses números.

Definição 2.1 Qualquer solução real de uma equação polinomial da forma

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

onde n ∈ N, ai ∈ Z para todo i = 1, 2, . . . , n é chamado número algébrico. O conjunto
destes números será denotado por Q.

Exemplo 2.1 Todo número racional é algébrico, pois, conforme já citado anteriormente,
todo número da forma p

q
com p, q ∈ Z, q 6= 0 é raiz do polinômio qx − p. Entretanto, nem

todo número algébrico é racional, já que
√

2 é algébrico e não é racional.

Exemplo 2.2
√

2 + 3
√

3 é um número algébrico pois é solução da equação

x6 − 6x4 − 6x3 + 12x2 − 36x+ 1 = 0.

Definição 2.2 Os números que não são algébricos são chamados transcendentes e o con-
junto destes números será denotado por T.

Observe que, por definição, o conjunto T é o complementar do conjunto Q, também denotado
por T = Qc

.
Com essas definições, surgem as seguintes perguntas: existem números transcendentes?

Ou seja, existem números que não são ráızes de nenhum polinômio com coeficientes inteiros?
E se existirem tais números, são muitos? Vamos mostrar que a resposta a essas duas per-
guntas é sim. Mas, vamos começar pela segunda pergunta, ou seja, mostraremos primeiro
que, se existirem tais números, eles são muitos. Com isso, mostraremos sua existência e,
posteriormente, exibiremos números transcendentes. Para isso, precisaremos de uma nova
definição e alguns resultados cujas demonstrações podem ser encontradas em [1].

Definição 2.3 Um conjunto A é dito enumerável se A é finito ou se existe uma bijeção
f : N −→ A.
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Exemplo 2.3 Z é enumerável já que

f : N −→ Z

x 7−→
{

x
2
, se x é par

−
(
x+1
2

)
, se x é ı́mpar

é claramente uma bijeção.

Exemplo 2.4 O conjunto dos números pares, denotado por 2Z, é enumerável, pois a função
g(f(x)) onde f(x) é a função do exemplo anterior e g(x) é dada por

g : Z −→ 2Z

x 7−→ 2x

é uma bijeção.

Teorema 2.1 As seguintes afirmações são verdadeiras:

1. O conjunto dos números reais, R, é não enumerável.

2. A união enumerável de conjuntos enumeráveis é enumerável.

3. Se o conjunto A é enumerável então An = A× A× · · · × A é enumerável.

As demonstrações destes fatos se encontram em [1].

Teorema 2.2 O conjunto

Z[x] = {anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 | n ∈ N, an 6= 0, ai ∈ Z ∀ i = 1, 2, 3, · · · , n}

é enumerável.

Demonstração: Como Z é enumerável é fácil ver que Z∗ também é enumerável e pelo
Teorema 2.1 segue que Z× Z× . . .× Z∗ é enumerável. Considere a função

f : Z× Z× . . .× Z∗ −→ Z[x]

(a0, a1, a2, . . . , an) 7−→ anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

Note que f é obviamente bijetora, já que admite inversa igual a

f−1(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0) = (a0, a1, a2, . . . , an)

donde podemos concluir que Z[x] é enumerável, como queŕıamos demonstrar.

�

Sabemos que um polinômio não nulo, de grau n e com coeficientes em um domı́nio de
integridade possui no máximo n ráızes nesse domı́nio. Logo, dado um polinômio não nulo
p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 em que ai ∈ Z para todo i = 1, 2, 3, · · · , n · · · temos

que o conjunto
Rp = {k ∈ R|p(k) = 0}

é finito e, portanto, enumerável.
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Teorema 2.3 Q é enumerável.

Demonstração: Observe que

Q =
⋃

p∈Z[X]

Rp,

donde Q é uma união enumerável de conjuntos enumeráveis e assim pelo teorema (2.1) segue
que o conjunto dos números algébricos é enumerável.

�

Agora sim estamos prontos para responder às nossas duas perguntas feitas anteriormente.
Com os resultados acima, já podemos concluir que os números transcendentes são muitos.
Vejamos: temos que R = Q∪T e sabemos que R é não enumerável. Logo, T é não enumerável
pois senão teŕıamos que R é a união enumerável de conjuntos enumeráveis, o que implicaria
que R é enumerável, um absurdo.

Com este fato podemos concluir também que existem números transcendentes, pois, se
T = ∅ teŕıamos novamente o absurdo de R = Q ser enumerável. E, mais do que isso,
conclúımos que existem mais números transcendentes do que algébricos.

Na próxima seção, apresentaremos os primeiros números não algébricos que foram conhe-
cidos, os números de Liouville.

3 Números de Liouville

No século XIX, os matemáticos já sabiam da existência dos números transcendentes, en-
tretanto, não era conhecido nenhum exemplo desse tipo de número. Somente em 1844, Joseph
Liouville mostrou que o número l =

∑∞
k=1 10−k!, conhecido como constante de Liouville, é

transcendente. Mais tarde foi mostrado que π e e também não são algébricos (ver [1]).
A ideia de Liouville para encontrar números transcendentes foi encontrar alguma propri-

edade que fosse satisfeita por todos os números algébricos e, em seguida, construir algum
número que não possúısse tal propriedade.

Definição 3.1 Dizemos que α ∈ Q é de grau n se o polinômio p(x) de menor grau tal que
p(α) = 0 tem grau n. Esse polinômio é chamado de polinômio mı́nimal de α.

Teorema 3.1 Teorema de Liouville
Se α ∈ Q tem grau n ≥ 2 então existe c = c(α) tal que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c

qn
,

para todo p, q ∈ Z e q 6= 0.

Demonstração: Seja f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z [x] o polinômio minimal
de α, ou seja, p(α) = 0. Sabemos que existe δ > 0 tal que [α− δ, α + δ]∩Rf = {α} onde Rf

é o conjunto das ráızes reais de f(x) do contrário poreriamos Rf um conjunto infinito.
Dados p, q ∈ Z e q 6= 0, q ≥ 1 e (p, q) = 1, temos duas possibilidades: p

q
∈ [α− δ, α + δ]

ou p
q
/∈ [α− δ, α + δ].
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Se p
q
/∈ [α− δ, α + δ] então

∣∣∣α− p
q

∣∣∣ > δ ≥ δ
qn

.

Se p
q
∈ [α− δ, α + δ], como f(x) é cont́ınua e derivável em

[
α, p

q

]
(aqui, sem perda de

generalidade estamos supondo p
q
> α) logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe d ∈

(
α, p

q

)
tal que

f(α)− f
(
p

q

)
= f ′(d)

(
α− p

q

)
donde ∣∣∣∣f (pq

)∣∣∣∣ = |f ′(d)|
∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣
Como f ′ é cont́ınua em

[
α, p

q

]
então existe M ∈ R tal que f ′(x) ≤ M para todo x ∈

[
α, p

q

]
.

Assim, temos que ∣∣∣∣f (pq
)∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ (1)

Observe que p
q
6= α já que α tem grau maior ou igual a 2 por hipótese e todo racional tem

grau 1. Logo, f
(
p
q

)
6= 0 e dáı∣∣∣f (pq)∣∣∣ =

∣∣∣an pnqn + an−1
pn−1

qn−1 + · · · a1 pq + a0

∣∣∣
=

∣∣∣anpn+an−1qpn−1+···+a1qn−1p+a0qn

qn

∣∣∣
=

|anpn+an−1qpn−1+···+a1qn−1p+a0qn|
qn

≥ 1
qn
,

Portanto, por (1) temos que ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

Mqn

Tomando c(α) = min
{
δ, 1

M

}
temos em ambos os casos que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≥ c

qn

como queŕıamos demonstrar.

�

Exemplo 3.1
√

2 é algébrico de grau 2 com polinômio minimal igual a f(x) = x2 − 2. De
acordo com o Teorema 3.1, tomando δ = 1 obtemos c = 1

2(
√
2+1)

tal que∣∣∣∣√2− p

q

∣∣∣∣ > 1

2(
√

2 + 1)q2

para todo p
q
∈ Q.
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Após demonstrar o Teorema 3.1, Liouville apresentou um conjunto de números que não
atendem à definição 3.1. Esses são os números de Liouville e seu conjunto é denodato por L.

Definição 3.2 Um número real α é chamado número de Liouville se existir uma sequência

de racionais
(
pj
qj

)
j≥1

em que pj, qj ∈ Z e qj ≥ 1 para todo j, tal que∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
,∀j ≥ 1.

Proposição 3.1 A sequência (qj) na definição acima é ilimitada.

Demonstração: Note que ∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj
≤ 1,∀j ≥ 1.

Agora suponha que (qj) é limitada, ou seja, suponha que exista M ∈ R tal que qj ≤ M
para todo j ≥ 1. Dessa forma, temos que∣∣∣∣α− pj

qj

∣∣∣∣ < 1 =⇒ |αqj − pj| < qj ≤M

Lembrando que |a− b| ≥ |a| − |b| para todo a, b ∈ R, segue que

|pj| − |αqj| ≤ |αqj − pj| < M

donde
|pj| < M + |αqj|

≤ M + |α|M

= (1 + |α|)M

,

o que implica que a sequência pj também é limitada. E, portando, chegamos à contradição

de que
(
pj
qj

)
j≥1

é finita.

�

A partir da proposição acima, podemos concluir que um número racional não pode ser
um número de Liouville. De fato, se α = p

q
∈ Q é de Liouville então

1

qjj
>

∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣
=

∣∣∣pq − pj
qj

∣∣∣
=

∣∣∣pqj−pjqqqj

∣∣∣
≥ 1

|q|qj

donde qj−1j < |q| o que contradiz o fato de (qj) ser ilimitada.
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Teorema 3.2 Todo número de Liouville é transcendente, ou seja, se α ∈ L então α ∈ T.

Demonstração: Suponha que α ∈ L e algébrico de grau n ≥ 2. Segue pelo Teorema 3.1
que existe c ∈ R∗+ tal que

1

qjj
>

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ > c

qnj

para todo racional
pj
qj

. Dáı

1

qjj
>

c

qnj
=⇒ q

(n−j)
j > c =⇒ q

(j−n)
j <

1

c

Dessa forma temos que se j > n+ 1 então

qj < qj−nj <
1

c
,

contradizendo a proposição 3.1. Portanto, α ∈ T.

�

Mas, apesar de todo este trabalho, Liouville ainda não havia exibido nenhum número
transcendente. A partir dáı bastava encontrar um número de Liouville para obter o primeiro
transcendente. A constante de Liouville, que será apresentada no exemplo abaixo, foi o
primeiro número não algébrico apresentado.

Exemplo 3.2 Temos que

l =
∞∑
k=1

1

10k!
= 0, 110001000000000000000001000 . . .

é um número de Liouville.

De fato, defina pj =
∑j

k=1 10j!−k! e qj = 10j!. Observe que pj, qj ∈ Z para todo j e

pj
qj

=

j∑
k=1

1

10k!

Assim, ∣∣∣l − pj
qj

∣∣∣ =
∑∞

k=j+1
1

10k!

= 1
10(j+1)! + 1

10(j+2)! + 1
10(j+3)! + · · ·

= 1
10(j+1)!

(
1 + 1

10(j+2)!−(j+1)! + 1
10(j+3)!−(j+1)! + · · ·

)
< 1

10(j+1)!

(
1 + 1

10
+ 1

102
+ · · ·

)
= 1

10(j+1)!
10
9

< 1
10(j+1)!−1 .
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Agora basta provar que (j + 1)!− 1 ≥ j!j, o que ocorre pois

(j + 1)!− 1 = (j + 1)j!− 1 = jj! + j!− 1 ≥ jj!

Logo, ∣∣∣∣l − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj

o que implica que l é um número de Liouville e, portanto, transcendente!
Podemos generalizar o exemplo acima e construir infinitos outros números de Liouville,

exibindo assim infinitos números transcendentes distintos, como pode ser visto no exemplo
abaixo.

Exemplo 3.3 Os números da forma

α =
∞∑
k=1

ak
10k!

= 0, a1a2000a300000000000000000a4000 . . . ,

onde ak ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} para todo k ∈ N são números de Liouville.

A demonstração deste fato é completamente análoga à demonstração do Exemplo 3.2. O
próximo exemplo nos mostra que existem também números de Liouville em outros formatos.

Exemplo 3.4 Dada a sequência {
a0 = 1
an = 10an−1

então β =
∑∞

n=1
1
an

pertence a L.

Fazendo pj = aj +
∑j−1

n=0 10aj−1−an e qj = aj temos que∣∣∣β − pj
qj

∣∣∣ =
∑∞

n=j+1
1
an

= 1
10aj

+ 1
10aj+1 + 1

10aj+2 + · · ·

= 1
10aj

(
1

10aj+1−aj + 1

10aj+2−aj + · · ·
)

< 1
10aj

(
1 + 1

10
+ 1

102
+ · · ·

)
= 1

10aj
10
9

< 1

10aj−1 ,

Sendo assim, basta provar que

1

10aj−1
≤ 1

ajj
=

1

(10aj−1)j
=

1

10jaj−1
.

o que equivale a mostrar que
10aj−1 ≥ 10jaj−1
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Ou seja, devemos mostrar
aj+1

10
≥ ajj ⇐⇒ aj+1 ≥ ajj10.

De fato,

10ajj < (aj)
j+1 = (10aj−1)j+1 = 10jaj−1+aj−1 = 10aj−1(j+1) < 10aj−1aj−1 < 1010aj−1

= aj+1

e, portanto, β ∈ L.
Um resultado surpreendente é o fato de que todo número real pode ser escrito como soma

de dois números de Liouville. Para mostrar esta afirmação precisaremos de alguns resultados
preliminares que se encontram abaixo.

Lema 3.1 α ∈ L se, e somente, se para todo n ∈ N existe p
q
∈ Q tal que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn

Demonstração: Se α é um número de Liouville então existe existe pela definição (3.2) uma

sucessão de racionais
(
pj
qj

)
j≥1

tal que

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj

Fazendo j = n e p
q

= pn
qn

temos que ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn

Agora, se α é tal que ∀n > 0 existe p
q

= pn
qn
∈ Q e tal que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn

considere a sequência
(
pn
qn

)
n≥1

de forma que

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

qnn
,

donde α ∈ L.

�

Lema 3.2 Dado α ∈ R se existirem c > 0 e uma sequência de racionais
(
pj
qj

)
j≥1

com qj ≥ 1

tais que ∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < c

qjj
,

então α ∈ L.
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Demonstração: Se 0 < c ≤ 1 então∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < c

qjj
≤ 1

qjj

e segue o resultado.
Se c > 1, observe que a sequência (qj) é ilimitada (esta observação pode ser demonstrada

de forma análoga à proposição 3.1).
Assim, temos que existe j0 tal que para todo j > j0 tem se que c < qj0j donde∣∣∣∣α− pj

qj

∣∣∣∣ < c

qjj
<
qj0j

qjj
=

1

qj−j0j

,

∀ j ≥ j0.
Para todo j ≥ j0, considere a sequência de números naturais n = j − j0. Dessa forma,

temos que para todo n ∈ N existe p
q

=
pj
qj

tal que∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn

e pelo lema (3.1) temos que α é um número de Liouville.

�

Lema 3.3 Se existirem uma sequência ilimitada (wk)k≥1 de números reais positivos e uma

sequência de racionais
(
pk
qk

)
k≥1

tais que

0 <

∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ < 1

qwkk
, ∀k ∈ N,

então α ∈ L.

Demonstração: Seja (sk)k≥1 ⊆ (wk)k≥1 uma subsequência ilimitada em que sk > 1 para

todo k ∈ N e
(
ak
bk

)
k≥1
⊆
(
pk
qk

)
k≥1

tais que

0 <

∣∣∣∣α− ak
bk

∣∣∣∣ < 1

bskk
, ∀k ∈ N.

Agora tome uma sequência de números reais (rk)k≥1 com rk > 0 para todo k ∈ N tal que
sk − rk = k, então ∣∣∣∣α− ak

bk

∣∣∣∣ < 1

bskk
<

1

bsk−rkk

=
1

bkk
, ∀ k ∈ N.

Logo pelo lema (3.1) temos o resultado.

�

Teorema 3.3 Se α ∈ L e p
q
∈ Q∗ com q ≥ 1, então:

1. αp
q
∈ L
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2.
(
α + p

q

)
∈ L

Demonstração: Se α ∈ L então existe uma sequência de racionais
(
pj
qj

)
j≥1

tal que∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj

1. Seja αj = logqqj donde qαj = qj. Observe que limj→+∞ αj = +∞ e ainda∣∣∣∣αpq − ppj
qqj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣αpq − ppj
qqαj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣αpq − ppj
q1+αj

∣∣∣∣ .
Por outro lado, observe que existe k ∈ R tal que |p| < qk então∣∣∣αpq − ppj

qqj

∣∣∣ = |p|
q

∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣
< |p|

q
1

qjj

= |p|
q(qαj )j

= |p|
qjαj+1

= |p|

(qαj+1)

jαj+1

αj+1

< qk

(qαj+1)

jαj+1

αj+1

= 1

(qαj+1)

jαj+1

αj+1 −k

Agora, sabemos do Cálculo Diferencial e Integral que se uma função f(x) é ilimitada

então pelo teorema de L’hospital lim
x→+∞

f(x)

1 + f(x)
= 1 e assim lim

x→+∞
x

f(x)

1 + f(x)
= +∞.

Logo,

lim
j→+∞

(
jαj + 1

αj + 1
− k
)

= +∞,

e segue pelo lema (3.3) que αp
q
∈ L.

2. Como no item anterior tem-se∣∣∣(α + p
q

)
−
(
pj
qj

+ p
q

)∣∣∣ =
∣∣∣(α + p

q

)
−
(
pjq+qjp

qjq

)∣∣∣
=

∣∣∣(α + p
q

)
−
(
pjq+qjp

qαj q

)∣∣∣
=

∣∣∣(α + p
q

)
−
(
pjq+qjp

q1+αj

)∣∣∣
11



Por outro lado, ∣∣∣(α + p
q

)
−
(
pj
qj

+ p
q

)∣∣∣ =
∣∣∣α− pj

qj

∣∣∣
< 1

qjj

= 1
(qαj )j

= 1

qjαj

= 1

(q1+αj )

jαj
1+αj

Mas, já sabemos que lim
j→+∞

jαj
1 + αj

= +∞ donde pelo lema 3.3 segue que
(
α + p

q

)
∈ L.

�

Agora podemos provar que qualquer número real pode ser escrito como soma de dois
números de Liouville.

Teorema 3.4 Teorema de Erdös
Dado β ∈ R então existem l1, l2 ∈ L tais que β = l1 + l2

Demonstração: De fato, se β ∈ L então pelo teorema 3.3 basta tomar l1 = l2 = β
2
∈ L.

Se β ∈ Q tomemos qualquer α ∈ L e assim pelo teorema 3.3
(
β+α
2

)
e
(
β−α
2

)
∈ L com

β = β−α
2

+ β+α
2

.
Agora, se β /∈ Q então (β − [β]) /∈ Q onde [β] é a parte inteira de β. E assim podemos

estudar apenas o caso em que β ∈ (0, 1) ∩Qc. Seja

β = 0, a1a2a3 . . . an . . . , em que an ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 9}

e defina

l1 =
∞∑
n=1

λn
10n

e l2 =
∞∑
n=1

δn
10n

em que para n! ≤ k < (n+ 1)! temos{
λk = ak e δk = 0 se n /∈ 2N
λk = 0 e δk = ak se n ∈ 2N.

É fácil ver que β = l1 + l2. Falta mostrar que l1, l2 ∈ L. Para l1, tomemos pn =∑(2n)!−1
k=1 λk10(2n)!−(1+k) e qn = 10(2n)!−1, dáı∣∣∣∣l1 − pn

qn

∣∣∣∣ =
∞∑

k=(2n)!

λk
10k

Lembrando que para (2n)! ≤ k < (2n+ 1)! tem-se λk = 0 então

12



∣∣∣l1 − pn
qn

∣∣∣ =
∑∞

k=(2n+1)!
λk
10k

≤
∑∞

k=(2n+1)!
9

10k

= 9
10(2n!+1)

(
1 + 1

10
+ 1

102
+ 1

103
+ · · ·

)
= 9

10(2n!+1)
10
9

= 1
10(2n!+1)−1

< 1
10n((2n)!−1)

= 1
(10(2n)!−1)n

= 1
qnn
.

Logo l1 ∈ L. De modo análogo pode-se provar que l2 ∈ L.

�

Como consequência deste fato temos que o conjunto L é não-enumerável. Isto ocorre pois,
pelo Teorema de Erdös, podemos estabelecer uma bijeção de R em S ⊂ L× L

f : R −→ S ⊂ L× L

β 7−→ (l1, l2)

o que implica que S é não-enumerável e portanto L × L também é não enumerável. Logo,
temos que L é não-enumerável, pois do contrário teŕıamos L×L enumerável o que seria uma
contradição.

Mas, apesar da não-enumerabilidade de L e T, temos que L 6= T. Veremos na próxima
seção que existem números transcendentes que não são números de Liouville.

4 A Constante de Champernowne

David Gawen Champernowne, em 1934, apresentou o número c = 0, 123456789101112...,
conhecida como constante de Champernowne, e que consiste da concatenização de todos
números naturais. Mais tarde, em 1937, Kurth Mahler mostrou em [6] que tal número é
transcendente porém não é de Liouville. Nesta seção apresentaremos uma outra demonstração
desses fatos, também realizada por Mahler em 1968 e que faz uso de um resultado conhecido
como Teorema de Roth.

4.1 O Teorema de Roth

Muitos matemáticos procuraram uma aproximação melhor que a apresentada por Liouville
em seu teorema 3.1, mas, apenas em 1955 k. F. Roth demonstrou o seguinte resultado que
lhe rendeu a honrosa medalha Fields no ano de 1958.
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Teorema 4.1 Sejam α um número algébrico e irracional e ε > 0. Então o conjunto{
p

q
∈ Q|

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ε

}
é finito.

Como consequência desse resultado, pode-se mostrar que:

Corolário 4.1 Sejam α um número algébrico e irracional e ε > 0. Então existe k = k(α, ε)
tal que para todo p

q
∈ Q ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c

q2+ε

Estes dois resultados renderam a medalha Fields a Roth e suas demonstrações podem ser
encontradas em [3].

4.2 A constante de Champernowne é transcendente

Seja c = 0, 1234567891011... a constante de Champernowne. Começamos por construir

uma seqüência
(
pj
qj

)
j≥1

que possa contradizer o corolário (4.1).

Tome

r1 =
1

10
+

2

102
+

3

103
+ · · ·+ 9

109
+

10

1010
+ · · · = 10

81
= 0, 1234567891

Dáı

|c− r1| <
1

109
<

1

814,5

Faça p1
q1

= r1.
Em seguida, tome

r2 =
10

102
+

11

104
+

12

106
+ · · ·+ 99

10178
+

100

10180
+ · · · = 991

992
= 0, 10111213 · · · 9798991

Assim obtemos que ∣∣∣∣109c− 123456789− 991

992

∣∣∣∣ < 1

10178

o que implica em ∣∣∣∣c− A

109992

∣∣∣∣ < 1

10187

que A = 123456789.992 + 991.109.992. Agora fazendo p2
q2

= A
109992

tem-se∣∣∣∣c− p2
q2

∣∣∣∣ < 1

10187
<

1

q4,52

.

E assim sucessivamente, de forma à encontrarmos uma seqüência
(
pj
qj

)
j≥1

em que pj ∈ N

e qj ∈
{

92, 109992, 101899992, . . . 10nk(10k − 1)2, . . .
}

tal que∣∣∣∣c− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

q4,5j .
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Agora podemos provar que a constante de Champernowne não é um número algébrico.
Suponha que c seja algébrico. Logo, pelo corolário 4.1, temos que dado ε > 0 existe k > 0

tal que ∣∣∣∣c− p

q

∣∣∣∣ > k

q2+ε
, ∀ p

q
∈ Q.

Portanto para ε = 0, 5 e a seqüência constrúıda anteriormente segue que

k

q2,5j
<

∣∣∣∣c− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

q4,5j
, ∀ j ∈ N

donde k < q−2j . Mas, como (qj)j≥1 é ilimitada temos uma contradição. Logo a constante de
Champernowne é um número transcendente.

4.3 A constante de Champernowne não é um número de Liouville

Na seção anterior mostramos que a constante de Champernowne é um número transcen-
dente e, portanto, irracional. Dessa forma, podemos calcular sua medida de irracionalidade
de acordo com a definição abaixo.

Definição 4.1 Dado α ∈ Qc, chamamos de medida de irracionalidade de α o número real
positivo µ(α) = µ tal que ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > 1

qµ
,

para todo p
q
∈ Q.

Masaki Amou mostrou em [4] que µ(c) = 10, isto é,∣∣∣∣c− p

q

∣∣∣∣ > 1

q10
,

para todo p
q
∈ Q.

Portanto, se c ∈ L então existe uma sequência
(
pj
qj

)
j≥1

tal que

1

q10j
<

∣∣∣∣c− pj
qj

∣∣∣∣ < 1

qjj

donde
qj−10j < 1.

o que contradiz a proposição 3.1. Logo, c não é um número de Liouville.

�
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5 Considerações Finais

Os números irracionais são abordados no Ensino Fundamental e Médio apenas como
números que não podem ser escritos na forma de uma fração, isto é, números que não são
racionais. Isso permite uma boa compreensão da irracionalidade de

√
2, mas, somente essa

definição não permite mostrar que outros números, como por exemplo, π e e também são
irracionais.

A proposta desse trabalho foi apresentar um texto sobre números transcendentes e, por-
tanto, sobre números irracionais, para que professores do ensino básico possam aprofundar
seus conhecimentos sobre esse tema e até mesmo conhecer outros números transcendentes
diferentes dos tradicionais π e e, como a constante de Champernowne.

Referências
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