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Resumo: Este trabalho tem como intuito ilustrar algumas ideias básicas da Álgebra
Linear aplicadas ao processo de compressão de imagens com perdas. A t́ıtulo de exem-
plo, o processo descrito utiliza principalmente a transformada discreta do cosseno (DCT,
do inglês discrete cosine transform), além disso utiliza-se a codificação de Huffman e é
descrito os passos para a compressão em formato JPEG. Trataremos da compressão com
perdas, pois a nossa ênfase está nos prinćıpios básicos da compressão e a Álgebra Linear no
processo, lembrando que nosso interesse não é melhorar o armazenamento nem conservar
a qualidade da imagem.
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JPEG, codificação de Huffman, compressão de imagens com perda.

Abstract: This work aims to illustrate some basic ideas of Linear Algebra applied to the
lossy image compression process. As an example, we describe a process that mainly uses
the discrete cosine transform (DCT). In addition, Huffman encoding is used and the steps
for compression in JPEG format are described. We will deal with lossy compression, as
our emphasis is on the basic principles of compression and Linear Algebra topics used in
the process, remembering that our interest is not to improve storage or preserve image
quality.

Keywords: Discrete cosine transform, DCT, JPEG, Huffman encoding, lossy image
compression.

1 Introdução

Com o passar do tempo tudo evolui e cria alguma necessidade, a matemática, a vida,
o corpo humano, a informática e etc. Nos dias atuais, notamos um alto crescimento
na busca por melhores imagens digitais e melhoramento dos dispositivos de captura que
proporcionam o máximo de qualidade, com isso surge a necessidade de otimizar o com-
partilhamento de imagens. Com isso, métodos de compressão vêm surgindo ao longo dos
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anos de acordo com a necessidade para o armazenamento e agilidade na transmissão de
imagens.

Quando usamos algum algoritmo para compressão de imagens devemos levar em con-
sideração alguns fatores de extrema importância, como diminuir de forma substancial o
espaço ocupado, o quanto de qualidade é posśıvel perder sem que note alguma alteração
em sua visualização, o método de compressão mais viável devido a otimização de tempo,
qualidade oferecida e melhor taxa de compressão oferecida. Os métodos por transformada
são os mais usados, pela boa capacidade de compressão e pela qualidade oferecida ao final,
esses métodos convertem dados de domı́nio espacial em domı́nio de frequência.

Aqui, neste trabalho, abordaremos o método de compressão para o formato JPEG,
porém nosso foco é na Álgebra Linear por trás desse processo, onde em cada um dos
passos descritos é posśıvel notar alguns tópicos, contudo ao longo do texto serão expostos
de forma clara.

Na seção 2 introduzimos alguns conceitos de Álgebra Linear que consideramos básicos
e fundamentais para se tratar dos processos que aqui serão descritos. Na seção 3 falamos
sobre os estudos de Fourier, em particular sobre a série de Fourier. Usando a série de Fou-
rier e suas propriedades, definimos tanto a transformada de Fourier, quanto suas versões
discretas, a saber a transformada Discreta de Fourier e, finalmente, a transformada dis-
creta do cosseno, que é de grande importância nesse processo de compressão. Já na seção
4 tratamos brevemente a respeito de noções de programação, onde abordamos um pouco
sobre o formato JPEG e também sobre a codificação de Huffman. Na seção 5, é posśıvel
notar a ligação entre as seções anteriores e aplicação no processo de compressão quando
apresentamos as principais ideias do processo de compressão, fazendo alguns exemplos
que mostram o passo a passo, e chamamos a atenção para o uso da Álgebra Linear neste
processo. Na seção 6 sugerimos três atividades contextualizadas e interdisciplinares, que
podem ser desenvolvidas no ensino básico, com isso mostrando aos alunos que por trás
das fotos que eles tiram e enviam existe matemática envolvida. E por último, na seção 7,
temos as considerações finais.

2 Noções de Álgebra Linear

Nesta seção serão apresentado e definidos alguns itens importantes de álgebra linear,
que possuem aplicação direta no processo de compressão de imagens com perdas no for-
mato JPEG. Não pretendemos apresentar um conteúdo completo de Álgebra Linear, para
isso recomendamos a consulta em material no assunto em especifico, como por exemplo
os que aqui usamos [1], [2], [3] e [5].

2.1 Espaço Vetorial

Definimos espaço vetorial como qualquer conjunto não-vazio V, munido das operações
de adição entre dois vetores do espaço (+) e multiplicação (�) sobre um corpo K, os
elementos do corpo K são denominados escalares. As operações de adição de vetores e
multiplicação por escalar devem obedecer aos seguintes axiomas:
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A: Axiomas da adição: dados u; v; w 2 V, tem-se:

A1 : u+ v = v + u;

A2 : u+ (v + w) = (u+ v) + w;

A3 : 9 u� tal que u+ u� = u� + u = u;

A4 : 9 � u tal que u+ (�u) = (�u) + u = u�:

M: Axiomas da multiplicação: dados u; v;2 V e �; � 2 K, tem-se:

M1 : �(�u) = (��)u;

M2 : �(u+ v) = �u+ �v;

M3 : (� + �)u = �u+ �u;

M4 : 9 1 2 K tal que 1u = u:

Nesse texto, consideraremos sempre K = R, ou seja, trabalharemos sobre espaços
vetoriais reais. Porém existem espaços vetoriais sobre outros corpos, um exemplo comum
são espaços vetoriais complexos, que são aqueles que atuam sobre sobre C. Podemos citar
como exemplos de espaços vetoriais reais:

� o plano R2 e o espaço R3;

� os espaços Rn em geral;

� as matrizes Mnm (R) de entradas reais;

� os polinômios Pn ;

� as funções reais de uma variável f .

A demonstração de que alguns desses conjuntos acima listados são espaços vetoriais
pode ser vista em [22]

Em todos os contextos, u 2 V é chamado vetor do espaço V. Relembraremos a seguir
mais alguns conceitos importantes no estudo de espaços vetoriais.

Definição 2.1 Sejam V um espaço vetorial e v1; :::; vn 2 V. Dizemos que o conjunto
fv1; :::; vng é linearmente independente (LI), ou que os vetores c1; :::; vn são LI, se a
equação a1v2 + :::+ anvn = 0 implica que a1 = ::: = an = 0. No caso em que exista algum
ai 6= 0 dizemos que fv1; :::; vng é linearmente dependente (LD), ou que os vetores
v1; :::; vn são LD

A definição de independência linear é importante para podermos definir a base de um
espaço vetorial. O conceito de base será importante em todo o nosso trabalho.

Definição 2.2 Um conjunto fv1; :::; vng de vetores de V é dito uma base de V se:
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i) O conjunto fv1; :::; vng é LI,

ii) o conjunto fv1; :::; vng gera o espaço vetorial V. Isso significa que para todo x 2 V,
existem números reais x1; : : : ; xn tais que

x = x1v1 + x2v2 + : : :+ xnvn :

Os números x1; : : : ; xn são as componentes do vetor x na base.

Podemos definir também a dimensão de um espaço vetorial como o número de vetores
em uma base. Por exemplo, se fv1; :::; vng é uma base de V, então dizemos que dim V = n.

Um importante conceito e que será brevemente abordado em nosso trabalho é o de
subespaço vetorial. No entanto não iremos nos alongar demais aqui, o leitor interessado
pode consultar [1], [2], [3] e [5].

Definição 2.3 Dado um espaço vetorial V sobre R, um subconjunto W, não vazio, será
um subespa�co vetorial de V se:

i) Para quaisquer u; v 2W tem-se u+ v 2W.

ii) Para quaisquer � 2 R e u 2W tem-se �u 2W.

A noção de subespaço nos permite, entre outras coisas, trabalhar com apenas a parte
do espaço vetorial que nos será relevante para o problema. No caso do nosso texto, que
fala sobre o processo de compressão, essa é uma maneira simples de economizar recursos
computacionais.

2.2 Produto Interno

Definiremos agora o importante conceito de produto interno, por vezes conhecido
também como produto escalar. Embora a definição de produto interno possa ser dada em
um espaço vetorial V sobre qualquer corpo numérico, iremos usar a definição dada sobre
o corpo dos reais, pois só iremos trabalhar este caso ao longo do texto.

Definição 2.4 Seja V um espaço vetorial sobre o corpo dos reais R. Um aplicação h�; �i :
V� V 7! R é um produto interno caso ela satisfaça às propriedades a seguir:

i) hu; ui � 0, para todo u 2 V. Além disso temos que hu; ui = 0 se, e somente se u,
for o vetor nulo.

ii) hv; ui = hu; vi, 8 u; v 2 V.

iii) hu; �vi = �hu; vi, 8 u; v 2 V, e 8 � 2 R.

iv) hu; v + wi = hu; vi+ hu;wi, 8 u; v; w 2 V.

Um importante exemplo é o produto interno canônico em Rn .

Exemplo 2.1 Sejam dois vetores x = (x1; :::; xn) e y = (y1; :::; yn) 2 Rn .
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(a) O produto interno canônico de x e y é dado por

x � y = x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn =
nX

i=1

xiyi :

(b) Definimos a norma de um vetor x = (x1; :::; xn) 2 Rn por

kxk =
p
x � x =

q
x21 + :::+ x2n =

vuut nX
i=1

x2i :

Escrevendo dois vetores x; y 2 Rn como matrizes colunas

x =

264 x1
...
xn

375 e y =

264 y1
...
yn

375 ;
o produto interno desses vetores pode ser escrito em termos do produto de matrizes como

x � y = xty;

onde xt é a matriz transposta de x.

OBS.: Optamos por definir o produto interno canônico pelo śımbolo x � y, e reservamos
hx; yi para um produto interno arbitrário.

Exemplo 2.2 Sejam v = (3;�4; 1; 0;�1; 5) e w = (2; 2;�1; 6; 1;�3) vetores do R6: O
produto escalar entre v e w é dado por

v � w = (3)(2) + (�4)(2) + (1)(�1) + (0)(6) + (�1)(1) + (5)(�3) = �19:

As normas de v e w são respectivamente dadas por

kvk =
p

32 + (�4)2 + 12 + 02 + (�1)2 + 52 =
p

53 ;

kwk =
p

22 + 22 + (�1)2 + 62 + 12 + (�3)2 =
p

55:

Definição 2.5 Seja V um espaço vetorial com produto interno. Dizemos que dois ele-
mentos u; v 2 V são ortogonais se, e somente se, hu; vi = 0.

Observe que, no caso em que V = R2 ou V = R3, o produto interno canônico entre dois
vetores u; v 2 V pode ser expresso como

u � vi = kuk kvk cos �;

onde 0 � � � � é o ângulo entre os vetores u e v. Supondo u e v não nulos, eles são
ortogonais se, e somente se, temos � = �=2.

5



Proposi�c~ao 2.1 Sev1; :::; vk s~ao vetoresn~ao nulos de Rn ortogonais , isto �e, vi �vj = 0,
para i 6= j , ent~ao o conjuntof v1; :::; vkg �e LI.

Demonstra�c~ao: Considere a equa�c~ao vetorial, lembrando que0 = (0,...,0) �e o vetor
nulo e comx i 2 R:

x1v1 + : : : + xkvk = 0: (1)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros da equa�c~ao (1) comvi ; i = 1; :::; k e
aplicando as propriedades do produto escalar, obtemos

x1(v1 � vi ) + ::: + x i (vi � vi ) + ::: + xk(vk � vi ) = 0 : (2)

Por hip�otese temosvi vj = 0, se i 6= j . Assim de (2) obtemos que

x i kvi k2 = 0:

Como vi 6= 0, ent~aokvi k 6= 0, logo x i = 0 para todo i = 1; : : : ; k.

2.3 Bases Ortogonais e Ortonormais

De�ni�c~ao 2.6 Seja f v1; :::; vkg uma base de um subespa�co deRn :

(a) Dizemos quef v1; :::; vkg �e uma base ortogonal , sehvi ; vj i = 0, para i 6= j , ou seja,
se quaisquer dois vetores da base s~ao ortogonais.

(b) Dizemos quef v1; :::; vkg �e uma base ortonormal , se al�em de ser uma base orto-
gonal, kvi k = 1, ou seja, o vetorvi �e unit�ario , para i = 1; :::; k:

Exemplo 2.3 A base canônica doRn , que �e formada pelos vetorese1 = (1 ; 0; :::; 0); e2 =
(0; 1; 0; ::; 0); :::; en = (0 ; 0; 0; : : : ; 1) �e uma base ortonormal doRn :

Exemplo 2.4 A baseV 2 R3, composta pelos vetoresv1 = ( � 1; 2; 1), v2 = (2 ; 1; 0) e
v3 = ( � 1; 2; � 5), �e uma base ortogonal mas n~ao �e ortonormal.

Podemos veri�car tal a�rma�c~ao fazendo o produto interno entre os vetores.

v1 � v2 = ( � 1; 2; 1) � (2; 1; 0) = � 2 + 2 + 0 = 0

v1 � v3 = ( � 1; 2; 1) � (� 1; 2; � 5) = 1 + 4 � 5 = 0

v2 � v3 = (2 ; 1; 0) � (� 1; 2; � 5) = � 2 + 2 + 0 = 0

v1 � v1 = ( � 1; 2; 1) � (� 1; 2; 1) = 1 + 4 + 1 = 6 6= 1

v2 � v2 = (2 ; 1; 0) � (2; 1; 0) = 4 + 1 + 0 = 5 6= 1

v3 � v3 = ( � 1; 2; � 5) � (� 1; 2; � 5) = 1 + 4 + 25 = 30 6= 1:

Caso desejemos transformar a base do exemplo anterior em ortonormal, basta multiplicar
cada vetor pelo inverso de sua norma.
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u1 =
v1

k v1 k
=

(� 1; 2; 1)
p

(� 1)2 + (2) 2 + (1) 2
=

(� 1; 2; 1)
p

6
=

 

�

p
6

6
;

p
6

3
;

p
6

6

!

u2 =
v2

k v2 k
=

(2; 1; 0)
p

(2)2 + (1) 2 + (0) 2
=

(2; 1; 0)
p

5
=

 
2
p

5
5

;

p
5

5
; 0

!

u3 =
v3

k v3 k
=

(� 1; 2; � 5)
p

(� 1)2 + (2) 2 + ( � 5)2
=

(� 1; 2; � 5)
p

30
=

 

�

p
30

30
;

p
30

15
; �

p
30
6

!

:

2.4 Transforma�c~ao Linear

Um importante conceito em�Algebra Linear �e o de transforma�c~ao linear, com aplica�c~oes
em diversas �areas do conhecimento. Iremos apenas enunic�a-lo e usar para falar sobre
mudan�ca de bases.

De�ni�c~ao 2.7 Dados dois espa�cos vetoriaisV e W, uma transforma�c~ao (ou fun�c~ao)
entre esses espa�cos �e uma lei que associa a todo vetorv 2 V, um �unico vetor w 2 W, tal
quew = T(v). O vetor T(v) 2 W �e chamado imagem dev pela transforma�c~aoT.

De�ni�c~ao 2.8 Sejam V e W dois espa�cos vetoriais. A aplica�c~aoT : V ! W �e uma
transforma�c~ao linear se:

i) T(u + v) = T(u) + T(v); 8 u; v 2 V;

ii) T(�v ) = �T (v); 8 v 2 V; 8 � 2 R:

Chamamos essas duas propriedades de linearidade da transforma�c~aoT.

Obs: A propriedade da linearidade pode tamb�em ser testada em uma �unica an�alise, a
saberT �e linear se T(�u + v) = �T (u) + T(v), 8u; v 2 V, 8� 2 R.

Exemplo 2.5 T : R2 ! R3, dada por T(x; y) = ( x + y; x; x � y) �e uma transforma�c~ao
linear, pois dadosu = ( x1; y1); v = ( x2; y2) 2 R2, temos (u + v) = ( x1 + x2; y1 + y2) e
�u = ( �x 1; �y 1), logo:

T(u + v) = ( x1 + x2 + y1 + y2; x1 + x2; x1 + x2 � y1 � y2)

= ( x1 + y1; x1; x1 � y1) + ( x2 + y2; x2; x2 � y2)

= T(u) + T(v);

T(�u ) = ( �x 1 + �y 1; �x 1; �x 1 � �y 1)

= � (x1 + y1; x1; x1 � y1)

= �T (u):
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Exemplo 2.6 T : R ! R, dada porT(x) = 2 x + 1 n~ao �e uma transforma�c~ao linear. De
fato, para u = ( x1); v = ( x2) 2 R, temos:

T(u + v) = T(x1 + x2) = 2( x1 + x2) + 1

6= (2 x1 + 1) + (2 x2 + 1)

= T(u) + T(v):

Exemplo 2.7 T : R2 ! R3, de�nida por T(v) = Av (ou TA (v) = Av), com A3;2 uma
matriz qualquer, �e uma transforma�c~ao linear, pois, da �algebra matricial:

TA (�u + v) = A(�u + v) = A(�u ) + A(v) = �A (u) + A(v) = �T A (u) + TA (v):

Em um caso particular, podemos ter a matriz

A =

2

4
0 1

� 1 4
2 3

3

5 ;

e ent~ao

TA (v) =

2

4
0 1

� 1 4
2 3

3

5 �
�

x
y

�
= ( y; � x + 4y;2x + 3y)T :

De fato, �e poss��vel mostrar que para toda transforma�c~ao linear entre espa�cos vetoriais
T : V ! W, com dimV = m e dimW = n, existe uma matriz An;m que representa
tal transforma�c~ao nas respectivas bases. Reciprocamente, toda matrizAn;m de�ne uma
transforma�c~ao linearT : V ! W, com dimV = m e dimW = n.

2.5 Mudan�ca de Base

SejamA e B bases de um espa�co vetorialV. Chamamos matriz de mudan�ca da base
A para a baseB, [I ]AB , como uma matriz que expressa as coordenadas de um vetorv em
rela�c~ao a baseA numa outra base qualquerB:

Por exemplo, consideremos o caso3 em que dimV = 3. Sejam A = f v1; v2; v3g e
B = f w1; w2; w3g duas bases arbitr�arias deV. Dado um vetor v 2 V, este pode ser
expresso como combina�c~ao linear dos vetores das basesA e B. Comecemos escrevendov
em termos da baseA

v = x1v1 + x2v2 + x3v3; (3)

ou simplesmente
vA = ( x1; x2; x3):

J�a para a baseB temos
v = y1w1 + y2w2 + y3w3; (4)

3O problema para os espa�cos de dimens~ao �nitan qualquer �e an�alogo.
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ou ent~ao
vB = ( y1; y2; y3):

Por sua vez os vetores da baseA podem ser escritos em rela�c~ao �a baseB, isto �e

v1 = a11w1 + a21w2 + a31w3;

v2 = a12w1 + a22w2 + a32w3;

v3 = a13w1 + a23w2 + a33w3; (5)

Substituindo (5) em (3), obtemos

v = x1(a11w1+ a21w2+ a31w3)+ x2(a12w1+ a22w2+ a32w3)+ x3(a13w1+ a23w2+ a33w3): (6)

Reorganizando os termos, podemos reescrever a equa�c~ao acima como

v = ( a11x1 + a12x2 + a13x3)w1 +( a21x1 + a22x2 + a23x3)w2 +( a31x1 + a32x2 + a33x3)w3; (7)

e comparando (7) com (4), segue

y1 = a11x1 + a12x2 + a13x3;

y2 = a21x1 + a22x2 + a23x3;

y3 = a31x1 + a32x2 + a33x3;

que na forma matricial pode ser reescrito como
2

4
y1

y2

y3

3

5 =

2

4
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

3

5

2

4
x1

x2

x3

3

5 ;

ou, mais simplesmente, pela equa�c~ao:

[v]B = [ I ]AB [v]A :

Assim sendo, a matriz

[I ]AB =

2

4
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

3

5 ;

�e chamadamatriz mudan�ca de base , que permite escrever um vetorv qualquer, cujas
componentes na baseA sejam conhecidas, em termos de suas componentes da baseB.
Para a mudan�ca de base deB para A, temos que

[I ]BA =
�

[I ]AB
� � 1

:

N~ao �e nosso objetivo nesse texto, mas �e poss��vel mostrar que uma matriz mudan�ca de
base sempre tem inversa.
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3 S�eries de Fourier

Nesta se�c~ao ser~ao de�nidos itens de extrema importância, mostrando a a in
uência
direta de �Algebra linear na transformada discreta do cosseno (DCT), para maiores in-
forma�c~oes veja [20], [16], [17], [18] e [19]. No entanto, devemos come�car de�nindo a s�erie
de Fourier, e para falarmos sobre ela devemos entender conceitos b�asicos como fun�c~oes,
fun�c~oes trigonom�etricas e principalmente as fun�c~oes peri�odicas.

3.1 Fun�c~oes Peri�odicas

Sabe-se que as fun�c~oes peri�odicas s~ao todas aquelas cujos os valores da fun�c~aoy = f (x)
se repetem para determinados valores da vari�avelx, sendo assim, para cada per��odo
de�nido pelos valores dex, sempre teremos os valores repetidos para aquela fun�c~ao.

De�ni�c~ao 3.1 Uma fun�c~ao f : R �! R �e peri�odica se existeT 2 R, T 6= 0, tal que
f (x + T) = f (x), 8x 2 R. O n�umero real T �e chamado umper��odo para a fun�c~ao f .
Chamamos deper��odo fundamental o menor per��odo positivo da fun�c~aof .

Claramente, seT �e um per��odo para a fun�c~ao f , ent~ao qualquer m�ultiplo inteiro de T
tamb�em �e um per��odo para f : 2T; � 2T;3T; � 3T;4T; � 4T, etc. O menor valor positivo
do per��odo �e chamado de per��odo fundamental def (x). Tamb�em, a fun�c~ao constante
�e considerada peri�odica com qualquer per��odo e sem per��odo fundamental. Em geral o
per��odo fundamental de uma fun�c~ao peri�odica �e referido simplesmente comoper��odo da
fun�c~ao. Por que o valor de uma fun�c~ao peri�odica repete-se a cada intervalo de comprimento
igual ao seu per��odo, para conhecer uma fun�c~ao peri�odica de per��odoT basta descrevê-la
em qualquer intervalo de comprimentoT; o seu gr�a�co �e obtido repetindo-se o gr�a�co
neste intervalo em qualquer outro intervalo de comprimentoT.

Exemplo 3.1 As fun�c~oes seno e cosseno s~ao peri�odicas e ambas têm per��odo fundamental
2� . Quando tratamos das propriedades dessas fun�c~oes, queremos referenciar o dom��nio,
imagem e periodicidade das fun�c~oes. No caso das fun�c~oes seno e cosseno temos coin-
cidência nas propriedades. Sobre o dom��nio, ambas est~ao de�nidas para qualquer valor
real, sendo assimdom(sen) = dom(cos) = R, sobre a imagem, ambas fun�c~oes est~ao com-
preendidas com valores reais entre 1 e -1,Im(sen) = Im(cos) = I = f y 2 Rj � 1 � y � 1g
e ao tratarmos da periodicidade temos que ambas possuem o mesmo per��odo de2� para
todo x 2 R e k 2 Z.

sen(x) = sen(x + 2� ) = sen(x + 4� ) = ::: = sen(x + 2k� )

cos(x) = cos(x + 2� ) = cos(x + 4� ) = ::: = cos(x + 2k� )

Exemplo 3.2 As fun�c~oes sen(m�
L x) e cos(m�

L x) para m = 1; 2; 3; ::: s~ao peri�odicas com
per��odo fundamental T = 2L

m .
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Para veri�car essa caracter��stica lembramos que senx e cosx tem como per��odo fun-
damental 2� e que sen�x e cos�x tem como per��odo fundamental2�

� . Assim escolhendo
� = m�

L veri�camos que o per��odo fundamentalT de sen(m�
L x) e cos(m�

L x) �e dado por
T = 2� ( m�

L )� 1 = 2L
m . Adicionalmente, como todo m�ultiplo inteiro de um per��odo tamb�em

�e um per��odo ent~ao cada uma das fun�c~oes sen(m�
L x) e cos(m�

L x) tem um per��odo comum
2L.

3.2 S�eries de Fourier

A s�erie de Fourier apareceu nos estudos de Joseph Fourier a respeito do calor. A solu�c~ao
da equa�c~ao diferencial parcial (EDP) do calor naturalmente leva a solu�c~oes que s~ao s�eries
de senos e cossenos, que ser~ao descritas na equa�c~ao (8) a seguir. O leitor interessado em
tais solu�c~oes pode consultar [6]. Enfatizamos que n~ao iremos utilizar diretamente a s�erie
de Fourier no processo de compress~ao de imagens, mas sim a transformada discreta do
cosseno que ser�a vista a seguir. Entretanto como ela �e a primeira a ser estuda em cursos
b�asicos de EDP's. Consideremos agora uma fun�c~ao cont��nua4 e de per��odo fndamental
2L. Tomando a representa�c~ao da fun�c~ao no intervalo [� L; L ], a s�erie de Forier def �e

f (x) =
a0

2
+

1X

m=1

h
an cos

� n�x
L

�
+ bn sen

� n�x
L

�i
; (8)

onde os coe�cientes podem ser calculados por

an =
1
L

Z + L

� L
f (x) cos

� n�x
L

�
dx ; n = 0; 1; 2; : : : (9)

bn =
1
L

Z + L

� L
f (x) sen

� n�x
L

�
dx ; n = 1; 2; 3; : : :

�E poss��vel escrever a transformada de Fourier em sua forma complexa usando a iden-
tidade de Euler

e� i� = cos� � i sen�;

onde i 2 = � 1 �e o n�umero imagin�ario. Assim temos que (8) pode ser reescrito como

f (x) =
+ 1X

n= �1

cn exp
�

i
n�x
L

�
; (10)

onde os coe�cientes agora s~ao dados por

cn =
1

2L

Z + L

� L
f (x) exp

�
� i

n�x
L

�
dx ; n 2 Z: (11)

As express~oes (8)-(9) e (10)-(11) s~ao equivalentes, por�em apresentam algumas diferen�cas:
sef for uma fun�c~ao real, a s�erie de Fourier (8) apresenta coe�cientesan e bn reais, o que �e

4Essa hip�otese �e muito forte pode ser relaxada.
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mais intuitivo a primeira vista. Por outro lado a s�erie de Fourier complexa (10) apresenta
uma express~ao mais sim�etrica para seus coe�cientes (11). Nosso interesse, no entanto, �e
que a serie de Fourier complexa nos permite uma extens~ao natural para a transformada
de Fourier, como veremos na se�c~ao 3.4.

3.3 S�erie de Fourier e �Algebra Linear

Sejamu e v fun�c~oes reais cont��nuas em um intervalo� < x < � , O conjunto de tais
fun�c~oes forma um espa�co vetorial. Ver exemplo 1 no cap��tulo 1 em [3]. O produto interno
canônicohu; vi �e de�nido como:

hu; vi =
Z �

�
u(x)v(x)dx: (12)

Podemos demonstrar que o produto interno de�nido pela equa�c~ao (12) satisfaz �as propri-
edades mostradas na se�c~ao 2.2. Com efeito, para a primeira prorpiedade temos

hu; vi =
Z �

�
u(x)v(x)dx =

Z �

�
v(x)u(x)dx = hv; ui :

J�a para a segunda propriedade, segue

hv; vi =
Z �

�
v(x)v(x)dx =

Z �

�
[v(x)]2dx � 0;

por tratar-se de um integrando n~ao negativo. Podemos ver que a igualdade s�o �e v�alida
quando v �e a fun�c~ao identicamente nula. Continuando, vemos que as propriedades de
linearidade saem diretamente do fato da integral ser linear, isto �e

hu+ v; wi =
Z �

�
(u(x)+ v(x))w(x)dx =

Z �

�
u(x)w(x)dx+

Z �

�
v(x)w(x)dx = hu; wi + hv; wi ;

e

h�u; v i =
Z �

�
(�u (x))v(x)dx = �

Z �

�
u(x)v(x)dx = � hu; vi :

Sendo (12) um produto interno, as fun�c~oesu e v s~ao chamadas de ortogonais no
intervalo � < x < � caso

hu; vi =
Z �

�
u(x)v(x)dx = 0: (13)

3.3.1 Rela�c~oes de Ortogonalidade

Inicialmente, com base em trigonometria b�asica, vamos relembrar as formulas de seno
e cosseno da soma e da diferen�ca.

sen(� + � ) = sen � cos� + cos� sen�; (14a)

sen(� � � ) = sen � cos� � cos� sen�; (14b)

cos(� + � ) = cos � cos� � sen� sen�; (14c)

cos(� � � ) = cos � cos� + sen� sen�: (14d)
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Usando essas f�ormulas �e poss��vel obter as identidades a seguir, as quais ter~ao aplica�c~ao
mais adiante, somando (14c) com (14d) temos (15a), fazendo tamb�em a subtra�c~ao (14a)
- (14b) temos (15b) e por �m subtraindo (14d) - (14c) temos (15c). Veja os resultados a
seguir,

2 cos� cos� = cos(� + � ) + cos(� � � ); (15a)

2 cos� sen� = sen(� + � ) � sen(� � � ); (15b)

2 sen� sen� = cos(� � � ) � cos(� + � ): (15c)

Fazendo� =
�

m�
L x

�
e � =

�
n�
L x

�
, considerandom 6= n, temos:

cos
� m�

L
x

�
cos

� n�
L

x
�

=
1
2

�
cos

�
(m + n)�

L
x

�
+ cos

�
(m � n)�

L
x

��
; (16)

cos
� m�

L
x

�
sen

� n�
L

x
�

=
1
2

�
sen

�
(m + n)�

L
x

�
+ sen

�
(m � n)�

L
x

��
; (17)

sen
� m�

L
x

�
sen

� n�
L

x
�

=
1
2

�
cos

�
(m � n)�

L
x

�
� cos

�
(m + n)�

L
x

��
: (18)

No caso particular em quem = n as rela�c~oes anteriores (16), (17) e (18), reduzem-se
�as seguintes rela�c~oes:

cos2
� m�

L
x

�
=

1
2

�
1 + cos

�
2m�

L
x

��
; (19)

cos
� m�

L
x

�
sen

� m�
L

x
�

=
1
2

sen
�

2m�
L

x
�

; (20)

sen2
� m�

L
x

�
=

1
2

�
1 � cos

�
2m�

L
x

��
: (21)

Tendo isso, podemos enunciar e demonstrar o teorema a seguir:

Teorema 3.1 (Rela�c~oes de Ortogonalidade), comm; n 2 Z �
+

Z L

� L
cos

� m�
L

x
�

cos
� n�

L
x

�
dx =

�
0 se m 6= n
L se m = n

(22)

Z L

� L
cos

� m�
L

x
�

sen
� n�

L
x

�
dx =

�
0 8 m e n (23)

Z L

� L
sen

� m�
L

x
�

sen
� n�

L
x

�
dx =

�
0 se m 6= n
L se m = n

(24)

Os resultados acima s~ao chamados de \Rela�c~oes de Ortogonalidade".
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Um conjunto de fun�c~oes formam um conjunto ortogonal se cada par de fun�c~oes dife-
rentes pertencentes ao conjunto �e ortogonal. Assim, as fun�c~oes sen(m�

L x) e cos(m�
L x) para

m = 1; 2; 3; : : : formam um conjunto ortogonal de fun�c~oes no intervalo� L < x < L . Estas
rela�c~oes acimas podem ser provadas facilmente a partir da integra�c~ao direta, usando as
rela�c~oes trigonom�etricas (19), (20) e (21) .

Demonstra�c~ao: A prova da rela�c~ao (22) ser�a apresentada a seguir, pois nosso in-
tuito �e falar sobre a transformada discreta do cosseno. As demonstra�c~oes das demais
rela�c~oes s~ao an�alogas, por exemplo consulte [17]. Sem 6= n temos o seguinte:

P =
Z L

� L
cos

� m�
L

x
�

cos
� n�

L
x

�
dx =

1
2

� Z L

� L

�
cos

�
(m + n)�

L
x

�
+ cos

�
(m � n)�

L
x

��
dx

�
;

P =
1
2

�
L

� (m + n)
sen

�
(m + n)�

L
x

�
+

L
� (m � n)

sen
�

(m � n)�
L

x
�� L

� L

;

P =
L

2� (m + n)

�
sen

�
(m + n)�

L
x

�� L

� L

+
L

2� (m � n)

�
sen

�
(m � n)�

L
x

�� L

� L

;

P =
L
2�

�
1

(m + n)
[sen(m + n)� � sen(� 1)(m + n)� ] +

1
(m � n)

[sen(m � n)� � sen(� 1)(m � n)� ]
�

;

P =
L
�

�
1

(m + n)
sen(m + n)� +

1
(m � n)

sen(m � n)�
�

= 0:

�
Lembrando que os m�ultiplos de� s~ao tais que sen(k� ) = 0 para k 2 Z. Para m = n,
temos:

P =
Z L

� L
cos2

� m�
L

x
�

dx =
1
2

� Z L

� L

�
1 + cos

�
2m�

L
x

��
dx

�
;

P =
1
2

�
x + sen

�
2m�

L
x

�
L

2m�

� L

� L

;

P =
1
2

�
L � (� L) +

L
2m�

sen(2mr ) �
L

2m�
sen[(� 1)(2m� )]

�
;

P = L +
L

2m�
sen(2m� ) = L:

�
O nomerela�c~oes de ortogonalidadedeve-se ao fato de que as express~oes citadas acima

signi�cam que as fun�c~oes sen(n�x=L ) e cos(n�x=L ) s~ao ortogonais no espa�co vetorial das
fun�c~oes quadrado-integr�aveis de�nidas no intervalo [� L; L ]. De fato, no espa�co

L2([a; b]) =
�

u : [a; b] ! R :
Z b

a
u2(x)dx < 1

�
;
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das fun�c~oes de�nidas no intervalo [a; b] cujo quadrado �e integr�avel, podemos de�nir o
produto interno por

hu; vi =
Z b

a
u(x)v(x)dx:

Por serem as fun�c~oes quadrado-integr�aveis, a integral acima est�a bem de�nida.

3.4 Transformada de Fourier

A equa�c~ao (10) tem sua aplica�c~ao voltada a representa�c~ao de fun�c~oes peri�odicas de
per��odo 2L, j�a quando as fun�c~oes s~ao n~ao peri�odicas �e necess�ario calcular o limite ten-
dendo ao in�nito que acaba gerando a Transformada de Fourier, n~ao iremos mostrar o
desenvolvimento desse limite e podendo ser visto em [6]. A transformada de Fourier de
uma fun�c~aof : R �! C �e denotada pelo simbolof̂ e tem a seguinte de�ni�c~ao:

f̂ (� ) =
1

2�

Z 1

�1
e� ix� f (x)dx: (25)

com � 2 R: Logo temos que sef : R �! R e usando a f�ormula de Euler, temos:

f̂ (� ) =
1

2�

� Z 1

�1
cos(�x )f (x)dx � i

Z 1

�1
sen(�x )f (x)dx

�
: (26)

J�a a transformada inversa �e dada pela equa�c~ao:

f (x) =
Z 1

�1
f̂ (� )e2�i�x dx: (27)

A identidade de Euler, uma exponencial complexa, pode ser vista na Transformada Dis-
creta de Fourier onde seus coe�cientes s~ao, quase sempre, n�umeros complexos. Por outro
lado, os coe�cientes da DCT (discrete cosine transform ser~ao mostrados no se�c~ao seguinte)
s~ao sempre n�umeros reais.

3.4.1 Transformada discreta de Fourier

Se um sinal for considerado discreto e sendo ele digital, aplicamos a transformada
discreta de Fourier (DFT, do inglêsDiscrete Fourier Transform), assim como as outras
analises de Fourier tamb�em �e baseada na decomposi�c~ao de sinais em sen�oides, �e utilizada
para sinais digitalizados e com grande aplica�c~ao na �area computacional em processamento
digital de sinais, pois trabalha com sinais discretos e peri�odicos assim como os computa-
dores. Lembrando que Fourier sempre considera os sinais tem dura�c~ao in�nita, mas ao
trabalhar com um computador os sinais devem ter necessariamente dura�c~ao �nita. Um
modelo da transformada para fun�c~oes discretas �e dado pela express~ao abaixo, na ordem
�e apresentado a transformada e sua inversa:

� DFT unidimensional
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Fk =
1

p
n

n� 1X

k=0

f j e� 2�i
n jk k = 0; :::; n � 1 (28)

f j =
1

p
n

n� 1X

j =0

Fke
2�i
n jk j = 0; :::; n � 1 (29)

� DFT bidimensional

F(wx ;wy ) =
1

p
nm

n� 1X

x=0

m� 1X

y=0

f (x;y )e� 2i� ( w x x
n +

w y y
m ) (30)

Para wx = 1; 2; : : : ; n � 1 e wy = 1; 2; : : : ; m � 1

f (x;y ) =
1

p
nm

n� 1X

wx =0

m� 1X

wy =0

F(wx ;wy )e2i� ( w x x
n +

w y y
m ) (31)

Para x = 1; 2; : : : ; n � 1 e y = 1; 2; : : : ; m � 1

3.5 Transformada discreta do cosseno (DCT)

Nessa se�c~ao ser~ao apresentados duas formas de Transformada discreta do Cosseno (Ou
DCT do inglês Discrete Cosine Transform), DCT 1D e DCT 2D, contudo daremos mais
enfase a DCT bidimensional, a qual tem maior importância nesse trabalho. A DCT tem
sua aplica�c~ao voltada a compress~ao de dados e processamento digital de imagens, assim
como em outras transformadas ela tem por objetivo descorrelacionar os dados da imagem
ou video que esta sendo tratado. As imagens que tiveram seus dados transformados
podem ser facilmente restauradas ao seu formato original sem perdas. Esta transformada
tem seu funcionamento baseado na escolha de uma base onde seus primeiros elementos
tem baixa frequência de varia�c~ao, ou seja um bloco separado de uma imagem natural
onde os valores de cada pixel s~ao pr�oximos, e os �ultimos elementos tem alta frequência
de varia�c~ao. O primeiro valor transformado na sequência ou na matriz �e conhecido como
valor m�edio, referimos a ele como coe�ciente DC, os demais valores ser~ao chamados de
AC e sua maioria �e zero e guarda as varia�c~oes do valor m�edio. Com referência na�Algebra
linear, o que acontece quando usamos a transformada �e uma mudan�ca de base, da base
canônica para uma base ortonormal e os coe�cientes transformados s~ao vistos como a
discretiza�c~ao do cosseno de uma determinada frequência. Os processos descritos aqui
ser~ao explicados a seguir parte a parte com mais detalhes para maior compreens~ao.

3.5.1 DCT 1D

A DCT unidimensional �e aplicada a vetores em uma dimens~ao

c(u) = � (u)
N � 1X

x=0

f (x) cos
�

� (2x + 1) u
2N

�
(32)
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Para x = 0; 1; 2; :::; N � 1:
E a DCT-1D inversa �e dada pela equa�c~ao:

f (x) =
N � 1X

u=0

� (u)c(u) cos
�

� (2x + 1) u
2N

�
(33)

Para u = 0; 1; 2; :::; N � 1:
Para ambas equa�c~oes� (u) ser�a dado como:

� (u) =

( 1p
N

para u = 0
q

2
N para u 6= 0

3.5.2 DCT 2D

Como o intuito desse trabalho �e a compress~ao de imagens, temos que a DCT 2D quem
apresenta mais e�c�acia no processo de compacta�c~ao de energia, a DCT bidimensional �e
basicamente uma extens~ao da DCT unidimensional e ser�a dada pela seguinte forma, com
N 2 N:

C(i; j ) = � (i )� (j )
N � 1X

x=0

N � 1X

y=0

f (x; y) cos
�

(2x + 1) i�
2N

�
cos

�
(2y + 1) j�

2N

�
(34)

Para i; j = 0; 1; :::; N � 1; e

� (x) =

( 1p
N

se x = 0
q

2
N se x = 1; 2; :::; N � 1

:

Onde C(i; J ) �e a Transformada Discreta do Cosseno,f (x; y) s~ao os valores da imagem
original em escalas de cinza eN �e a dimens~ao da imagem (matriz ou bloco).

Com o intuito de maior e�c�acia da aplica�c~ao da DCT nos c�alculos �e necess�ario dividir
a imagem em matrizes quadradas (blocos), podem ter ordem 4, 8, 16, 32 e at�e 64. Nor-
malmente s~ao usados blocos de ordem 8 pela e�ciência. A inversa dessa transformada �e
dada por:

f (x; y) =
N � 1X

x=0

N � 1X

y=0

� (i )� (j )c(i; j ) cos
�

(2x + 1) i�
2N

�
cos

�
(2y + 1) j�

2N

�
: (35)

At�e aqui foi introduzido a parte de Matem�atica envolvida que ser�a aplicada no pro-
cesso, na pr�oxima se�c~ao ser�a abordado um pouco de no�c~oes b�asicas de programa�c~ao que
tamb�em s~ao necess�arias na compress~ao, lembrando que ao falamos de programa�c~ao fala-
mos tamb�em de matem�atica.
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4 No�c~oes de Programa�c~ao

4.1 JPEG

O padr~ao JPEG �e um m�etodo de compress~ao muito usado e tamb�em �e considerado
como um formato de arquivo. Esse m�etodo foi desenvolvido a quase duas d�ecadas pelo
grupo Joint Photographics Experts Group, cujo acrônimo cria sua sigla. Nos dias atu-
ais, ainda �e considerado um dos melhores m�etodos de compress~ao pois, consegue juntar
redu�c~ao de dados no armazenamento com qualidade de imagem satisfat�oria mesmo com
a perdas no processo. Para uma leitura complementar com mais detalhes veja [13], [9].

4.1.1 Caracter��sticas

O tamanho do arquivo �nal pode ser manipulado, quanto maior a compress~ao menor
ser�a o arquivo a ser armazenado e de forma proporcional ser�a a qualidade �nal. Possui
maior aplica�c~ao em imagens de tons cont��nuos, imagens naturais com muitas cores repeti-
das e sem grande varia�c~ao de uma cor para outra, onde seu desempenho �e �otimo. No caso
de imagens com baixos n��veis de cor, imagens monocrom�aticas ou escritas, sua aplica�c~ao
deixa de ser efetiva, pois torna vis��vel a distor�c~ao da imagem mesmo em baixos ��ndices
de compress~ao.

O formato JPEG �e considerado uma das t�ecnicas de compress~ao com perdas pois
ele �e baseado na transformada discreta do cosseno, por�em essas perdas se tornam mais
aceit�aveis j�a que s~ao impercept��veis e h�a um grande benef��cio no armazenamento.

O algoritmo para compress~ao no formato JPEG explora e for�ca a ocorrência de re-
dundâncias entre os pixels (dados repetidos), que �e de onde vem seu sucesso pois as
varia�c~oes de cor s~ao menos percept��veis do que as varia�c~oes de brilho aos olhos huma-
nos. Nas imagens naturais e de cores continuas as perdas n~ao s~ao notadas facilmente se
as taxas de compress~ao estiverem entre 10:1 e 20:1, se as taxas passarem disso poder~ao
ser notadas pequenas distor�c~oes, imagens monocrom�aticas as distor�c~oes s~ao notadas com
taxas de compress~ao acima de 5:1, �e onde n~ao recomenda se aplicar esse m�etodo.

4.2 Codi�ca�c~ao de Hu�man

A codi�ca�c~ao de hu�man foi desenvolvida na d�ecada de 50 quando o seu criador, Da-
vid Hu�man, ainda cursava o doutorado no MIT (Massachusetts Institute of Technology).
Esse modelo de codi�ca�c~ao usa modelos estat��sticos, pela frequência ou pela probabili-
dade de ocorrência, e permite criar diferentes c�odigos bin�arios para cada pixel. Cada
pixel recebe um c�odigo de acordo com o n�umero de vezes que aparece, se aparece v�arias
vezes ter�a um c�odigo menor e se aparece pouco seu c�odigo ser�a maior, dessa maneira a
codi�ca�c~ao �nal �ca menor que uma codi�ca�c~ao onde todos os elementos tem a mesma
dimens~ao. Codi�ca�c~ao de tamanho vari�avel, (em inglês VLC, paravariable length code),
�e a nomea�c~ao que esse c�odigo recebe. Ver maiores detalhes em [7] e [8].
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4.2.1 �Arvore de codi�ca�c~ao

A codi�ca�c~ao de Hu�man cria uma �arvore onde os elementos aparecem ordenados
de forma decrescente por ordem de frequência ou probabilidade de ocorrência, e suas
rami�ca�c~oes surgem a partir da liga�c~ao dos caracteres sempre em ordem crescente de
frequência, onde s~ao ligados dois a dois e tem suas frequências somadas criando no �nal
um ponto com a frequência acumulada . Com a �arvore pronta, cada rami�ca�c~ao recebe
um c�odigo, a esquerda recebe o c�odigo 0, o da direita recebe 1, dessa forma at�e estar
toda completa, levando em considera�c~ao que cada ramo se torna um novo c�odigo e acaba
quando junta todos os caminhos em um s�o ponto que chamaremos de raiz. Sendo as-
sim, cada caractere com maior frequência recebe uma codi�ca�c~ao menor e na medida
que a frequência diminui vai aumentando a codi�ca�c~ao. Quando falamos de codi�ca�c~ao
normalmente �e lembrando da codi�ca�c~ao binaria �xa onde cada caractere recebe uma
codi�ca�c~ao de 8 bits, com a codi�ca�c~ao de Hu�man, que �e uma codi�ca�c~ao de tamanho
vari�avel, cada caractere recebe uma codi�ca�c~ao de tamanho diferente de acordo com sua
frequência. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 4.1 Vejamos a frase de Pit�agoras: "Educai as crian�cas para que n~ao
seja necess�ario punir os adultos ".

Antes de tudo ser~ao de�nidos alguns detalhes s�o para facilitar a compreens~ao: Veremos
todas as letras como se fossem mai�usculas, os acentos n~ao as tornam diferentes umas das
outras, os espa�cos ser~ao diferenciados com um tra�co.

Observe que o exemplo ser�a feito por frequência, podendo ser feito em outros casos
por probabilidade de ocorrência { o processo ser�a o mesmo. Primeiramente separamos as
letras, por frequência, e as colocamos em ondem decrescente como mostra a tabela 1, onde
�e poss��vel notar o numero de vezes que cada caractere aparece e somando temos a quanti-
dade total de caracteres da frase usada como exemplo. Caso algumas letras apare�cam com
frequência repetida, elas podem ser listadas em qualquer ordem { optamos por deixar em
ordem alfab�etica, por exemplo como acontece com as letras J,L,Q e T, todas de frequência
1.

Uma vez constru��da nossa tabela de frequência, vamos iniciar a constru�c~ao da �arvore
de Hu�man. Para melhor compreens~ao deste processo, ilustramos cada passo com as
�guras de 1 a 9. Nessa parte do processo, vamos juntando os caracteres dois a dois
e somando suas frequências de modo que vamos criando os caminhos, lembrando que
come�camos sempre juntado das menores para as maiores e repetindo essa liga�c~ao a cada
passo. �E poss��vel ver na �gura 1 que juntamos as letras Q e T somando suas frequências
e criando uma rami�ca�c~ao. Para economizar um passo de compress~ao, o que signi�ca
economia de recursos computacionais em um processo real, j�a juntamos tamb�em o J e o L,
conforme mostrado na mesma imagem. J�a olhando a �gura 2 �e poss��vel notar que dessa vez
iremos juntar as frequências menores novamente, nesse caso a jun�c~ao de Q+T e J+L bem
como tamb�em temos D e o P de mesma frequência, e assim seguem os passos seguintes,
sempre juntando as menores frequências primeiro. Observando o imagem 5 podemos
notar uma rami�ca�c~ao de valor 12 e duas rami�ca�c~oes de valor 16, temos que usar a
rami�ca�c~ao 12 primeiro e posteriormente escolhi a rami�ca�c~ao 16 mais a direita como
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mostra a imagem 6, continuando o processo at�e juntar todas as rami�ca�c~oes montando
a �arvore. Aqui �e poss��vel ver que estamos usando um subespa�co pois n~ao usamos todas
as letras do alfabeto e ele seria considerado o espa�co total. Fazendo esse caminho ate
juntar todos os caracteres em um �unico ponto com soma no valor total de caracteres,
assim como podemos ver nas imagens de 1 a 8. Lembrando que a �arvore �e constru��da
dessa forma juntando primeiro os caracteres de menor frequência para que os de maior
frequência recebam c�odigos menores, caso contr�ario a codi�ca�c~ao n~ao seria t~ao e�caz
quanto o esperado. Com isso acabamos de criar a �arvore de codi�ca�c~ao de Hu�man,
logo entramos no parte em que daremos um c�odigo a cada caractere, na �arvore cada
rami�ca�c~ao a esquerda recebe c�odigo 0 (zero) e cada rami�ca�c~ao a direita recebe c�odigo 1
(um), veja como �ca a �arvore com c�odigos para seus caminhos na imagem 9. Passado esse
processo de constru�c~ao da �arvore de c�odigos vamos criar a codi�ca�c~ao para cada caractere
seguindo o caminho das rami�ca�c~oes da frequência total at�e a frequência de cada caractere
individual, assim podemos ver o c�odigo pronto de cada caractere na tabela 2.

A - S E C I N O R U D P J L Q T
10 10 7 5 4 4 4 4 4 4 2 2 1 1 1 1

Tabela 1: Caracteres em ordem decrescente de frequência

Figura 1: Imagem 1

Figura 2: Imagem 2
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Figura 3: Imagem 3

Figura 4: Imagem 4

Figura 5: Imagem 5
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Figura 6: Imagem 6

Figura 7: Imagem 7
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Figura 8: Imagem 8

Figura 9: Imagem 9
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A - S E C I N O
000 001 10 101 0100 0101 0110 0111
R U D P J L Q T

1100 1101 11100 11101 111100 111101 111110 111111

Tabela 2: C�odigos Caracteres

Em c�odigo bin�ario vari�avel, codi�ca�c~ao de Hu�man, a frase pode ser escrita com 236
bits, e �e representada numericamente assim:

101 11100 1101 0100 000 0101 001 000 100 001 0100 1100 0101 000 0110 0100 000
100 001 11101 000 1100 000 001 111110 1101 101 001 0110 000 0111 001 100 101 111100
000 001 0110 101 0100 101 100 100 000 1100 0101 0111 001 11101 1101 0110 0101 1100
001 0111 100 001 000 11100 1101 111101 111111 0111 100

Em c�odigo bin�ario �xo a frase seria escrita com 512 bits, e seria representado da se-
guinte forma num�erica:

01000101 01100100 01110101 01100011 01100001 01101001 00100000 01100001 01110011
00100000 01100011 01110010 01101001 01100001 01101110 11100111 01100001 01110011
00100000 01110000 01100001 01110010 01100001 00100000 01110001 01110101 01100101
00100000 01101110 11100011 01101111 00100000 01110011 01100101 01101010 01100001
00100000 01101110 01100101 01100011 01100101 01110011 01110011 01100001 01110010
01101001 01101111 00100000 01110000 01110101 01101110 01101001 01110010 00100000
01101111 01110011 00100000 01100001 01100100 01110101 01101100 01110100 01101111
01110011

Ao comparar as duas codi�ca�c~oes podemos notar que a codi�ca�c~ao de Hu�man se tonar
mais efetiva no intuito de redu�c~ao de dados.

5 Compress~ao de Imagens

5.1 Passos para compress~ao de imagens

A compress~ao de imagens no padr~ao JPEG usando a DCT (Transformada discreta do
cosseno) e tamb�em muito de �algebra linear tem o seguintes passos como mostra a imagem
abaixo e cada um dos passos s~ao descritos logo em seguida, conforme pode ser visto em
[12].
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Figura 10: Passos compress~ao JPEG, Google imagens

� 1o passo. Converter as cores do sistema RGB paraY CbCr .

� 2o passo. Divis~ao da imagem em blocos.

� 3o passo. Aplica�c~ao da Transformada Discreta do Cosseno (TDC).

� 4o passo. Quantiza�c~ao dos blocos.

� 5a passo: Sequenciamento zig-zag.

� 6o passo. Codi�ca�c~ao da imagem.

Inicialmente temos que RGB �e a sigla do sistema de cores aditivas formado pelas ini-
ciais das cores em inglês Red, Green e Blue, que signi�ca em português, respectivamente,
Vermelho, Verde e Azul. O sistema de cores luminosas RGB (tamb�em designado por cor-
luz) �e usado nos objetos que emitem luz como, por exemplo, os monitores de computador
e televis~ao, as câmeras digitais, o scanner, entre outros. As cores s~ao obtidas atrav�es das
misturas das três cores prim�arias, em quantidades determinadas. Cada uma das cores
obtidas est~ao enquadradas numa escala que varia de 0 a 255. Quando a mistura das três
cores est�a no valor m��nimo (0, 0, 0), o resultado �e a cor preta. Quanto est�a no m�aximo
(255, 255, 255), resulta na cor branca. A varia�c~ao entre valores m��nimos corresponde a
tons escuros e entre os valores m�aximos, os tons s~ao mais intensos, mais claros.

J�a o sistema Y CbCr , muito usado em formatos digitais, como fotos e v��deos, consiste
em uma componente de brilho Y e duas componentes de coresCb e Cr (b e r de blue e
red, respectivamente).

No passo 2, onde acontece a divis~ao dos blocos, �e feito antes de aplicar DCT (Trans-
formada Discreta do Cosseno) a imagem deve ser separada em blocos (matrizes) para
uma maior otimiza�c~ao de tempo e uma taxa mais aceit�avel de compress~ao. Normalmente
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a imagem �e separada em blocos de 8x8 pixels, blocos disjuntos, mas a imagem pode ser
dividida em blocos de 4x4, 8x8, 16x16, 32x32 e at�e 64x64.

No terceiro passo temos que a cada bloco criado no segundo passo, aplicamos o algo-
ritmo da transformada discreta do cosseno, considerado como o passo mais importante
no processo de compress~ao, ela toma um conjunto de dados inciais (dados espaciais) e os
converte em dados de frequência. Uma das caracter��sticas mais not�aveis na transformada
�e que os dados resultantes exigem uma quantidade maior de espa�co para armazenamento.

A transformada deve eliminar as correla�c~oes pois ao observar os pixels em uma imagem
natural pode se notar um n��vel muito alto, ou seja, os pixels pr�oximos s~ao semelhantes
e muitas vezes redundantes, com isto necessitamos de representar somente um desses
valores, sem perda aparente para a imagem. Uma outra caracter��stica importante ao
trabalhar com dom��nio de frequência �e que as distor�c~oes acontecem onde nossos olhos n~ao
percebem, que seriam nas arestas onde ocorre uma troca mais suave de tons.

�E importante ressaltar que o trabalho da transformada consiste em converter um
bloco de um espa�co a um espa�co de frequência, ela n~ao desempenha o papel de perdas na
compress~ao, n~ao salva nenhuma informa�c~ao. As perdas acontecem quando quantizamos
os blocos transformados e as informa�c~oes ser~ao salvas no processo de codi�ca�c~ao por
entropia, ou seja uma codi�ca�c~ao que comprimi sem perdas.

No quarto passo,nota-se que a matriz transformada ocupa mais espa�co de armazena-
mento que a matriz inicial pois ela transforma os elementos inteiros em elementos reais
e �e onde entra o processo de quantiza�c~ao para diminuir esses dados, ou seja, reduzir o
n�umero de bits para armazenar.

Na compress~ao de imagens as perdas signi�cantes acontecem no processo de quan-
tiza�c~ao, isso pelo fato de que descartamos alguns valores irrelevantes que posteriormente,
no processo de decodi�ca�c~ao, n~ao poder~ao ser mais recuperados. Uma imagem que passou
por esse processo jamais poder�a voltar a seu formato original.

Este processo ocorre logo ap�os obter os blocos transformados, os elementos dos blo-
cos transformados sofrem uma divis~ao por elementos correspondentes de uma matriz de
quanti�ca�c~ao seguido por um arredondamento, os elementos reais do bloco transformado
perdem a parte decimal e voltam a ser inteiros com isso muitos s~ao convertidos a zeros,
onde ocorre as perdas e tamb�em ocorre a redu�c~ao de espa�co para armazenamento.

De uma forma bem sutil, o processo de quantizar passa os blocos transformados por
uma fun�c~ao de arredondamento, pois �e melhor salva zero ou um bit do que algum intervalo
in�nito entre zero e um.

veja maiores informa�c~oes sobre quantiza�c~ao em [9] e [10].
No quinto passo ocorre o sequenciamento Zig-Zag, isso antes de passar pelo processo

de codi�ca�c~ao por entropia, processo sem perdas nesse caso a codi�ca�c~ao de Hu�man, a
matriz sofre uma reordena�c~ao em zig-zag e seus elementos perdem a forma matricial de
duas dimens~oes e tomam a forma de sequência em uma dimens~ao. Existem outras formas
de reordena�c~ao por�em o formato JPEG usa o sequenciamento de zig-zag que se sobressai
aos demais, isso pois como os valores importantes �cam no canto esquerdo superior da
matriz transformada e esse m�etodo os coloca na frente e em ordem crescente de frequência
da sequência criada, facilitando a aplica�c~ao da codi�ca�c~ao e aumentando sua otimiza�c~ao
de tempo.
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Aqui no sexto e ultimo passo, ap�os passar os passos anteriores, os blocos resultantes
s~ao sequências de 64 elementos onde os dados relevantes se encontram no �nal, e �e not�avel
que as sequências derivadas das matrizes esparsa (matriz onde a maioria dos elementos
valem zero)possuem grande quantidade de elementos nulos, aumentando a e�cacia da co-
di�ca�c~ao. Esses dados s~ao compactados mais uma vez e usando a codi�ca�c~ao de Hu�man,
dessa vez com um algoritmo sem perdas, logo em seguida s~ao salvos no arquivo JPEG.

5.2 �Algebra linear nos passos de compress~ao

Nessa se�c~ao ser�a descrita toda �algebra envolvida na compress~ao, not�avel que alguns
passos possuem mais �algebra envolvida que outros por�em todos tem grande importância.
Algumas matrizes aqui descritas podem ser vistas com outros detalhes em [15].

� 1o passo. Converter as cores do sistema RGB paraY CbCr .

� 2o passo. Divis~ao da imagem em blocos.

� 3o passo. Aplica�c~ao da Transformada Discreta do Cosseno (TDC).

� 4o passo. Quantiza�c~ao dos blocos.

� 5a passo: Sequenciamento zig-zag.

� 6o passo. Codi�ca�c~ao da imagem.

Em seguida iremos descrever cada passo aqui citado,
No primeiro passo �e feita a convers~ao do sistema RGB paraY CbCr , uma das formas

�e dada pelo sistema abaixo que representa uma transforma�c~ao linear e tem como fun�c~ao
um produto matricial, essa convers~ao �e feita pois o sistema RGB tem seus dados muito
bem agrupados e �ca dif��cil a aplica�c~ao do DCT j�a no espectro de crominância �e poss��vel
trabalhar melhor a transformada, temos esse sistema de convers~ao logo abaixo que �e tipico
e j�a �e pr�e de�nido para o padr~ao. Lembrando que nessa transforma�c~ao vamos considerar
as bases canônicas do espa�coR3 e com isso no sistema RGB temos (1,0,0) a cor vermelha,
(0,1,0) a cor verde e (0,0,1) a cor azul.
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No segundo passo a imagem �e separada em matrizes (blocos) quadradas de ordem 8
onde seus elementos s~ao as escalas de cinza de cada pixel.

Exemplo 5.1 A imagem mostrada vista na �gura 11 foi capturada pela câmera NIKON
7200, com sua qualidade m�axima possui dimens~oes de6000� 4000pixels. Para ser feita
a compress~ao dessa foto, ela deve ser separada em blocos (matrizes) de8 � 8 disjuntos,
temos no entanto750� 500 blocos, num total de 375.000 matrizes de 64 elementos. Ao
compararmos a mesma foto salva em RAW e em JPEG �e poss��vel notar a diferen�ca no
espa�co ocupado, onde uma ocupa um espa�co de 31,6 MB e a outra ocupa 19,1 MB, nesse
caso uma economia de 40% no armazenamento.
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