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Resumo

O Calculo Diferencial e Integral é uma disciplina presente em diversos cursos de gra-
duacao, nao somente das areas das Ciéncias Exatas. Contetddos especificos dessa dis-
ciplina sao aplicados em diversas areas do conhecimento, fornecendo relevantes con-
tribuicoes cientificas para a sociedade. Nos cursos de formacoes de professores de
Matematica, essa disciplina é obrigatéria. Diante desse fato, buscamos, neste traba-
lho, analisar o Calculo Diferencial e Integral na formacao do professor de Matematica.
Para isso, realizamos um estudo dos documentos oficiais que orientam a implementacao
desses cursos, bem como trabalhos que tratam a respeito do Célculo em cursos de gra-
duacao, em particular, nos cursos de licenciatura em Matemadtica. O Caélculo e o
Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional (PROFMAT)
também foi objeto de investigacao desse trabalho. Através do banco de dissertacoes
do referido mestrado, selecionamos trabalhos de conclusao que tratam de topicos dessa
disciplina e fizemos um levantamento das principais caracteristicas desses trabalhos.
Por fim, é proposto, nesse trabalho, um material didatico e sequéncias didaticas so-
bre Limite, Derivada e Integral, que podem subsidiar o professor de Matematica na
elaboracao de um projeto de ensino para os ultimos anos do ensino basico. A ideia é
que esse projeto envolva alunos que visam o ingresso em cursos de graduagao na area
de Ciéncias Exatas ou outros cursos que contemplem a disciplina Célculo Diferencial
e Integral.

Palavras-chave: Célculo, Formacao do Professor de Matemaética, Ensino de Ma-
tematica.



Abstract

Differential and Integral Calculus is a discipline present in several undergraduate cour-
ses, not only in the areas of Exact Sciences. Specific contents of this discipline are
applied in several areas of knowledge, providing relevant scientific contributions to so-
ciety. In Mathematics teacher education courses, this subject is mandatory. Given this
fact, we intend to analyze in this work the Differential and Integral Calculus in the
formation of the Mathematics teacher. For this, we carried out a study of the official
documents that guide the implementation of these courses, as well as works that deal
with Calculus in undergraduate courses, in particular, in Mathematics licentiate cour-
ses. The Calculus and Professional Masters Program in Mathematics in a National
Network (PROFMAT) was also the object of investigation in this work. Through the
dissertation list, we selected conclusion papers that deal with topics in this discipline
and made a survey of the main characteristics of these papers. Finally, this work pro-
poses didactic material and didactic sequences on Limit, Derivative and Integral, which
can support the Mathematics teacher in the elaboration of a teaching project for the
last years of basic education. The idea is that this project involves students who wants
to enroll in undergraduate courses of exact sciences or other courses that include the
Differential and Integral Calculus discipline.

Keywords: Calculus, Math Teacher Education, Math Teaching.
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1 Introducao

Calculo I, Célculo Diferencial e Integral ou apenas Calculo - essas nomenclaturas
sao popularmente conhecidas em cursos de graduacgoes das areas de exatas. O Célculo
Diferencial e Integral é uma disciplina presente nos cursos das Ciéncias Exatas, mas
que também pode fazer parte do curriculo de cursos de outras areas do conhecimento.

Nos curriculos dos cursos de licenciatura em Matematica no Brasil, a disciplina
também se faz presente. De acordo com o parecer CNE/CES 1.302/2001, proposto pelo
Conselho Nacional de Educacao, a disciplina Célculo, em conjunto com as disciplinas
Algebra Linear, Fundamentos de Anadlise, Fundamentos de Algebra, Fundamentos de
Geometria e Geometria Analitica, deve, obrigatoriamente, estar presente nas grades
curriculares dos cursos de formagao de professores de Matematica.

Diante dessa obrigatoriedade, questionamentos emergem acerca da relevancia da
disciplina nos curriculos dos cursos de licenciatura. Questoes como “por que o fu-
turo professor deve estudar conceitos que nao sao aplicados diretamente no ensino
bésico?”sao levantados pelos discentes. Devido a esse cendrio, observamos a necessi-
dade de analisar o Cdlculo Diferencial e Integral na formagao do professor de Ma-
temdtica. Para tal analise, consideramos como objetos de investigagao os documentos
oficiais que orientam os cursos de formagao de professores, concentrando o foco no
curso de licenciatura em Matematica, e os aspectos da disciplina de Calculo nos cursos
de licenciatura em Matematica.

Dessa forma, no Capitulo 2, analisamos documentos oficiais que orientam os cursos
de formagao de professores, como a resolucado CNE/CP N° 2, que define as Diretrizes
Curriculares Nacionais para a Formagao Inicial em Nivel Superior de Professores para
a Educacao Bésica e institui a Base Nacional Comum para a Formagao Inicial de Pro-
fessores da Educacao Bésica (BNC-Formagao); o parecer CNE/CES 1.302/2001, que
propoe as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Matematica, Bachare-
lado e Licenciatura e a resolugao CNE/CES 3, de 18 de fevereiro de 2003, que outorga
tais diretrizes.

Além dos documentos oficiais, analisamos estudos que tratam a respeito da disci-
plina Calculo na graduacgao e na licenciatura. Abordamos aspectos que tratam sobre
as possiveis contribui¢oes do contetido na formacao docente e os relacionamos com as
habilidades esperadas na formagao do licenciado de Matematica.

As anélises e discussoes sobre a presenca e relevancia da disciplina de Calculo na
formacao do professor de Matemética nos levou a refletir sobre a presenca dessa dis-
ciplina no proprio PROFMAT. O Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT é um programa de mestrado em Matematica que tem
como publico alvo o professor de Matematica da escola basica. Seu principal objetivo
é oferecer ao professor de Matematica o aprimoramento da sua formacao profissional,
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com um olhar especial voltado, principalmente, ao dominio aprofundado de contetdo
matematico relevante para sua docéncia.

Para atingir tal objetivo, o programa oferece, dentre as disciplina obrigatorias, a
disciplina MA 22 - Fundamentos de Calculo, cuja ementa envolve conceitos apresen-
tados nas disciplinas de Calculo da graduacao. Esse fato nos intrigou, tendo em vista
que questoes, como as apresentadas em cursos de licenciatura em Matematica, também
emergem nesse curso: “Por que estudar Fundamentos de Célculo?”ou “Para que estu-
dar Célculo se eu nao aplico em sala de aula?”. Partimos, entao, no Capitulo 3, para
a andalise das dissertacoes produzidas pelos discentes do PROFMAT que tratam de
topicos do Calculo, em busca de identificar de que forma esses discentes apresentaram
o Calculo em seus trabalhos e a que o relacionaram.

A anadlise das dissertacoes buscou identificar as caracteristicas gerais dos trabalhos.
Esse levantamento nos ofereceu uma visao acerca dos principais temas apresentados
nos trabalhos, e um fato nos chamou a atencao: muitos deles traziam propostas de
conteudos ou atividades para serem aplicadas no Ensino Médio. Diante disso, iniciamos
uma investigagao acerca de verificar se existe a possibilidade de inser¢ao de topicos de
Cdlculo para alunos do Ensino Médio.

Se existe a possibilidade de ensinar Calculo para alunos do Ensino Médio, qual a
forma de realizar tal agao? Eo que tratamos no Capitulo 4 deste trabalho. Neste
capitulo, é discutido sobre a relacao entre Célculo e Ensino Médio - termos que, apesar
de parecerem tao distantes, ja estiveram juntos mais de uma vez.

Feita essa discussao, partimos para a apresentagao de uma proposta que possibilite
o professor de Matematica ensinar topicos de Célculo para alunos do Ensino Médio.
Essa proposta contém um material de apoio ao professor, que possibilita-o relembrar os
principais conceitos abordados em Célculo: limite, derivada e integral. A outra parte
se refere a um conjunto de sequéncias didaticas sobre limite, derivada e integral.

As sequéncias didaticas aqui propostas foram pensadas para serem aplicadas de
forma paralela ao curriculo do Ensino Médio; nao trata-se de uma proposta de insercao
direta desses conceitos no curriculo de Matematica do Ensino Médio. Acreditamos que
qualquer alteracao no curriculo de Matematica da escola béasica é uma questao que
envolve diversos fatores e exige um arduo processo de reflexao e pesquisa. Trabalhos
cientificos e discussoes entre professores e pesquisadores da area devem ser realizados
antes de qualquer modificacao.

Buscamos desenvolver essas sequéncias visando o ensino dos conceitos de limite,
integral e derivada de forma interativa, intuitiva e visual, optando pela experimentacao
ao rigor matematico, forma que foi defendida por Avila, em sua entrevista na tese de
Reis (2001):

Entao, depois de toda essa minha experiéncia com ensino, eu acordei para
esta realidade de que o ensino rigorizado desde o inicio ndo é a melhor coisa.
A gente tem de lembrar que o intelecto nao é s6 racional, nao é sé6 légica, mas
tem a intuigdo, a visualizagdo geométrica, que muito ajudam no aprendizado.

(Entrevista com Avila - nov/98, apud Reis, 2001, p. 109)

E complementa:

O Célculo deve ser apresentado com um minimo de formalismo, com apelo a
intuigdo e aos problemas de Fisica e Geometria que lhe deram origem. (apud

Reis, 2001, p. 111)
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Cabe destacar aqui que, objetivando favorecer o aprendizado dos alunos a cerca dos
contetudos, os modulos das sequéncias didaticas propostas, em sua maioria, sao com-
postos por atividades interativas utilizando o software GeoGebra, um software livre
de matematica dinamica que oferece ferramentas para o estudo de Célculo, Geometria
Plana, Geometria Espacial, Geometria Analitica, Algebra e varias outras areas da Ma-
tematica. Essas atividades foram disponibilizadas no banco de materiais do GeoGebra
e podem ser acessadas através dos links presentes em cada sequéncia didatica.

Diante do exposto, sao objetivos especificos desse trabalho:

e Discutir a respeito da importancia do Célculo Diferencial e Integral na formacao
do professor de Matematica nos cursos de licenciatura.

e Realizar uma andlise das dissertacoes produzidas no Programa de Mestrado Pro-
fissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT) que abordam contetdos
sobre Célculo.

e Produzir um material diddtico que possibilite ao professor trabalhar conceitos de
Calculo no Ensino Médio, caso exista a viabilidade.



2 O Calculo Diferencial e Integral
e os cursos de formacao de
professores de Matematica

O professor de Matematica, ao longo de sua formacao, cursa diversas disciplinas,
tanto pedagbgicas, quanto especificas da area de Matematica. Nesse sentido, destina-
mos esse capitulo para tratar sobre uma de suas disciplinas obrigatérias: o Calculo
Diferencial e Integral.

Inicialmente, investigaremos o que dizem os documentos oficiais que norteiam a
formacao docente na area da Matematica. Em seguida, tratamos sobre os aspectos da
disciplina Céalculo Diferencial e Integral na formacao do professor de Matematica.

2.1 A formacao dos professores de Matematica: o
que dizem os documentos oficiais?

Um curso de licenciatura, cujo objetivo principal é formar professores para educagao
bésica, tem como principios norteadores para o desenvolvimento de seu projeto pe-
dagégico do curso! (PPC), as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Formagao Inicial
em Nivel Superior de Professores para a Educagao Basica.

No ano de 2019, foi promulgada a resolu¢ao CNE/CP N° 2, que define essas di-
retrizes e institui a Base Nacional Comum para a Formacao Inicial de Professores da
Educagao Bésica (BNC-Formagao). Essa nova resolucao revoga a resolugao CNE/CP
n° 2, de 1° de julho de 2015.

Nessas novas diretrizes, alguns pontos merecem destaque na formacgao do profes-
sor. O primeiro que destacamos sdo as competéncias (gerais e especificas) a serem
desenvolvidas na formagao docente do licenciando.

Segundo Silva e Felicetti (2014), o conceito de competéncia, no contexto escolar,
esta relacionado a aptidao do individuo de obter exito em atividades propostas. Por
outro lado, os autores citam que Perrenoud (1999) define competéncias como

'Documento que regulamenta a estrutura do curso garantindo a organizacdo e o planejamento.
Nestes devem ser definidos: Concepgao do Curso; Estrutura do Curso: Curriculo, corpo docente,
corpo técnico administrativo e infra-estrutura; Procedimentos de avaliacdo dos processos de ensino e
aprendizagem e do curso; Instrumentos normativos de apoio (composic¢ao do colegiado, procedimentos
de estdgio, TCC, etc.). (Universidade Federal de Minas Gerais, p.1)
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[...]Jforma eficaz de enfrentar situacbes andlogas, de modo a articular a
consciéncia e recursos cognitivos com saberes, capacidades, atitudes, in-
formagdes e valores, tudo isso de maneira rapida, criativa e conexa. (SILVA;

FELICETTI, 2014, p. 18)

No ambito das competéncias gerais, é requerido aos docentes o desenvolvimento
das competéncias previstas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e as com-
peténcias gerais docentes. Com relacao as competéncias especificas, é estabelecido:

Art. 4° As competéncias especificas se referem a trés dimensoes fundamen-
tais, as quais, de modo interdependente e sem hierarquia, se integram e se
complementam na agdo docente. Sao elas:

I - conhecimento profissional;

II - prética profissional; e

III - engajamento profissional. (BRASIL, 2019, p. 2)

No texto da resolugao CNE/CP N° 2, apés o Artigo 4°, sdo apresentadas as com-
peténcias especificas.

Na dimensao conhecimento profissional, apresentado no documento, espera-se que
a formacao inicial proporcione ao futuro professor dominar os objetos de conhecimento
e saber como ensind-los; demonstrar conhecimento sobre os estudantes e como eles
aprendem; reconhecer os contextos de vida dos estudantes; e conhecer a estrutura e
a governanca dos sistemas educacionais. Em relacao a pratica profissional, almeja-se
proporcionar as capacidades de planejar as agoes de ensino que resultem em efetivas
aprendizagens; criar e saber gerir os ambientes de aprendizagem; avaliar o desenvol-
vimento do educando, a aprendizagem e o ensino; e conduzir as praticas pedagdgicas
dos objetos do conhecimento, as competéncias e as habilidades. Por fim, comprometer-
se com o proprio desenvolvimento profissional; comprometer-se com a aprendizagem
dos estudantes e colocar em pratica o principio de que todos sao capazes de aprender;
participar do Projeto Pedagogico da escola e da construcao de valores democraticos; e
engajar-se, profissionalmente, com as familias e com a comunidade, visando melhorar o
ambiente escolar sao as competéncias desejadas na dimensao conhecimento profissional.
(BRASIL, 2019)

Para que as licenciaturas fornecam essas competéncias aos alunos, alguns funda-
mentos, presentes no Artigo 5°, sao considerados nessas diretrizes.

Art. 5° A formagao dos professores e demais profissionais da Educagéo, con-
forme a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB), para atender
as especificidades do exercicio de suas atividades, bem como aos objetivos
das diferentes etapas e modalidades da Educacgao Bésica, tem como funda-
mentos:

I - a sélida formacao bdésica, com conhecimento dos fundamentos cientificos
e sociais de suas competéncias de trabalho;

II - a associagd@o entre as teorias e as praticas pedagdgicas; e

III - o aproveitamento da formagao e das experiéncias anteriores, desenvolvi-
das em institui¢goes de ensino, em outras atividades docentes ou na area da
Educagao.(BRASIL, 2019, p. 3)

Outros pontos a serem destacados sao o curriculo e a organizacao curricular dos
cursos de licenciatura.

O curriculo é de extrema importancia na formacao do licenciando, uma vez que ele
desenhard o percurso do mesmo dentro da instituicao, visando sua formagcao profissio-
nal. Felicio (2017) complementa esse argumento dizendo:
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o curriculo e a sua organizagao assumem-se como elementos de destaque, uma
vez que eles revelam opgdes acerca de um determinado modelo de formagao
profissional, caracterizado pelas articulagoes que se estabelecem, no seu in-
terior, entre os saberes tedricos e os saberes praticos, necessarios a atividade
docente e ao desenvolvimento profissional, guja construgao deve ser o objetivo
de qualquer programa de formagao. (FELICIO,2017, p. 151)

Diante dessa importancia, a resolucao apresenta no Artigo 7°, 14 principios norte-
adores para organizacao curricular que devem ser levados em consideracao na criagao
do PPC do curso.

Nestes principios norteadores sao inclusos questoes relativas tanto aos conheci-
mentos pedagdgicos e educacionais, quanto aos conhecimentos especificos da area de
atuacao do futuro docente:

IT - reconhecimento de que a formacao de professores exige um conjunto de
conhecimentos, habilidades, valores e atitudes, que estdo inerentemente ali-
cergados na pratica, a qual precisa ir muito além do momento de estagio obri-
gatorio, devendo estar presente, desde o inicio do curso, tanto nos contetidos

educacionais e pedagdgicos quanto nos especificos da area do conhecimento
a ser ministrado; (BRASIL, 2019, p. 5)

[VI}I - integragdo entre a teoria e a pratica, tanto no que se refere aos conheci-
mentos pedagogicos e didaticos, quanto aos conhecimentos especificos da area
do conhecimento ou do componente curricular a ser ministrado; (BRASIL,
2019, p. 5)

Nesse sentido, essas diretrizes, bem como suas atribuigoes, sao pontos comuns em to-
dos os cursos de licenciatura. Contudo, cada area especifica tem suas regulamentacoes.
No caso da Matematica, existem dois documentos que regem os cursos dessa area: o
parecer CNE/CES 1.302/2001, que propoe as Diretrizes Curriculares Nacionais para
os Cursos de Matematica, Bacharelado e Licenciatura e a resolucaio CNE/CES 3, de
18 de fevereiro de 2003, que outorga essas diretrizes.

O curso de Licenciatura em Matematica visa preparar o profissional, professor de
Matematica, para atuar lecionando na educacao basica. De acordo com o parecer
CNE/CES 1.302/2001, publicado no Didrio Oficial da Uniao de 5/3/2002 (BRASIL,

2002a, p.15), espera-se do Licenciado em Matemética as seguintes caracteristicas:

e visdo de seu papel social de educador e capacidade de se inserir em
diversas realidades com sensibilidade para interpretar as acdes dos
educandos

e visdo da contribuigdo que a aprendizagem da Matemaética pode ofere-
cer a formagao dos individuos para o exercicio de sua cidadania

e visao de que o conhecimento matematico pode e deve ser acessivel
a todos, e consciéncia de seu papel na superagao dos preconceitos,
traduzidos pela angustia, inércia ou rejeicdo, que muitas vezes ainda
estao presentes no ensino-aprendizagem da disciplina.

No documento, ¢ instituido que a estrutura do curriculo dos cursos de Matematica
deverd seguir as seguintes orientacoes:

e partir das representagdes que os alunos possuem dos conceitos ma-
temédticos e dos processos escolares para organizar o desenvolvimento
das abordagens durante o curso;

e construir uma visdo global dos contetidos de maneira teoricamente
significativa para o aluno.

Conforme o paragrafo anterior, o primeiro tépico ressalta que, uma vez que os alunos
passam pela Educacao Basica, esperam-se deles conhecimentos prévios quando chegam
a graduacao e, a partir desse ponto, o curriculo deve permitir que eles construam visoes
significativas de maior amplitude a respeito dos conteudos estudados na graduacao.
Mas quais sao os contetidos que devem ser estudados?
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O parecer CNE/CES 1.302/2001 deixa bem claro que os cursos de licenciatura em
Matematica devem apresentar disciplinas tanto da drea da Matematica quanto da area
da Educacio Matemética. Célculo Diferencial e Integral, juntamente com Algebra Li-
near, Fundamentos de Anélise, Fundamentos de Algebra, Fundamentos de Geometria
e Geometria Analitica sao comuns a todos os cursos de licenciatura dessa area e podem
ser dispostos, durante o curso, de acordo com o Projeto Pedagdgico proposto pela Insti-
tuigao de Ensino Superior. Além disso, devem ser inclusos na parte comum: conteidos
matematicos presentes na educacao bésica nas areas de Algebra, Geometria e Anélise;
conteidos de areas afins a Matemadtica, que sao fontes originadoras de problemas e
campos de aplicacao de suas teorias; contetidos da Ciéncia da Educacao, da Histoéria e
Filosofia das Ciéncias e da Matemaética. (BRASIL, 2002a)

Note, pelo documento, que a disciplina Célculo Diferencial, aparece entre as disci-
plinas obrigatdrias nos curriculos da licenciatura em Matemética. Nesse sentido, consi-
derando que os professores licenciados em Matematica cursaram a disciplina durante o
periodo académico, refletimos a respeito da relevancia que o Célculo Diferencial e Inte-
gral tem na formagao do licenciando em Matematica. Eo que trataremos na proxima
segao.

2.2 Aspectos da disciplina Calculo nos cursos de
licenciatura em Matematica

Como vimos na secao anterior, o Célculo Diferencial e Integral ¢ uma disciplina
especifica de Matematica obrigatéria nos cursos de formacao de professores dessa area.
Nela é apresentado aos licenciandos o conceito de funcao de uma variavel real, bem
como nogao de infinito, limites, derivadas e integrais de uma funcao desse tipo. Con-
tudo, apenas o conceito de funcao é ensinado de modo superficial no Ensino Médio,
sendo que os outros tépicos nao fazem parte do curriculo do Ensino Basico.

Diante desse cendrio, comecamos a refletir acerca da presenca e importancia desta
disciplina nos cursos de formacao e percebemos que, nos documentos oficiais, nao é
apresentada uma justificativa explicita para a tal. Nesse sentido, uma questao vem a
tona: por que o futuro professor de Matematica deve estudar conceitos que nao sao
aplicados diretamente no ensino bésico?

Alguns autores defendem a importancia da disciplina Célculo nas graduacgoes em
geral, nao somente na area de Matematica. Um dos argumentos diz respeito a sua
aplicabilidade em diversas situagoes.

Nikolai Lobatchevsky (1792-1856) dizia que “nao ha ramo da matematica, indepen-
dentemente do quao abstrato seja, que nao podera ser aplicado em algum momento a
algum fenomeno do mundo real” (THIEL, 2016, p. 11). E com o Célculo nao é dife-
rente. Nesse sentido, Orfali (2017) destaca essa aplicabilidade e sintetiza a importancia
do Célculo na construcao do método cientifico.

O espacgo ocupado pelo Calculo na expressdao matematica de tan-
tas descobertas cientificas e inovagoes tecnoldgicas nos ultimos trés
séculos, em diferentes areas como a Fisica, a Quimica e a Economia,
mostra seu papel integrador dentro das ciéncias exatas. Mais do que

isso, o Célculo representa uma parte significativa do préprio desenvol-
vimento do método cientifico moderno. (ORFALI, 2017, p. 41)

Alvarenga (2016) também enfatiza a importancia de objetos estudados na disciplina,
como as fungoes, derivadas e integrais. Segundo a autora, fenémenos do mundo real
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podem ser analisados por estes objetos, buscando o avancgo tecnoldgico, como apresen-

tou Orfali (2017). Além disso, ela complementa que o Célculo tem o papel de agregar

no conhecimento humano refletindo na vida e no gerenciamento dos negdcios.
E notéria a importancia dos conteidos, principalmente de fungoes,
derivadas e integrais como ferramentas matemadticas para a andlise de
fenémenos fisicos, biolégicos, econémicos, administrativos, contabeis,
matemadticos, quimicos, computacionais, das engenharias e de ou-
tras ciéncias que visam ndo s6 um avango tecnoldgico, mas, sobre-
tudo, compreender, descobrir e aumentar o conhecimento humano que
serve & conducdo da vida ou ao gerenciamento dos negécios. (ALVA-
RENGA, 2016, p. 47)

As opinides dos autores, mencionadas acima, podem ser relacionadas a habilidade
“Estabelecer relacoes entre a Matematica e outras areas do conhecimento” , apresentada
nas Diretrizes Curriculares Nacionais para os cursos de Matematica, Bacharelado e
Licenciatura, como habilidade que o curriculo, ao ser elaborado, busca desenvolver nos
graduandos em Matematica, tanto no Bacharelado quanto na Licenciatura.

Outra habilidade pode ser relacionada ao argumentos dos autores. No Parecer CES
968/98, é apresentado a definigdo de campos de saber. De acordo com o documento,
esse termo representa um recorte especifico de uma area do conhecimento, ou de suas
aplicagoes, ou de uma area técnico-profissional ou, ainda, uma articulacao de elementos
de uma ou mais destas.

Diante dessa definicao, percebemos que, os argumentos aqui apresentados, mostram
a possibilidade de utilizar o Calculo para aplicar em situacoes especificas de diferentes
areas do conhecimento. Nesse sentido, a partir dessa construgao, a habilidade de
“trabalhar na interface da Matematica com outros campos de saber” (BRASIL, 2002a,
p. 3) pode ser contemplada pelo curriculo dos cursos de licenciatura através dessa
disciplina.

Para Rezende (2003), o Calculo ¢ essencial na formagao do cidadao. Além disso, o
autor aponta que, para o exercicio da cidadania em uma sociedade ascendente, algumas
habilidades (aplicagbes) sao exigidas com uma maior frequéncia. Dentre elas estdo a
resolugao de problemas de juros ou de crescimento de populacdo (ou do aumento do
custo de vida, da divida externa etc.), calculos de velocidades ou de taxas de variagoes
de outras grandezas, interpretagoes de graficos de fungoes reais, resolugao de problemas
de otimizacao (de dreas, de orgamentos domésticos etc.).

O argumento do autor reflete a ideia, presente nos documentos oficiais, de que o
curso de licenciatura possa promover ao licenciado uma “visao da contribuicao que a
aprendizagem da Matematica pode oferecer a formacao dos individuos para o exercicio
de sua cidadania”. (BRASIL, 2002a, p. 3)

Considerando o argumento de Rezende (2003) e Alvarenga (2016), junto com o
ponto de vista de Civiero (2016), em que “o conteido matemadtico especifico pode ser
a base para reflexdes em torno das imbricagoes com questoes contemporaneas, como,
por exemplo, a ecologia, a equidade social, a economia, entre outras, que vivificam
as subjetividades da realidade”, faz sentido considerar que o Calculo Diferencial e
Integral proporciona aos estudantes a habilidade do “conhecimento de questoes con-
temporaneas”. (BRASIL, 2002a, p. 3)

Além das aplicagoes em outras areas do conhecimento, o Célculo também possui
aplicagoes dentro da propria Matematica. Um caso particular é a Geometria Analitica.
Viérios livros de Calculo sao produzidos em conjunto com conhecimentos dessa area.
Nesse ramo da Matematica, por exemplo, podemos associar conceitos de Calculo em
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graficos, como o estudo de méximos e minimos ou crescimento e decrescimento de
funcoes.

Nesse sentido, Rezende (2003) defende que a disciplina é relevante dentro da prépria
Matematica, na construgao e organizagao de conceitos especificos da area, ou seja, ao
seu carater integrador com o préprio conhecimento matematico.

[...] o Célculo é imprescindivel para o desenvolvimento e organizagio
interna da matematica e suas diversas reas especificas. Numa lingua-
gem alegérica dirfamos que, se a geometria e a aritmética formam a
“base” do conhecimento matematico, o Célculo representa a sua “es-
pinha dorsal”, isto é, é o dominio de conhecimento da matemaética que
da sustentacdo e realiza as diversas interfaces entre as outras dreas do
préprio conhecimento matemadtico. (Rezende, 2003, p. 38)

Aléssio (2019) e Reis (2001) destacam a relevancia dessa disciplina na formagao
dos professores. Além disso, os trabalhos apresentam reflexoes a partir de entrevistas
a professores que ministram a disciplina, a cerca da presenca do Calculo dentro da
licenciatura em Matematica.

Aléssio (2019) procurou, através de uma entrevista com professores que minis-
tram a disciplina de Calculo em uma universidade estadual, respostas para a seguintes
questoes: “O Célculo Diferencial e Integral deveria ser uma disciplina obrigatéria num
curso de Licenciatura em Matematica? Por qué? Quais os conteidos que deveriam ser
trabalhados?”.

No trabalho, constatou-se que 94, 7% dos docentes consideravam a disciplina obri-
gatéria, enquanto 5, 3%, representando um professor, indicou que, nao necessariamente,
a disciplina devesse ser obrigatéria. Os argumentos de alguns professores a favor da
obrigatoriedade centravam em torno de:

e uma formacao sélida do professor;

e importancia do rigor e formalismo matematico;

e desenvolvimento do raciocinio logico;

e ¢ um conteudo base para outras disciplinas vistas ao longo do curso;
e ampliacao do conceito de fun¢ao e o universo dos niimeros;

e importancia das aplicagoes;

e importancia da aquisicao de conceitos matematicos, mesmo que nao serao apli-
cados no ensino basico;

e (re)construcao de conceitos matemédticos que serao ensinados diretamente ou in-
diretamente no Ensino Médio;

e importancia na formacao de um futuro professor critico.

Diante desse cenario, relacionando com a opiniao de professores na entrevista, a
autora afirma que o Calculo é importante na formacao de um professor critico.

[...] a disciplina de Célculo proporciona um estimulo ao raciocinio
do aluno-professor, tornando-o um profissional critico e capaz, prepa-
rado para trabalhar em sala de aula com nogoes elementares vistas na
graduagao, somado ao conhecimento matemético em um estagio mais
elevado em relagao aos demais niveis de ensino. (ALI:]SSIO, 2019, p.
50)
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E, ao fim, defende essa disciplina na graduacao com base nos argumentos apresen-
tados pelos professores da pesquisa.

As respostas apresentadas por 19 docentes que atuam em disciplinas
de Célculo permitiu constatar serem capazes de situar o papel disci-
plina na formagao do futuro professor. Dentre os argumentos, podem
ser destacados o fato de que o Célculo permite uma base tedrica sélida;
diversidade de aplicaces nas areas do conhecimento; uma maior per-
cepgdo, ampliagdo, e compreensao dos conteido de funcdes, taxa de
variagao, area e volume; nogoes de limite, derivada e integral para arti-
cular problemas e exemplificar situacGes que ird confrontar na pratica
escolar, além de relacionar contetidos que ministrard no ensino bésico.
Assim, o docente se tornara mais critico, completo, pronto para atuar
na sala de aula.

Evidencia-se, portanto, a compreensao de que o dominio dos contetidos
de Cdlculo, e de suas possiveis aplicagbes na Educagao Basica, é
instancia indispensavel na formagao do futuro professor, munindo-o
de um dos referenciais tedricos necessédrios para a eficiéncia do pro-
cesso de ensino e aprendizagem de Matemadtica. (ALESSIO, 2019, p.
82)

Perante o exposto, os argumentos apresentados pelos autores reforca que o Calculo
Diferencial e Integral possui relevancia na formagao dos professores de Matematica.
Além disso, podemos observar que esses argumentos convergem para as habilidades
norteadoras no desenvolvimento do curriculo dos cursos de licenciatura em Matematica.

Entretanto, apesar de argumentos ressaltando o papel do Calculo nos cursos de
licenciatura, existem muitas questoes sobre a forma como essa disciplina é tratada na
formagdo do professor de matemadtica. Nesse sentido, trabalhos como Aléssio (2019)
e Reis (2001) ressaltam a necessidade de uma reformulagdo na forma com que sao
trabalhados os contetidos da disciplina.

Na entrevista feita por Aléssio (2019), alguns professores preocupavam com as
relacoes entre a formagao Matematica e o conhecimento necessario ao professor para
sua pratica. Para os entrevistados, sao necessarias mudancas e adaptagoes para o curso
de licenciatura.

Na entrevista de Reis (2001), os participantes (professores experientes que ministra-
ram essa disciplina, alguns autores de livros didéticos) alegam que o ensino de Célculo
deve deixar o carater tradicionalista e ser ensinado em carater menos formal e mais
intuitivo, buscando em aplicacoes e situagoes-problema, preferir os conceitos e signi-
ficados do que as técnicas formais intrinsecas a disciplina, de modo a favorecer uma
formacao matematica relevante para a pratica na escola basica.

Barufi (1999) ja discutia essa questdo apresentada por Reis (2001). Segundo a
autora, foi observado que em alguns cursos de Calculo eram deixados de lado a ideia, a
intuicao e a investigagao, e predominava uma estrutura sistematizada baseada na teoria
l6gico-formal dedutiva, centrando em um enfoque rigoroso. Para a autora, abordagens
como essa nao proporcionariam um aprendizado significativo para o aluno, uma vez que
este, normalmente egresso do ensino basico, nao estava familiarizado com as técnicas
e procedimentos légicos utilizados nessa estrutura.

O comentario de Rezende (2003) destaca ainda mais a ideia de Barufi (1999).

O matematico-professor satisfaz seu ego matematico ao reproduzir as
demonstragdes dos resultados no quadro de giz. Acredita de forma ali-
enada que, com a realizagdo da demonstracao, o significado do resul-
tado estard garantido. Faz isso tentando convencer o aluno da verdade
de seu enunciado, nao percebendo que muitas vezes tal procedimento
é tao desnecessério quanto inttil. (Rezende, 2003, p. 12)

Essa forma sisteméatica de ensinar os conceitos de Célculo, além de nao produzir
significado no aprendizado, influencia diretamente a pratica do futuro professor de
Matemaética.
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Fiorentini (2005) define essa influéncia como tradicao pedagdgica. Na concepgao
do autor, o futuro professor “nao aprende dele apenas uma Matematica, internaliza
também um modo de concebé-la e de trata-la e avaliar sua aprendizagem.”E isso é
refletido dentro da educacao basica. Se a formacao do licenciado for baseada do modo
sistematico, o mesmo tende a reproduzir esse método dentro da sala de aula. Diante
disso, se o ensino de Céalculo possuir o carater investigativo e construtivista, baseado
em experimentacgoes e intuigoes, e voltado para construcao de significados, existird uma
influéncia pedagogica do professor formador que bem mais se aproxima da realidade
da educacao basica.

Outras criticas, em referéncia ao modo como a disciplina é organizada nas Univer-
sidades, também sao levantadas.

Reis (2001) aponta que, nas aulas de Calculo, os professores abordam sempre os
mesmos conteidos, com mesma metodologia, mesmos exemplos, mesmas aplicacoes,
seja no curso de Fisica, quanto Engenharias, Economia e Farmdcia. Alvarenga (2016)
complementa essa fala, dizendo que o Célculo Diferencial e Integral, em muitas uni-
versidades, possui varias designacoes ou nomes que as diferem. Contudo, ha ocasioes
que, apesar da diferenca na nomenclatura, os conteiidos presentes na ementa sao os
mesmos.

Diante de tal problematica, Reis (2001) argumenta que é papel do professor refletir
acerca dos conteudos a serem ensinados objetivando a produgao de significado para a
profissao do estudante.

cada um desses cursos profissionalizantes exige do professor uma trans-
posicao didatica prépria, de modo que a produgao de significados das

idéias do Célculo esteja em estreita relacdo com o contexto profissional
do curso. (REIS, 2001, p. 24)

Civiero (2016) é mais contundente na critica. A autora relata a falta de conexao
do Célculo e outras disciplinas de Matematica com as disciplinas da educagao basica.

Disciplinas como Célculo, Algebra e Geometria, em geral, sdo desen-
volvidas apenas de forma técnica, automaética e sem referéncia alguma
as relagoes que elas tém com as disciplinas da educagao béasica, numa
demonstragao de que as preocupagoes estao voltadas a racionalidade.
(CIVIERO, 2016, p. 73)

Contudo, a autora propoe que, ao invés de discussoes acerca do porqué da presenca
dessas disciplinas, professores formadores procurassem verificar se nessas disciplinas
haviam discussoes reflexivas unidas ao conhecimento matematico de cada uma delas.
Além disso, ela relata que nao é necessario uma reformulacao na distribuicao das disci-
plinas ou uma renovagao curricular, necessita, apenas, ocorrer mudanca na forma com
que os conteudos sao desenvolvidos.

A partir dessas criticas, percebemos que se faz necessario uma reflexao acerca do
ensino de Calculo no que diz respeito a sua relagao com a educacao basica, uma reflexao
sobre pontos como conceitos a serem ensinados, abordagem e metodologias do professor
formador, possibilidades e desafios no ensino da disciplina, além das contribuigoes da
disciplina no ensino basico.

Ademais, assim como diz Fiorentini (2013), é necessério aderir visdes mais integra-
doras do curso, voltadas aos pontos de vista multirrelacional, epistemoldgico e histérico-
cultural, mas sem deixar de aprofundar no conteudo especifico.



3 Calculo Diferencial e Integral e o
PROFMAT

Nesse capitulo, abordaremos sobre o Célculo Diferencial e Integral e o Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT.

Na primeira se¢ao, apresentamos, de forma concisa, esse programa de mestrado
da Sociedade Brasileira de Matematica e sua matriz curricular, na qual encontra-se a
presenca da disciplina obrigatéria Fundamentos de Calculo. Em seguida, apresenta-
mos uma andlise das dissertagoes de alunos do PROFMAT que tratam de contetidos
especificos relacionados ao Célculo Diferencial e Integral.

3.1 O PROFMAT

O PROFMAT, Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-
cional, é um programa de mestrado na area de Matematica e ofertado em diversas
universidades piblicas do pais.

Criado através de uma acao induzida da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pes-
soal de Nivel Superior (Capes) junto a comunidade cientifica da drea de Matemaética,
o programa é coordenado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), que conta
com o apoio do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA).

O primeiro processo de selecao para o ingresso de alunos no programa ocorreu no
ano de 2011. Apds 2011, em todos os outros anos, foram realizadas as prova de selecao
do PROFMAT (Exame Nacional de Acesso - ENA) - exceto o ano de 2020, quando a
Coordenacao Nacional do PROFMAT decidiu cancelar a selecao do programa

O PROFMAT ¢ ofertado em instituigoes de ensino superior nas 27 unidades fede-
rativas do pais. Essas instituicoes, denominadas Instituicoes Associadas, garantem a
gratuidade do programa e, através das Coordenacgoes Académicas Institucionais, pos-
suem a responsabilidade de coordenar as atividades do mestrado profissional seguindo
as determinagoes do Regimento do PROFMAT e suas normas.

O site oficial do PROFMAT informa que sao, no total, 76 Instituicdes Associadas.
Contudo, 73 delas ofertaram o curso no ano de 2021.

Conforme informado no site da CAPES, um programa de mestrado profissional é
“uma modalidade de Pés-Graduacao stricto sensu voltada para a capacitacao de profis-
sionais, nas diversas areas do conhecimento, mediante o estudo de técnicas, processos,
ou teméticas que atendam a alguma demanda do mercado de trabalho” (CAPES, 2019).

De um modo geral, no site CAPES, é informado que o objetivo principal dos mes-
trados profissionais é favorecer o aumento do nivel de competitividade e produtividade
em organizagoes publicas ou privadas. Porém, consultando os Documentos de Area
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referente a drea de Matemadtica/Probabilidade e Estatistica, a qual o PROFMAT estd
inserido, nao estao explicitados os objetivos especificos dos mestrados profissionais
dessa érea.

Nesse sentido, o que constatamos através do relatério “PROFMAT: uma reflexao
e alguns resultados”, da Sociedade Brasileira de Matemadtica (2017), o programa visa
oferecer ao professor de Matematica, o aprimoramento da sua formagcao profissional,
com um olhar especial voltado principalmente ao dominio aprofundado de conteido
matematico relevante para sua docéncia (Regimento do Mestrado Profissional em Ma-
temética em Rede Nacional- PROFMAT, 2016).

Buscando alcancar essa meta, a matriz curricular foi construida por disciplinas
obrigatérias e eletivas (Figuras 3.1 e 3.2), nas quais a maioria estao relacionadas a
Matematica.

Figura 3.1: Matriz curricular do PROFMAT

1° Periodo 2° Periodo

MA 11 - NOmeros e Fungdes Reais .
MA 13 - Geometria

MA 12 - Matematica Discreta MA 14 - Aritmética

1° Periodo - 2° Periodo

MA 21 - Resolucdo de Problemas MA 22 - Fundamentos de Calculo
MA 23 - Geometria Analitica
Eletiva |
Eletiva Il

3°Ano

Periodo de Verdo

Finalizacdo da Dissertacdo de Mestrado

Fonte: https://www.profmat-sbm.org.br/rotina-academica/matriz-curricular/

Observando a matriz curricular, nota-se, na estrutura do programa, a existéncia de
uma disciplina obrigatéria denominada MA 22 - Fundamentos de Célculo. Conforme
o catalogo de disciplinas do PROFMAT, a ementa dessa disciplina é estruturada de
modo que contemple os seguintes assuntos:

e Sequeéncias de nimeros reais;

Limite de fungoes;

e Funcoes continuas;

Derivacao;

Integracao.
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Figura 3.2: Disciplinas eletivas do PROFMAT

MA 31 - Tdpicos de Historia da Matematica MA 32 - Tépicos de Teoria dos Nimeros
MA 33 - Introducdo a Algebra Linear MA 34 - Topicos de Calculo Diferencial e Integral

MA 36 - Recursos Computacionais no Ensino de

MA 35 - Matematica e Atualidade | .
Matematica

MA 37 - Modelagem Matematica MA 38 - Polindmios e Equacdes Algébricas
MA 39 - Geometria Espacial MA 40 - Topicos de Matematica
MA 41 - Probabilidade e Estatistica MA 42 - Avaliacdo Educacional
MA 43 - Calculo Numérico MA 44 - Matematica e Atualidade Il

MA 24 - Trabalho de Conclusdo de Curso

Fonte: https://www.profmat-sbm.org.br/rotina-academica/matriz-curricular/

Diante da lista dos conteidos presentes no documento, percebe-se a presenca de
topicos de Célculo Diferencial e Integral na ementa da disciplina obrigatéria MA 22 -
Fundamentos de Calculo.

O cenario aqui descrito favorece novos questionamentos acerca do papel que desem-
penha o Calculo Diferencial e Integral na formacao do professor de Matemaética, tendo
em vista sua existéncia como uma disciplina obrigatéria tanto nos cursos de formacao
quanto no mestrado profissional da SBM. Perguntas como “Qual o impacto que a dis-
ciplina MA 22 - Fundamentos de Célculo pode agregar na pratica do professor na sala
de aula?”, “Em quais aspectos essa disciplina é relevante na formacao do professor?”,
sao alguns exemplos. Além dessas, existem perguntas classicas dos alunos do programa
quando cursam a disciplina como “Por que estudar Fundamentos de Calculo?”ou “Para
que estudar Célculo se eu nao aplico em sala de aula?”

De fato, as perguntas levantadas acima sao pertinentes e merecem respostas, ou
pelo menos esclarecimentos. Para que isso aconteca, se faz necessario investigacoes
por meio de pesquisas e estudos relativos ao programa, sejam com discentes, egressos e
docentes participantes. Pesquisas que buscam investigar a visao dos discentes a respeito
da disciplina até aquelas que visam compreender o impacto da MA 22 - Fundamentos
de Calculo para o professor de Matematica da escola basica e suas contribuicoes na
formacao deste professor. Somente apds esses estudos, acreditamos que seja possivel
compreender tais questoes e, além disso, fornecer resultados para que os organizadores
do PROFMAT desenvolvam propdésitos para a evolugao e aperfeicoamento do programa.

No entanto, a pergunta “Para que estudar Célculo se eu nao aplico em sala de
aula?”, normalmente feitas por discentes que cursam Fundamentos de Calculo, nos
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chamou a atencao. Para nos aprofundarmos nessa questao, investigamos, na proxima
secao, se existe alguma possibilidade de trabalhar os conceitos aprendidos na disciplina
MA 22 dentro da sala de aula da escola béasica, na visao de alunos do PROFMAT.
Para isso, foi realizada uma andlise das dissertacoes produzidas por alunos do
PROFMAT sobre o tema Caélculo. A anélise consiste em identificar as caracteristicas
gerais e as possiveis formas de aplicacoes de contetidos de Célculo no ensino bésico.

3.2 Analise de dissertacoes do PROFMAT que tra-
tam de Calculo

3.2.1 Procedimentos metodolégicos

Para a andlise de dissertacoes produzidas por discentes do PROFMAT que tra-
tam de Calculo, foram selecionados 95 trabalhos presentes no banco de dissertacoes
do PROFMAT (disponivel em: https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/), que
tratam de conceitos da disciplina Calculo.

A busca foi feita através de palavras presentes nos titulos das dissertagoes. As
palavras pesquisadas foram: Caélculo, Calculo Diferencial, Célculo Integral, Célculo
Diferencial e Integral, Limite, Derivada e Integral. Essa selecao ocorreu até a data
11/08/2020, onde os trabalhos escolhidos foram produzidos entre 2013 e 2019.

Para o levantamento dos dados, as dissertacoes consideradas foram analisadas por
completo. Consideramos todo o corpo textual, tento em vista que muitas vezes os
resumos, palavras-chaves e conclusoes nao eram suficientes para exibir conclusoes a
respeito das questoes analisadas.

Foram analisados, em cada uma das dissertagoes selecionadas, os seguintes topicos:

1) Ano de produgao;
2) Regiao do pais onde foi produzido;
3) Forma com que o tema foi apresentado.

No que se refere ao item 3, percebemos, dentro do conjunto dos trabalhos escolhidos,
a existéncia de uma consideravel heterogeneidade. Em busca de uma solugao viavel e
relevante para superar essa dificuldade, classificamos os trabalhos em duas categorias:

e Categoria A: formada pelos trabalhos que abordam em sua estrutura pelo menos
um dos tépicos abaixo:

- Discutem a possibilidade de insercao do Calculo no ensino bésico;
- Apresentam propostas de ensino de Célculo para o ensino bésico;

- Trazem material de apoio relacionado ao Célculo para o professor da escola basica
aplicar nas aulas;

- Relacionam/discutem o conteido de Célculo com conteidos/curriculo da escola
basica.

e Categoria B: constituida pelo trabalhos que nao pertencem a Categoria A.
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Feita a classificacao, investigamos as duas categorias. Contudo, o foco se concen-
trou na categoria A, cujos trabalhos apresentam significativos vinculos do Célculo com
o ensino bésico e apresentam uma quantidade maior de pontos comuns com nossa
pesquisa.

A partir da Categoria A, analisamos os trabalhos de acordo com os seguintes as-
pectos:

a) Apresentacao de atividades de Caélculo voltadas para o ensino bésico:
neste item, procuramos identificar e estudar os trabalhos que, além de propor
atividades para o ensino bésico, aplicam tais atividades na sala de aula. A partir
deles, procuramos identificar o perfil das escolas e as séries escolares nas quais eles
sao aplicados. Além disso, analisamos as consideragoes dos autores e, também,
para aqueles que apresentaram, o ponto de vista dos alunos a respeito de tais
atividades.

b) Contetdos apresentados: consideramos quatro assuntos presentes nas disci-
plinas de Calculo (limite, continuidade, derivada e integral) e suas combinagoes.
Analisamos os trabalhos quanto ao assunto abordado, a fim de verificar qual deles
se apresenta com maior frequéncia.

c) Utilizagao de softwares: neste item, buscamos identificar os trabalhos que
relacionam o Célculo com o uso de software. Analisamos se os trabahos discutem
o uso de software para o ensino de Calculo na escola basica, podendo ou nao
apresentar conteudos/atividades que necessitem do uso de algum tipo de software
para serem trabalhados em sala.

Apds o levantamento desses dados, utilizamos o recurso nuvens de palavras no
resumo e a analise de similitude nas palavras-chave e conclusoes presentes nos trabalhos
considerados na pesquisa.

Esses recursos nos permitiram visualizar as palavras que mais se repetem nos tex-
tos e suas relacoes com outras palavras, e, assim, perceber o que ha em comum nas
dissertagoes.

Para a criacao de tais gréficos, utilizamos o software IRaMuTeQ (Interface de R
pour les Analyses Multidimensionnelles de Textes et de Questionnaires), um software
livre que possibilita o processamento de dados qualitativos, com variadas maneiras de

analises estatisticas de textos, produzidas a partir de entrevistas, documentos, entre
outros bancos de dados. (SOUZA et al, 2018, p. 2)

3.2.2 Caracteristicas gerais dos trabalhos analisados e dis-
cussoes

Feita a selecao dos trabalhos no banco de dissertacoes do PROFMAT, foram con-
sideradas algumas caracteristicas gerais relevantes para a anélise.

Ano de producgao:

A primeira caracteristica analisada foi o ano de producao dos trabalhos. A Tabela
3.1 mostra os dados obtidos.
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Tabela 3.1: Ano de producao das dissertagoes do PROFMAT sobre Calculo
Ano Trabalhos Porcentagem (%)

2013 17 17,89
2014 15 15,79
2015 14 14,74
2016 19 20,00
2017 05 05,26
2018 12 12,63
2019 13 13,68
Total 95 100,00

A partir desses dados, observamos que 2016 foi o ano em que ocorreu uma maior
producao de trabalhos relacionados ao Calculo, totalizando 19 trabalhos, o que re-
presenta exatamente 20% do total. Contudo, no ano posterior houve uma queda na
producao de dissertacoes sobre o tema. Sabendo que a média geral da producao anual
de trabalhos desse tipo foi de 13,57 trabalhos, em 2017 apenas 5 trabalhos (5,26%)

foram produzidos.

Localizagao da instituicao:

Outro ponto analisado foi a localizacao das instituicoes onde as dissertacoes foram
produzidas. Conforme mostra a Tabela 3.2, as regioes Nordeste e Sudeste mostraram

um predominio nas producoes, onde mais de % dos trabalhos foram produzidos em cada
uma delas. J& na regiao Sul, apenas 7 trabalhos foram produzidos.

Tabela 3.2: Localizagao das dissertagoes analisadas

Regiao Trabalhos Porcentagem (%)

Centro-Oeste 12 12,63
Nordeste 33 34,74
Norte 11 11,58
Sudeste 32 33,68
Sul 07 07,37
Total 95 100,00

Em relacao a forma com que o assunto é abordado nos trabalhos selecionados,
consideramos a Categoria A, que é formada pelos trabalhos que contemplam pelo menos
um dos tépicos: a) discutem a possibilidade de inser¢ao do Célculo no Ensino Bésico;
b) apresentam propostas de ensino para o Ensino Bésico; ¢) trazem material de apoio
para o professor aplicar nas aulas; d) relacionam/discutem o contetido de Calculo com
conteudos/curriculo da escola basica. E a Categoria B, que é constituida pelo trabalhos
que nao pertencem a Categoria A.

O grafico presente na Figura 3.3 mostra o nimero de trabalhos e o percentual em
cada uma dessas categorias.
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Figura 3.3: Grafico sobre os trabalhos que relacionam e os que nao relacionam o Célculo
ao Ensino Basico

23 trabalhos
24,2%

72 trabalhos
75,8%

B Categoria A W Categoria B
Fonte: O Autor

Sobre a Categoria B:

Percebe-se, nos trabalhos da Categoria B, que existem dissertacoes que nao espe-
cificam a qual nivel de ensino refere-se o objeto estudado. Algumas apresentam uma
abordagem sistematizada do conteiido matematico, composta por teoremas, demons-
tragoes e exemplos. Outros trabalhos, além de seguir essa forma sistematizada de expor
a teoria, estabelecem propostas didaticas para o ensino basico, contudo nao existe uma
ligacao entre as propostas e o Célculo. Além disso, 9 dissertagoes sao voltadas para o
Ensino Superior, com trabalhos que tratam sobre conceitos de Calculo, analise de erros
nos cursos Calculo, formas de avaliacao, propostas de ensino, utilizacao de software
para abordar contetiidos de Célculo de um modo geral.

Sobre a Categoria A:

De acordo com os dados levantados, a maior parte dos trabalhos relacionam o
Célculo com o Ensino Bésico e estao inseridos na Categoria A. Sao 72 dissertagoes que
integram essa classificacao, o equivalente a 75,79% do total. Mas por que o interesse
nesse nivel de ensino? Uma possivel justificativa para essa pergunta se deve justamente
ao fato de que o objetivo do programa esta relacionado com o proprio ensino basico.

Como dito anteriormente, o PROFMAT busca promover o aperfeicoamento pro-
fissional do discente, principalmente no que diz respeito ao dominio aprofundado de
conteido importante para a a pratica na sala de aula. Além disso, o publico alvo desse
programa de pés-graduacao é o professor de Matematica da educagao basica. A partir
dessas questoes, acreditamos que os numeros apresentados até o ano de 2019, sobre
o tema Calculo, fazem absolutamente sentido e encontram-se em consonancia com o0s
dados apresentados no relatério “PROFMAT: uma reflexao e alguns resultados”, da
Sociedade Brasileira de Matematica (2017).

De um modo geral, todas as dissertacoes que relacionam o Célculo ao Ensino Bésico
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analisadas nessa pesquisa também fornecem recursos para o professor trabalhar em
sua classe ou se aprofundar em conhecimentos que possam auxilid-lo em sua pratica.
Apesar de algumas delas apresentarem o conteiido sem exibir uma forma do professor
adapta-lo para sua turma, fixamos os olhares nas que propuseram algo a ser aplicado
dentro de sala de aula.

Ao todo, foram identificadas 49 dissertagoes que propoem algum tipo de atividade
para o Ensino Basico. Percebe-se que a maior parte delas sao destinadas ao ensino
médio. Possivelmente isso se da ao fato de que é a partir do 1° ano desse periodo
escolar que o aluno inicia um estudo mais aprofundado sobre o conteudo fungoes, que
é a base do Calculo. Além disso, fatores como a interdisciplinariedade com a Fisica
e um possivel ingresso dos alunos em cursos superiores cuja matriz curricular contém
disciplinas de Célculo também podem influenciar na opcao dos autores em trabalhar
com o conteido no ensino médio.

Dentre estes trabalhos que apresentam atividades direcionadas para o ensino, consta-
tou-se que 16 deles realizaram a experiéncia de aplica-las em grupos de alunos e 1 apli-
cou parcialmente. A maior parte apontou que as atividades foram desenvolvidas em
escolas publicas municipais, estaduais ou federais. Além disso, dois trabalhos foram
aplicados em turmas de ensino fundamental, o que possivelmente possa indicar que
existe a possibilidade de inserir o ensino de topicos de Calculo nesse nivel de ensino.

No geral, os autores que aplicaram suas atividades no ensino béasico concluiram
que as experiéncias foram exitosas e que atingiram o objetivo esperado, inclusive com
bons resultados dos alunos nas avaliagoes/atividades. Com base nessas experiéncias,
defendem a viabilidade de tratar de assuntos de Célculo nas aulas de Matematica na
escola.

Nota-se que a opiniao dos alunos também foi levada em consideracao para tal con-
clusao. Foi relatado, em muitas dissertacoes, que os alunos se mostraram motivados
e desafiados com a experiéncia de estudar conteudos de Calculo. Além disso, os alu-
nos que realizaram atividades utilizando softwares avaliaram o uso dessas ferramentas
como uma forma facilitadora de aprendizagem.

Além disso, muitos desses trabalhos sugerem uma abordagem intuitiva dos contetdos
de Calculo para as turmas da escola bésica, indo ao oposto da abordagem sistemati-
zada do conteido. Para justificar tal abordagem, certos trabalhos argumentam que
essa forma favorece o desenvolvimento do raciocinio légico do aluno e que uma forma
sistematizada, sem que o aluno perceba na pratica os conceitos, seja de Calculo ou
outro contetido, podera promover o desinteresse pelo aluno em estudar tais conceitos
e, com isso, resultados negativos dentro das aulas de Matemaética serao mais recorrentes.

Conteudos de Calculo abordados:

Em relacao aos conteidos de Célculo presentes nos trabalhos que compoem a Ca-
tegoria A, elaboramos a Tabela 3.3.

Considerando que um mesmo trabalho pode abordar mais de um contetudo, a par-
tir dos dados obtidos, percebemos que nestes trabalhos a Derivada (exclusivo ou em
conjunto com outros conteidos) é o que apresenta maior frequéncia. Ao todo sdo 58
trabalhos que abordam esse contetido, dentre os 72 que pertencem a categoria A. Isso
equivale a 80,6%. Além disso, os contetidos limite e integral vem logo em seguida com
65,3% e 40,3% dos trabalhos dessa categoria. O gréfico da Figura 3.4 favorece uma
melhor visualizacao sobre esses dados.
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Tabela 3.3: Distribuicao dos conteidos de Calculo

Contetdo Numero de trabalhos Porcentagem (%)
Limite (exclusivamente) 06 08,3
Limite e continuidade 01 01,4
Limite e derivada 11 15,3
Limite, continuidade e derivada 07 09,7
Limite e integral 02 02,8
Derivada (exclusivamente) 17 23,6
Derivada e continuidade 01 01,4
Derivada e integral 02 02,8
Integral (exclusivamente) 05 06,9
Limite, derivada e integral 15 20,8
Limite, continuidade, derivada e integral 05 06,9
Total 72 100,0

Figura 3.4: Grafico da quantidade de trabalhos pertencentes a categoria A que tratam
de cada um dos contetudos

60 58

40

Fonte: O Autor

Diante dos dados, percebemos que os 3 principais tépicos vistos nas disciplinas de
Calculo (limite, derivada e integral) aparecem nos trabalhos como possiveis de serem
inseridos no Ensino Médio.

Uma provavel hipétese para explicar a predominancia da derivada em relacao aos
demais se deve ao fato das iniimeras interseccoes desse conteido com os contetidos do
ensino basico. Por exemplo, podemos aplicar a teoria de derivada no estudo de geome-
tria analitica como no caso quando os alunos estudam a inclinacao da reta. Também
existe a possibilidade da insercao desse conteido no estudos dos graficos de fungoes
quadraticas, analisando os intervalos de crescimento e decrescimento das curvas, além
de poder determinar os vértices de fungoes desse tipo. Uma outra aplicacao pode ser
feita nas aulas de fisica onde o estudo da cinematica viabiliza essa inclusao.
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Utilizacao de software:

Um tltimo ponto observado foi uma ocorréncia significativa da utilizacao de softwa-
res voltada para o ensino de Calculo.

Dos trabalhos cujo tema esta relacionado com o ensino basico, 24 deles defendem
ou utilizam softwares como uma ferramenta auxiliar para o ensino de Calculo.

Percebe-se que a maior parte tomam o GeoGebra como principal software. No en-
tanto, dois trabalhos sugerem também a utilizacao do software WxMaxima.

Analise de similitude e nuvem de palavras com o software IRaMuTeQ:

Apés o levantamento das principais caracteristicas dos trabalhos, utilizando o soft-
ware IRaMuTeQ), investigamos as palavras-chave, resumos e conclusoes dos trabalhos
da Categoria A, a fim de levantar mais alguns detalhes a respeito destes.

Inicialmente, fizemos uma andlise de similitude das palavras-chave, conforme a Fi-
gura 3.5. Nesta andlise, 5 trabalhos nao apresentaram palavras-chave em seu corpo
textual.

Figura 3.5: Analise de similitude das palavras-chave dos trabalhos da Categoria A
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Fonte: O Autor
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Na sequéncia, foram criadas nuvens de palavras para os resumos e as conclusoes. To-
dos os trabalhos apresentaram resumo e um deles nao apresentou conclusao/consideragoes
finais.

Figura 3.6: Nuvem de palavras dos resumos dos trabalhos da Categoria A
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Figura 3.7: Nuvem de palavras das conclusoes dos trabalhos da Categoria A
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Observando as nuvens de palavras apresentadas nas Figuras 3.6 e 3.7, percebemos a
repeticao de muitos termos, como calculo, ensino, médio, aluno, trabalho, entre outras.

Nessas nuvens e na analise de similitude, é percebida a predominancia das palavras
calculo, ensino e médio em relagao as demais. Essa ocorréncia faz sentido pois, como
ja observado anteriormente, a maior parte dos trabalhos analisados na Categoria A
buscam, de alguma forma, relacionar o Célculo com o ensino bésico. E nesse caso, a
maioria é direcionada para o Ensino Médio. Nesse nivel de ensino ocorre uma maior
possibilidade de introduzir conceitos de limite, derivada e integral em relacao ao ensino
fundamental. Os contetidos presentes no curriculo dessa etapa, aliados a preparacao
dos alunos para vestibulares, concursos e ENEM, sao fatores que favorecem tal insercao.

Outras palavras também merecem uma atencao especial. Uma delas é a palavra
funcao. Verificando as figuras acima, nota-se que a palavra funcao aparece com uma
frequéncia relevante (o que implica a presenga consideravel desse termo nos textos ana-
lisados). Esse fato ocorre, possivelmente, devido a esse conceito ser o principal objeto
de estudo em um curso de Calculo. Além disso, as funcoes também sao ensinadas no
Ensino Médio, porém de uma maneira menos aprofundada mas nao menos importante.
Como os trabalhos presentes na Categoria A buscam relacionar o Célculo com ensino
bésico, conforme os pontos citados na descricao da categoria, contetidos sobre fungoes
sao o ponto de partida para conseguir esse objetivo.

A palavra derivar também tem seu destaque. Durante a criagdo das nuvens de
palavras e o grafico de andlise de similitude foi percebido que as palavras derivada
e derivadas foram contabilizadas na frequéncia de derivar. Isso ocorre devido a clas-
sificacao dessa palavra no dicionario utilizado pelo IRaMuTeQ. Nesse diciondrio nao
existe a classificacao de derivada como substantivo. Sendo assim, ela é reconhecida
como um verbo e todas as suas conjugagoes sao contabilizadas na frequéncia desse
verbo. No entanto, tal problematica nao proporcionou divergéncia nos dados obtidos
pois, de acordo com o analisado, o resultado presente na Figura 3.6 estd coerente com
o grafico da Figura 3.4, uma vez que derivada foi o conteiido com maior presenca entre
os trabalhos da Categoria A.

Exclusivamente na andlise de similitude das palavras-chave, as palavras maximo e
minimo aparecem ligadas com a palavra derivar. No caso, para determinar os pontos de
maximos e minimos de uma funcao, a derivada se faz presente como uma versatil ferra-
menta. Nesse sentido, pela Figura 3.5 percebe-se que, dentre os trabalhos que abordam
o conceito de derivada, existem aqueles que utilizam tal conceito para determinar os
pontos de maximo e minimo de fungoes.

A palavra fisico também integra essa analise de similitude. Isso acontece devido a
Categoria A apresentar alguns trabalhos que abordam a variacao de tempo e espago,
velocidade e aceleracao, voltados para o ensino bésico utilizando conceitos de Célculo.
Assim, tal andlise traz a tona a relagao que existe entre o Célculo e a Fisica, principal-
mente no que diz respeito a cinemética.

Além disso, as palavras software e GeoGebra aparecem em destaque nas Figuras
3.5, 3.6 e 3.7, justificando a presenca dos trabalhos que tratam sobre a utilizagao de
softwares para o ensino de Calculo no banco de dados dessa pesquisa.

J& em especifico nas nuvens de palavras, é possivel identificar o termo intuitivo.
Como exposto anteriormente, esse termo foi utilizado em alguns trabalhos para repre-
sentar a forma com que os conceitos de Calculo devem ser propostos na sala de aula
da escola bésica.

Diante dessa discussao, percebe-se que as Figuras 3.5, 3.6 e 3.7 produzidas no soft-
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ware IRaMuTe() corroboram com a andlise feita em relacao aos trabalhos da Categoria
A. Uma justificativa para tal afirmacao sao os varios pontos comuns encontrados entre
elas. Além disso, podemos dizer que tanto o gréafico referente a anélise de similitude,
quanto as nuvens de palavras, complementam o nosso levantamento a fim de exibir, de
uma forma visual, as principais palavras presentes nos trabalhos.

3.2.3 Resultados

A partir da andlise dos trabalhos de conclusao do PROFMAT que tratam de
Calculo, percebemos que varios autores apresentam a possibilidade de ensino de tépicos
de Célculo ja no ensino bésico. Isto nos mostra que esses discentes conseguem, de al-
guma forma, relacionar os conceitos estudados na disciplina Fundamentos de Célculo
com a sala de aula.

Acreditamos que ideias de contetidos de Célculo possam ja ser discutidas no ensino
basico. Contudo, o Ensino Médio é o periodo escolar que nos fornece maior suporte
para tal discussao.

Alguns conteuidos vistos no Ensino Médio favorecem a inser¢ao de topicos de Célculo,
como por exemplo o estudo de fungoes. De acordo com a BNCC, a teoria de fungoes
dos tipos afim, quadraticas, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas devem ser
abordadas nesse nivel de ensino.

Um caso particular é o das fungoes afim. A partir do estudo das taxas médias
e instantaneas de variagao, conceitos normalmente aprendidos em uma disciplina de
Calculo, é possivel abordar propriedades relacionadas a esse tipo de funcao como a
inclinacao, crescimento e decrescimento.

Temos também as fungoes quadréticas, fungoes do tipo f(x) = az? + bx + ¢ (1),
com a,b,c € Rea# 0. Os conceitos como pontos de maximo ou de minimo, intervalos
de crescimento e decrescimento, analise de gréficos e concavidade, que geralmente sao
estudados na escola basica e que possuem diversos resultados e teoremas relacionados
a esses topicos como os testes de crescimento e concavidade, os testes da primeira e
segunda derivada, teorema de Weierstrass, abrem um leque de possibilidades de ensinar
principalmente a teoria de derivada no ensino bésico.

Outro exemplo sao as fungoes logaritmicas e exponenciais. E interessante o estudo
da teoria de limite neste tipo de funcao, principalmente quando associado aos estudo
dos graficos.

Além disso, o estudo de integral em diversas funcoes possibilita o estudo de areas
de regioes delimitadas no plano.

O contetido cinematica, presente na disciplina de Fisica, no 1° ano do ensino médio,
¢ uma outra possibilidade de insercao dos conceitos de limite, derivada e integral. O
estudo do Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV), por exemplo, pode
favorecer tal insercao, tendo em vista que a funcao que determina a posicao de um
corpo que se move em regime uniformemente acelerado é justamente do mesmo tipo da
equagao (1). A partir dessas circunstancias, o professor de Matemadtica, em conjunto
com o de Fisica, podem trabalhar em conjunto de forma interdisciplinar.

Essas ideias podem ser introduzidas por meio de projetos extra-classes, como por
exemplo através de grupos de estudo, minicursos ou aplicacoes de sequéncias didaticas.
O préprio professor pode desenvolver tais projetos e dar oportunidade a alunos que
tiverem o interesse em participar.

A utilizagao de softwares para o ensino de tais conceitos é uma ferramenta interes-
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sante, principalmente quando relacionada ao ensino de Célculo. Concordamos com a
visao apresentada pelos trabalhos analisados e acreditamos que estes podem favorecer
a visualizacao do aluno sobre certos conceitos, colaborando com a aprendizagem do
mesmo. Contudo, dentre todos os trabalhos do PROFMAT que associam o ensino de
Caélculo a utilizacao de softwares, cabe ressaltar que foram apresentados dois tipos de
softwares apenas (GeoGebra e WxMaxima). Nesse sentido, nos questionamos: existem
outros softwares que possam auxiliar no ensino de Calculo? Como esses podem exercer
tal funcao? Talvez sim. Contudo ha necessidade de novos trabalhos para responder
essas questoes.

Nao podemos deixar de mencionar, a existéncia de produtos educacionais, como
sequencias didaticas, materiais de ensino, propostas de atividades dentre outros mate-
riais, nos trabalhos aqui analisados. Estes objetos de ensino, produzidos pelos alunos
do programa, constituem um vasto repertério que podem ser levados e aplicados dentro
de sala de aula.

Sendo assim, consideramos que o PROFMAT é um programa que vai além de apenas
aprofundar o conhecimento em Matematica do professor. Ele possibilita a criagao de
um banco de dados de materiais relevantes e de livre acesso para todos os professores
de Matematica, viabilizando a aplicacao dos mesmos dentro de suas aulas.



4 Calculo Diferencial e Integral
para alunos do Ensino Médio

Levando em consideracao argumentos apresentados por diversos autores, presentes
no Capitulo 2, bem como argumentos presentes em dissertacoes de alunos do PROF-
MAT, como retratado no Capitulo 3, percebemos a possibilidade de introducao de
contetidos de Célculo no tltimo nivel do ensino bésico.

Nesse sentido, apresentamos, neste capitulo, propostas de sequéncias didaticas que
contemplam tépicos de Calculo Diferencial e Integral voltadas para alunos do Ensino
Médio.

A ideia é que essas sequéncias didaticas (em sua totalidade ou parcialmente) possam
ser utilizadas para compor um projeto de ensino, coordenado pelo professor regente que
se interessar, de modo a ser desenvolvido em um horario extra-turno ao horario de aula
dos alunos.

Cabe ressaltar que, apesar de percebemos a importancia do Célculo e a possibilidade
de introducao de topicos no Ensino Médio, nao apresentamos aqui uma proposta de
insercao direta desses conteuidos na matriz curricular de Matematica do Ensino Médio,
pois qualquer intervencao direta na estrutura curricular da escola béasica envolve diver-
sos e complexos fatores e requer cuidadosa analise e discussao de especialistas da area
educacional.

Acreditamos que um projeto de ensino composto pelas sequéncia didaticas aqui
propostas pode ser muito interessante se direcionado a alunos do Ensino Médio que
possuem interesse em cursar graduagao na area de Ciéncias Exatas ou outro curso que
contém a disciplina Calculo Diferencial e Integral em sua matriz curricular.

4.1 O Calculo e o Ensino Médio

Calculo e Ensino Médio - substantivos que representam elementos distintos mas que
a relagao entre os dois ja foi mais proximas do que se imagina.

No passado, contetiidos presentes nas conhecidas disciplinas de Célculo da graduagao
ja fizeram parte do curriculo do Ensino Médio no Brasil em dois momentos.

O primeiro deles aconteceu exclusivamente no Colégio Pedro II. Conforme Carvalho
(1996, apud ORFALI, 2017), apés a reforma Benjamin Constant ocorrida no ano de
1890, o tema “Nocoes de Célculo Diferencial e Integral”foi proposto para o 4° ano do
Ginésio Nacional do Colégio Pedro II. Os contetidos abordados no programa referente
ao tema se assemelhavam ao de um curso de Célculo da graduagao.

38
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Figura 4.1: Quadro apresentado em Orfali (2017) que exibe parte do contetido estudado
no 4° ano do Ginasio Nacional em 1885

Calculo infinitesimal
53. Da variavel e da fungdo 67. Teoria dos diametros nas curvas planas.
54. Dos infinitamente pequenos. Limite. Objeto e divisdo do
calculo infinitesimal.

68. Pontos singulares.

= P 69. Nogbes sobre contato, osculagdo e curvatura das linhas
55. Derivadas e diferenciais. Interpretacdo geométrica. ¢ ¢

planas.
56. Derivadas e diferenciais das funcdes explicitas. 70. Principios fundamentais de integracao.
57. Derivadas e diferenciais das funcdes implicitas. 71. Métodos de integracdo.
58. Derivadas e diferenciais sucessivas. 72. Integracao das fracdes racionais.
59. Desenvolvimento das fungdes em séries. 73. Integracdo das fungdes irracionais.
60. Férmula de Taylor. Série de MacLaurin; aplicagdes. 74. Integracao de algumas fungdes circulares.

61. Aplicagbes das expressdes aparentemente

X . 75. Integracdo das funcdes exponenciais e logaritmas.
indeterminadas. grag ¢ p g

62. Teoria dos maximos e minimos. 76. Integracao definida.

63. Teoria das tangentes. Normais. 77. Quadratura das curvas planas.

64. Teoria das assintotas. 78. Retificagdo das curvas planas.

65. Convexidade e concavidade das curvas. 79. Estudo minucioso de uma ou mais curvas planas, a

escolha do professor, aplicando os recursos de analise

66. Teoria dos centros nas curvas planas. .
estudados durante o ano letivo.

Fonte: CARVALHO (1996, apud ORFALI, 2017,p. 19)

Essa decisao de abordar tépicos de Célculo no programa de ensino do Colégio Pedro
IT vigorou entre os anos de 1891 a 1900. Apds o periodo, apenas no ano de 1931, através
da reforma Campos, o Calculo voltou a ser inserido no curriculo escolar, agora como
Calculo Infinitesimal. (SPINA, 2020, p. 61)

Em 1942, ocorreu a reforma Capanema, realizada pelo entao ministro Gustavo
Capanema. Nessa reforma, o ensino secundario foi dividido em 2 ciclos, denominados
ginasial e colegial. O segundo ciclo era subdividido em duas modalidades, o curso
classico e o curso cientifico. Apesar de ambos visar a preparacao para o ensino superior,
o curso classico oferecia maior énfase na area de humanas, enquanto o curso cientifico
era direcionado para a area das ciéncias exatas e naturais. E justamente no programa
do curso cientifico que conteidos de Calculo se faziam presentes.

Figura 4.2: Quadro apresentado em Orfali (2017) que exibe parte do programa apro-

vado pela reforma Capanema
Programa de Matematica do Curso Cientifico

12 série 32 série
Algebra Algebra
Unidade IV = Os polindmios (...) Unidade Il - FungBes

2. Nogdo de varidvel e de fungdo; variacdo do trindmio do
segundo grau; representagdo grafica.
3. Nogdes elementares sobre continuidade e sobre maximos

1. Nogdo de fungdo de varidvel real.

2. Representagdo cartesiana.

e minimos.
L. 3. Continuidade; pontos de descontinuidade;
22 série L x )
descontinuidades de uma funcdo racional.
Algebra Unidade IIl - Derivadas
Unidade | — A fun¢do exponencial (...) 1. Definigdo; interpretagdo geométrica e cinematica.
2. Nogdo de funcdo exponencial e de sua funcdo inversa. 2. Calculo das derivadas.

3. Derivagdo das fungBes elementares.
4. Aplicacdo a determinagdo dos maximos e minimos e ao
estudo da variagdo de algumas fungdes simples.

Fonte: CARVALHO (1996, apud ORFALI, 2017, p.19)
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Apos essa reforma, percebe-se a ocorréncia de uma sintetizagao no curriculo de Ma-
teméatica do ensino secundario. Comparando as Figuras 4.1 e 4.2 tal fato é evidenciado,
uma vez que o programa do curso cientifico é significativamente mais “enxuto”em com-
paragao ao programa proposto pela reforma Campos.

A insercao do Caélculo na reforma Campos, quanto sua prevaléncia na reforma
de Capanema, tem como grande responsavel a pessoa de Euclides Roxo. Formado
em Engenharia pela Escola Politécnica do Rio de Janeiro, Euclides Roxo foi diretor
do Colégio Pedro II entre 1925 e 1935 e diretor do Ensino Secunddario no Ministério
da Educagao e Satude em 1937. De acordo com Orfali (2017), Roxo defendia que o
ensino de Matemadtica deveria se moldar em torno do conceito de funcao. A partir
dessa concepcao, o Célculo garantia um patamar privilegiado nos curriculos do ensino
secundario.

Durante quase 30 anos consecutivos fazendo parte da Matematica das escolas no
pais, o Calculo sai de cena em 1961, ano em que foi estabelecida a Lei de Diretrizes e
Bases (LDB). Carvalho (1996) evidencia essa questao em sua fala

A partir de 1961, o ensino de matematica sofre modificacbes devidas em
parte & descentralizacdo permitida pela Lei de Diretrizes e Bases. Com isso,
desaparece o ensino de cédlculo na escola secundaria, salvo em algumas escolas
isoladas, situagdo que perdura até hoje. (CARVALHO, 1996, p. 78, apud
ORFALI 2017, p. 21)

Avila (1991) faz uma critica com relagao a tais mudangas, no sentido de que alguns
contetudos considerados importantes pelo autor deram lugar a novos conteudos acom-
panhados de um rigor e formalismo desnecessario para o ambiente da sala de aula.
O que poderia ser trabalhado de forma intuitiva ficou para tras, como por exemplo
contetidos de Caélculo.

. no final dos anos 50 e comego dos anos 60, houve uma mudanca signi-
ficativa no ensino da Matemdtica no Brasil (em consequéncia do que entdo
acontecia no exterior, diga-se de passagem). O nome do movimento era
Matematica Moderna, pois, como propalavam seus defensores, era preciso
modernizar esse ensino. A tonica dessa modernizagao foi uma énfase exces-
siva no rigor e no formalismo das apresentacdes, a custa, inclusive, de retirar
dos antigos programas tépicos importantes no ensino, como a Geometria e o

Célculo. (AVILA, 1991, p. 1)

Promulgada a LDB, o ensino de contetidos de Calculo comecou a desaparecer nas
escolas gradativamente, iniciando nas ptblicas e depois nas privadas.

Orfali (2017) esclarece que, apés a exclusao do Célculo do curriculo escolar, alguns
concursos vestibulares continuaram contemplando tépicos dessa area em suas provas
até a década de 1990. Como muitas escolas privadas sao pressionadas e buscam in-
cessantemente ensinar contetidos abordados nos principais vestibulares das instituicoes
de ensino superior, enquanto as publicas buscam seguir os documentos norteadores
propostos pelos 6rgaos publicos, faz sentido a premissa.

Atualmente, existe uma quantidade relevante de trabalhos que discutem o Calculo
no Ensino Médio, inclusive em dissertagoes de alunos do PROFMAT. Através da analise
dos trabalhos de conclusao do programa de mestrado, realizada no Capitulo 3, verifi-
camos que muitas dissertacoes buscam alternativas para introduzir contetidos relativos
a esse tema na sala de aula da escola bésica e constatamos diferentes possibilidades
insercao destes tépicos no Ensino Médio.
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Contudo, quando se fala somente em insercao de conteidos no curriculo do Ensino
Médio, questionamentos e argumentos surgem em sequéncia relatando que o curriculo
de Matematica que ja é alongado, que nao existe tempo habil para trabalhar mais
conteudos, etc. Agora, quando se fala em insercao de Calculo no curriculo do Ensino
Médio, esses argumentos se intensificam. Orfali (2017) relata essa visao.

Se o contetido a ser incluido é o Célculo, as reacbes tendem a ser ainda
mais fortes, devido & identificagdo automdtica que se faz com as ultimas
experiéncias ligadas ao ensino de Calculo nas escolas de Ensino Médio do

Brasil. (ORFALI, 2017, p. 60)

As ultimas experiéncias que o autor cita no trecho estao relacionadas, principal-
mente, a forma como o conteiido de Calculo era abordado nos materiais propostos.
Muitas vezes, conteidos como limites, derivadas e integrais se apresentavam de forma
desvinculada ao outros conteiudos como funcgoes, sequéncias e Geometria Analitica, o
que reforca que o Célculo é uma disciplina isolada e que nao favorece o entendimento
de outros conceitos matematicos.

Para exemplificar essa visao de Orfali (2017), na tese de Spina (2002) sado apresen-
tadas algumas partes do livro Curso de Matematica (1964) de Manuel Jairo Bezerra,
exemplar que era opgao para o primeiro, segundo e terceiro anos do curso cientifico.
Spina (2002) chama a atencao justamente para a critica de Orfali (2017). De acordo
com a autora, os conteudos presentes nesse livro se apresentam por meio de uma “ a-
bordagem rigorosa, linear e formal dos contetidos, assim como a total desarticulacao
destes com os demais conteidos.”

No entanto, mesmo diante desses embates, é necessario refletir sobre as palavras de
Avila (1991):

Descartar o Céalculo no ensino é grave, porque deixa de lado uma componente
significativa e certamente a mais relevante da Matemd&tica para a formagao

do aluno num contexto de ensino moderno e atual. (Avila, 1991, p. 1)

Descartar o Calculo do ensino para alunos do Ensino Médio seria uma atitude
equivocada se levarmos em consideracao os pontos que o ensino de conteidos relativos
a esse tema podem agregar no aprendizado desses alunos. Tais pontos estao associados
ao carater integrador que os conceitos de Célculo possuem, como exemplo:

e O Célculo possibilita a interdisciplinariedade com outras areas do conhecimento
como a Fisica e Quimica, conteidos presentes no curriculo escolar;

e Conteudos matematicos estudados na educagao basica podem ser trabalhados em
conjunto com o Calculo, como o estudo de fungoes e Geometria Analitica;

e O Célculo favorece a resolugao de problemas e situacoes do cotidiano que podem
ser modeladas e resolvidas por meio dos conceitos aprendidos.

Rezende (2003) j& destacava esse carater integrador do Célculo. Orfali (2017), por
sua vez, destaca parcialmente os pontos citados acima e ainda comenta a importancia
do estudo de Calculo na construgao do pensamento cientifico.
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Nesse sentido, voltamos a falar do Célculo, ressaltando agora o seu carater
integrador, que pode se revelar na interacdo com outras disciplinas como a
Fisica e a Quimica ou dentro do préprio programa de Matematica. Ao longo
deste trabalho, destacamos o papel histérico do Céalculo na construgao do pen-
samento cientifico, quando ele se tornou uma linguagem praticamente univer-
sal dentro das ciéncias exatas. Também mostramos como suas raizes estao
ligadas a diversas ideias fundamentais da matema&tica, como aproximacao,
variagdo e medida, que permeiam quase todo o curriculo da escola bésica.

(ORFALL 2017, p. 194)

H4 ainda um pensamento de Avila (1991) sobre as possibilidades do aprendizado de
Calculo para um aluno do Ensino Médio. Ele realca, principalmente, o papel integrador
do sujeito a sociedade que esse assunto pode contribuir. Em sua fala, o autor é bem
sucinto em sua argumentacao em defesa da abordagem do Caélculo para alunos do
Ensino Médio.

O Célculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o aluno
de 2° grau encontra nas outras coisas que aprende em Aritmética, Algebra,
Geometria, Trigonometria e Geometria Analitica. Nao apenas novas, mas
ideias que tém grande relevancia numa variedade de aplicacGes cientificas
no mundo moderno. Ora, o objetivo principal do ensino nao é outro sendo
preparar o jovem para se integrar mais adequadamente a sociedade. Nao
se visa, com o ensino da Matemadtica no 2° grau, formar especialistas no
assunto. Ensina-se Matemadtica porque esta é uma disciplina que faz parte
significativa da experiéncia humana ao longo dos séculos, porque ela continua
sendo hoje, com intensidade ainda maior do que no passado, um instrumento

eficaz e indispensavel para os outros ramos do conhecimento. (Avila7 1991,

p- 1)

Relacionando o fato de que o ensino de conteidos de Calculo pode contribuir na
formacao do aluno do Ensino Médio com a viabilidade do ensino desses conceitos nesse
nivel de ensino, ficamos intrigados em como levar esses conceitos para sala de aula.
Ap6s um periodo refletindo, pensamos em uma proposta voltada para alunos do Ensino
Médio e que contempla tais contribuicoes. E o que apresentaremos a seguir.

4.2 A proposta

Na secao anterior, exibimos algumas das possiveis contribuicoes que o ensino de
topicos de Célculo pode oferecer na formacao de alunos do Ensino Médio.

Considerando que tais contribuicoes reforcam o carater integrador do Calculo e
que podem influenciar na evolugao do pensamento cientifico e critico do aluno, além de
favorecer o desenvolvimento do raciocinio légico-matematico, elaboramos uma proposta
de ensino de tépicos de Calculo Diferencial e Integral, destinada a professores que
desejam ensinar tais conceitos a alunos do Ensino Médio.

Tal proposta é composta por dois materiais: um material de apoio ao professor e
um conjunto de sequéncias didéticas.

De um modo geral, nosso intuito, em relacao a esses materiais, é, também, oferecer
ao professor uma oportunidade de favorecer o acesso dos estudantes do Ensino Médio
a esses conteidos, tendo em vista que, em geral, os alunos se formam nesse nivel de
ensino sem nunca terem ouvido falar sobre limite, derivada e integral. Caso o ensino
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de tais conceitos ocorram de forma efetiva, acreditamos que a proposta pode colaborar
positivamente para o futuro desses jovens, principalmente daqueles que ingressarao em
cursos onde tais assuntos estao presentes.

O material de apoio ao professor é composto por conteidos tedricos, definicoes e
exemplos sobre os conceitos de limite, integral e derivada. Seu principal objetivo é
proporcionar ao professor uma fonte de pesquisa sobre esses assuntos e um material
suporte ao professor quando estiver aplicando as sequéncias didaticas.

Ja o conjunto de sequéncias didaticas também se referem aos conteidos de limite,
derivada e integral. Buscamos abordar tais tépicos de maneira intuitiva, priorizando
as ideias fundamentais de cada conceito, de modo que os procedimentos e as férmulas
sirvam apenas como suporte para que os alunos possam compreender essas ideias.

Além disso, o rigor e o formalismo mateméatico dao lugar, em nossa proposta, a
experimentagao e a visualizacao. Por se tratar do primeiro contato do aluno com esses
assuntos, a cobranca excessiva de rigorosidade e formalizacao dos conceitos trabalhados
pode prejudicar o interesse e entendimento dos alunos acerca dos conteidos abordados.

Considerando que a tecnologia pode favorecer o aprendizado de conceitos ma-
tematicos, criamos atividades com o uso do software de geometria dinamica GeoGebra
na maior parte dos modulos das sequéncias didaticas. Tais atividades proporcionam
ao aluno a experimentacao, tendo em vista que o mesmo deverd mover os controles
deslizantes ou inserir o valor numérico no campo solicitado, além da visualizacao, que
é promovida pelo movimento dinamico dos gréficos.

Conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento que regula-
menta as aprendizagens essenciais que os alunos devem desenvolver durante a Educacao
Baésica, as tecnologias podem ser grandes aliadas ao professor no sentido de favorecer
a aprendizagem dos estudantes.

Cabe ainda destacar que o uso de tecnologias possibilita aos estudantes alter-
nativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens que reforgam
a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar

a validade de raciocinios e construir argumentagoes. (BRASIL, 2018, p. 536)

Estudos como o de Barufi (1999) e Oliveira (2012) relatam um grande indice de
reprovacao em Calculo nos cursos de graduacao, que podem derivar de diversos fatores,
nao se restringindo somente a dificuldade dos alunos com os conceitos aprendidos em
Calculo. Conforme destaca Paulin e Ribeiro (2019), a dificuldade com a Matemaética
aprendida na Educacgao Bésica pode ser um desses fatores, pois refletem no desempenho
dos estudantes.

Diante do cenario apresentado, a proposta representa uma oportunidade de tra-
balhar implicitamente conceitos bésicos de Matematica, como por exemplo a ideia
de funcao e fundamentos de Geometria Analitica, a fim de reforcar o conhecimento
dos alunos a cerca desses conceitos. Além disso, esta proposta pode representar uma
“ponte”entre a escola e a universidade para os alunos que pretendem cursar graduagoes
onde o Célculo se faz presente, uma vez que, através dela, os alunos poderao ter um
primeiro contato com conceitos intrinsecos a disciplina. Assim sendo, acreditamos que
esse primeiro contato com as ideias basicas de limites, derivadas e integrais contribua
na aprendizagem de Calculo no ensino superior.

Para finalizar, destacamos, também, que o objetivo para sugerir tal proposta nao
estd relacionado a uma mudanca do curriculo atual trabalhado nas escolas. Sabemos
que qualquer mudancga no curriculo do Ensino Médio, principalmente a insercao de
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contetidos de Calculo, exige um arduo processo de reflexao e pesquisa. Trabalhos ci-
entificos devem ser produzidos para demonstrar os 6nus e bonus sobre tais alteracoes
e, assim, expor as justificativas para insercao ou nao do conteido no curriculo. Entre-
tanto, oferecemos, nesta proposta, alternativas para trabalhar conceitos de Célculo em
paralelo ao curriculo do Ensino Médio, ou seja, sem que ocorra alteracoes no programa
de Matematica. Nesse sentido, sugerimos ao professor, que se interesse em utilizar as
sequéncias didaticas aqui presentes, a criacao de um projeto de ensino. Tal projeto po-
deria ser desenvolvido em horario extra-turno, com alunos que tivessem o real interesse
em estudar topicos relacionados ao Calculo.

4.3 Material de apoio ao professor

Para o ensino dos topicos de Calculo aos alunos de Ensino Médio, acreditamos que
é relevante o professor usufruir de um material que possibilite-o relembrar os principais
conceitos dessa disciplina abordados nas sequéncias didaticas propostas nesse trabalho.
Nesse sentido, essa secao ¢ destinada a apresentacao desse material de apoio ao docente.

O objetivo principal desse material é proporcionar ao professor uma fonte de pes-
quisa sobre os trés dos principais conceitos vistos em disciplinas de Calculo: limites,
derivadas e integrais. Procuramos abordar tais contetdos de forma intuitiva, nao apro-
fundando nas proposicoes, teoremas e provas, mas buscando aprofundar discussoes nos
exemplos e generalizagoes e tornando o material mais acessivel.

Os conteidos e os tépicos abordados nesse material de apoio estao presentes na
Tabela 4.1:

Tabela 4.1: Contetidos e tépicos abordados no material de apoio ao professor

Conteido Tépicos abordados

Nocao de limite
Limite Limites laterais
Propriedades de limites

Derivada Inclinacao da reta e taxa de média de variacao
Taxa instatanea de variacao e reta tangente
A derivada e suas propriedades

Integral O conceito de integral e o calculo de areas

As figuras presentes neste material merecem destaque pois elas dao suporte para
um entendimento visual e geométrico destes conceitos. Além disso, todas as fungoes
tratadas neste capitulo sao funcoes reais de uma variavel real, ou seja, fungoes de R
em R.
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4.3.1 Limites

Nocao de limite

Infinity Q60 S Barracuda é um carro presente no jogo Need for Speed Payback. Ob-
servando suas estatisticas percebemos que a velocidade maxima, ou seja, a velocidade
limite atingida por esse carro é 282 km/h.

Figura 4.3: Infinity Q60 S Barracuda
LOJA DE CARROS DE SPEEDCROSS 23 @ w7114 w50

SPEEDX > ,
| NV| 206 'I’N“F”!NITI I e PRECO DO VEICULO

200 o A ARL
CAVALOS
VELOCIDADE MAXIMA
0-100 KM/H
1/4 DE MILHA
CAPACIDADE DO NITRO
POTENCIA DO NITRO
TEMPO NO AR
ATERRISSAGEM
POTENCIA DE FRENAGEM
RESPOSTADE FRENAGEM

Fonte: https://www.sharkiando.com /blog/need-for-speed-payback-pacote-de-
expansao-speedcross

A palavra limite, utilizada neste contexto para caracterizar a velocidade maxima,
refere-se a ideia da existéncia de um valor que pode ser alcancado, mas jamais ultra-
passado. Ha outras situacoes do cotidiano em que a palavra limite é aplicada, como
por exemplo, a idade limite minima para uma pessoa conseguir a habilitacao ¢ 18 anos.
Para calibrar um pneu, existe um limite maximo de libras, uma vez que, se ultrapassar
essa quantidade, ele pode estourar.

No contexto da Matematica, os limites de fungoes sao de extrema relevancia no
estudo do Calculo Diferencial e Integral. Mas afinal, o que é o limite de uma fungao?
O seguinte exemplo mostra a ideia intuitiva desse conceito.

Exemplo 1: Considere a funcao f : R — R, em que a lei de formacao é f(x) =
222 — 2 + 1. Considere, também, os seguintes valores de x, préximos de 1:

Menores que 1:

-1 0 0,5 0,7 0,9 0,99 0,999
Maiores que 1:

3 2 1,5 1,3 1,1 1,01 1,001

Observe que em ambos os casos considerados, os valores de x se aproximam de 1;
nesse caso, dizemos que os valores maiores que 1 se aproximam do 1 pela direita e os
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valores menores que 1 se aproximam do 1 pela esquerda. Nesse sentido, calculando os
respectivos valores de f(x), para cada valor de  dado, temos que:

Tabela 4.2: Valores de f(x) = 22% — x + 1 quando x se aproxima de 1 pela esquerda
x se aproxima de 1 pela esquerda

7

x -1 0 05 07 09 099 0999
fix) 4 1 1 128 172 19702 1997002

Tabela 4.3: Valores de f(z) = 22°> — 2 + 1 quando z se aproxima de 1 pela direita
x se aproxima de 1 pela direita

x 1,001 100 1,1 13 15 2 3
f(x) 2,003002 2,0302 232 308 4 7 16

A partir das Tabelas 4.2 e 4.3, pode ser observado que a medida que = se encontra
mais préximo de 1, os valores de f(z) correspondentes tendem a 2.

Tal fato evidenciado nas tabelas também pode ser percebido geometricamente no
grafico da Figura 4.4.

Figura 4.4: Grafico da fungao f(z) =22* —x +1

tende a 2

l O valor de f(x)

y=22>—z+1

A medidaque x
se aproximade 1 :

]
— >l — X

Fonte: O Autor

O valor da fungao f(x) se aproxima de 2, quando = se aproxima de 1 tanto pela
direita quanto pela esquerda, como indicado nas setas vermelhas. Quando isso ocorre,
dizemos que o limite da funcao f(z) = 222 — x + 1 quando x tende a 1 ¢ igual a 2 e
simbolizamos da seguinte forma:

lim(22* — 2+ 1) = 2.
z—1
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De uma forma geral, o limite de uma funcao ¢ definido da seguinte forma:

Definigao 4.3.1. (Stewart, 2013, p. 81) Suponha que y = f(z) é uma funcao definida
para x préximo ao numero a (isso significa que f estd definida em algum intervalo
aberto que contenha a, exceto possivelmente no préprio a.) Entao, escrevemos

lim f(z) =L

r—a
e dizemos “o limite de f(z), quando = tende a a, é igual a L” se pudermos tornar os
valores de f(z) arbitrariamente proximos de L (tao préximos de L quanto quisermos),

tornando z suficientemente préximo de a (por ambos os lados de a), mas nao igual a
a.

Limites laterais

Voltemos ao Exemplo 1, onde concluimos que:

lim(22% —z + 1) = 2.
z—1
Para obter tal conclusao, inicialmente consideramos valores de x se aproximando
de 1 pela esquerda, ou seja, por valores menores do que 1. Nesse sentido, construimos
e completamos a tabela abaixo:

Tabela 4.4: Valores de f(z) = 22%> — z + 1 quando x se aproxima de 1 pela esquerda
x se aproxima de 1 pela esquerda

x -1 0 05 07 09 099 0999
fix) 4 1 1 128 1,72 19702 1,997002

A partir da Tabela 4.4, é possivel observar que, a medida que x se aproxima de 1
por valores menores que 1, os valores de f(x) se aproximam de 2. Podemos expressar
a ideia abordada acima com simbolos matematicos da seguinte forma:

lim f(x)=2.
z—1—
Nesse caso, dizemos que o limite de f(z) quando x se aproxima de 1 pela esquerda
¢ igual a 2.
No referido exemplo, também consideramos os valores de x se aproximando de 1
pela direita, obtendo a seguinte tabela:

Tabela 4.5: Valores de f(z)f(z) = 22> — 2 + 1 quando x se aproxima de 1 pela direita
x se aproxima de 1 pela direita

x 1,001 100 1,1 13 15 2 3
f(x) 2,003002 2,0302 2,32 308 4 7 16

De modo andlogo, percebemos através da Tabela 4.5 que os valores de f(z) aproxi-
mam de 2 a medida que x fica mais proximo de 1 pela direita. Nessa situacao, dizemos
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que o limite de f(z) quando x se aproxima de 1 pela direita é igual a 2. Denotamos
esse limite da seguinte forma:
lim f(z) =2.

z—1t

De uma forma geral, considere @ um ntimero real e f uma func¢ao. Definimos como
limite lateral de f(z) quando x tende a a pela esquerda, o nimero real (representado
por L) para o qual os valores da funcao f(z) se aproximam a medida que z tende a,
por valores menores que a e denotamos:

lim f(z)= L.
Tr—a~
De forma andloga, definimos como limite lateral de f(z) quando z tende a a pela
direita, o nimero real (representado por L) para o qual os valores da fungao f(z) se
aproximam a medida x tende a a, por valores maiores que a e denotamos:

lim f(z) = L.
z—a™t
Observe que, no Exemplo 1, os limites laterais sao iguais e coincidem com o valor
do limite da funcao. Essa é uma condigao de existéncia do limite de funcoes. Para
que o limite de uma funcao exista, os limites laterais devem ser iguais. Além disso,
se lim, .- f(z) = lim,_,,+ f(x) = L, entao lim,_,, f(z) = L. Caso contrario, dizemos
que o limite da fungao nao existe.

Exemplo 2: Considere a funcao f : R — R definida por:

f(x>_{x—1,sex21

5,sex <1

Vamos analisar o que acontece com f(z) quando consideramos valores de x cada
vez mais préoximos de 1.

Vamos considerar alguns valores de = se aproximando do 1 pela esquerda e calcular
os valores de f(x).

Tabela 4.6: Valores de f(x) quando z se aproxima de 1 pela esquerda
x se aproxima de 1 por valores menores que 1

x -1 0 05 07 09 099 0,999
fx) 5 55 5 5 5 5

Note que, nesse caso, a medida que = se aproxima de 1, os valores de f(z) se
aproximam 5, pois a fungao é constante igual a 5 no intervalo | — oo, 1[. Utilizando o
conceito de limites laterais podemos expressar essa ideia com simbolos mateméaticos da
seguinte forma:

lim f(x)=5.

z—1-

Por outro lado, podemos calcular o limite de f(z) quando z se aproxima de 1 por
valores maiores que 1.
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Tabela 4.7: Valores de f(x) quando z se aproxima de 1 pela direita
x se aproxima de 1 por valores maiores que 1

x 1,001 101 1,1 13 15 2 3
f(x) 0,001 0,01 0,1 03 05 1 2

Temos aqui que f(z) tende a 0, quando z fica préximo de 1 pela direita. Sendo
assim,

lim f(x)=0.

z—1t

Contudo,
lim f(x) # lim f(z).
z—1~ z—1+
Logo, podemos concluir que nao existe lim,_,; f(x).
Podemos observar esse fato geometricamente conforme a Figura 4.5. Através do

grafico, percebe-se a existéncia de um salto no grafico da funcao exatamente no ponto
r=1.

Figura 4.5: Grafico da funcao f dada por f(x) = 5 para valoresde z < 1, e f(z) = z—1,
sex > 1

Ql¢—

0|—>le—

Fonte: O Autor

Exemplo 3: Considere a funcao f : R — R definida por:

fa) = {xQ, sex >0

x,sex <0
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Vamos analisar o que acontece com f(z) quando consideramos valores de z cada vez
mais proximos de 1.

Inicialmente, consideremos valores de z que se aproximam de 0 e sao menores que
0. Vamos calcular os valores de f(z) para cada valor de z considerado.

Tabela 4.8: Valores de f(x) quando z se aproxima de 0 pela esquerda
x se aproxima de 0 pela esquerda

x -2 -1 -05 -0, -0,01 -0,001 -0,0001
f(x) -2 -1 -05 -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001

A partir da Tabela 4.8 percebe-se que a medida que x se aproxima de 0 pela es-
querda, os valores de f(x) também se aproximam de 0. Nesse sentido temos que
limz—>0* f(l') = 0.

Por outro lado, considerando valores de x que se aproximam de 0 e sao maiores que
0, temos que:

Tabela 4.9: Valores de f(x) quando z se aproxima de 0 pela direita
X se aproxima de 1 pela direita

x  0,0001 0,001 0,01 0,1 05 1 2
f(x) 0,00000001 0,000001 0,0001 0,01 025 1 4

Observando a Tabela 4.9, percebe-se que a medida que = se aproxima de 0 pela
direita, os valores de f(x) tendem a 0. Nesse caso lim, ,o+ f(x) = 0.
Como lim, - f(z) = lim, o+ f(x) = 0, entdo lim,_,, f(x) = 0.

Figura 4.6: Grafico da fungao f dada por f(z) = 2% sex >0, e f(x) =z, se x < 0

2

Fonte: O Autor
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o1

Propriedades dos limites

Consideremos ¢ e a constantes reais e as funcoes f,g

: R — R, cujos limites

lim, . f(x) e lim,_,, g(z) existam. Entao, valem as seguintes propriedades:

1. lim, ,,c=c

2. lim, ,,c- f(x

) =c-lim,_,, f(x)

3. lim, o[ f(x) + g(2)] = limy_, f(x) + lim,_,, g(2)

lim,_,, [f x

g( )] = lim,,, f(flf) -

g(x)] = lim,_,, f(z) - lim,_,, g(x)

lim,_,, g (517)

6. lim,_,,

()
(2) -
5. limy ()
(2)
()
()

f(x fimy g f( ) se lim T
g(z)  lim, . g(z)’ fimz—sa g(z) # 0
[hmm—m f( )]

7. lim, . [f(2)]" =

, sendo n um inteiro positivo qualquer.

Exemplo 4: Sabendo que lim,_,3 2 = 3, determine os limites abaixo:

Solucao:

(a)

: 3
25

lim
r—3

(lim(z))?

r—3

27.

(3x —5) lim(3z) — lim 5

r—3 r—3
lim 3z — 5
r—3

3limz —5

z—3

3:-3—95
4.

(Propriedade 7)

(Propriedade 4)

(Propriedade 1)

(Propriedade 2)
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(c)

lim(72* — 6 +11) = lim(7z%) — lim(62) + lim 11 (Propriedades 3 e 4)
T3 T—3 T—3 T—3
= 7lim(z?) — 6 lim(z) + 11 (Propriedades 1 e 2)
z—3 —3
= 7(lin:1))(x))2 —-6-3+11 (Propriedade 7)
T—
= 7-3-18+11
= 56.
(d)
91615%(&: +4)(x—1) = EIEILI;(I))(SL’ +4)- glclig(:c -1) (Propriedade 5)
= (zg%a: + }g% 4) - (glglir{lﬂl‘ — }:12% 1) (Propriedades 3, 4 e 1)
B3+4)(3-1)
14.
(e)
. 12 hmx%i‘}(l’?) .
il{)rzl; (;) = m (Proprledade 6)
(lim,5(2)) :
= = Propriedade 7
(Tim, (7))? (Prop )
32
s
1
3

O préximo exemplo ressalta uma propriedade muito 1til no calculo de limites em
fungoes polinomiais.

Exemplo 5: Considere f(z) = 72? — 6z + 11. No item (c¢) do Exemplo 3, vimos
que lim,_3(72% — 62 + 11) = 56. Note que f(3) = 7(3)*> — 6(3) + 11 = 56. Logo
lim, ,3(72% — 6z + 11) = f(3) = 56. Isso decorre devido a propriedade de substituigao
direta.

Propriedade 1 (Propriedade da substitui¢ao direta). Se f for uma fun¢ao polinomial
ou racional e a estiver no dominio de f, entao

lim f(z) = f(a).

rT—a

Funcoes que satisfazem a propriedade da substituicao direta sao chamadas fungoes
continuas. Nesse sentido, temos a seguinte definicao:

Definicao 4.3.2. Uma funcao f é continua em um ntmero real a se

lim f(z) = f(a).

T—ra
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Exemplo 6: Calcule

.ot —2r+1
lim ——.
r——1 €r — 4
Solugao:
. - 2 —2x+1
Note que o dominio da funcao f(z) = — ¢ R —{4}. Logo —1 pertence ao

dominio de f. Assim, utilizando a propriedade da substituicao direta, temos que:

_ 2 —2r+1 (—1)*—2(-1) +4

lim ([ —m8 | =

rz——1 z—4 (_1) + 4
_ 7
= 3

2_2 1
Nesse caso, dizemos que a fungao f(z) = % é continua em xz = —1.
x —

Ja no Exemplo 2, temos uma funcao que nao é continua no ponto z = 1, uma vez
que o limite da funcao quando x tende a 1 nao existe. Nesse caso, dizemos que a funcao
é descontinua no ponto = = 1.

4.3.2 Derivadas

Taxa de média de variacao e a inclinacao da reta secante

Consideremos a fungao afim f(z) = 2x + 1, cujo grafico é uma reta.

Se substituirmos os valores o = 1 e 7 = 3 na funcao, é possivel determinarmos
dois pares ordenados, de modo que conseguimos tracar o grafico dessa fun¢ao no plano.

Desse modo, fazendo a substituigao, temos que f(zg) = f(1) = 2(1)+1 =3 e
f(z1) = f(3) =2(3) + 1 =7, obtendo os pares (—2,—3) e (5,11).

A variacdo de z (representada por Ax) entre esses pontos do plano é dada por
Ar=x1—x9g=3— (1) =2.

Por outro lado, a variagao de y (representada por Ay) dos pares ordenados obtidos
6 Ay = f(x1) — flzo) =T~ (3) = 4.

Denominamos como taxa média de variacao (TMV) da funcéo f(x) no intervalo
1 < x <3, e denotamos por TMV[1, 3], a razao entre os valores obtidos de Ay e Aux:

Ay _ fB)—f1) _7-03) _4

TMVI[1,3] = =2 = = — - =
VL3 =R, 3-1 3-(1) 2

Além disso, observando a Figura 4.7, vemos que os segmentos de retas utilizados
para representar as variagdes Az (cor verde) e Ay (cor azul), formam com gréfico da
funcdo um triangulo retangulo. A partir das relagdes trigonométricas nesse tipo de

triangulo, temos que A—y = tg o, em que « ¢ o angulo de inclinagao da reta y = 2+ 1.
x

Diante desse fato, podemos expressar a taxa média de variagao de f(z) no intervalo
1 <z < 3 da seguinte forma:
Ay 4
tga=—=-=2=TMV|[1,3].
i Axr 2 1,3
Como tg a = 2, o angulo de inclinacao da reta y = 2x + 1 mede aproximadamente
63,43°.
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Figura 4.7: Taxa média de variacao da funcao f(r) = 2x + 1 no intervalo 1 <z <3

y
flz)=2z+1
7
Ay=7-3=4
3
! Ay 7-3 4
! TMV ==—2=_"°"—-_-9
; V=Ar=3-17 2
1 !
/ ; ;
/ 1 3 x

Fonte: O Autor

De uma maneira geral, considere a fungao f(z) = ax + b, onde a, b sdo nimeros
reais. Considere também dois pontos xg e x; distintos.
A taxa média de variacao da funcao f(z) = ax +bem zg < x < 1 é denotada por
TMV{[zg, 1] e expressa por
Ay f(z1) — f(xo) _azi+ b—(axo+b)  a(z1— 1)

TMV[ZE07171] = =
Az T — Xo T — Xo r1 — Xo

Notamos que, nesse tipo de funcao, a TMV é constante para todo xg, x; conside-
rados. Além disso, seu valor é igual ao coeficiente angular a da funcao.

No mais, se observarmos a Figura 4.8, é possivel obter um triangulo retangulo
formado pelos catetos de medidas |Az| e |Ay| e cujo angulo oposto a Ay é a. Como
a tangente de um angulo pode ser expressa como a razao entre a medida do cateto
oposto e o cateto adjacente a esse angulo, segue que:

Ay
TMV|xy, x| = — =tg a.
[zo, 21] = =ty
O angulo oposto ao cateto de medida |Ay| é justamente o angulo de inclinacao da
reta. Nesse sentido, através da taxa média de variagao de uma funcao afim é possivel
obter a tangente desse angulo.
Vejamos um exemplo do calculo da TMV em uma funcgao afim:

Exemplo 7: Uma determinada torneira de um tanque goteja proporcionando um
grande desperdicio. A cada 24h, 20 litros de agua sao desperdicados. Encontre uma
expressao que representa o desperdicio de dgua ao longo do tempo (em dias) e deter-
mine a taxa média de variacao da quantidade desperdicada de dgua ao longo do tempo.
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Figura 4.8: Taxa média de variacao da funcao f(z) = ax +b

f(wi/) 4(:16) =axr+b

F (o)

T]V[V:%: f(x1) = f(w0) —a

x 1 — Xo

Fonte: O Autor

Sabemos que a cada 24h, ou seja, a cada dia, 20 litros de agua sao desperdigados.
Assim, a Tabela 4.10 mostra a quantidade de dgua malgasta ao longo do tempo.

Tabela 4.10: Quantidade de agua desperdicada ao longo do tempo

Tempo (dias) 1 2 3 4 ... 100
Quantidade de dgua desperdicada (litros) 20 40 60 80 ... 2000

Observando a Tabela 4.10, nota-se que para a variagao do tempo de 1 dia, a variacao
da quantidade de dgua por dia nao utilizada é constante, pois a diferenca entre essa
quantidade em dois dias consecutivos quaisquer é 20.

Nesse caso, a funcao que melhor modela o problema ¢ a funcao afim.

Sendo assim, considere x sendo o tempo, em dias, e f(z) = ax + b a quantidade de
agua desperdicada até o dia z, em litros.

Para determinar a taxa de variagdo (TMV) da fun¢ao f(x) ao longo do tempo,
basta considerar dois dias quaisquer e suas respectivas quantidades de dgua que nao

foram utilizadas e , em seguida, calcular a razao AL
x

Nesse sentido, considerando os pares (zo, yo = f(x¢)) = (1,20) e (z1,11 = f(z1)) =
(2,40), temos
Ay _ f(2)—f(1) 40-20 20

VL =x =51 ~3-1 1 »

Como T'MV[1,2] éigual ao coeficiente angular da fungao, temos que a = TMV[1, 2] =
20. Assim, temos que f(x) =20z + b
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Para determinar o coeficiente linear b da funcao f, observemos que, para x = 1
dias, devemos ter f(x = 1) = 20 litros de dgua disperdi¢ada. Dessa forma, temos que:

F1)=201)+b =
= b=0.

Portanto, a expressao que representa a quantidade de dgua desperdicada ao longo
do tempo é f(z) = 20z.

Podemos definir a taxa média de variacao para fungoes em geral.

Definigao 4.3.3. [Taxa Média de Variagao] A taxa média de variacdo de uma
fungao f = f(x) qualquer, em um intervalo xy < 2 < x; contido no dominio da fungao,

dada por:
A 1) — f(x
Az T1 — T
Pela defini¢ao, temos que TMV [z, z1] da fun¢ao f pode ser compreendida como
o coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos (o, f(zo)) e (z1, f(z1)),
ou seja, ¢ igual a tangente do angulo de inclinacao da reta secante que passa por estes
pontos, conforme indicado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Taxa média de variacao de uma funcao qualquer

A

Yy

f(ml)" ----------------------------------------------
Ay
f(xo)‘ TMV[{E(),LUI] _ 2_5 _ f({E;) - i('xo)
1= o
ou
TMV [z, z1] = % =1lg o
o Zo 1 g
yd / v

Fonte: O Autor

O préximo exemplo mostra o calculo da T'MV para uma funcao quadratica.
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Exemplo 8: Um pais é atingido por uma epidemia causada por uma bactéria. Os
setores de sauide calculam que o nimero de pessoas atingidas pela doenca causada pelo
micro-organismo (em milhGes de habitantes) depois de um tempo ¢ (medido em anos
a partir do primeiro dia da epidemia) é dado, aproximadamente, por

1
ft) = —§t2 + 10t.

Determine a taxa média de variacao de pessoas contaminadas nos extremos dos inter-
valos de tempo:

a) [0,10]:
A 10) — f(0)  50—0
TMV[O,lO]—A—i—f( 1g_g< ) _ ]
b) [1,20]:
TMV [1,20] = i—g — f@;’g — {(1) = _40019_ 9.5 —21, 55.
¢) [10,12]:

TMV [10,12] = Ay _ f(12) — f(10) _ 48 —50 _

= = =—1.
Az 12 — 10 12 - 10

Observe que, no Exemplo 8, a TMV calculada no item (a) é positiva, enquanto que
nos outros itens ela é negativa. Mas o que isso significa nesse contexto? No caso, no
item (a) significa que nimero de casos de pessoas contaminadas aumentou no intervalo
de 0 a 10 anos. Ja nos itens (b) e (c), significa que houve uma queda no nimero de
pessoas contaminadas nos intervalos de tempo considerados. Esse fato esta relacionado
com a inclinacao da reta secante que passa pelos pontos utilizados no célculo da TMV'.

Como vimos anteriormente, a taxa média de variagao de uma fun¢ao no intervalo
[0, 1] é igual a tg a, onde « é o angulo de inclinagao da reta secante que passa pelos
pontos (g, f(xg)) e (x1, f(z1)). Nesse sentido, a partir do célculo da TMV, podemos
saber a respeito da inclinacao dessa reta. Sao trés possibilidades de inclinacao:

1. Inclinacao Positiva: ocorre quando TMV > 0.
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Figura 4.10: Inclinagao positiva da reta secante

f(z1)

tg a >0 :>0<a<g

£ (z0)

Fonte: O Autor

2. Inclinagao Negativa: ocorre quando TMV < 0.

Figura 4.11: Inclinagao negativa da reta secante

Y TMV[I(),.’L]] <0 f

£ (x0)

f(z1)

Fonte: O Autor

3. Inclinacao Nula: ocorre quando TMV = 0.

Taxa de variagao instantanea e a inclinagao da reta tangente

Neste topico vamos introduzir o conceito de taxa de variacao instantanea utilizando
a ideia de taxa média de variagao, buscando detalhar geometricamente tal conceito.
Nesse sentido, buscamos exibir sua relagao com um objeto bem conhecido na Geometria
Analitica, a reta tangente.
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Figura 4.12: Inclinagao nula da reta secante

Y TMV[QZ(),QH] =0 f

F(xo) = f(=z1)

tga=0 =>a=m7

Fonte: O Autor

Para isso, consideremos f a funcao quadratica cuja lei de formacao é dada por

f(z) = 5a*

Tomando o valor zq = 2 e substituindo na fungao, chegamos a f(2) = 0.4. Dessa
maneira, obtemos o par ordenado (2,0.4) que pertence ao grafico da funcdo f.

Seja t a reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto (2,0.4), conforme a
Figura 4.13.

Vamos analisar o comportamento de casos particulares de TMV’s de f em alguns
intervalos de z.

Consideremos intervalos fechados com extremos em 2 e x (intervalos da forma [2, z]
ou [z,2]). Em particular, tome os intervalos « € [2,10], = € [2,6] e x € [2,4]. Calcu-
lando a TMV de f em cada um deles, obtemos:

Ay f10)—f(2) 10-04

TMV [2,10] = =2 = — =1,2;

Viz =z, 10 — 2 10-2 7
Ay _ f(6)—f(2) 3,6-0,4

TMV [2,6] = = = _ —_ 08

Vize=%, 6—2 6_2 %

vy - N S f@) 16-04

Az 4 -2 2 0,6.

Conforme ja apresentado na secao anterior, a TMV de uma func¢ao em um intervalo
de valores de x determina a inclinacao da reta secante que intersecta o grafico da
funcao nos extremos desse intervalo e o valor numérico é o coeficiente angular dessa
reta secante.

Nesse sentido, através dos calculos acima, consideremos as secantes ¢,r,s cujos
coeficientes angulares sao dados por TMV [2,10], TMV [2,6] ¢ TMV |2, 4], respectiva-
mente, conforme a Figura 4.14.
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1
Figura 4.13: Reta tangente a parabola y = 1—0332 no ponto (2,0.4)

0,4

A

Fonte: O Autor

As retas secantes ¢,r, s passam pelo ponto (2, f(2)), que é comum a todas e por
(10, £(10)), 6, f(6)) e (4, f(4)), respectivamente.

A medida que consideramos valores de x se aproximando de 2 pela direita, percebe-
mos que o angulo de inclinagao das retas secantes tendem a inclinacao da reta tangente.
Isso implica que o valor do coeficiente angular das retas secantes se aproximam do valor
do coeficiente angular da reta tangente que passa por (2,0.4).

Essa situacao também ocorre se consideramos intervalos da forma [z, 2], com z se
aproximando de 2 pela esquerda.

De um modo geral, quando realizamos o célculo da TMV, com valores de = cada

1
vez mais proximos de 2, as retas secantes que passam por (2,0.4) e <:c, 1—0952) se

aproximam da reta tangente a parabola y = 1—0x2 no ponto (2,0.4).
Com isso, os coeficientes angulares das retas secantes (as TMVs), dados pela ex-
pressao

1
2
—-04
10$ 0

r—2
ficarao mais proximos do coeficiente angular da reta tangente a parabola em tal ponto.
Isso significa que o valor do angulo o de uma reta secante s, que passa pelos pontos
(2, f(2)), (z,f(z)), se aproxima do angulo 8 da tangente ao grifico da pardbola no
ponto (2, f(2)), a medida que z fica mais préximo de 2. A Figura 4.15 evidencia esse
fato para o caso dos intervalos da forma [2, z].

1
Para determinar o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de y = —? no

10
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1
Figura 4.14: Retas secantes e reta tangente a pardbola y = —a?

10
‘ 1
4 r) = —a?
10 dmmmmmmmmmmmemmeemmemme e m— - :
I
; s
' t
6 10 T
Fonte: O Autor
ponto x = 2, devemos calcular:
L2 0.4
100 d2% —0.4 1 2)(x —2
i 10 =04 OLE@H2@ D) 0 1s9) = 04
r—2 x—2 r—2 x—2 r—2 x—92 r—2
O valor calculado acima é chamado de taxa de variacao instantanea (TVI), ou taxa
1
pontual de variagao, da funcao f(z) = 1—0.7:2 no ponto r = 2 e é representado por
TVI[2] = 0.4.

Além disso, TVI[2] = tg 5, em que ( é o angulo da reta tangente ao gréafico fungao
no ponto (2,0.4).

Agora, vamos estender a nocao de taxa de variacao instantanea para funcoes em
geral.

Definigao 4.3.4. [Taxa de Variagao Instantanea] A taxa de variagdo instantanea
de uma fungao f em um ponto zy, denotada por TV I|xy], é dada por
TV I[ay) = lim L& = /(@0

T—T0 T — Ty
se o limite existir.

Pela definicao, taxa de variacao instantanea de uma funcao f em um ponto xg
pode ser interpretada geometricamente como o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico da fun¢do f no ponto (zg, f(xg)).
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1
Figura 4.15: Inclinacao da reta secante e da reta tangente a parabola y = 1—0:U2

f(ac) G mmmmmmmmmEm s ————————

a CEREEEEEEY T

Fonte: O Autor

Além disso, TV I[zy] = tg (B, onde [ é o angulo da reta tangente.

Exemplo 9 (PAIVA, 2010, p. 376): Uma barra de ferro foi aquecida durante
determinado periodo, de modo que sua temperatura C(t), em graus Celsius, aumentou
em fungao do tempo ¢, em minutos, de acordo com a fungao C(t) = t3.

a) Calcule a taxa média de variagdo da temperatura C' em relagdo ao tempo t, para
5<t<6.
Neste caso, temos que

Ay _ C(6) - C(5)

S5 216 12
TMV [5,6] = =Y _ =5 216125

= = 1.
At 6—25 6—1 1 )

Logo, a taxa média de variacdo da temperatura no intervalo 5 <t < 6 é 91°C//min.

b) Calcule a taxa pontual (taxa instantanea) de variacdo da temperatura em relagao
ao tempo para t = 5.

Temos que

t3 — 53 (t — 5)(t* + 5t + 25)

1 1 _ . 2 _
TVI[3] = lim ——— = lim - = lim (£ + 5t 4 25) = 75.

Portanto, a taxa de variagao instantanea da temperatura no tempo 5 foi de 75°C'/min.
Exemplo 10: Considere a funcio f: R — R tal que f(x) = —22% + 2.

a) Calcule a TVI da funcdo f no ponto z = —1.
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Figura 4.16: Taxa de variagao instantanea de uma funcao f no ponto x

f(m())o ------------------------------------------------

TV 1] = tim 28 =S (@)
T—T) T — )

TVI[I()] = tg /J)

Fonte: O Autor

Neste caso, temos que

TVI[-1] = lim

z——1 €T — (—1)
o =222 42
= lim
z——-1 x+1
2
-1
= lim —2°
rz——1 T + 1
-1 1
_ g g @ DEHD
r——1 T+ 1
= —2(-1-1)
= 4.
b) Determine uma equagao da reta tangente ao gréafico da fungao no ponto z = —1.

Observe que f(—1) = —2(—1)? + 2 = 0. Sabendo que a reta tangente ao grafico de f
passa pelo ponto (—1,0) e, pelo item (a), seu coeficiente angular é 4, temos que

y—0=4(z—(-1)).
Logo, a equacao procurada é y = 4z + 4.
Da mesma forma que fizemos para reta secante, podemos analisar a inclinacao da
reta tangente. Nesse caso, ha trés possibilidades para a inclinacao desse tipo de reta:

1. Inclinacao Positiva: ocorre quando T'1TV > 0.
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Figura 4.17: Inclinagao positiva da reta tangente

y TVI[zg >0

mﬁ>0¢0<ﬁ<g

f(ﬂ?())» ----------------------------- P e

Fonte: O Autor

2. Inclinacao Negativa: ocorre quando TIV < 0.

Figura 4.18: Inclinacao negativa da reta tangente

\ TV Iz <0 f

F(z0)s

m6<0:g<ﬁ<w

o AN

Fonte: O Autor

3. Inclinacao Nula: ocorre quando TV = 0.



Material de apoio ao professor 65

Figura 4.19: Inclinagao nula da reta tangente

Y TVI[xg =0 ¥

I (o)

tg =0 =0=mn

Fonte: O Autor

A derivada e suas propriedades

O conceito de derivada tém consideravel relevancia nao s6 dentro das Ciéncias
Exatas, mas também em varias outras areas, como as Ciéncias Fisicas e Bioldgicas,
as Ciéncias Economicas e Espaciais. Isso decorre diante das varias aplicagoes desse
conceito em cada area.

Mas afinal, o que é derivada?

A derivada de uma func¢ao em um ponto € justamente a taxa instantanea de variagao
dessa funcao naquele ponto. Nesse sentido segue a seguinte definigao:

Definigao 4.3.5. [Derivada] Seja f uma fungao e xo um nimero real pertencente ao

d
dominio dessa fungdo. A derivada de f no ponto xq, denotada por f’(xq) ou — f(xg),

¢ dada por du
(o) = 4 f(zo) = TVI[zg] = lim M,

dx z—x0 X — X

caso o limite exista.
Fazendo na definicao x = xg + h, obtemos que a derivada de uma funcao f em um

numero real xg é
d . f(xo +h) — f(wo)

f(xo) = %f(xo) = lim . ,

h—0

se o limite existir.

Geometricamente, a derivada de uma fungao em um ponto é o coeficiente angular
da reta tangente ao grafico da funcao naquele ponto. Na Figura 4.20, a reta t é tangente
ao grafico da funcao f no ponto xg e a reta s é secante ao grafico, passando pelos pontos
o, To + h.

A medida que fazemos z se aproximar de z (ou h se aproximar de 0), o angulo de
inclinacao de s se aproxima do angulo 8 de inclinagao de ¢ . Ao passo que calculamos



Material de apoio ao professor 66

Figura 4.20: Derivada de uma funcao em um ponto
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Fonte: O Autor

o limite, encontramos a derivada de f, que é o coeficiente angular de ¢t (que também é
igual a tangente de f3):

ooy f@) = flwo) L fle+h) = f(x)
fi(zg) = lim —————~ = lim -

T—rT( T — ZL‘O h—0

ou

f(x0) = tgp.

Exemplo 11: A derivada de uma func¢ao constante em qualquer valor de z do seu
dominio é igual a 0.

De fato, considere f(z) = ¢, ¢ € R. Entao,

) tim 7% _ imoo—o.

T—xQ r — X9 Tz—=x0 T — Xy T—x0

Exemplo 12: A derivada de uma funcao afim, em qualquer ponto de seu dominio, é
igual ao coeficiente angular de seu gréfico (que é uma reta). Por exemplo, considere
a fungao f(x) = —2x + 3 e o ponto x = 1. Calculando a derivada de f nesse ponto,
obtemos que f’(1) = —2. De fato,

— f(1 —2 3—1 —2 2 —2(x—1
f(x) — 1) p43-1_ w42 —2a-1)

=lim — = lim
rx—1 I—]_ r—1 {L’—l r—1 1‘—]_ r—1 {L‘—l

= 2.

Exemplo 12: Vamos, agora, considerar a fun¢ao quadratica f(z) = x?. Calcule:

a) a derivada de f no ponto z = 2:
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Para determinar f’(2), fazemos:

f'(2)

f2+h) - f2)

lim
h—0
2 2
2R ((2P)
h—0 h
. 2242-2-h+h*—27
lim
h—0 h
. 4h + h?
lim
h—0 h
lim h(4+h)
h—0 h
lim4+h
h—0
4.

b) a derivada de f no ponto zy qualquer:

Para calcular f'(x), fazemos:

f' (o)

lim
h—0

f(zo+h) — f(xo)
h

G h)? = ()

h—0 h

lim (23 4 2zoh + h?) — (x0)?
h—0 h

lim (l’o)Q + QI’Oh + h2 — (1'0)2
h—0 h

lim 2$0h + h2

h—0 h

h—0

233'0.

Observe que no item (b), o valor numérico da derivada da funcao f(z) = z* em
um ponto xg qualquer é igual ao dobro de xy. Esse resultado é extremamente 1til no
calculo de derivadas no ponto de fungoes quadraticas.

Até aqui, utilizamos a definicdo por meio de limites para o calculo de derivadas
de fungoes em um ponto. No entanto, utilizando essa definicao é possivel obtermos
propriedades que nos auxiliam nesse calculo. Sao elas:

1) Derivada da fungao multiplicada por constante:

[k - f]' (o) = k- f'(w0).k € R.
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Demonstracao:

- fl(zo) = lim P L@ R =k f(xo)

h—0 h
g P U0+ 1) — f0))
h—0 h
_ g @0+ h) — flzo))
h—0 h
= k‘ . f,(l’()).

Exemplo 12: [7- f]'(zo) =7 - f'(x).
2) Derivada da soma de fungoes:
[f + 9l (o) = f'(x0) + ¢ (o).

Demonstracao:

f+gl'(ze) = lim f(zo+h) + g(xo + h) — (f(20) + 9(0))

h—0 h

~ lim (f(l'o +h) — f(xo) n g(xo + h) — 9(350))
h—0 h h

~ lim f(zo+h) — f(xo) 4 lim g(wo + h) — g(xo)
h—0 h h—0 h

= f'(z0) + g (o).

Exemplo 13: Seja f(z) = x? 4+ 2. Para determinar a derivada de f(z) no ponto o,
consideremos f(z) = g(x) + h(x), em que g(z) = 2% e h(z) = 2. Aplicando a proprie-
dade 2, temos que f'(z¢) = ¢'(x¢) + h' (o). Como ¢'(zg) = 2x¢ e h'(x) = 0, segue que
f'(x) = 2x0+ 0 = 2xy.

Como consequéncia da propriedade 2, a derivada da diferenca entre funcoes pode
ser expressa por [f — g]'(zo) = f'(z0) — ¢'(z0). De fato,

[f =gl (z0) = [f+ (=9)]'(x0)
= f'(w0) + (—9)(20)
f'(x0) + (=4 (20))

f'(0) — g’ (o)

Exemplo 14: Aplicando as propriedades acima, calcule a derivada da funcao f(x) =
322 — 22 + 1 no ponto .

Considere f(x) como a soma f(z) = p(x) —q(z) +r(z), onde p(z) = 322, q(x) = 2z
er(z)=1.

Aplicando as propriedades, temos que f’(x¢) = p'(z0) — ¢'(x¢) + ' (x0).

Precisamos, agora, determinar p’(xq), ¢'(zo) e /(o).

e p/(xp): Observe que p(x) = 3h(x), com h(x) = z%. Como, pela propriedade 1,

(o)
e ¢'(z9): De modo andlogo ao item anterior, q(x) = 2k(z), com k(x) = z. Entao,
(o) = 2K'(z0). Como k() = 1, segue que ¢'(xg) =2-1=2.
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e 7’/(z9): Como a derivada de uma constante é igual a 0, r'(xy) = 0.

Portanto, f'(xg) = p'(x0) — ¢'(x0) + 1" (20) = 629 — 2+ 0 = 629 — 2.

4.3.3 Integrais

O conceito de integral definida de fungoes continuas e o calculo de areas
As aranhas sao animais de 8 patas e que uma quantidade consideravel de espécies

tecem teias. A maior parte se alimenta de pequenos insetos, contudo existem espécies
que se alimentam de pequenos répteis e mamiferos.

Figura 4.21: Aranha-lobo mordendo um sapo

Fonte: https://www.bbc.com/portuguese/vert-earth-39345846

Suponha que o grafico apresentado na Figura 4.22 representa a velocidade de uma
determinada espécie de aranha.

Figura 4.22: Velocidade da aranha ao longo do tempo
Velocidade (m/min) (x10)
)

o ; » Tempo (min)

Fonte: O Autor

Para determinar a distancia percorrida pelo bicho, basta determinar a area A do
triangulo demarcado na Figura 4.23, no intervalo de tempo entre 0 e 7:

_7><30
2

A = 105.
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Figura 4.23: Regiao cuja area representa a distancia percorrida pela aranha ao longo
do tempo

Velocidade (m/min) (x10)

Tempo (min)

Fonte: O Autor

Dessa forma, concluimos que a distancia percorrida por esse animal foi de 105 me-
tros em 7 minutos.

Observe que utilizamos a conhecida expressao que determina a area do triangulo
para determinar a distancia. No entanto, existem situagoes em que nao é tao simples
determinar a area.

Considere um segundo exemplo. A Figura 4.24 representa o grafico da funcao
f(x) = 2. Queremos determinar a area A da regiao destacada.

Figura 4.24: Regiao determinada pelo grafico da fungao f(x) = 2 e o eixo x no
intervalo 0 <z <1

Fonte: O Autor

O célculo da area A da regiao demarcada nao é tao simples quanto nos poligonos. No
entanto, uma estratégia para estimar essa area é dividir a regiao em faixas e aproximar
cada faixa por um retangulo.

Inicialmente, repartimos o intervalo [0, 1] em 10 subintervalos, onde a amplitude
de cada um deles é a medida das bases dos retangulos. Em seguida, construimos

retangulos cujo vértice superior esquerdo pertence ao grafico da funcao, conforme a
Figura 4.25.
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Figura 4.25: Retangulos cujo vértice superior esquerdo pertence ao grafico da fungao

f(x) = a?

Fonte: O Autor

Calculando a area A; ocupada pelos retangulos da Figura 4.25, obtemos:

A i.(L)Zi_(z)li.(3)1;@)1:(3)1
! 10 \ 10 10 \ 10 10 \ 10 10 \ 10 10 \ 10
1 6\ 1 7\* 1 s\? 1 9?2
() ) e
1 ( 1 4 9 16 25 36 49 64 81 >

10 \100 100 100 T 100 ' 100 100 ~ 100 '~ 100 ' 100

_ L (2
10 \ 100
= 0,285.

Note que o espago demarcado na Figura 4.24 é maior que o espago ocupado pelos
retangulos da Figura 4.25. Nesse sentido temos que A; < A, ou seja,

A > 0,285

Por outro lado, podemos fazer a aproximacao considerando retangulos cujo vértice
superior direito pertence ao grafico da funcao.
Calculando a area Ay ocupada pelos retangulos da Figura 4.26, obtemos:
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Figura 4.26: Retangulos cujo vértice superior direito pertence ao grafico da fungao

f(x) = a?

f(@) =
—
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 ;
10 10 10 10 10 10 10 10 10
Fonte: O Autor
4 - L.(L)Zi (z) 1 <i>2+i.(i)2+i.<i)2+
10 \ 10 10 \ 10 10 10 \ 10 10 \ 10
. 1 (6>2+1 (7)+ <8>2+1 (9)2+1 0y
10\ 10 10 \ 10 10 10 \ 10 10
_ i.(L+i+i+£+§+ﬁ+ﬁ+%+£ 1)
10 \100 ' 100 ' 100 ' 100 ' 100 ' 100 ' 100 ' 100 ' 100
1 (385
()
= 0,385.

Comparando a Figura 4.26 com a Figura 4.24, nota-se que a area dos retangulos é
maior que a area entre o grafico de f e eixo x no intervalo [0, 1]. Portanto, As > A, ou
seja,

A < 0,385.

Nesse sentido, podemos estabelecer, por meio das aproximagoes, que:
0,285 < A <0, 385.

Observemos que, quanto maior o nimero de parti¢oes criadas no intervalo [0, 1],
isto é, quanto mais retangulos considerarmos, mais proximas as areas A; e A, ficarao
da area A.

De um modo geral, consideremos que o intervalo [0, 1] foi repartido em n subinter-
valos de mesmo comprimento. Seja A, a soma das areas dos retangulos criados cujas
bases sao esses subintervalos e cujo vértice superior direito pertence ao gréafico de f.
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Figura 4.27: Quantidade n retangulos cujo vértice superior direito pertence ao gréfico
da funcao f(z) = z*
Y

0 n retangulos

Fonte: O Autor

1
Todos esses retangulos tém base de medida — e as alturas sao os valores de f(z) = z?
n

1 2 3 n i
nos pontos —, —, —, ..., —. Assim,
n'nn n
1 /1\> 1 /2" 1 [(3\° 1 /n\2
A, = —-|— + = (=) +=- (= _|_..._|__.<_>
n \n n \n n \n n \n
1
= < (P+22+3 4. +0°).
n

Note que 12 4 22 4 32 4 --- 4 n? representa a soma dos quadrados de n primeiros
termos consecutivos positivos, que pode ser representada por:
s nmn+1)2n+1)

PP4+22 43+ 4n? = ; :

Substituindo essa expressao em A, obtemos:

1 (n(n+1)@2n+1)
(n(—l—l) (2n+1> )
1 nl nl
_ 6(1+E) (2+5).

1
Observe que, a medida que n cresce infinitamente, — fica cada vez mais proximos
n
, : L. 2 1
de 0. Dessa forma, a area A, fica cada vez mais proxima de 6 1-2= 6= 3

A, =
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Figura 4.28: Quantidade n de retangulos cujo vértice superior esquerdo pertence ao
gréafico da funcao f(z) = z*

Y

0 n retangulos

Fonte: O Autor

Analogamente, consideremos B,, a soma das areas dos retangulos cuja base sao os
subintervalos de [0, 1] e cujos vértices superiores esquerdos pertencem ao gréfico de f.
Assim:

1N2 1 /2)\? 1 /3)\? 1 /n—1\2
B, = —-|= + == + == S E
n n n n n n n

1
—-—2-(12—1—22—1—32—1—---—1—712)

1
n
1
n n
1
n
1
n
1

— (1P4+224+3 4+ (n—1)%)

1 (n—-1m)2r-1)+1)
3 6

-5 (5) ()
E1GHIGH]

. P 1 . .
E, novamente, & medida que n cresce infinitamente, — fica cada vez mais préximos
n

2 1
deOeaéreaaneaproximade6-1~2:6:§.
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. 1 :
Observe que tanto A, quanto B, se aproximam do mesmo nimero, o 3 a medida

que n cresce. Esse nimero é o valor exato da drea A sob a curva f(x) = 2% e acima
do eixo z, compreendida no intervalo [0, 1]. Esse valor também pode ser chamado de
integral definida da func¢ao f(z) = z* no intervalo [0, 1] e denotada por:

1
A:/ x2dx.
0

Agora, vamos generalizar um pouco mais essas ideias. Consideremos, agora, uma
fungao continua f positiva em um intervalo [a, b] do eixo z, onde b > a.

Figura 4.29: Gréfico da fungao positiva f definida no intervalo [a, b]

1
1
1
1
1
1
1
:
a b x

b o = - -

Fonte: O Autor

A Figura 4.30 mostra a regiao R delimitada entre a fungao f e o eixo x, no intervalo
a<x<b.

Figura 4.30: Regiao delimitada entre a funcao f e o eixo x, no intervalo a < x <b
Yy

Fonte: O Autor

Para determinar a drea S da regido R acima, dividimos o intervalo [a,b] em n
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subintervalos [a, z1], [x1, z2], ..., [Th_2, Tn_1], [Tn_1,b], de mesmo comprimento A, =

b—a

n
Em seguida, construimos n retangulos cujas bases sao esses subintervalos e de forma

que cada ponto (a, f(a)), (21, f(21)), (z2, f(22)), ..., (T, f(zn-1)) é um vértice de um
retangulo.

Figura 4.31: Retangulos em uma regiao delimitada abaixo do gréafico de f e acima do

eixo x, num intervalo [a, b]
Yy

b—a

Fonte: O Autor

Consideraremos o caso em que os vértices superiores esquerdos dos retangulos per-
tencem ao grafico de f, contudo, procedemos de forma analoga para os retangulos cujo
os vértices superiores direitos pertencem ao grafico da funcao.

Dessa forma, a area aproximada da regiao R pode ser expressa pela soma das areas
dos retangulos:

O ) T ) 4 P ) o+ T ) + 2O

(f(a) + f(z1) + fz2) + -+ f(wn—2) + f(20-1))
~ An(f(a) + f(zr) + flza) + -+ f(@n2) + f(zn1))
Observe que essa aproximagao aparenta ficar melhor a medida que o valor de n

aumenta, ou, equivalentemente, a medida que o valor de A, se aproxima de 0. Nesse
sentido, temos a seguinte defini¢ao:

S

Q

f(xnfl)
b—a

Q

Definicao 4.3.6. A area S de uma regiao R definida sob o grafico de uma fungao
continua f positiva em um intervalo [a, b] e acima do eixo x ¢é definida por

§ = Jim Au(F(@) + F@) + f(@2) + -+ F(z2) + flan 1)) (4.1)

Acontece que o limite em apresentado em (4.1) é uma expressdo muito importante,
que aparece em uma grande variedade de problemas e situagoes, até quando a funcao
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f nao é positiva e, por isso, recebe nomenclatura especial: integral definida da funcao
continua f no intervalo [a, b].

Definigao 4.3.7. Seja f uma fungao continua definida em um intervalo [a, b], com a <
b. Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos [a, 1], [x1, 2|, . . ., [Tn_2, Tn_1], [Tn_1, ],

—a
de mesmo comprimento A, = ——. Definimos a integral definida de f em um inter-
n

valo [a, b], como:
|| Haddn = Jim A(F@)+ F@) + Faz) ot Fana) + )

4.4 Sequéncias Didaticas

A expressao “Sequéncia Didatica’teve sua origem no ano de 1996, na Franca,
quando pesquisadores franceses buscavam uma forma de romper a compartimenta-
lizagao dos conhecimentos no ensino de linguas (GONCALVES, FERRAZ; 2016).

Introduzida no ensino-aprendizagem da lingua materna, Dols et al (2004) define
uma sequéncia didatica como “um conjunto de atividades escolares organizadas, de
maneira sistematica, em torno de um género textual oral ou escrito” (DOLS et al,
2004, p. 95). De acordo com os autores, a estrutura de uma sequéncia didética é
delineada por 4 etapas distintas: apresentacao da situagao de ensino, a producao inicial,
os médulos e a producao final.

1* etapa (apresentacao da situacao de ensino): descri¢do do que sera desenvolvido
na turma.

2% etapa (a producao inicial): refere-se ao primeiro produto entregue pelos alunos.
Este pode servir como um diagnéstico para o professor saber as dificuldades da
turma como também auxiliar o professor nas futuras adaptagoes de seu projeto
para que consiga atingir os objetivos de aprendizagem.

3* etapa (moédulos): “constituidos por vdarias atividades ou exercicios, dao-lhe os
instrumentos necessarios para este dominio, pois os problemas colocados pelo
género sao trabalhados de maneira sistematica e aprofundada.” (Dolz et al, 2004)

4* etapa (produgao final): gera um produto final em que o aluno testa seus conhe-
cimentos adquiridos apods a realizacao dos mdédulos e o professor pode avaliar o
progresso alcancado.

Enquanto a definigao Dols et al (2004) esté direcionada ao estudo de géneros textu-
ais, Zabala (1998) define esse termo de uma forma que contempla ndo somente o ensino
de linguas, mas que também adéqua ao ensino de outras areas do conhecimento.

Se realizamos uma andlise destas sequéncias buscando os elementos que as
compdem, nos daremos conta de que sao um conjunto de atividades ordena-
das, estruturadas e articuladas para a realizagdo de certos objetivos educa-
cionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores

como pelos alunos. (ZABALA, 1998, p. 18)

De acordo com o autor, é possivel identificar em uma sequéncia didatica a im-
portancia de cada uma das atividades nela inseridas para o processo ensino-aprendizagem.
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Além disso, a sequéncia permite avaliar a presenca ou nao de cada atividade, indica a
necessidade de insercao de outros tipos de atividade e o destaque que o professor deve
dar a cada uma delas.

Com relagdo a estrutura das sequéncias didaticas, Zabala (1998) destaca que o
conhecimento da forma de producao das aprendizagens proporciona a criacao de per-
guntas em torno de diferentes sequéncias didaticas. Estas perguntas favorecem admitir
sua validade, como também identificar detalhes sobre as atividades no que tange a
reforgar as presentes ou incluir outras. Sao elas:

Na sequéncia didatica existem atividades:
a) que nos permitam determinar os conhecimentos prévios que cada
aluno tem em relagdo aos novos conteudos de aprendizagem?

b) cujos contetidos sdo propostos de forma que sejam significativos e fun-
cionais para os meninos e as meninas?

¢) possamos inferir que sdo adequadas ao nivel de desenvolvimento de
cada aluno?

d) que representem um desafio alcangdvel para o aluno, quer dizer, que
levam em conta suas competéncias atuais e as facam avancar com a
ajuda necessaria; portanto, que permitam criar zonas de desenvolvi-
mento proximal e intervir?

e) que provoquem um conflito cognitivo e promovam a atividade men-
tal do aluno, necessédria para que estabelega relagoes entre os novos
conteidos e os conhecimentos prévios?

f) que promovam uma atitude favordvel, quer dizer, que sejam motiva-
doras em relagao a aprendizagem dos novos contetdos?

g) que estimulem a auto-estima e o autoconceito em relacio as aprendi-
zagens que se propoem, quer dizer, que o aluno possa sentir que em
certo grau aprendeu, que seu esforco valeu a pena?

h) que ajudem o aluno a adquirir habilidades relacionadas com o aprender
a aprender, que lhe permitam ser cada vez mais autonomo em suas
aprendizagens?

(ZABALA, 1998, p. 64)

Tendo em vista a necessidade de adaptagoes para outras areas do conhecimento,
Cabral (2017) apresenta um modelo que auxilia no processo de produgao de sequéncias
didaticas voltadas para o ensino de Matemaética na Educacao Basica.

Para essa finalidade, o autor propoe um tipo de género textual denominado por
ele como Unidade Articuldvel de Reconstru¢ao Conceitual (UARC). Criado no Labo-
ratério de Educacao Matemética da Universidade da Amazénia (LEMA-UNAMA) em
associacao com a disciplina Estagio Supervisionado III, a partir de um processo de re-
flexao entre discentes sobre o conteiido matematico trabalhado nos niveis Fundamental
e Médio, Cabral (2017) define esse conceito como

“um conjunto articulado de dispositivos comunicacionais de natureza es-
crita ou oral que sistematiza as intervencdes de ensino com a intenciona-
lidade objetiva de estimular a aprendizagem de algum conteddo discipli-
nar de Matemaética a partir da percepcao de regularidades e do estabele-
cimento de generalizacoes adotando-se uma dinamica de interagoes empirico-

intuitivas.” (CABRAL, 2017, p. 12)

Uma UARC é alicercada em 6 categorias que corporificam uma sequencia didatica,
denominadas por Cabral (2017) como “categorias estruturantes”ou “intervencoes es-
truturantes”. Sao elas: Intervengao Inicial (II), Intervencao Reflexiva (Ir), Intervencao
Exploratéria (IE), Intervencao Formalizante (IF), Intervencao Avaliativa Restritiva
(IAR) e Intervencao Avaliativa Aplicativa (IAA).
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e Intervencgao Inicial (II): se refere a interlocucao professor-aluno, de modo que o
professor, através de uma forma empirico-intuitiva, leve ao aluno a “ideia” do con-
ceito estudado. Para Cabral (2017), essa categoria pode estimular aos estudantes
“a percepcgao de alguma verdade do pensamento matematico”e que, juntamente
com outras percepcoes do aluno articuladas pelo professor, pode ser um instru-
mento facilitador na construcao de conhecimento do conceito estudado.

e Intervencao Reflexiva (Ir): Concretiza através um questionamento relativo ao ob-
jeto de estudo. Nesta categoria ¢ proporcionado ao aluno a investigacao. Levantar
hipéteses, fazer conjecturas, verificar possibilidades e estabelecer consequéncias
fazem parte dessa categoria.

e Intervengao Exploratéria (IE): Seu principal objetivo é proporcionar ao aluno um
momento para que ele possa pensar a respeito das respostas obtidas a partir da
das Intervencgoes Reflexiva. Nesta categoria os alunos podem fazer simulacoes,
experimentacoes, descrigoes, preencher tabelas, elaborar graficos e observagoes.

e Intervencao Formalizante (IF): Nesse momento ocorre a formalizagdo dos con-
ceitos apreendidos. “Aqui as percepcoes dos alunos sao consolidadas com uma
linguagem mais abstrata que procurar satisfazer as exigéncias do saber disciplinar
formal, axiomatico, préprio da natureza matematica.” (CABRAL, 2017, p. 42)

e Intervencao Avaliativa Restritiva (IAR): refere-se a primeira forma de avaliagao
do aluno. Nesse tipo de intervengao, ocorre uma investigacao pelo professor
para com os alunos a respeito do conceito estudado. Dois aspectos do saber
matematico sdo considerados: “O que é o objeto matematico em estudo? (o
significado, o sentido) e, além disso, como se justificam e operam os algoritmos
decorrentes? (propriedades e operagoes).” (CABRAL, 2017, p. 43)

e Intervengdo Avaliativa Aplicativa (IAA): o principal objetivo dessa intervengao
é resolugao de problemas pelo aluno aplicados aos diversos contextos reais e/ou
abstratos adequados ao seu nivel de ensino. Nela, o aluno deve-se utilizar das
“nocoes conceituais associadas as propriedades operacionais decorrentes ”para
resolver tais tarefas.

Além dessas intervengoes, o autor propoe também as Intervengoes Orais de Manu-
tengao Objetiva (I-OMO), um tipo oculto de intervengdes subsidiada pelo discurso do
professor durante o processo de ensino-aprendizagem de determinado conteido, pos-
sibilitando a ele realizar modificagoes que surgem ao longo desse processo. A I-OMO
auxilia também no que diz respeito a aproximacao ou distanciamento do aluno em
relacdo aos objetivos de aprendizagem tracados da sequéncia didatica. Cabral (2017)
destaca sua importancia em seu texto:

Essas intervencdes sao importantes, sobretudo por dois aspectos. Por um
lado, permitem as modulagbes do professor no sentido de estimular o aluno
em diregdo aos objetivos estabelecidos pela Sequéncia Didética e, por outro
lado, em possibilitar futuras reformulagdes no texto utilizado que media a

aprendizagem. (CABRAL, 2017, p. 46)

A estruturacao de uma sequéncia didatica para o ensino de Mateméatica proposta
por Cabral (2017) nao representa uma forma engessada para a criagdo de sequéncias
desse tipo. Pelo contrério, o autor relata que essa estrutura, em uma sequéncia didatica,



Sequéncias Didaticas 80

pode ocorrer de forma integral ou parcial. Isso implica que uma sequéncia didéatica
utilizando os conceitos de UARC’s em sua estruturagao pode ser adaptada, de modo
que o professor tenha a autonomia para refletir se nela deva ser totalmente ou apenas
alguma fracao baseada com os elementos desse método.

Assim, ndo importa a nomenclatura usada para designar as atividades da
sequéncia didatica, o que se deve observar, é a natureza das atividades suge-
ridas, pois a estrutura concebida pela UARC podera ser identifica integral-

mente ou em parte. (CABRAL, 2017, p. 85)

Considerando essa fala do autor e guiando-se pelas defini¢oes de sequéncias didaticas
propostas por Dols et al (2004), Zabala (1998) e Cabral (2017), apresentamos, nesta
ultima secao deste capitulo, trés sequéncias didaticas relativas ao ensino de Célculo,
que podem ser aplicadas no Ensino Médio. Essas sequéncias contemplam tépicos de
limites, derivadas e integrais.

Tanto na estrutura de sequéncia didatica definida por Dols et al (2004) quanto na
de Zabala (1998), a atividade diagndstica se faz presente. Em concordancia com os
autores, iniciamos cada sequéncia didatica com uma atividade diagnostica.

Consideramos pertinente propomos essa atividade, visto que ela possibilita realizar
um levantamento a respeito dos conhecimentos prévios que cada aluno possui. Dessa
forma, ela viabiliza ao professor identificar as dificuldades e realizar na turma um
nivelamento, a fim de que possa dar continuidade a aplicagao da sequéncia didatica.

Para o desenvolvimentos dos médulos, buscamos utilizar parcialmente o conceito e
os elementos de UARC’s, modelo proposto por Cabral (2017).

De modo geral, em cada um dos moédulos aqui apresentados, propusemos situagoes
empirico-intuitivas acompanhadas de questionamentos que correlacionam com as se-
guintes intervengoes das UARC’s: Intervencao Inicial (II), Intervencao Reflexiva (Ir),
Intervengao Exploratéria (IE), Intervencao Avaliativa Restritiva (IAR). Além disso,
partes dos médulos sao dedicadas a formalizacao dos conceitos, assemelhando-se a
Intervencao Formalizante (IF).

Vale ressaltar que apenas o Moddulo 4: Propriedades dos limites, da sequéncia
didéatica referente ao conteido de limites, nao seguiu em sua totalidade essa estru-
tura. Na elaboracao desse modulo, optamos como situacao inicial a apresentacao das
propriedades e exemplos para, logo em seguida, os alunos aplicarem nos exercicios.
Optamos por essa forma visto que, caso optassemos por trabalhar propriedade por
propriedade de forma intuitiva, a sequéncia se tornaria extensa e massante para os
estudantes.

Dols et al (2004) destaca, na estrutura de sequéncia didatica, o produto final. J&
Cabral (2017), propoe a existéncia de uma intervencao avaliativa aplicativa. Ambos
os termos estao relacionados a atividades realizadas pelos alunos que possibilitam ao
professor investigar individualmente os conhecimentos adquiridos por eles. Seguindo
essa direcao, ao final de cada sequéncia didatica, sao propostas atividades avaliativas
relativas ao contetido abordado. Estas atividades possibilitarao ao professor uma visao
a respeito de quais conceitos foram aprendidos e quais ainda sao necessarios um reforco.

Em resumo, as sequéncias didaticas propostas sao estruturadas e apresentadas na
ordem conforme a Tabela 4.11.

Ao final de cada moédulo, apresentamos um tépico chamado Propostas de atividades.
Esse topico é composto por atividades sobre os contetidos abordados no médulo, que
podem ser sugeridas (totalmente ou parcialmente) pelo professor aos alunos, com a
finalidade de reforgar o aprendizado sobre os conceitos ensinados.
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Tabela 4.11: Estrutura das sequéncias didaticas
Contetudo Estrutura da sequéncia

Limite Atividade diagnéstica 1
Modulo 1: Introdugao a ideia de limite
Médulo 2: Ideia intuitiva de limite
Médulo 3: Limites laterais
Médulo 4: Propriedades dos limites
Atividades avaliativas referentes ao conceito de limite

Derivada Atividade diagnédstica 2
Médulo 1: Taxa média de variagao e inclinagao da reta
Moédulo 2: A TMV de uma funcao e a inclinacao da reta
secante
Médulo 3: Taxa instantanea de variagao de uma fungao em
um ponto
Médulo 4: A TTIV de uma func¢ao em um ponto e a inclinagao
da reta tangente
Médulo 5: A derivada
Atividades avaliativas referentes ao conceito de derivada

Integral Atividade diagnostica 3
Médulo: Nogao intuitiva de integral
Atividades avaliativas referentes ao conceito de integral

As trés sequéncias didaticas aqui propostas podem ser implementadas em sala de
aula em conjunto, respeitando a ordem, ou podem ser implementadas parcialmente,
caso o professor nao queira trabalhar todos os contetidos, em uma das seguintes opgoes:
Limite; Limite e Derivada; Limite e Integral. Além disso, cabe ressaltar que a rea-
lizacao das atividades nao deve ser algo rigido e engessado; o professor, no decorrer da
aplicacao, podera fazer as devidas alteragoes, caso seja necessario.
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4.4.1 Limite

Atividade diagnéstica
Tempo previsto: 1h40min

Objetivo 1:Analisar o conhecimento prévio dos alunos com relacao ao contetdo de
funcoes.

Objetivo 2: Identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos em relagao ao contetdo
de fungoes abordado nessas atividades.

1. Considere a funcao f(z) = —2z + 1.
(a) Caleule f(~1), £(0), £(1), £(2).

(b) Esboce o gréfico da fungao no plano cartesiano.

(¢) Qual o valor do coeficiente angular da reta que é o grafico dessa fungao? E
o valor do coeficiente linear?

(d) A reta que representa o grafico da funcao é crescente ou decrescente? Jus-
tifique.
2. Considere a funcao f(z) = 2% + 2z + 2.

(a Calcule f(_2)7 f(l)a f(3)7 f(5)
(b) Determine as coordenadas do vértice (z,,¥,) do grafico da funcao f.

)
)

(c) Determine as raizes da fungao.
)

(d) Faga um esbogo do grafico da funcao.

2%, sex <1

3. Considere a funcao f(x) =
¢@o f(z) {—x+1seaj>1

(a) Determine f(—2) e f(3).
(b) Qual o valor de f(1)?
(¢) Faga um esbogo do grafico de f.

4. Determine o dominio das fungoes:

(a) f(z)=v=3z+1.

ot —4

b) fla) ==
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Moédulo 1: Introducao a ideia de limite

Tempo previsto: 20 minutos.

Objetivo 1: Discutir sobre o Calculo Diferencial e Integral e o significado da pa-
lavra limite.

Material Utilizado: Computador e projetor.
Procedimentos:

1- Proponha inicialmente uma discussao a respeito da disciplina Calculo. Questione os
alunos se ja ouviram alguma vez o termo Calculo Diferencial e Integral e o que sabem
a respeito desse termo.

2- Explique o que ¢ o Célculo Diferencial e Integral.

“O Cdlculo Diferencial e Integral é uma disciplina da drea de Matemdtica presente
em muitos cursos superiores como as Engenharias, Ciéncias Fxatas e Naturais, como
também nas Ciéncias Administrativas, Contdbeis e FEconomicas. Os conceitos ma-
temadticos ensinados nessa disciplina podem a resolver muitos problemas de cada uma
dessas dreas. A palavra Cdlculo Diferencial estd relacionada principalmente ao ensino
de limite e deriwada, dois conceitos matemdticos relevantes no estudo dessa disciplina.
Jda o Cadlculo Integral estd relacionado ao topico de integral, um outro conceito ma-
temadtico que serd visto se alguém optar por cursar algumas dessas dreas. Estudaremos
aqui inicialmente o conceito de limite.”

3- Pergunte a turma se eles sabem o que é limite. Apds as respostas e com o pro-
jetor ligado, exemplifique apresentando o Infinity Q60 S Barracuda, que é um dos
carros presentes no jogo Need for Speed Payback. Chame a atencao para sua veloci-
dade maxima, ou seja, a velocidade limite atingida por esse carro, que é 282 km /h.

Figura 4.32: Infinity Q60 S Barracuda

LOJA DE CARROS DE SPEEDCROSS @23 ©447.114 i m,m,

SPEEDX 7
e e I orico o veicuto

I ==
00 300

CAVALOS
VELOCIDADE MAXIMA
0-100 KM/H

1/4 DE MILHA
CAPACIDADE DO NITRO
POTENCIA DO NITRO
TEMPO NO AR
ATERRISSAGEM
POTENCIA DE FRENAGEM
RESPOSTA DE FRENAGEM

Fonte: https://www.sharkiando.com /blog/need-for-speed-payback-pacote-de-
expansao-speedcross
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4- Apéds, explique que a palavra limite foi utilizada neste contexto para caracterizar
a velocidade méaxima, referindo-se a ideia da existéncia de um valor que pode ser al-
cangado, mas jamais ultrapassado. Além disso, existem outras situagoes do cotidiano
ela também é aplicada, como por exemplo, a idade limite minima para uma pessoa
conseguir a habilitacao é 18 anos. Para calibrar um pneu existe um limite maximo de
libras, uma vez que, se ultrapassar essa quantidade, ele pode estourar.

5- Por fim, levante a seguinte questao: “Mas em Matematica, o que é limite?”
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Moédulo 2: Ideia intuitiva de limite

Tempo previsto: 50 minutos.

Objetivo 1: Compreender a ideia intuitiva de limite de uma funcao de uma variavel
real utilizando o software GeoGebra.

Objetivo 2: Explorar a ideia intuitiva de limite através do calculo de limites de
fungoes constantes, afins e quadraticas.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observagao: Os alunos irdao abrir o arquivo 1 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:

1- Projete o arquivo 1 (https://www.geogebra.org/m/a2jhyvse). Peca aos alunos que
abram esse arquivo em seus computadores e observem o grafico presente nele.

Figura 4.33: Gréfico da fungao f(z) = 22 — x + 1 com os pontos A e B

Ponto A Ponto B

a=-1 b=2
@

r=—1 B=2

fz)=22" -2 +1

Fonte: O Autor

2- Solicite que movam o controle deslizante a e questione a turma sobre o que acontece
com o ponto A. Faga o mesmo com o controle deslizante b.

3- Explique que a medida que alteramos os valores do controle deslizante a, altera-
mos as coordenadas do ponto A, presente no grafico acima. Da mesma forma, quando
movemos o controle deslizante b, ocorre mudanca nas coordenadas do ponto B. Os
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valores de a e b representam os valores das abcissas dos pontos A e B, respectivamente.

4- Movendo o controle deslizante a, peca aos alunos que descubram as coordenadas do
ponto A completando a Tabela 4.12 com os valores de f(x), para cada = dado:

Tabela 4.12: Coordenadas do ponto A

AN

z -1 0 05 07 09 099 0,999
f(z)

5- Mostre que os valores de x considerados na Tabela 4.12 se aproximam do ntimero
1 por valores menores que 1. Explique que isso significa que = se aproxima de 1 pela
esquerda.

6- Questione: “O que percebe-se em relagao ao valor f(x), a medida que z se aproxima
de 1 pela esquerda?”

7- Explique que a medida que z se aproxima de 1 pela esquerda, ou seja, por va-
lores menores que 1, o valor de f(x) tende a 2.

8- Pega aos alunos para moverem o controle deslizante b, descobrirem as coordena-
das do ponto B e completarem Tabela 4.13 com os valores de f(x), para cada = dado:

Tabela 4.13: Coordenadas do ponto B

N

¢ 1001 1,01 1,1 1,3 15 2 3
f(z)

9- Ressalte que os valores de x considerados na Tabela 4.13 se aproximam do ponto 1
por valores maiores que 1. Nesse caso, dizemos que x se aproxima de 1 pela direita.

10- Questione: “O que é possivel perceber em relagao ao valor f(z), & medida que
x se aproxima de 1 pela direita?”

11- Explique que a medida que x se aproxima de 1 pela direita, ou seja, por valo-
res maiores que 1, o valor de f(z) também tende a 2.

12- Conclua aos alunos que, pelo fato de f(z) se aproximar de 2, ao passo que z
se aproxima de 1 tanto pela esquerda quanto pela direita, dizemos que o limite da
fungao f(r) =222 — x + 1 quando x tende a 1 é igual a 2 e denotamos:

lim(22* — 2+ 1) = 2.

z—1

Apresente a eles o grafico da Figura 4.34, que mostra como esse limite pode ser
representado geometricamente.
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Figura 4.34: Grafico explicitando o limite f(x) = 22* — x + 1 quando z tende a 1

l O valor de f(x)

tende a2 y=222—2+1

A medidaque x
se aproximade 1 :

1
—>l— X

Fonte: O Autor

Propostas de atividades:

1. Considere a fungao f: R — R tal que f(x) = —5x + 3.

(a) Calcule os valores de f(x) e complete as tabelas:

x -5 -42 -401 -4,0001 X -3,9999 -399 -35 -3
f(x) f(x)

(b) Os valores de = se aproximam de um determinado nimero inteiro. Qual
numero € esse?

(¢) O que podemos dizer a respeito do limite de f(x) quando z se aproxima do
nimero inteiro que vocé descobriu na letra b?

2. Uma fungdo f : R — R tal que f(z) = ¢, sendo ¢ um ndmero real positivo
qualquer, é denominada funcao constante.

(a) Construa os graficos das fungées fi(z) = 100, fo(x) = 5, f3(x) = —4,

(b) Através dos graficos, determine os limites de fi, fa, f5 € f1, com x tendendo
a 8.
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(c¢) Agora, determine os limites de fi, fa, f3 e fi, com x tendendo a —1.

(d) Observe os resultados obtidos no item b e ¢. O que pode-se perceber em
relacao ao limite de uma fungao constante?

3. Analise o gréfico da Figura 4.35 e determine:

Figura 4.35: Grafico de funcao f qualquer

Fonte: O Autor

(a) lim, o f(z) =
(b) lim,; f(z) =
(c) lim,, 1 f(z) =

4. Determine os limites:
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Moédulo 3: Limites laterais

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Compreender o conceito de limites laterais de uma fungao de uma variavel
real.

Objetivo 2: Explorar o conceito de existéncia e inexisténcia de limites.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observagao: Os alunos irdao abrir o arquivo 2 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:

1- Projete o arquivo 2 (https://www.geogebra.org/m/vx8ytczr). Peca aos alunos que
abram esse arquivo em seus computadores e observem o grafico presente nele.

Figura 4.36: Gréfico da fungao f(z) = —2* — 2z + 5 com os pontos A e B

7 Ponto A Ponto B
a=-3 b=0
C e
B xr = 3 x:o
f(z) =2 f(z) =5

flx)=—-2—2z+5

' 3 2 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13z
1

Fonte: O Autor

2- Solicite a turma que determine o limite da funcao real de uma varidvel real f(z) =
—22 — 22 + 5 quando z tende a —2. Inicialmente, utilizando a calculadora, eles devem
completar a Tabela 4.14 com valores de f(z) para cada x que se aproxima de —2 pela
esquerda.
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Tabela 4.14: Valores de f(z) = —2*—2x+5 quando z se aproxima de -2 pela esquerda

x se aproxima de -2 pela esquerda

r -4 3 25 23 21 201 -2,001
f(x)

Ap6s o calculo, solicite a eles que desloquem o controle deslizante a do arquivo 2 para
conferir os resultados.

3- Conclua que quando x se aproxima de —2 pela esquerda, ou seja, por valores meno-
res que —2, os valores da fungao f(x) = —2% — 2z +5 se aproximam de 5. Isso significa
dizer que o limite lateral de f(z) = —2? — 2z + 5 quando x tende a —2 pela esquerda
é igual a 5. Esse fato pode ser simbolizado da seguinte forma:

lim (—2® -2z +5) =5.

r——2"

4- Peca aos alunos que completem a Tabela 4.15 e, de forma andloga ao passo 3,
explique o que significa o limite lateral da fungao f(x) = —2% — 2z +5 quando x tende
a —2 pela direita.

Tabela 4.15: Valores de f(x) = —2% — 22 + 5 quando x se aproxima de -2 pela direita

x se aproxima de -2 pela direita

x -1999 -1,99 -1,9 -1,5 -1 0 1
f(z)

Ap6s o calculo, solicite a eles que desloquem o controle deslizante b do arquivo 2 para
conferir os resultados.

5- Conclua que quando x se aproxima de —2 pela direita, ou seja, por valores maiores
que —2, os valores da fungao f(x) = —a? — 2z + 5 se aproximam de 5. Isso significa
dizer que o limite lateral de f(z) = —2% — 22 + 5 quando z tende a —2 pela direita é
igual a 5. Simbolizamos esse limite lateral por:

lim (—2® -2z +5) =5,

r——271
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6- Nesse momento sugira aos alunos para determinarem os limites laterais da funcao
g : R — R definida por:
r—1,sex>1
g(x) =

5,sex <1

Tabela 4.16: Valores de g(x) quando = se aproxima de 1 pela esquerda
x se aproxima de 1 por valores menores que 1

x -1 0 05 07 09 099 0,999

g(x)

lim g(x) =

z—1—

Tabela 4.17: Valores de g(x) quando z se aproxima de 1 pela direita
x se aproxima de 1 por valores maiores que 1

x 1001 1,01 11 13 15 2 3

g(x)

li =
2, o)

7- Questione aos alunos sobre o que se pode afirmar sobre os limites laterais de

f(x) = —2* — 22 + 5 quando x tende a —2. Apds, pergunte a eles sobre o que obser-
r—1,sex>1
varam com relagao aos limites laterais da funcao g(z) = - quando x
5,sexr <1
tende a 1.
8- Conclua que o limite da fun¢ao f(x) = —x* — 22 + 5 quando = tende a —2 existe,
e este é igual a 5, pois lim,_, o (—2? — 22 + 5) = lim,_,_o+(—2? — 22 + 5) = 5.
r—1,sex>1
Contudo, ndo existe o limite de g(x) = ’ - quando z tende a 1, pois
5,sex <1

lim, 1- g(z) # lim, .1+ g(x). Apds, mostre o gréafico da Figura 4.37 aos alunos e ex-
plique o significado geométrico da nao existéncia do limite da fungao g(z).
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Figura 4.37: Grafico da funcao g sendo constante igual a 5, se x < 0 e igual a x — 1, se
rz>1

Nt—

0|—>le—

Fonte: O Autor

9-Enuncie a condigao de existéncia do limite de uma fungao:

“ Seja a um numero real e f uma fun¢do. Para que o limite de f exista, os limi-
tes laterais devem ser iguais. Além disso, se lim, .~ f(x) = lim, .+ f(z) = L, entao
lim, ,, f(x) = L. Caso contrdrio, dizemos que o limite da func¢ao nao existe. ”

Propostas de atividades:

1. Calcule os limites laterais:
(a) lim, , 3+(42 —1)
(b) lim,_-(32% — 22 —7)
(c) lim, , 5-(—6x + 2)
(d) lim,_,;+(—423)

2. Analisando os graficos, determine os limites das fungoes, caso existam. Caso nao
existam, justifique o motivo.

(a) lim,, o f(x) =
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(b) lim,_; g(x) =

3. Verifique se os limites existem. Se existir, determine-o. Caso contrario, explique
o motivo de nao existir.

(a) f(x) =2 +3x+5 lim, o f(z) =
3r—2,sex>1
(b) g(z) =42, sex =1 lim,_; g(x) =

dr+1, sex <1

r—1,sex <3
c) h(z) = ’ - lim, .3 h(z) =
() hiz) {3x—7,sex>3 ~a (@)
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Moédulo 4: Propriedades dos limites

Tempo previsto: 50 minutos.
Objetivo 1: Compreender as propriedades dos limites.

Objetivo 2: Identificar e aplicar as propriedades necessarias para resolver cada si-
tuacao-problema.

Material Utilizado: Quadro, pincel/giz, lapis ou caneta, borracha.
Procedimentos:
1- Apresente as propriedades dos limites e dé exemplos:

Sejam ¢ e a constantes reais. Considerem as funcoes f,g: R — R, cujos limites
lim, . f(x) e lim,_, g(x) existem. Entao, valem as sequintes propriedades:

1. Propriedade da constante - O limite de uma funcdo constante € a propria
constante:

limc = c.
Tr—a

Exzemplo: lim,_,1(—3) = —3.

2. Propriedade da multiplicacao por uma constante - O limite de uma
funcao multiplicada por uma constante é o limite da funcao multiplicado pela
constante (desde que o limite da fungao exista):

lime- f(z) =c- lim f(x).

T—a r—a

Exemplo: lim, , 15-x =5 lim,_,_qx.

3. Propriedade da soma - O limite de uma soma € a soma dos limites (desde
que o limite de cada parcela exista):

lim[f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z).

Tr—a rT—a r—a

Exemplo: lim, ,4[3x + 4] = lim,_,q 3x + lim,_,( 4.

4. Propriedade da diferenca - O limite de uma diferenca é a diferenca dos
limites (desde que o limite do minuendo e subtraendo ezista):

lim(f(x) — g(x)] = lim f(z) — lim g(x).

r—a T—ra T—ra

Ezemplo: lim, ,5[z? — 1] = lim, o 2% — lim, .5 1.
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5. Propriedade do produto - O limite de um produto é o produto dos limites
(desde que o limite de cada fator exista):

lim(f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x).

r—a T—a Tr—ra

Exemplo: lim, [z - (3z + 1)] = lim,_,; - lim,_,; (3z + 1).

6. Propriedade do quociente - O limite de um quociente € o quociente dos li-
mites (desde que o limite do numerador e denominador exista, e o limite do
denominador seja diferente de 0):

f(z)  limg, f(2)

li = li 0.
@~ T, @) ¢ A g(x) #
RY lim,_,o 322

E lo: lim, = )
TEMPRo: M0 5 1 ™ limy 027 + 1

n

7. Propriedade da poténcia - O limite de uma fungao poténcia h(z) = [f(z)]",
em que n € um inteiro positivo, € igual ao limite de f(z) elevado ao expoente n
(desde que exista o limite de f(x)):

lim[f(z)]" = [lim f(2)]", sendo n um inteiro positivo qualquer.
r—a T—ra

Ezxzemplo: lim, (2% + 22 + 1]° = [lim,_,; (2 + 22 + 1)]°.

2- Solicite aos alunos que resolvam a seguinte situacao:

Sabendo que lim, ;32 = 3 e f(z) = 72> — 6z + 11, e aplicando as propriedades de
limites, calcule lim, .3 f(z).

3- Na sequéncia, pega a turma para determinar o valor de f(3), considerando f(x) =
72? — 62 + 11. Em seguida, pergunte o que podem observar em relacio ao resultado
do limite lim,_,5 f(x) e o valor de f(3).

4- Conclua que esse fato acontece devido a propriedade da substituigao direta. Explique-
a e a enuncie.

Propriedade da substituicao direta: Se [ for uma funcdo polinomial ou raci-
onal e a estiver no dominio de f, entao

lim f(z) = f(a).

rT—a

Propostas de atividades:

1. Considerando as fungoes f e g tais que lim, 5 f(z) = 3 e lim,_,5 g(z) = 7, calcule:

(a) limg5[f(2) + g(x)] =
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2. Utilizando as propriedades estudadas e os conceitos abordados sobre limites, cal-

cule os limites abaixo, caso existam:

(a) f(x) =3z —4;lim, 3 f(z).
(b) f(x) = —2® + x;lim,,_4 f(x).

() f(x):{x,sex<1

r+3sex>1;lim, 1 f(x)

(d) f(z) = (2? — x) (2 + 5z + 3);lim,,_; f(z).

x3 —2

(e) f(z) = m;hmx%—Q f(z).

0 )= (5

2
T%) limsa /().

22+ 4x -3, sex <2

E+4sex>2

3. Seja f(x) = {
2

(a) Construa o gréfico de f.

(b) Calcule lim, o- f(x), lim, ,o+ f(2) e lim,_2 f(2).
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Atividades avaliativas referentes ao conceito de limite
Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Avaliar o aprendizado dos alunos em relacao aos conceitos aprendidos
nos médulos da sequéncia didatica sobre limite.

Objetivo 2: Identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos em relagao ao contetdo
de limite.

1. Considere a fungdo f: R — R tal que f(z) = —2?%.

(a) Calcule os valores de f(x) e complete as tabelas:

x -1,1 -101 -1,001 -1,0001 x  -0,9999 -0,999 -0,99 -0,9
f(x) f(x)

(b) Analisando as tabelas acima, é possivel perceber que os valores de x se
aproximam de um determinado nimero inteiro. Qual nimero é esse?

(c) Considerando que o limite exite, determine

lim —z2.
r——1

2. Observe o grafico de uma fungao f(x) presente na Figura 4.38.

Figura 4.38: Gréfico de funcao f

Fonte:
http://www.mat.ufpb.br/sergio/provas/calculo_i/Apostila_CDI_Limite_P_Elias.pdf

Classifique cada afirmagao a seguir em VERDADEIRA ou FALSA. Justifique as
alternativas falsas.
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—
5

liIn:1:~>710+ f(l') = 1imx~>10_ f(ZE)
lim, . f(z) = 6.
hmx~>4_ f(I

)
)
)
) limgy g+ f(2
)
)

=

* ~ —~
o o
N— N— N— N— N— N—

) = —2.
) =4.
lim, o f(x) = lim, 10 f(2).

O limite lim,_,4 f(z) ndo existe pois

o~ o~ o~ o~ o~ o~

—~
—

lim f(z) # lim f(x).

z—4+ T—4-

Justificativas:

. Considere a fungao
r+1

,sex >0
fl@)=9 i+1

,sex <0

Determine lim, .o+ f(z) e lim, ,o- f(z). Existe lim, o f(z)? Justifique sua res-
posta.

. Utilizando as propriedades estudadas, calcule os limites abaixo:

lim, , | —=.



Sequéncias Didaticas 99

4.4.2 Derivada
Atividade diagnéstica
Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Analisar o conhecimento prévio dos alunos com relacao ao conteido
de funcoes e limites de uma funcao.

Objetivo 2: Identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos em relagao ao contetdo
de limites de uma fungao.

1. Classifique os limites abaixo em verdadeiro ou falso. Para as alternativas, falsas
escreva a forma correta.

(a) (
b

~—

lim, o2z = 2lim,_,o z.
lim, , ;2% =—1.

)
)
)
) lim, 5 (5x — 1) = 9.
)
)
)

7 —~
o & o
N e e N N N

lim,_,, 222 = 2°.

—~
—

e N N N N

—~

g lim,_,_12x = —2x.

2. Marque as alternativas corretas:
(a) lim,_,+ 222 = 4.
(b) lim, , ;- [#(—2x + 3)] = —5.
(c) lim,_p- —5x? = lim,_,o+ —Hx>.
(d) lim, , 1+ —x = lim,_,;- .
)
)

(e) lim,_,3+ (2% — 62 4+ 2) = lim,_,_3- (2? — 62 + 2).
-4 2 —4

(f limzﬁzﬁ

3. Considere a fungio f(z) = 2% — 8 + 7.

(a) Calcule f(_1)7 f(g)a f(lO)
(b) Determine as coordenadas do vértice (z,,y,) do gréifico da fungao f.
(c) Calcule as raizes da fungao f.
(d) Faga um esbogo do grafico de f.
4. Considere os pontos (1,2), (4,8).
(a) Determine o valor do coeficiente angular da reta que passa por esses dois
pontos.

(b) Determine a equagao da reta que passa por esses dois pontos.

(¢) Faga um esbogo do grafico da reta cuja equacao foi encontrada no item
anterior.

(d) A reta tem inclinac¢do positiva ou negativa? Justifique.
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Moédulo 1: Taxa média de variacao

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Compreender o conceito de taxa média de variacao de uma funcao em
um intervalo.

Objetivo 2: Explorar o conceito de taxa média de variacdo de uma funcao em um
intervalo relacionando-o com a inclinacao de uma reta secante.

Material Utilizado: Computadores para o professor, calculadora, projetor, lapis
ou caneta, borracha, calculadora.

Procedimentos:

Funcgao afim

1- Inicie a aula com a seguinte situagao:

Situacao 1: Em uma casa, a torneira do tanque da lavanderia apresentou defeito.
Devido ao problema, a mesma estd gerando um grande desperdicio de dagua. O dono
da casa, curioso, resolveu investigar qual era o real desperdicio. Para isso, instalou
uma mangueira na torneira e levou até um tambor vazio. Apds 24h, o dono da casa

concluiu que eram desperdicados 20 litros de dgua.

2- Solicite a turma que determine a quantidade de dgua desperdicada pela torneira
ao longo do tempo. Para isso, peca-os que completem a Tabela 4.18.

Complete a tabela abaizo com o volume de dgua desperdi¢cado ao longo do tempo pela
torneira defeituosa.

Tabela 4.18: Quantidade de agua desperdigada pela torneira ao longo do tempo

Tempo (dias) 1 2 3 4 ... 100

Quantidade de dgua desperdicada (litros)

3- Solicite a turma para determinar uma expressao que representa o volume de agua
desperdigcado ao longo do tempo.

Seja Q) a quantidade de agua desperdigada et o tempo em dias. Determine uma fungao
que representa o volume do desperdicio ao longo do tempo.

4- Na sequéncia, explique e questione:
Chamamos de variagao do tempo, e denotamos por At, a diferenca entre o tempo

wnictal e o tempo final do intervalo de tempo considerado. Considerando o intervalo de
tempo entre o dia 1 e o dia 4, qual € a variacao de tempo desse intervalo?
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5- Apds a resposta, faga os devidos comentérios e represente a conta no quadro. Em
seguida, questione aos alunos sobre o que seria a variacao da quantidade de agua des-
perdicada entre os dias 1 e 4. Em seguida, explique e pergunte:

Chamamos de variacdo da quantidade de dgua desperdicada e denotamos por AQ,
a diferenca entre o volume inicial e o volume final desperdicado no respectivo intervalo
de tempo considerado. Considerando o intervalo de tempo entre o dia 1 e o dia 4, qual
¢ a variacdo do volume de dgua desperdicada nesse intervalo?

6- Faca os devidos comentarios e represente a conta no quadro. Na sequéncia pega
aos alunos para calcularem a razao entre a variagao quantidade de agua desperdicada
no intervalo entre o 1° e 0 4° dia e a variagao do tempo, ou seja:

2Q _,

At

A
7- Explique aos alunos que a razao —Q calculada é chamada de taxa média da variacao
(TMV) da funcao Q(t) no intervalo de tempo 1 <t < 4 e é simbolizada por
AQ 80—-20 60

TMV[L 4= 5=~ —1 =5 =2.

8- Peca aos alunos para calcularem as TMV’s presentes na Tabela 4.19. Na sequéncia
corrija, as respostas.

Tabela 4.19: Valores das TMV’s em intervalos de ¢

Intervalo de t | TMV
[1,4] 20
2,3
[1,2]
[2,4]
[1,3]
[3,4]

9- Questione aos alunos o que eles observam em relacao aos valores encontrados nas
TMV's da fungao Q(t). (Espera-se que eles identifiquem que os valores sao iguais.)

10- Questione a turma o que eles observam a respeito dos valores das TMV’'s em
qualquer intervalo de tempo e a expressao que representa a fungao Q(t) encontrada no
item 3. (Espera-se que os alunos identifiquem que o coeficiente angular da funcao Q(t)
possui o mesmo valor que as TMV's.)

11- Conclua que:
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“Nas funcoes afins, as TMV's em qualquer intervalo de x possuem 08 mesmos va-
lores, ou seja, o resultado € uma constante. Além disso, essa constante € o coeficiente
angular da funcao:”

flx)=ax+0b, a#0, a,be R=TMV =a.

12- Apresente aos alunos o grafico presente na Figura 4.39, que auxilia na interpretacao
geométrica da TMV no intervalo [1,4] da funcao Q(t) = 20t.

Figura 4.39: Gréfico da fungao Q(t) = 20t

\
Q
80 - - e e e = - -
AQ = 80 — 20 = 60
«
204— — — — ?
' At=4-1=3 |
| |
l l
1

1t
AQ 80—20 60
TMV[1,4 === === =>=20

Fonte: O Autor

Questione aos alunos qual elemento geométrico estd destacado nesse grafico. (Espera-
se que eles identifiquem o triangulo retangulo formado pelos catetos At e AQ.)

13- Lembre aos alunos da seguinte relagao trigonométrica dos triangulos retangulos:

Cateto oposto a «

tgo = .
& Cateto adjacente a «

13- Solicite aos alunos para determinarem o valor da tg« presente no grafico Figura
4.39.

14- Apds os calculos, explique a eles:

Observe que os segmentos At e A formam com a fungdo um triangulo retangulo,
no qual obtemos a relagao trigonométrica
AQ

tea = —% = TMVI[1,4] = 20.
ga=— [1,4]
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“ Em uma funcao afim, a TMV em um intervalo qualquer ¢ igual a tangente do angulo
de inclinacao da reta que representa o grafico dessa funcao.”

15- Pecga aos alunos para que, utilizando a calculadora, determine o angulo a da
Figura 4.39. Apds o célculo, apresente o valor exato do angulo.

Generalizagao: Taxa média de variagao de uma funcao em um intervalo

16- Defina aos alunos o conceito de taxa média de variagao de uma funcao em um
intervalo:

A taxa média de variacao de uma funcao f qualquer, em um intervalo o < x < 3
contido no dominio da fungao, é definida por:
A x1) — f(z

Az T1 — T

17- Explique aos alunos a interpretagao geométrica das TMV's de fungoes:

A taxa média de variacao de uma funcao coincide com o coeficiente angular da reta
secante que passa pelos pontos (xg, f(z0)) e (1, f(z1)), ou seja, é igual & tangente do
angulo de inclinacao da reta secante que passa por estes pontos, conforme indicado na
Figura 4.40.

Figura 4.40: Taxa média de variacao de uma funcao qualquer

f(Ccl) ----------------------------------------------

I (o) Ay _ flx1) — f(x0)

TMV e
[0, 1] Az T — T
ou
Ay
T™ _ Yy
V]zo, 1) Ax g a
O T T o

Fonte: O Autor
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Propostas de atividades:

1. Considere a funcao e o intervalo dados nos itens abaixo. Calcule a TMV da
funcao no respectivo intervalo:

(a) f(x) =—=3z+4;[-1,9].
(b) f(x) = 2% — 2z + 5; [0,4].
(c) flz)=—a3—2x —1; [-6,—1].

2. Os estudantes de uma escola resolveram fazer um passeio a um parque aquatico.
O valor que cada estudante deve desembolsar para realizar o passeio é R$80, 00
fixos, referente a passagem do onibus, e R$70,00 a didria nesse parque aquético.

(a) Determine o valor a ser pago pelo estudante, se ele ficar hospedado no parque
em:
e 3 dias
e 4 dias
e 5 dias
e 6 dias
(b) Expresse em simbolos matematicos uma funcao C(z), que representa o custo

total a ser desembolsado pelo aluno, se ele ficar hospedado x dias neste
parque.

(¢) Determine a TMV do custo do passeio, se o aluno ficar hospedado entre 3
e 6 dias no parque.

3. Uma lata de refrigerante morna é colocada na geladeira. A taxa média de variagao
da temperatura durante a primeira hora é maior ou menor que a taxa de variagao
entre 4 e 5 horas dentro da geladeira?
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Moédulo 2: A TMV de uma fungao e a inclinagao da reta secante

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.
Objetivo 1: Compreender a relacao existente entre o sinal da taxa média de va-
riagao de uma funcao em um intervalo e a inclinacao da reta secante que passa sobre

os extremos desse intervalo.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observacao: Os alunos irao abrir o arquivo 3 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:

1- Projete o arquivo 3 (https://www.geogebra.org/m/nyufv27d). Peca aos alunos que
abram esse arquivo em seus computadores e observem o grafico presente nele.

Figura 4.41: Grafico presente no arquivo 3

a=5.54

3.85
a = 36.06°

Ax = x1 — x9 = 2.54

Ay =y1—yo=1.85

0
/
Fonte: O Autor

2- Relembre que Ax e Ay s@o as variagoes de x e y, respectivamente, e a é o angulo
de inclinacao da reta secante ao grafico da funcao f.

3- Solicite que os alunos desloquem o controle deslizante a e observem o compor-
tamento do grafico.

4- Peca aos alunos que movimentem o ponto P ou posicionem o controle deslizante de
forma que « seja igual a 45° e que a abscissa de P seja maior que 3. Questione: No
que diz respeito a classificacao de angulos, o que eles podem afirmar sobre o angulo de
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inclinacao dessa reta nesse momento?

5- Solicite a turma que calculem a taxa média de variacao da funcao f no intervalo de
extremos pertencentes a reta secante cujo angulo de inclinagao é 45°.

6- Apds todos registrarem as respostas, questione aos alunos quanto é a tangente
de 45°. Conclua que a taxa média de variacao de uma funcao em um intervalo é igual
a tangente do angulo de inclinacao da reta secante que passa pelos extremos desse
intervalo.

7- Peca agora os alunos para movimentarem o ponto P ou posicionarem o controle
deslizante de forma que « seja igual a 150° e que a abscissa de P seja menor que 3.
Questione:

No que diz respeito a classificacao de angulos, o que eles podem afirmar sobre o angulo
de inclinacao dessa reta nesse outro momento?

8- Solicite a turma que calculem a taxa média de variacao da funcao f no intervalo de
extremos pertencentes a reta secante cujo angulo de inclinagao é 150°.

9- Apéds todos registrarem as respostas, questione aos alunos quanto é a tangente
de 150°. Conclua que a taxa média de variagao de uma fung¢ao em um intervalo é igual
a tangente do angulo de inclinacao da reta secante que passa pelos extremos desse
intervalo.

10- Instruam os alunos escolher 3 angulos agudos e 3 angulos obtusos no arquivo
3. Na sequéncia, peca que preencham a Tabela 4.20.

Tabela 4.20: Angulo, tangente, intervalo de z, variacao de x e y e TMV
Angulo o < 90° | tga | Intervalo de z | Az | Ay | TMV [z, 1]

Angulo a > 90° | tg v | Intervalo de z | Az | Ay | TMV [z, x4]

11- Questione a eles o que observam com relacao ao sinal da T"MV das fungoes quando
o angulo é agudo.

12- Em seguida, pergunte o que observam com relacao ao sinal da TMV das fungoes
quando o angulo é obtuso.

13- Por fim, apresente as possibilidades de inclinacao da reta secante a fungao con-
forme o sinal da TMV'.
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Como vimos anteriormente, a taxa média de variagao de uma funcao f no intervalo
[0, x1] é igual a tg a, onde « é o angulo de inclinagdo da reta secante que passa pelos
pontos (zo, f(xg)) e (x1, f(z1)). Nesse sentido, a partir do célculo da TMV, podemos
saber a respeito da inclinacao dessa reta. Sao trés possibilidades de inclinagao:

1. Inclinacao Positiva: ocorre quando T'MV > 0.

Figura 4.42: Inclinacao positiva da reta secante

v TMV [z, ] > 0

f(wl)

tga>0 :>O<a<g

f(zo)

Fonte: O Autor

2. Inclinacao Negativa: ocorre quando TMV < 0.

Figura 4.43: Inclinagao negativa da reta secante

Y TMV[.%’(),J,’ﬂ <0 f

N

F(=o)

f(x1)

Fonte: O Autor
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3. Inclinacao Nula: ocorre quando T'MV = 0.

Figura 4.44: Inclinacao nula da reta secante

Y TMV[J?(),Jil] =0 f

F(zo) = f(z1)

tga=0 =a=m

o

Fonte: O Autor

Propostas de atividades:

1. A velocidade média de um objeto em certo intervalo de tempo é obtida por meio
da taxa média de variagao do deslocamento do objeto em tal intervalo, ou seja,

As

Velocidade Média = —,
At

em que As é a variacao do deslocamento e At a variacao do tempo. Considere
um objeto movendo-se ao longo de uma reta cujo deslocamento (em metros) é
dado pela equacio s = t? — 6t + 10, onde ¢ ¢ medido em segundos.

(a) Encontre as velocidades médias (TMV) nos seguintes intervalos de tempo:
e [0,2]
e [4,5]
e [0,10]
[_17 _6]
(b) Faga um esbogo do grafico de s em fungao de t e construa as retas secantes
dos intervalos do item (a).

(c) Em quais intervalos as retas secantes ao gréafico da fungao s tém inclinagao
positiva? Em quais intervalos as retas secantes possuem inclinagao negativa?
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Moédulo 3: Taxa instantadnea de variagao de uma funcao em um ponto
Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Compreender o conceito de taxa instantanea de variacao de uma fungao
em um ponto.

Objetivo 2: Aplicar o conceito de taxa instantanea de variacao de uma funcao em
um ponto em situagoes-problema.

Material Utilizado: Computador com projetor para o professor, lousa, pincel, apa-
gador, 1apis ou caneta, borracha, calculadora.

Procedimentos:

1- Inicie a aula com a seguinte situagao-problema: Um carro parte da cidade A em
direcao a cidade C', que esta localizada a 360km de A. A funcao a seguir repre-
senta a distancia percorrida s, medida em km, em funcao do tempo ¢, dado em horas:

s(t) = 10t + 50t.

2- Solicite aos alunos que calculem as velocidades médias nos intervalos de tempo dados
nas Tabelas 4.21 e 4.22.

Tabela 4.21: Velocidade média do carro nos intervalos [2, ]

Intervalo de t (h) | Velocidade média (km/h)
2;2.1]
12;2.01]
12;2.001]

[2;2.0001]
[2;2.00001]
[2;2.00000001]

Tabela 4.22: Velocidade média do carro nos intervalos de [t, 2]

Intervalo de t (h) | Velocidade média (km/h)
1.9;2]
[1.99; 2]
1.999; 2]
[1.9999; 2]
[1.99999; 2]
1.999999999; 2]
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3- Questione aos alunos o que eles observam em relagao a velocidade média a medida
que a amplitude do intervalo é reduzida.

4- Explique aos alunos: A medida que consideramos intervalos de amplitude cada
vez menor, a velocidade média se aproxima da velocidade naquele instante de tempo,
conhecida também como velocidade instantanea. No caso da situagao-problema dessa
aula, consideramos intervalos cada vez menores de forma que se aproximava do instante
2. Dessa forma, quanto menor o tamanho do intervalo, mais proxima velocidade média
fica da velocidade instantanea no tempo 2.

5- Conclua que: No exercicio anterior, para o calculo da velocidade média do carro
em determinado intervalo de tempo, foi calculado a taxa média de variacao da funcao
que determina distancia percorrida do carro em um intervalo de tempo. A medida que
esse intervalo se torna cada vez menor, essa taxa média de variacao fica cada vez mais
proxima de uma taxa chamada “taxa de instantanea de variagao”’e simbolizada por
TIV, que no contexto ¢é justamente a velocidade instantanea.

6- Solicite aos alunos que resolvam o seguinte problema: Utilizando as Tabelas 4.23 e
4.24, estime a taxa instantanea de variagao da fungao f(z) = 22* — 1 quando x¢ = 1.

Tabela 4.23: Aproximacao da taxa instantanea de variacao da funcao f(x) = 2z% — 1
por meio da taxa média de variacao

Intervalo [zg;z] | TMVy[xo; z]
[1;1.1]
[1; 1.01]
[1;1.001]
[1;1.0001]
[1; 1.00001]
[1; 1.000000001]

Tabela 4.24: Aproximagao da taxa instantanea de variacao da fungao f(x) = 222 — 1
por meio da taxa média de variacao

Intervalo [z;xz0] | TMVy[z; x|
[0.9; 1]
0.99; 1]

[0.999; 1]

0.9999; 1]

[0.99999; 1]
[0.000000009; 1]

7- Apds as respostas, explique que, para determinar a estimativa da taxa de variacao
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instantanea da fungao f para zy = 1, eles calcularam tanto a TMV[1,z] quanto a
TMVy[z,1], de modo que quanto maior a proximidade de 1 e z, mais precisa ¢ a
estimativa. Nesse caso, podemos expressar que

TIV;[1] = lim @) = 7))

r—1 1’—]_

8- Defina taxa média de variacao:

A taxa de variagao instantanea de uma funcao f em um ponto zy, denotada por
T1V¢[xol, é dada por
f(x) — f(xo)

TIV}[xo] = lim 220
T—x0 r — X

se o limite existir.

9- Solicite aos alunos para determinarem, utilizando a defini¢ao, a taxa instantanea de
variagao da fungao f(x) = 22? — 1 quando xy = 1.

Propostas de atividades:

1. Determine a taxa instantanea de variacao das seguintes funcoes nos pontos indi-

cados:

(a) f(z) =42 —3,em z =2.
(b) f(z)=2*+3z -5, em z =
(c) flx)=2*+2z —1,em x =
(d) f(z) =102+ 5z, em z = —1
(e) f(x) =52* —4x, em z =

(f) f(z)=4—2z,em z =1.

2. O deslocamento (em metros) de um objeto movendo-se ao longo de uma reta é
dado pela equacao s = t? — 6t + 10, onde t é medido em segundos. Qual é a
velocidade instantanea no tempo t = 107

3. Uma colonia de um determinado tipo de bactéria possui inicialmente uma po-
pulacao de 100000 bactérias. Depois de t horas, a colonia terd uma populacao
P(t), dada pela férmula:

P(t) = 10000 + 6500t + 10000¢>.
Responda:

(a) Determine o nimero de bactérias presentes depois de 12 horas.

(b) Encontre a lei que dd a taxa de variagdo da populagao P em relacao ao
tempo t.

(c) Determine a taxa de variagdo [instantanea] da populagdo quando t = 12
horas.
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Médulo 4: A TIV de uma funcao em um ponto e a inclinagao da reta
tangente

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Compreender a relagao entre a TIV de uma funcao em um ponto e
a inclinagao da reta tangente.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observacgao: Os alunos irao abrir o arquivo 4 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:

1- Projete o arquivo 4 (https://www.geogebra.org/m/svaeb4dd). Pega aos alunos que
abram esse arquivo em seus computadores e observem o grafico presente nele.

Figura 4.45: Gréfico presente no arquivo 3

A
)
a=4.86
(o)
TIV;[4.86] = Eﬂew =19
a = 62.2°
1.69¢--——f N\ 4 6227 ___
o / / 4.86 T

Fonte: O Autor
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2- Instrua os alunos a moverem o ponto P ou o controle deslizante a para descobrirem
o valor do angulo « de inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao em cada ponto
Tp, as taxas instantaneas de variacao nesses pontos e o coeficiente angular da reta
tangente. Para isso, solicite que preencham a Tabela 4.25.

Tabela 4.25: Angulo e coeficiente angular da reta tangente

zo | Angulo o | T1Vy[xg] | Coeficiente angular da tangente
6.00
5.50
5.20
4.70
4.30
4.15
3.80
3.30
2.80
2.30
1.85
1.40
1.00

3- Peca aos alunos para que respondam as perguntas:

a) Qual relagao existe entre a taxa instantanea de variacao de uma fungao em um
ponto e o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao no ponto
correspondente?

b) Quando os angulos de inclinagao da tangente sao agudos, ou seja, angulos menores
que 90° e maiores que 0°, o que podemos afirmar a respeito da TIV?

¢) Quando os angulos da de inclinacao da tangente sdo obtusos, ou seja, angulos
maiores que 90° e menores que 180°, o que podemos afirmar a respeito da T1V?

d) E quando o angulo de inclinagao é 180° ou nulo, o que acontece com a T1V?

4- Comente as respostas das questoes acima. Em seguida, apresente aos alunos a se-
guinte conclusao:

A partir da taxa instantanea de variacao de uma funcdo em um ponto, é possivel
determinar a inclinagao da reta tangente ao grafico da fungao naquele ponto, pois o
resultado desta taxa é, justamente, o coeficiente angular dessa reta. Nesse sentido,
observando o valor da T IV de uma fun¢ao em um ponto, existem trés possibilidades
de inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao nesse ponto, que sao:
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1. Inclinacao Positiva: ocorre quando T'1V > 0.

Figura 4.46: Inclinagao positiva da reta tangente

y TVI[zg) > 0

mﬁ>0¢0<ﬁ<g
G 70) 1 SN [ N o

Fonte: O Autor

2. Inclinacao Negativa: ocorre quando 71V < 0.

Figura 4.47: Inclinagao negativa da reta tangente

N TV [z <0 f

F(zo)4 T
mﬁ<0$§<ﬁ<w

N :

Fonte: O Autor
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3. Inclinacao Nula: ocorre quando 77V = 0.

Figura 4.48: Inclinagao nula da reta tangente

Y TVI[zo) =0 ¥

I (z0)

tg =0 =0=m

Fonte: O Autor

5- Ap0s explicar o topico anterior, finalize o médulo com a seguinte atividade:

Determine a equacgio da reta tangente de f(r) = 2? — 3x — 2 no ponto (—1,0). Essa
reta tem inclinacao positiva, negativa ou nula?

Propostas de atividades:

1. Determine a equagao da reta tangente de f(z) = 2* — 2z + 1 no ponto (0, 1).
Essa reta tem inclinagao positiva, negativa ou nula?

2. O preco de um determinado carro Okm é R$ 60.000,00. Apéds 4 anos de uso seu
valor de mercado é de R$ 40.000,00. Admitindo que ele sofra depreciagao linear
com o tempo, encontre:

(a) A funcao que relaciona o preco P(t) do carro apds t anos de funcionamento.

(b) A taxa de variagao instantanea no 6° ano apds a compra.
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Moédulo 5: A derivada

Tempo previsto: lhora e 40 minutos.

Objetivo 1: Compreender o conceito geométrico e algébrico de derivada de uma
fung¢ao em um ponto.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observacao: Os alunos irao abrir o arquivo 5 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:
1- Inicie a aula discutindo e explicando aos alunos o texto abaixo:

Neste tépico estudaremos o conceito de derivada. Esse é um dos principais con-
ceitos de Calculo. Além disso, a derivada tem consideravel relevancia, nao sé dentro
das Ciéncias Exatas, mas também em vérias outras areas como as Ciéncias Fisicas e
Bioldgicas, as Ciéncias Economicas e Espaciais. Isso decorre das varias aplicagoes desse
conceito em cada area.

Mas afinal, o que é derivada? A derivada de uma funcao em um ponto é justamente
a taxa instantanea de variagao dessa funcao naquele ponto.

Denotada por f’(zg), a derivada de uma fungao f em um nimero real zq é definida
algebricamente por

() = %f(xo) — Lm f(o 4 20) — f(%)j

T—T0 T — X

caso o limite exista.
Considerando x = xy + h, podemos reescrever a expressao da definicao como

f(wo +h) — f(xo)

h—0 h ’

se o limite existir.

’

Mas qual significado dessas expressoes? E o que veremos a seguir.

2- Projete o arquivo 5 (https://www.geogebra.org/m/rrmsxxyt). Pega aos alunos que
abram esse arquivo em seus computadores.
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Figura 4.49: Interface do arquivo 5

DB SN SIPANITIEE Q=
B = e . o
Aproximacao da derivada
e T
¥p=1
s 2
h=08569
o th)—flg) _ FL+2—f(1)
h 7
-7
~ 2t
. ?
=3
Re 7
Smu;én
A Conohstor r(1) = i (N0
a
Entrada A

Fonte: O Autor

3- Solicite aos alunos resolvam a seguinte atividade: Digite no campo f(x), presente
2 ¢ posicione o controle deslizante de xy no ntimero 1.

F+h) = (1)

Nno arquivo 9, a expressao T

a) Preencha as Tabelas 4.26 e 4.27, com valores da expressao

h
Tabela 4.26: Valores x > 0 Tabela 4.27: Valores z < 0
flx)=a% 29=1 flx)=a% z9=1
f(L+h)—f(1) f(L+h)—f(1)
h h
h h
0.5 -0.5
0.4 -0.4
0.3 -0.3
0.2 -0.2
0.1 -0.1
0.01 -0.01
0.001 -0.001
0.0001 -0.0001

Para isso, mova o controle deslizante h para a posicao indicada, determinando os

f(+h) = f(1)

utilize as setas esquerda/direita do teclado para mover este ponto para o valor
desejado.

valores da expressao . Caso seja necessario, clique no ponto h e

b) O que vocé observa em relagao aos valores de h? Eles se aproximam de algum
nimero? Se sim, qual?
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¢) A medida que h se aproxima do numero dito na letra b, o que acontece com o

k)~ f(1),
),

valor de

fL+h) - f(1)
h
derivada da funcao f(x) = 2% no ponto xy = 1. Clique no icone solucao na

interface do arquivo 5. Qual é a derivada da funcao f no ponto xg = 17

d) Aplicando o limite com h — 0 na expressao , encontramos a

e) A reta tracejada verde representa a reta secante ao grafico de f que passa pelos
pontos (1, f(1)) e (14+h, f(1+h)), enquanto que a reta de cor vermelha representa
a reta tangente ao gréfico de f no ponto (1, f(1)). A medida que fazemos h se
aproximar de 0 por valores maiores que 0, o que vocé observa em relagao as duas
retas?

f) E quando h se aproxima de 0 por valores menores que 0, o que vocé observa em
relacao as duas retas?

g) Observe o grafico da reta tangente ao gréafico da fun¢ao f no ponto xy = 1. Qual
relacao existe entre a derivada de f e a reta tangente?

4- Apéds as respostas, corrija as questoes e explique aos alunos que:

A derivada de uma fungao em um ponto nada mais é que do que a taxa instantanea
de variagao da funcao naquele ponto. Além disso, o valor numérico da derivada em um
ponto representa o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao no ponto
calculado.

Do ponto de vista geométrico, a interpretacao ¢ a mesma vista na taxa instantanea
de variagao. Quando h se aproxima de 0, é observado que o angulo de inclinacao da
reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos (1, f(1)) e (14 h, f(1 + h)) (reta
tracejada verde) tende ao angulo de inclinacao da reta tangente ao gréfico de f no
ponto (1, f(1)). Isso implica que o coeficiente angular da reta secante se aproxima do
coeficiente angular da reta tangente a medida que h — 0.

5- Solicite aos alunos que pensem e resolvam a situacao abaixo:
Determine a derivada de f(z) = 22 em um ponto zy € R qualquer.

6- Apds a solucao, explique aos alunos que o valor numérico da derivada da fungao
f(x) = 2? em um ponto xy qualquer é igual ao dobro de zy. Esse resultado é extrema-
mente util no cdlculo de derivadas no ponto de funcoes quadraticas.

7- Inicie a seguinte situacao:

Uma fungao real de uma varidvel real é dita constante quando sua lei de formagao
é f(r) = ¢, em que ¢ é um nimero real qualquer.

a) Utilizando o arquivo 5, determine o valor das derivadas no ponto o = —1 das
funcoes constantes, preenchendo a Tabela 4.28:

b) O que vocé observa a respeito da derivada de fungoes constantes?
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Tabela 4.28: Derivada de fungoes constantes no ponto xg = —1

f(z) J' (o)

1000000
~0,00001
25

V13

310

c¢) Utilizando a definigdo de derivada, determine a derivada da fungdo constante
f(z) = ¢ em um ponto zy qualquer.

8- Discuta com a turma as questoes. Questione as respostas obtidas e explique aos
alunos que a derivada de uma funcao constante em ponto qualquer do dominio ¢é igual
a 0.

9- Inicie outra situacao:

Uma funcao real de uma variavel real é dita funcao afim quando sua lei de formacao é
f(z) = ax + b, em que a, b sdo nimeros reais e a # 0.

a) Utilizando o arquivo 5, determine o valor das derivadas no ponto xy = 3 das

funcoes afins, preenchendo a Tabela 4.29:

Tabela 4.29: Derivada de fungoes afins no ponto xg = 3

() ' (o)

1000z + /3

b) O que vocé observa a respeito da derivada de fungoes afins?

c¢) Utilizando a definigao de derivada, determine a derivada da funcao afim f(x) =
ax + b em um ponto xy qualquer.

9- Discuta com a turma as questoes. Questione as respostas obtidas e explique que
nas fungdes afins, a derivada em um ponto é sempre igual ao coeficiente angular (que
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também coincide com a TMV em qualquer intervalo do dominio e com a TV I em um
valor qualquer de z no dominio).

10- Finalize a sequéncia, solicitando que os alunos resolvam o seguinte exercicio:

Considere a funcio f(z) = 2®> — 4. A derivada dessa fungdo em um ponto é a di-

ferenca das derivadas das funcoes g(z) = 22 e h(x) = 4 nesse mesmo ponto.
a) Construa um esboco do grafico dessa fungao.

Determine a equacao da reta tangente a f no ponto zy = 3.

)
b) Determine o coeficiente angular da reta tangente a f no ponto xy = 3.
c)

)

d) Faca um esboco do grafico de f juntamente com a reta tangente ao ponto xy = 3.

Propostas de atividades:

1. Determine a derivada das seguintes func¢oes no ponto indicado utilizando a de-
finicao:

(¢) flx)=8x;x9g=—1
(d) f(x) =—a2% 29 =1
2. Considere a fungao f(x) = —x? + 1. A derivada dessa fungao em um ponto é a
diferenga das derivadas das funcoes g(z) = —2% e h(x) = 1 nesse mesmo ponto.
a) Construa um esbogo do gréafico dessa fungao.
b) Determine o coeficiente angular da reta tangente a f no ponto xy = —1.
¢) Determine a equagao da reta tangente a f no ponto xg = —1.
d) Faca um esbogo do gréfico de f juntamente com a reta tangente ao ponto

Ty = —1.
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Atividades avaliativas referentes ao conceito de derivada

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Avaliar o aprendizado dos alunos em relacao aos conceitos aprendidos
nos moédulos da sequéncia didatica sobre derivadas.

Objetivo 2: Identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos em relagao ao contetdo
sobre derivadas.

1. A concentragao C (em miligramas por mililitro) de uma substancia na corrente
sanguinea de um paciente é monitorada a intervalos de 10 minutos durante 2
horas, com t dado em minutos, conforme a tabela abaixo.

Tabela 4.30: Quantidade de substancia na corrente sanguinea ao longo do tempo
t (min) 01102030 40|50 (60| 70| 80| 90 | 100 | 110 | 120

C (mg/ml) 0| 3|16 |38 |54 |75|90| 108 | 111 | 115 | 115 | 108 | 65

Determine:

(a) Taxa média de variagdo no intervalo de tempo [0, 10].
(b) Taxa média de variac@o no intervalo de tempo [0, 20].
(¢) Taxa média de variac@o no intervalo de tempo [60, 110].
2. Um missil é langado ao espaco de forma que sua distancia (em km) do solo ao
longo do tempo(em horas) é dada pela férmula s(t) = —5t? 4+ 100¢. Determine:
(a) A velocidade instantanea do missil no tempo ¢ = 10.

(b) A equagao da reta tangente ao grafico da fungao que determina a distancia
no ponto (10, f(10)).

(¢) O esbogo do grafico da distancia percorrida pelo missil desde que saiu do
solo até o momento que retornou ao solo e da reta tangente a esse grafico
no ponto (10, f(10)).

3. Considere a fungao f(x) = —z% + 1. Responda:

(a) Qual derivada de f(x) no ponto zy = 37
(b) Qual a equagao da reta tangente ao gréfico de f(z) no ponto xy = 37

(c) Seja a o angulo da reta tangente referenciada na letra (b). Qual o valor da
tga?
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4.4.3 Integral
Atividade diagnéstica
Tempo previsto: 50 minutos.

Objetivo 1: Analisar o conhecimento prévio dos alunos e possiveis dificuldades com
relacao ao contetido de areas de figuras planas, fungoes e limites de fungoes.

1. Determine a area do retangulo da Figura 4.50:

Figura 4.50: Area do retangulo azul

_—— f(z)=02x+4

Fonte: O Autor

2. Determine a area da regiao demarcada presente na Figura 4.51.

Figura 4.51: Area do regiao em verde

xr

\ f(z) =—-04z+5

1 3,5 v

Fonte: O Autor
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3. Considere a fungio f(z) = z?%/2.

(a) Calcule os valores de f(x) e complete as tabelas:

x -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001 x 0,1 0,01 0,001 0,0001

f(x) f(x)

(b) Os valores de x se aproximam de um determinado numero inteiro. Qual
numero ¢é esse?

(¢) O que podemos dizer a respeito do limite de f(x) quando z se aproxima do
nimero inteiro que vocé descobriu na letra (b)?
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Moédulo: Nogao intuitiva de integral

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.
Objetivo 1: Compreender a ideia intuitiva de integral.
Objetivo 2: Aplicar o conceito de integral em situagoes problemas.

Material Utilizado: Computadores para o professor e para os alunos com o soft-
ware GeoGebra instalado, projetor, lapis ou caneta, borracha, calculadora.

Observacgao: Os alunos irdao abrir o arquivo 6 disponibilizado pelo professor para
o desenvolvimento da aula.

Procedimentos:

1- Inicie a aula com a seguinte situagao problema: As aranhas sao animais de 8 patas
e que uma quantidade consideravel de espécies tecem teias. A maior parte se alimenta
de pequenos insetos, contudo existem espécies que se alimentam de pequenos répteis e
mamiferos.

Figura 4.52: Aranha-lobo mordendo de um sapo
- J 2

Fonte: https://www.bbc.com/portuguese/vert-earth-39345846

Suponha que o grafico da Figura 4.53 representa a velocidade de uma determinada
espécie de aranha.

Figura 4.53: Velocidade da aranha ao longo do tempo

Velocidade (m/min) (x10)

0 2 Tempo (min)

Fonte: O Autor

Sabendo que a distancia percorrida pela aranha pode ser determinada pela area do
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triangulo com vértives em (0,0), (7,0) e (7,3), determine essa distancia.

2- Discuta com os alunos a questao. Comente que, para determinar a distancia que a
aranha percorreu, foi utilizada a conhecida expressao que determina a area do triangulo.
No entanto, existem situagoes em que nao é tao simples determinar a area.

3- Proponha outra situacao-problema para os alunos e questione possibilidades para
determinar uma solugao.

A Figura 4.54 representa o grafico da fungao f(x) = 2.
tiva para area da regiao R destacada.

Determine uma estima-

Figura 4.54: Regidao R determinada pelo gréifico da fungao f(z) = 2% e o eixo = no
intervalo 0 <z <1

Y

Fonte: O Autor

4- Sugira aos alunos que dividam o intervalo [0, 1] do eixo z em 10 partes e construam
retangulos de 2 tipos, cuja medidas das bases sao as amplitudes dos subintervalos de
[0,1]. Os retangulos do tipo 1 sdo aqueles cujo vértice superior esquerdo pertence ao
grafico da funcao (Figura 4.55), enquanto que os retangulos do tipo 2 sao aqueles cujo
vértice superior direito pertence ao grafico da fungao (Figura 4.56). Em seguida, so-
licite aos alunos que completem cada tabela e determinem a area total ocupada pelos
retangulos de cada uma das figuras.
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Figura 4.55: Retangulos cujo vértice superior esquerdo pertence ao grafico da funcao
f(z) = a?
Yy

Fonte: O Autor

Tabela 4.31: Areas dos retangulos do tipo 1
Intervalo | Altura | Area

A soma das areas dos retangulos do tipo 1 é
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Figura 4.56: Retangulos cujo vértice superior direito pertence ao grafico da funcao

f(x) = a?

Y

flz) = 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 .
10 10 10 10 10 10 10 10 10

Fonte: O Autor

Tabela 4.32: Areas dos retangulos do tipo 2
Intervalo | Altura | Area

A soma das areas dos retangulos do tipo 2 é
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6- Solicite aos alunos que abram o arquivo 6 (https://www.geogebra.org/m/urdzwinz)
no computador e preencham os campos com os dados dos itens 3 e 4, ou seja, preencham
o campo f(x) com a funcdo f(x) = 22, os valores ryp = 0 e z; = 1 representando
o intervalo [0, 1] e considerando 10 o numero de retangulos desenhados a partir da
subdivisao desse intervalo, conforme a Figura 4.57.

Figura 4.57: Interface do arquivo 6

(R] s 7 DO O & N = @ Q =
H S P
Area sob uma curva
S —
imervaio ool %0 ] xifr ]
N° de reténgulcs:
D Retangulos do tipo 1
f(z) = z*
D Reténgulos do tipo 2
\ LN |:| Area abaixo da curva
0 1 @
Q

Fonte: O Autor

7- Solicite que cliquem no icone retangulos do tipo 1 e confira o resultado da soma das
areas desse tipo de retangulo que encontraram no item 5. Peca-os que fagam o mesmo
com os retangulos do tipo 2. Apods a corregao, indique que cliquem no icone “Area
abaixo da curva”e observem o valor real dessa érea.

8- Questione:

1) O que observam em relacao a drea da regiao R e a area total dos retangulos do
tipo 17 Qual a diferenca entre elas?

2) E em relagdo a drea da regido R e a area total dos retangulos do tipo 27 Qual
a diferenca entre elas?

9- Conclua aos alunos que a area real é maior que a soma das areas dos retangulos
do tipo 1 e menor que a soma das areas dos retangulos do tipo 2. Nesse sentido, uma
possivel estimativa para drea real da regiao R abaixo da curva f(x) = z? e acima do
eixo x, compreendida no intervalo [0, 1] é

0,285 < area real < 0, 385.

10- Novamente, pega aos alunos que, através do arquivo 6, considerando o campo f(x)
com a funciao f(z) = 2, os valores o = 0 e 1 = 1 representando o intervalo [0, 1],
completem a Tabela 4.33 com a soma das dreas dos retangulos do tipo 1 e 2, dado o
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nimero de retangulos.

Tabela 4.33: Areas dos retangulos dos tipos 1 e 2 da regiao R

Numero de | Soma das areas dos | Soma das areas dos
retangulos retangulos do tipo 1 | retangulos do tipo 2

20
30
40
50
60
70
30
90
100

11- Levante a seguinte questao a turma: Comparada com a area real da regiao consi-
derada, o que é possivel afirmar com relagao as areas estimadas pelas somas retangulos
do tipo 1 e 2, a medida que o nimero de retangulos aumenta?

12- Conclua aos alunos que: Quanto maior o niimero de retangulos considerados, mais
préoxima a soma das areas desses retangulos serda da area da regiao R. Esse processo
de aproximacao por meio de retangulos esta relacionado com o conceito de integral.

13- Apresente a ideia do conceito de integral de uma funcdo continua qualquer po-
sitiva em um intervalo [a,b] e a definigdo desse conceito por meio de area.

Considere uma func¢do continua f, positiva e um intervalo qualquer [a,b] do eixo z,
onde b > a.

Figura 4.58: Gréfico da fungao positiva f definida no intervalo [a, b]

Yy

!

=3

Fonte: O Autor
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A Figura 4.59 mostra a regiao R delimitada entre a funcao f e o eixo x, no intervalo
a<z<bh.

Figura 4.59: Regiao R delimitada entre a fungao f e o eixo x, no intervalo a < x <b
Yy

Fonte: O Autor

Para determinar a drea S da regiao R acima, divida o intervalo [a, b] em n subintervalos

b—a

la, 1], [x1, x2], . - ., [Tn_2, Tn_1], [Tn_1, b], de mesmo comprimento —

Construa retangulos cujas bases sao os subintervalos e de forma que cada ponto
(a, f(a)), (x1, f(21)), (x2, f(22)), .., (Tn, [(2p_1)) é um vértice superior esquerdo (retangulos
do tipo 1). Vamos considerar apenas esse tipo de retangulo, uma vez que procedemos
de forma analoga para os retangulos do tipo 2.

Figura 4.60: Retangulos em uma regiao delimitada abaixo do grafico de f e acima do

eixo x, num intervalo [a, b]
Y

Fonte: O Autor
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A area aproximada da regiao R pode ser expressa pela soma das areas dos retangulos
do tipo 1 construidos:

b_af(a)—i—b_af(xl)—i—b_af(x2)+--~+b_af(a:n,g)—l—b_a
b—a

= —(f(@) + flo) + flw2) + -+ Flana) + f(2n)).

f(wn1) =

b—a - .
Denotando A,, = ——, podemos reescrever a expressao acima como
n

S~ An(f(a) + flz1) + f(22) + -+ [(@n2) + [(201))-

A medida que o valor de n aumenta, o valor de A,, ficard mais préximo de 0 e melhor
ficard a aproximacao. Nesse sentido, quando fazemos A, tender a 0, conseguimos
determinar a area S da regiao R.

Definigao 4.4.1. A area S de uma regiao R definida sob o grafico de uma funcao f
positiva em um intervalo [a, b] e acima do eixo x é definida por

§= [lim An(f(a) + f(wr) + f(22) + -+ flan-2) + f(2a-1)),

se o limite existir.

14- Explique aos alunos que a expressao
Jim An(fla) + fz) + f(w2) + o f(zn-2) + f20-1),

que apareceu nessa situacao, ocorre em diversos outros problemas/situagdes (mesmo
quando a fungao nao é necessariamente positiva) e, por isso, recebe um nome e uma
notagao especiais: é chamada de integral definida da fungao f no intervalo [a, b], deno-

tada )

Conhecendo essa notagao, podemos escrever que a area S da regiao R é

S = lim An(f(a)+f(flf1)+f(x2)+~~~+f(xn—z)+f(fcn—1))=/ f(z) dz,

An—0
caso o limite exista.
15- Finalize propondo a seguinte atividade a turma:
Considerando a malha quadriculada composta por quadrados de area 1 u.m., dé uma

estimativa para a area da regiao destacada abaixo. Explique como chegou a esse resul-
tado e escreva a integral que representa essa area.
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Fonte: O Autor

Propostas de atividades:

1. Dada a area, determine o valor das integrais abaixo:

(a) [, f(w)de =

/

Area = 30.5u.m.

Ol @mmmmmmmmm e m ===

O GEGEGEEE L L L PP L P PP L PP
<
I
-
O
N

Fonte: O Autor
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(b) Ji glx)dw =

Area = 52.73u.m.

Fonte: O Autor

2. Uma motocicleta parte do repouso e apds 30 segundos atinge a velocidade de
150km/h. O grafico abaixo representa a velocidade em funcao do tempo apds
o veiculo entrar em movimento. Determine uma estimativa para a distancia
percorrida pela motocicleta durante esse periodo de tempo.

v

(km/h)

100 —

90 1/

) 10 20 30 t

(segundos)

Fonte: O Autor

3. A figura abaixo representa a regiao sob o grafico fun¢ao dada por f(z) =z +4
no intervalo [0, 2] situada no primeiro quadrante, cujas fronteiras sdo os eixos z
ey.
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I

0] 2

Fonte: O Autor

(a) Calcule a drea da regiao utilizando as expressoes de dreas de poligonos co-
nhecidas.

(b) Dividindo intervalo [0,2] em quatro subintervalos de mesma amplitude e
tragando retangulos cujos vértices superiores esquerdos pertencem ao gréafico

da fungéo, ObtemOS
Yy /
6 ...........

Y

Ol 05 s 2
Fonte: O Autor

A partir da figura acima, complete a Tabela 4.34, determinando a altura
e a area de cada retangulo. Logo apds, determine a soma das areas dos

retangulos.
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Tabela 4.34: Area de cada um dos 4 retangulos tracados regiao delimitada pelo eixo z
e areta f(x) =z + 4 no intervalo [0, 2]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo
0-0.5
0.5-1
1-1.5
1.5-2

Soma das areas dos retangulos =

(¢) Por outro lado, se dividirmos novamente intervalo [0, 2] em quatro subinter-
valos de mesma amplitude e tragarmos retangulos cujos vértices superiores
direitos pertencem ao grafico da funcao, obtemos

e

/]

/

-
[5) 0,51 1,5 2 T

Fonte: O Autor

A partir da figura acima, complete a Tabela 4.35 determinando a altura
e a area de cada retangulo. Logo apds, determine a soma das dreas dos
retangulos.

Tabela 4.35: Area de cada um dos 4 retangulos tracados na regiao delimitada pelo eixo
x e areta f(x) =z + 4 no intervalo [0, 2]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo
0-0.5
0.5-1
1-1.5
1.5-2

Soma das areas dos retangulos =
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(d) Imagine que o intervalo [0, 2] fosse dividido em 8 partes iguais e construidos
retangulos de caracteristicas como na letra (b). Estime a area da regiao,
através do calculo da area de cada um dos retangulos e diga qual é a area
total ocupada pelos retangulos.

Tabela 4.36: Area de cada um dos 8 retangulos tracados na regiao delimitada pelo eixo
x e areta f(x) = x4 4 no intervalo [0, 2]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo

Soma das areas dos retangulos =

(e) Imagine que o intervalo [0, 2] fosse dividido em 8 partes iguais e construidos
retangulos de caracteristicas como na letra (c). Estime a area da regiao
através do calculo da area de cada um dos retangulos e diga qual é a area
total ocupada pelos retangulos.

Tabela 4.37: Area de cada um dos 8 retangulos tracados na regiao delimitada pelo eixo
x e areta f(x) =z + 4 no intervalo [0, 2]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo

Soma das areas dos retangulos =

(f) A partir das respostas obtidas nas questoes (b) e (d) responda: & medida
que dividimos o intervalo em mais partes e consideramos um maior nimero
de retangulos, o que vocé observa em relacao a area ocupada por esses
retangulos?
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(g) A partir das respostas obtidas nas questdes (c) e (e) responda: a medida
que dividimos o intervalo em mais partes e consideramos um maior nimero
de retangulos, o que vocé observa em relacao a area ocupada por esses
retangulos?

(h) Comparando com a area calculada no item (a), o que podemos observar em
relacao a area total dos retangulos, a medida que dividimos o intervalo em
mais subintervalos e consideramos um nimero maior de retangulos?

4. Considere a fungao f(r) = —z? + 4 no intervalo [—2,2] e a regiao abaixo do
grafico da funcao e acima do eixo x, conforme a figura abaixo:

Figura 4.61: Regiao delimitada entre a fungio f(x) = —x2 + 4 no intervalo [—2, 2]
y

Fonte: O Autor

(a) Divida o intervalo [—2, 2] em 8 subintervalos e construa retangulos com base
em cada um desses subintervalos e vértice superior pertencendo ao gréfico
da funcao. Faca o desenho.

(b) Com base nos retangulos desenhados no item (a), preencha a Tabela 4.38:

Tabela 4.38: Area de cada um dos 8 retangulos tracados na regiao delimitada pelo eixo
r e areta f(z) = —2? + 4 no intervalo [—2, 2]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo
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(¢) O que se pode afirmar a respeito da drea da regiao demarcada?

(d) Represente a drea da regiao demarcada por meio de uma integral.
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Atividades avaliativas referentes ao conceito de integral

Tempo previsto: 1 hora e 40 minutos.

Objetivo 1: Avaliar o aprendizado dos alunos em relacao aos conceitos aprendidos
nos modulos da sequéncia didatica sobre integral.

Objetivo 2: Identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos em relagao ao contetdo
sobre integral.

1. Escreva a integral que representa a drea demarcada na figura a seguir e dé o seu

valor numérico.

Figura 4.62: Area demarcada
Y

Fonte: O Autor

2. Em um determinado ponto de uma corrida, foi constatado que um maratonista
corria a 30 km/h. Apdés atingir essa marca, sua velocidade foi caindo até chegar
ao final, quando apds 25 minutos da medigao ele passa a marca de chegada. O
grafico apresentado na Figura 4.63 representa a velocidade em funcao do tempo
desse atleta.

Determine:
(a) Dé uma estimativa para area da regido abaixo do grafico da curva e acima
do eixo z. Explique o método utilizado para chegar em tal resposta.

(b) Qual relagdo existente entre a distancia percorrida pelo maratonista e a
integral definida no intervalo [0,25] da fun¢do que determina a velocidade
do maratonista ao longo do tempo?



Sequéncias Didaticas 140

Figura 4.63: Grafico da funcao velocidade em fungao do tempo do atleta
v

(km/h)

30—
\

™

N
15 \\
AN

O 10 25 t
(minutos)

Fonte: O Autor

3. Considere R a regiao delimitada abaixo do grafico da fungao f(z) = —2% + z no
intervalo [0, 1] e acima do eixo z.

(a) Esboce o grafico da funcao f e marque a regiao R.

(b) Divida o intervalo [0, 1] em 10 subintervalos e construa retangulos dcom base
en cada um dos subintervalos e vértices superiores esquerdos pertencendo
ao grafico da funcao. Em seguida, complete a Tabela 4.39 abaixo:

Tabela 4.39: Area de cada um dos 10 retangulos tragados na regiao delimitada pelo
eixo x e a reta f(z) = —z® 4+ x no intervalo [0, 1]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo

(c) Qual a soma das areas dos retangulos feitos na letra (b)?

(d) Agora, divida novamente o intervalo [0, 1] em 10 subintervalos e construa
retangulos de base sendo cada um dos subintervalos e vértices superiores
direitos pertencendo ao grafico da fungao. Complete a Tabela 4.40:
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Tabela 4.40: Area de cada um dos 10 retangulos tragados na regiao delimitada pelo
eixo x e a reta f(x) = —x? 4+ x no intervalo [0, 1]

Intervalo | Base | Altura | Area do retangulo

(e) Qual a soma das dreas dos retangulos feitos na letra (d)?

/01(x2 + z)dx.

Assinale a(s) alternativa(s) correta(s):

(f) Observe a integral

() O resultado dessa integral é um nimero negativo.

() O valor da integral acima é o mesmo da area da regiao compreendida
abaixo do grafico da fungao f(x) = 2%+ x entre o intervalo [0, 1] e acima
do eixo x.

() O valor da integral acima é o mesmo da area da regiao compreendida
abaixo do gréfico da fungio f(x) = z*+x entre o intervalo [0, 1] e abaixo
do eixo x.

() A integral nao possui solugao.

() O resultado dessa integral é maior que 0.74 e menor que 0.93.



5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigamos a presenca e importancia da disciplina de Célculo
Diferencial e Integral na formacgao do professor de Matematica e da possibilidade de
insercao de topicos dessa disciplina no Ensino Médio.

Apoés analise de documentos oficiais que norteiam o desenvolvimento do projeto
pedagégico dos cursos de licenciatura em Matematica, nao encontramos nestes docu-
mentos justificativas explicitas para tal conteiiddo compor a matriz curricular obrigatéria
destes cursos. Entretanto, diversos autores corroboram sobre a importancia da disci-
plina na formagao do individuo, com os argumentos de que o aprendizado de conceitos
de Calculo favorecem o entendimento de situagoes do mundo real, a construgao do
método cientifico e o exercicio da cidadania. Por outro lado, autores criticam a forma
como o Célculo é ensinado na licenciatura, destacando que a disciplina é discutida a
partir de uma estrutura sistematizada baseada na teoria logico-formal dedutiva, na
qual o rigor matemaético se faz presente em excesso. Além disso, é comum a mesma
abordagem para cursos de diferentes areas, contribuindo com a falta de conexao dos
conceitos aprendidos em Calculo com as disciplinas da educacao basica.

Ao refletir sobre a presenca de tépicos dessa disciplina no PROFMAT e visao dos
alunos do programa sobre a relacao existente entre os conceitos estudados e a educagao
basica, fizemos uma andlise das dissertagoes produzidas pelos alunos do programa ao
final do mestrado. Nessa andlise, percebemos que grande parte dos trabalhos que
tratam desse assunto o relacionam com o ensino bésico e consideram viavel o ensino
de conceitos de Céalculo nesse nivel de ensino. Inclusive, apresentam materiais para
aplicacao em sala de aula, dos quais a maioria sao direcionados ao Ensino Médio.
Alguns desses trabalhos ressaltam a viabilidade de tratar desse assunto através da
utilizacao de softwares. Nesse sentido, o PROFMAT se apresenta nao s6 como um
programa com objetivo de aprofundar o conhecimento em Matematica do professor,
mas também fornece de livre acesso, um banco de materiais aos professores com um
vasto repertério de atividades que podem ser aplicadas nas aulas de Matematica.

Diante do exposto no trabalho, acreditamos que a disciplina de Calculo contempla
conceitos matematicos importantissimos para o desenvolvimento de diversas areas e
que deve compor o curriculo da formacao do professor de Matematica, pois, devido
ao seu carater integrador, os conceitos estudados nessa disciplina proporcionam o en-
tendimento de diversas situacoes do mundo real. Além disso, a disciplina proporciona
ao futuro professor de Matemédtica um conhecimento mais amplo e aprimorado das
fungoes, que podem ser consideradas a base e o ponto de ligacao entre a matematica
escolar e o ensino de Célculo na graduagao.

No entanto, é importante refletir acerca da abordagem do Célculo nas licenciaturas,
discutir quais conceitos e como estes devem ser estudados, para, assim, contribuir com
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uma aproximagcao entre o curriculo da escola basica e da educacgao superior e favorecer
a formagao profissional do professor de Matematica, de modo que a Matematica a ser
ensinada na escola nao seja tao distante da Matemética aprendida na graduacao.

Além disso, percebemos que os conceitos de Calculo relacionam-se a conceitos es-
tudados no escola basica, como por exemplo a ideia de funcao ou fundamentos de
Geometria Analitica. Dessa forma, o ensino de limites, derivadas e integrais no En-
sino Médio pode agregar na formagao do estudante, principalmente no que diz respeito
ao entendimento de conteidos matematicos ja presentes no curriculo, bem como na
evolucao do pensamento cientifico e critico desse aluno, além de favorecer o desenvol-
vimento do raciocinio légico-matemaético.

No mais, o estudo das ideias fundamentais do Célculo ainda na educagao basica
pode possibilitar, aos alunos que pretendem cursar graduagoes em que a disciplina
se faz presente, uma melhor aprendizagem e, consequentemente, contribuir para uma
diminuicao nos nuimeros de reprovacoes dessa disciplina no ensino superior.

Entretanto, antes de uma insercao direta no curriculo se faz necessério o processo de
reflexdo e pesquisa, além da producao de trabalhos cientificos analisando as possiveis
justificativas para a inclusao ou nao desses conteidos no Ensino Médio.

Nesse sentido, apresentamos uma proposta de ensino de tépicos de Calculo Diferen-
cial e Integral, destinada a professores que desejam ensinar tais conceitos a alunos do
Ensino Médio, com o objetivo de democratizar o conhecimento, no sentido de favorecer
o acesso dos estudantes do Ensino Médio a esses contetdos, tendo em vista que muitas
das vezes o aluno se forma sem sequer ouvir falar sobre limite, derivada ou integral.

Além disso, é, também, objetivo da proposta de ensino fornecer ferramentas para
o professor trabalhar, mesmo que implicitamente, conceitos basicos de Matematica ja
presentes no curriculo da ultima fase do ensino regular.

Esperamos que esse trabalho possa contribuir para novas discussoes sobre a pre-
senca da disciplina Célculo nos cursos de licenciatura em Matematica, abordagem e
metodologias do professor formador, possibilidades e desafios no ensino da disciplina e
contribuigoes da disciplina no ensino béasico, bem como servir de referéncia para aque-
les professores que desejarem aplicar a proposta apresentada a seus alunos do Ensino
Médio.
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