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Uma conexao entre algebra e topologia: o grupo fundamental
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Resumo: A topologia é a ciéncia da continuidade e da deformagao de espagos. Sua
ideia central é a de que se é possivel deformar um espaco no outro e vise-versa, logo
estes espacos serdo iguais do ponto de vista topolégico. Devido a esse fato, a ciéncia é
coloquialmente conhecida como: “a geometria da folha de borracha” (ver [1]).

Esta ciéncia surgiu na verdade de um problema no campo da Fisica, o chamado pro-
blema dos trés corpos, e na esperanca de resolvé-lo, Poincaré fundou a topologia, que
na época ele chamava de analysis situs - a dnalise da posi¢ao. Conforme o século seguia
seu curso, Poincaré apresenta os conceitos de homotopia e homologia, a homotopia em
especial, é o estudo da deformagao de lagos em espagos topolégicos (ver [5]).

Neste trabalho, o objetivo é estudar o primeiro grupo de homotopia, mais conhecido
como grupo fundamental. O grupo fundamental de um espaco topoldgico é definido pe-
las classes de equivaléncia de lagos baseados em um determinado ponto de um espaco
topoldgico. A relacdo de equivaléncia utilizada é a homotopia de lagos: dois lagos sdo
homotépicos se um pode ser deformado em outro de maneira continua. O grupo funda-
mental capta informacoes sobre o “formato” de um espago topoldgico, medindo, em um
certo sentido, a quantidade de “buracos 1-dimensionais” deste espaco.

Uma propriedade interessante do grupo fundamental é que, se dois espagos topoldgi-
cos possuem grupos fundamentais ndo isomorfos, estes espagos obrigatoriamente nao sao
homeomorfos, isto é, ndo é possivel deformar continuamente um no outro. Usando este
resultado, mostra-se, por exemplo que uma esfera ndo é homeomorfa ao toro. Por outro
lado, espacos topoldgicos com grupos fundamentais isomorfos podem nao ser homeomor-
fos, como por exemplo, uma esfera e um disco. Dessa forma, o grupo fundamental de um
espago topoldgico é um invariante do mesmo, mas nao é um invariante completo.

O grupo fundamental do circulo unitéario é obtido, além de propriedades gerais, como a
independéncia do ponto base em espacos conexos por caminhos e a invaridncia homotépica
do grupo fundamental. Mais ainda, como aplicacdo é demonstrado o Teorema do Ponto
Fixo de Brower para o disco bidimensional.

Para o desenvolvimento do projeto, assume-se prévio conhecimento de conceitos de
topologia geral. Para mais detalhes, sugere-se [2], [3] e [4].
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