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Resumo: A geometria, uma das dreas mais antigas da matemética, conta com contri-
buicées significativas de muitos autores, dentre os quais se destaca Euclides de Alexandria
(300 a.C.). Visando organizar o conhecimento matemético de sua época, Euclides publi-
cou uma coletanea de treze livros conhecida como “Os Elementos”. Ele percebeu que toda
afirmacao matematica requer justificativa por meio de outras ja consideradas verdadei-
ras, o que poderia resultar em um encadeamento sem fim [4]. Para evitar tal problema,
Euclides enunciou afirmacoes simples chamadas postulados que servem de base para a
construcao das demais proposigoes. Seu intuito era apresentar afirmacoes tao elementares
que qualquer pessoa as tomaria como verdade [1]. No primeiro livro de sua obra, que
trata sobre geometria plana, Euclides enuncia cinco postulados. O quinto postulado foi
alvo de discussao por muitos séculos.

V. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e
do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado do qual estao os menores do que dois
retos. [2]

Diversos matematicos acreditavam que esse postulado nao era necessario, ou seja, que
essa afirmacdo poderia ser derivada dos outros quatro postulados. Atualmente é sabido
que o quinto postulado independe dos outros quatro.

Durante as tentativas de se provar que o quinto postulado é derivado dos demais, alguns
matemaéticos verificaram que existem afirmagoes que podem substituir o quinto postulado
e gerar o mesmo modelo de geometria. Ou seja, com essa substitui¢do é possivel provar
as mesmas proposicoes da geometria euclidiana.

O objetivo desse trabalho foi verificar a equivaléncia de trés enunciados. Além disso,
investigamos os desdobramentos historicos: as tentativas de demonstracao do quinto pos-
tulado e a contribuicao desses fatos para o surgimento das geometrias nao-euclidianas,
que sao modelos de geometria em que o quinto postulado é negado.

Neste trabalho, para verificar que um enunciado FE, é um equivalente do quinto
postulado, mostramos primeiramente que ele deriva dos cinco postulados de Euclides
(V. = E,) e, em seguida, que o enunciado do quinto postulado deriva dos quatro
primeiros postulados unidos com esse enunciado equivalente (F,, — V).
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Neste trabalho foi possivel verificar que os seguintes enunciados sao equivalentes do
quinto postulado.
FE, Por um ponto fora de uma reta nao se pode tracar mais que uma reta paralela a
reta dada.

FE5 A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é sempre 180°.

E3 Se trés dos angulos de um quadrildtero sdo retos, entao o 1ltimo também é reto.

Em certo momento foi necessario acrescentar dois ououtros axiomas, o Axioma de
Pasch e o Axioma de Arquimedes. Tais axiomas foram utilizados algumas vezes por
Euclides mesmo nao tendo sido postulados inicialmente.

Tais equivalentes desempenharam papel fundamental nas tentativas de se provar o
quinto postulado e também no surgimento das geometrias nao-euclidianas. A maioria das
tentativas se deu por redugao ao absurdo, portanto negava-se o quinto postulado afim de
encontrar uma contradi¢do. Ao negar o quinto postulado era possivel observar proposigoes
diferentes da geometria euclidiana, entretanto nenhuma contradicao era gerada.

E possivel negar o quinto postulado (E;) de duas formas distintas, cada uma d& origem
a um modelo de geometria diferente.

e (Axioma Hiperbdlico) Por um ponto fora de uma reta pode se tragar ao menos duas
retas paralelas a reta dada.

¢ (Axioma Eliptico) Quaisquer duas retas sempre se intersectam.

Admitindo o axioma hiperbdlico ao invés do quinto postulado, foi possivel concluir
que a soma dos angulos internos de um tridngulo é menor que 180°.
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