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Grupos Fuchsianos Associados a uma Curva Algébrica de
Quinto Grau e Possiveis Aplicagoes

Rafael Ferreira Cardoso,1 Anderson José de Oliveira,2 Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz3
Resumo: A andlise complexa e a geometria hiperbdlica constituem duas importantes
linhas de estudo para os sistemas de comunicagao atualmente. O objetivo deste trabalho
é propor uma nova forma de obter e interpretar os grupos fuchsianos [2] associados a
curva algébrica y? = 2% £ 1, que pode ser descrita por uma EDO [4]. A pesquisa em nivel
de mestrado, constitui-se, principalmente, pela identificagdo dos grupos por meio de uma
revisao sistematica de contetdos prévios, necessarios para a compreensao da Conjectura de
Whittaker, analisando possiveis alteragoes nos calculos e/ou novas abordagens algébricas a
serem utilizadas, diferente das abordagens numéricas ja apresentadas na literatura. Como
resultados, espera-se obter os grupos fuchsianos e a representacao de seus elementos na
forma de radicais.

Definigao 1 Sejam a,b,c,d € R, tais que ad — be > 0, e a funcgado:
az+b

(2) = (1)

cz+d

Transformagoes de H (modelo hiperbélico do semiplano superior) desta forma sao cha-
madas de transformacdoes de Mobius.

Definicao 2 Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto das transformagoes de Mobius
de H, Méb(H).

Uma das abordagens utilizadas no estudo e na anélise de sistemas de comunicagao faz
uso das chamadas curvas algébricas, que estdo associadas de alguma forma a tesselagoes.
Curvas algébricas sao definidas por polinomios e seu grau estda diretamente associado
ao género da superficie a ser tesselada. Pode-se ainda entender estas curvas como um
conjunto de pontos e, assumindo as raizes de um polinémio, obtém-se as singularidades
de uma equagao diferencial fuchsiana, cujos coeficientes tem relagdo com essa curva. Na
literatura analisada, essas raizes, complexas e reais, tém seus coeficientes aproximados por
numeros decimais. A ideia de representa-las na forma de radicais é apresentar as raizes
quadradas irracionais sem aproximacoes, a fim de entender o padrao de formagao com o
grau da curva.

Em [3], é apresentada uma descri¢ao inicial desses conceitos prévios necessérios para
o entendimento da teoria, tendo como objetivo principal identificar as raizes de curvas
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algébricas, com o auxilio de sequéncias de Farey. Com relagdo aos resultados obtidos
em [3], os autores apresentam as singularidades de trés equagoes diferenciais fuchsianas
especificas, relacionadas as curvas algébricas, as quais representam os coeficientes de maior
ordem das equacoes. As curvas mencionadas sao: 22 — z, 2> —z e 2° + 1, com grau 2, 3 e

5, respectivamente.

Definicao 3 Uma equagao diferencial ordindria (EDO) fuchsiana, de sequnda ordem,
com n singularidades, ¢ da forma:

y'(2) + p(2)y'(2) + q(2)y(2) = 0, (2)

onde p(z) e q(z) sao fungoes meromorfas em um dominio S C C.

Exemplo 1 Seja a curva algébrica y?> = 2° — 1, associada a wma EDO do tipo hiper-
geométrica, que pode ser reescrita como um produto de suas raizes zy, za, 23, 24 € Z5.

Y= (z—21)(z—2) (2 —2) (2 — 2) (2 — 25). (3)

Com o intuito de obter a parametrizacao por radicais, é necessario a utilizagao de novas
abordagens, atentando-se para onde ocorrem as aproximagoOes numéricas nos trabalhos
citados e buscando alternativas. Por exemplo, na etapa 1 dos trabalhos analisados, sao
utilizadas raizes complexas aproximadas para as curvas em andalise. E o caso de pi(z) =
25 — 1, cuja raiz e3 6 adotada por [1] como z = 0.309017 + 0.9510565i ao invés de

b — V5—1 +Z.\/10+2\/5
11— ™1 1 :

Portanto, com este trabalho almeja-se contribuir para as bases tedricas e praticas
associadas a canais de comunicacdo, por meio da caracterizacao da y? = 2° £ 1, que ja
tem os grupos fuchsianos associados a ela obtidos pela Conjectura de Whittaker. Neste
trabalho, busca-se a representacao dos elementos desse grupo em formato de radicais, ao
invés do uso de aproximagoes numéricas, para as raizes das curvas algébricas, por exemplo.
Com isso, espera-se que a pesquisa desenvolvida contribua para uma nova caracterizagao
algébrica dos grupos fuchsianos e possiveis aplicagoes em sistemas de comunicagao.
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