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Tempo de primeira passagem por uma barreira variavel

Telles Timéteo da Silva®

Resumo: Considere uma particula se movendo segundo um movimento Browniano uni-
dimensional W;, iniciado da origem, tal que E[W;] = 0 e E[W?] = t. Seja c(t) uma curva
C' com valores em (0,00). Seja Ty = inf{t > 0: W, > ¢(t)} a varidvel aleatéria (RV)
que indica o tempo de primeira passagem (FPT) de W, através de ¢(t). Se f(t) é a funcao
densidade de probabilidade de 7y, entao ela satisfaz a equagao integral de Volterra [3]

W (1) - [0 (0= a0

onde U(z) = [ ¢(2)dz e ¢p(z) = \/%6*3”2/2. Quando c(t) = at + b, b > 0, a solugao pode

ser obtida explicitamente [1]: f(t) = ﬁ%d) <“f;%b> . Em particular, se a = 0, Ty segue

uma distribuicao de Lévy.

O valor médio de Ty é infinito se a barreira for ¢(t) = at +b com a > 0. Esta dificul-
dade pode ser contornada, mas para isso precisamos alterar a distribuicao do processo.
Um tipo de alteragdo é introduzir reinicios [2]. Considere o caso em que o contorno é
c1(t) = zo (barreira estatica). Evans & Majumdar descobriram que reiniciar a difusao a
uma taxa [ leva a um valor finito para a média do FPT (MFPT), dada por

eﬂﬁom —1
E[TW,roﬁ] = /B
Além disso, a MFPT pode ser minimizada com respeito a [ e seu valor étimo é 5* ~

1.2698/x2.

Neste trabalho modificamos o esquema introduzido por Evans & Majumdar e permi-
timos que a barreira se alterne segundo duas curvas, ¢;(t) = xg e c2(t) = at + b, tal que o
processo se desenvolve da seguinte forma:

Passo 1: A particula inicia a partir da origem e se difunde até que ou alcance a barreira
¢1(t) = xo ou reinicie a partir da origem (va para o Passo 2);

Passo 2: Se ela reinicia, entdo recomega a difusao até alcangar a barreira cy(t — 1) =
a(t—T)+b (aqui T é o tempo do 1ltimo reinicio) ou reiniciar a partir da origem (va para
o Passo 3);

Passo 3: Se ela reinicia, retornamos ao Passo 1;

Passo 4: O processo se repete até que particula ultrapasse a barreira varidvel.

A Figura 1(a) mostra um exemplo de caminho amostral para este processo.
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Figura 1: Na parte (a), o processo X (t) é uma difusdo entre os reinicios indicados pelas setas
vermelhas. A barreira se alterna entre duas curvas. Estd ilustrada a primeira passagem de X ()
pelo contorno ¢1; passagens de outras ordens também estao ilustradas. Parte (b) corresponde &
MFPT com respeito a 7, no caso em que o =1, a = 10, b = 0.2.

Teorema 1 Seja W, um movimento Browniano uni-dimensional padrdao com Wy = 0.
Seja T; uma seqiéncia de RV independentes e identicamente distribuidas, distribuidas
exponencialmente com taza [3, independentes de Wy. FscrevaT; = 25:1 T;. Fize x9,b >0
e g(t) = at +b, onde a € R. Defina o processo X; como Xy = Wy — Wy, if t € [T}, Tj11).
Para n > 0, considere os conjuntos Sa, = {t >0: X, > xo,t € [Ton, Tont1)}, Sont1 =
{t>0:X, > g(t —Tont1),t € [Tont1, Tont2)} €S = US,. Entdo a RV Ty, (3,98 = inf S
tem média finita dada por

(exom . 1) |:2€b(a+\/23+a2) o 1:|

1
B [eﬁom 4 eblaty/ 264+a?) _ 1} ( )

E[Tm($07g)7ﬁ] =

A prova envolve uma dedugao probabilistica da equacao integral para a probabilidade
de sobrevivencia S(t) = P(Tw, ()8 > 1), a qual é entdo solucionada no espaco da trans-
formada de Laplace. Uma conseqiiéncia marcante da expressao (1) é que E[7y,(4, 4),8] apre-
senta multiplos extremos. Na Fig. 1(b), é exibido um exemplo da variacao de E[myy,(5,,9),5]

com respeito a v = xgy/20.
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