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Este trabalho contribui para o desenvolvimento da teoria de sistemas de comunicacao,
area essencial na transmissao de dados, composta por fontes, codificadores, canais e deco-
dificadores, até o usuario final. Nas ultimas décadas, especialmente a partir dos trabalhos
de Valery Goppa, na década de 1970, e de Mark Goresky, na década de 1980, a andlise
de curvas algébricas e de espacos com curvatura negativa consolidou-se como uma das
principais abordagens matematicas para o aprimoramento desses sistemas.

Propomos um novo tratamento para obter e interpretar grupos fuchsianos associados a
curvas definidas por 4> = 2" £ 1, com n € N par, e analisar suas propriedades geométricas.
Os geradores sao obtidos pelo Algoritmo de Whittaker [1], modificado para representar
as raizes em radicais, eliminando aproximagoes comuns na literatura [1, 2]. Identificagoes
aproximadas sao usadas em aplicagoes especificas, mas limitam generalizagoes.

Buscamos fornecer ferramentas algébricas para estudos em tesselagoes hiperbélicas.
Pelo procedimento de Whittaker, partimos das raizes da curva algébrica, determinamos o
poligono fundamental via transformacgoes elipticas .S; de cada aresta, normalizadas quando
necessario. Fixada uma transformacao, calculamos os produtos S;S;, j # 1, e, constatando
que sao transformacoes hiperbdlicas, identificamos os geradores do grupo fuchsiano.

Definigao 1 Denote por D = {z € C: |z| < 1} o disco de Poincaré. As isometrias de D
sao exatamente as transformagoes de Mobius
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Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto do grupo dessas isometrias.

, a,BeC, |af — |8 =1 (1)

Resultados para valores especificos de n (como 2,4,6,8) revelam padroes nos tragos
das matrizes dos geradores, sugerindo regularidades passiveis de formulagao conjectural.
Esses padroes podem subsidiar a classificacao de familias de grupos fuchsianos oriundos
de curvas de grau par e estabelecer relacoes com invariantes do poligono fundamental.
Essa classificagao, apoiada por representagoes exatas, abre possibilidades para aplicagoes
em teoria de codificacao, especialmente em cenarios com simetrias hiperbdlicas centrais.

'Mestrando em Estatistica Aplicada e Biometria, Universidade Federal de Alfenas,
rafael.cardoso@sou.unifal-mg.edu.br

2Docente orientador, Departamento de Matemética, Universidade Federal de Alfenas,
anderson.oliveira@unifal-mg.edu.br

3Docente coorientadora, Departamento de Matemética, Universidade Federal de Alfenas,
catia.quilles@unifal-mg.edu.br
Agradecemos & UNIFAL-MG e ao PPGEAB. O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacgao
de Aperfeigopamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de Financiamento 001.

67



Exemplo 1 Seja a curva y?> = 2° — 1, apds obter as seis raizes na forma de radicais,
aplica-se o procedimento de Whittaker, gerando transformacdoes com coeficientes exatos,
como:

S5-3vB, 4 (134 \/3i)
(—3 — /3i)z 4 54381
Trata-se de uma transformacdao hiperbdlica, pois |tr(S1S2)] =5 > 2, andloga para os de-
mats  produtos S;S;. Os geradores do grupo sao  denotados  por

I' = (5155, 5153, 5154, 5155, 515) -

S159 =

A Figura 1 apresenta um decagono hiperbdlico, apds as transformagoes aplicadas ao
hexagono hiperbdlico, além da superficie bitoro, associados & curva y? = 26 — 1.

Figura 1: Decédgono hiperbélico e bitoro associados a curva y? = 26 — 1.

Fonte: os autores.

Concluimos que a identificagao exata de grupos fuchsianos associados a curvas algébricas
permite construir tesselacoes hiperbdlicas com propriedades de uniformidade e simetria
aplicaveis a modelagem de grafos altamente estruturados [3]. Essas estruturas funda-
mentam o desenvolvimento de cédigos geometricamente uniformes, com aplicagoes dire-
tas em sistemas de comunicacgao, oferecendo eficiéncia na correcao de erros e robustez a
ruidos. Além disso, a abordagem algébrica favorece algoritmos computacionais precisos
para manipulagao desses grupos, ampliando seu uso em cendrios praticos, como canais
com topologias complexas e ambientes onde a geometria influencia a transmissao de dados.
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