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Este trabalho contribui para o desenvolvimento da teoria de sistemas de comunicação,
área essencial na transmissão de dados, composta por fontes, codificadores, canais e deco-
dificadores, até o usuário final. Nas últimas décadas, especialmente a partir dos trabalhos
de Valery Goppa, na década de 1970, e de Mark Goresky, na década de 1980, a análise
de curvas algébricas e de espaços com curvatura negativa consolidou-se como uma das
principais abordagens matemáticas para o aprimoramento desses sistemas.

Propomos um novo tratamento para obter e interpretar grupos fuchsianos associados a
curvas definidas por y2 = zn±1, com n ∈ N par, e analisar suas propriedades geométricas.
Os geradores são obtidos pelo Algoritmo de Whittaker [1], modificado para representar
as ráızes em radicais, eliminando aproximações comuns na literatura [1, 2]. Identificações
aproximadas são usadas em aplicações espećıficas, mas limitam generalizações.

Buscamos fornecer ferramentas algébricas para estudos em tesselações hiperbólicas.
Pelo procedimento de Whittaker, partimos das ráızes da curva algébrica, determinamos o
poĺıgono fundamental via transformações eĺıpticas Si de cada aresta, normalizadas quando
necessário. Fixada uma transformação, calculamos os produtos SiSj, j ̸= i, e, constatando
que são transformações hiperbólicas, identificamos os geradores do grupo fuchsiano.

Definição 1 Denote por D = {z ∈ C : |z| < 1} o disco de Poincaré. As isometrias de D
são exatamente as transformações de Möbius

γ(z) =
αz + β

βz + α
, α, β ∈ C, |α|2 − |β|2 = 1. (1)

Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto do grupo dessas isometrias.

Resultados para valores espećıficos de n (como 2, 4, 6, 8) revelam padrões nos traços
das matrizes dos geradores, sugerindo regularidades pasśıveis de formulação conjectural.
Esses padrões podem subsidiar a classificação de famı́lias de grupos fuchsianos oriundos
de curvas de grau par e estabelecer relações com invariantes do poĺıgono fundamental.
Essa classificação, apoiada por representações exatas, abre possibilidades para aplicações
em teoria de codificação, especialmente em cenários com simetrias hiperbólicas centrais.
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Exemplo 1 Seja a curva y2 = z6 − 1, após obter as seis ráızes na forma de radicais,
aplica-se o procedimento de Whittaker, gerando transformações com coeficientes exatos,
como:

S1S2 =
−5−3

√
3i

2
z + (−3 +

√
3i)

(−3−
√
3i)z + −5+3

√
3i

2

.

Trata-se de uma transformação hiperbólica, pois |tr(S1S2)| = 5 > 2, análoga para os de-
mais produtos SiSj. Os geradores do grupo são denotados por
Γ = ⟨S1S2, S1S3, S1S4, S1S5, S1S6⟩.

A Figura 1 apresenta um decágono hiperbólico, após as transformações aplicadas ao
hexágono hiperbólico, além da superf́ıcie bitoro, associados à curva y2 = z6 − 1.
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Figura 1: Decágono hiperbólico e bitoro associados à curva y2 = z6 − 1.

Fonte: os autores.

Conclúımos que a identificação exata de grupos fuchsianos associados a curvas algébricas
permite construir tesselações hiperbólicas com propriedades de uniformidade e simetria
aplicáveis à modelagem de grafos altamente estruturados [3]. Essas estruturas funda-
mentam o desenvolvimento de códigos geometricamente uniformes, com aplicações dire-
tas em sistemas de comunicação, oferecendo eficiência na correção de erros e robustez a
rúıdos. Além disso, a abordagem algébrica favorece algoritmos computacionais precisos
para manipulação desses grupos, ampliando seu uso em cenários práticos, como canais
com topologias complexas e ambientes onde a geometria influencia a transmissão de dados.
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